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RECHERCHES

SUR LA

THEORIE DES CARACTERISTIQUES,

Par M. E. GOURSAT.

Etant donnée une équation aux dérivées particlles ou un systéme d'équations aux
dérivées partielles d’ordre quelconque, on sait que 'on appelle multiplicité ca-
ractéristique toute multiplicité d’éléments pour laquelle le probléme de Cauchy,
ou le probléme analogue plus général relatif au systéme considéré d’équations
aux dérivées partielles, se présente sous forme indéterminée. Sauf dans des cas
exceplionnels, celte indétermination est réelle, c’est-a-dire qu'il y a effectivement
une infinité d’intégrales admettant tous les éléments de la multiplicité caracté-
ristique, situés dans un domaine suffisamment petit, et holomorphes dans ce
domaine. Mais ce n’est la qu'un premier pas de fait dans cette théorie. Pour
I'approfondir davantage, il serait nécessaire d’étudier les intégrales, non pas seu-
lement dans un domaine restreint, mais dans le voisinage de la multiplicité
caracléristique tout entiére, par exemple rechercher les singularités mobiles
qu’elles peuvent avoir sur cette multiplicité, étudier la nature de ces singu-
larités, ete. 1l y ala évidemment un champ de recherches trés vaste, d'autant plus
que la notion de caractéristique n’est encore qu'imparfaitement ¢élucidée pour les
systeémes les plus généraux d’équations aux dérivées partielles.

Je ne m’occupe dans ce Mémoire que des plus simples parmi les problémes de
celle nature, ceux qui sont relatifs aux équations du premier et du second ordre
a deux variables indépendantes; mais la méthode peut s’étendre, avec plus ou
moins de difficulté, a des questions beaucoup plus générales, comme je me pro-
pose de le montrer dans la suite (*).

(1) Les résultats essentiels de ce Mémoire ont été résumés dans une Note présentée a
I'Académie des Sciences (Comptes rendus, 26 mars 1906).
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I.

1. Nous rappellerons d’abord quelques définitions relatives aux courbes et aux
surfaces analytiques.

Un point (2,0, 50) d’une surface analytique S est un point ordinaire pour
cette surface si, en désignant par z, y, 5 les coordonnées d’un point voisin, 1'une
des trois différences  — zg, ¥ — ¥, 5— 5, est égale a la somme d’une série
enli¢re ordonnée suivant les puissances positives des deux autres différences, et
convergenle lorsque les modules de ces différences restent inférieurs 2 un nombre
positif convenablement choisi. Sil'on suppose les coordonnées d'un point de la
surface S (ou d’une portion de cette surface), exprimées au moyen de deux para-

métres arbitraires « et ¢
x = f(u,v), Yy=9(u,v), s=4U(u,v),

les fonctions f, o, ¢ étant holomorphes dans le voisinage des valeurs u,, ¢y, qui
correspondent au point (o, ¥4, 39 ), il suffit, pour que ce point soit un point or-

dinaire, que 'un au moins des trois jacobiens

D(f,0) Do d) DN
D(u, ) D(uyv)’ D(u, )

soit différent de zéro pour u= u,, v = ¢y (Cours d’Analyse, t. 1, p. 460). Soit
(20, Y0y 50) un point d'une surface S. Imaginons que Pon effectue une transfor-
mation ponctuelle définie par les formules

(1) X=F (2, y,3), Y:FQ(x,_y,z), L=F;(x,y,3),

F,, I, F; étant des fouctions holomorphes dans le voisinage des valeurs z,, ¥y, =,
et le déterminant fonctionnel
A D(FLF,F)
-~ D> y,9)

n’étant par nul pour & = x,, ¥ = o, 5 = 5. Si le point (z,y, 5) décrit la por-
tion de la surface S voisine du point (g, ¥y, 59), le point de coordonnées (X, Y, Z)
décrit une portion de surface analytique 2 voisine du point (X, Y, Z) qui cor-
respond au point (Zy, ¥, 59), et ces deux portions de surfaces S et T se corres-
pondent point par point, car I'on peutinversement résoudre les équations (1) par
rapport & z, ¥, 5, dans le voisinage des valeurs X,, Y, Z,.

Si le point (xy,),5,) de la surface S est un point ordinaire pour cette
surface, le point (X,, Y, Zy) est lui-méme un point ordinaire pour la sur-
Jace X.
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En effet, supposons les coordonnées z, y, 5 d’un point de S exprimées au

moyen de deux paramétres « et ¢, les trois jacobiens

) D(x,v) D(r,s D(s,2)
(2 D(u,v)’ D(a,v) D(a,v)

n’étant pas nuls & la fois pour les valeurs u = u,, v = ¢,, qui correspondent au
point (£9, Y0y 59). Au moyen des formules (1), on peut exprimer aussi X, Y, Z
par des fonctions holomorphes de u et de ¢, et il suffit de montrer que les trois
jacobiens

3 D(X,Y) D(Y,Z) D(Z,X)
(3) D («, v)‘ D(u,v)’ D(u,v)’

ne sont pas nuls & la fois pour w= w,, ¢ = ¢,. Or on peut résoudre les trois

équations (1) par rapport a x, ¥, 3, el 'on a

D(z,y) _ D(@ ) DX,Y) D(ay) DY,Z)  D(z,y) D(ZX)
D(w,v)  D(X,Y) D(a,9) = D(Y,Z) D(u,v) = D(ZX) D(a,v)’

avec deux autres velations analogues. Si les trois déterminants (3) étaient nuls a
la fois pour u = u,, v = v,, il en serait donc de méme des trois déterminants (2),
contrairement a '’hypothése.

Nous dirons pour abréger que la transformation ponctuelle (1) est réversible
dans le voisinage d’un point (z,, ¥, 5¢), lorsque le jacobien A n’est pas nul pour
les coordonnées de ce point. La proposition précédente peut alors s’énoncer

comme 1l suit :

Toute transformation ponctuelle réversible change un point ordinaire en

un point ordinaire.

Rappelons encore la propriété suivante. Si, en un point ordinaire d’une surface,
le plan tangent n’est pas paralléle 4 'axe Oz, dans le voisinage de ce point, I'équa-
tion de la surface peut éire mise sous la forme

5—5,=P(x—z4 ¥y — y0),

le second membre désignant une série entiére en z — x, et y — y,. 1l s'ensuit
que lorsque, dans le voisinage d'un point (2, ¥4, 50 ), I'équation d’une surface est

de la forme
s=0(z,y),

la fonction @ (&, y) n’étant pas holomorphe dans le domaine des valeurs z,, y,,
des variables et y, ce point est un point singulier pour la surface, & moins que
le plan tangent en ce point ne soit paralléle & Oz. Lorsqu'il en est ainsi, les dé-
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rivées partielles
0 od
9z’

(ou au moins I'une d’elles) deviennent infinies pour = x,, ¥ = y,. Par consé-
quent, s'il arrive que la fonclion ®(z, y) et ses deux dérivées partielles du
premier ordre conservent des valeurs finies pour z = 2,, y = y,, landis que I'une
au moins des dérivées du second ordre ou d’ordre plus élevé devient infinie pour
ces valeurs, on peut affirmer que le point correspondant est un point singulier de
la surface.

2. Une courbe analytique T est définie par un systéme de trois équations
(4) z=[f(u), y=o(u), s=¢(u),

Jy 5 4 étant trois fonctions analytiques de la variable u. Pour les applications au
domaine réel, nous supposerons que ces trois fonctions f(u), ¢(u), 4(u) sont
holomorphes et prennent des valeurs réelles lorsque la variable w« décrit un seg-
ment (u,, u,) de l'axe véel, et qu’a un point d'un segment AB de T' correspond une
valeur de u et une seule dans cet intervalle (u,, u, ). Ces trois fonctions sontalors
holomorphes a I'intérieur d’un rectangle R du plan de la variable complexe u,
limité par les perpendiculaires a I'axe réel menées par les points d’abscisses w«,
et uy, et par deux paralitles & cet axe suffisamment voisines, menées de part et
d’autre. Lorsque le segment AB ne présente pas de point singulier, on peut choisir
le paramétre u de facon que les trois dérivées f'(u), ¢'(u), ¥'(«) ne s’annulent
pas simultanément pour aucune valeur réelle de u comprise entre u, et u«,. Nous
supposerons méme que les deux dérivées f'(u) et ©'(u) ne s’annulent pas en
méme temps lorsque w varie de w, & u,. On peut faire cette hypothése sans
restreindre la généralité. En effet, si Pon avait f'(uy) =¢/(us) =o, u, élant
compris entre u, el uy, la tangente au point correspondant de I' serait paralléle &
'axe Oz. Or on peut Loujours supposer que I'on a pris axe des z de fagon qu'il
ne soit pas une génératrice du cone formé par les paralléles menées de l'origine
aux tangentes a I'arc AB de I'. Les axes étant choisis de cette fagcon, I'expression

0 =/f"%(u) + ¢*(u)

ne s’annule pour aucune valeur réelle de u dans intervalle (u,, u,), et I'on peut
évidemment prendre la hauteur du rectangle R assez petite pour que 8 ne s’annule
pas non plus dans ce rectangle.

Cela posé, soit S une surface analytique passant par la courbe I', et sur laquelle
tous les points du segment AB de cette courbe sont des points ordinaires. Appli-
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quons i cette surface la transformation ponctuelle définie par les formules

S z=f(X) —Y¢'(X),
(5) ¥y =o(X) + Y/ (X),
( 2 =¢(X) +Z;
on a dans ce cas
S(X)—=Ye"(X) —o'(X) o

DD&:—{(:%: P(X)+Y/(X) S(X) o
¢ (X) ° !

=/2(X) +¢*(X) + Y [/"(X) o' (X) =/ (X)9"(X)].

Au segment AB de T correspond le segment CD de I'axe OX,, compris entre les
deux points X = uy, X = u,, et, d’aprés les hypothéses qui ont été faites, ces
deux segments se correspondent point par point. Toute surface S passant par le
segment AB de T se change donc en une surface T passant par le segment CD de
I'axe OX. A un point de T qui est un point ordinaire de la surface S correspond
un point du segment CD de OX qui est un point ordinaire de X, car le jacobien
% se réduit a f2(X) 4 ¢'2(X)) pour Y=o, et ce jacobien est djﬂ‘érent
de zéro lorsque X varie de u, & u,.

La transformation précédente remplace donc une courbe analytique quel-
conque I', ne présentant pas de point singulier, par un segment de ligne droite, et
une surface analytique passant par I' (et n’ayant sur I' aucun point singulier) par
une autre surface analytique passant par un segment de ligne droite et n’ayant
sur ce segment aucun point singulier. Pour étudier, par la suite, les surfaces
analytiques passant par une courbe analytique donnée, nous supposerons qu’on
commence par effectuer cette transformation.

Si la surface S passant par la courbe T doit étre une intégrale d’'une équation
aux dérivées partielles, la surface transformée I doit étre aussi une intégrale
d’une équation aux dérivées partielles que 'on déduira comme il suit de la pre-
miere. Désignons par P et Q les dérivées partielles de Z par rapport 2 X et Y. De

la relation
dz =pdzx +qdy
on lire, en remplacant z, ¥, 5 par les expressions (5) et dZ par PdX + Q dY,

V(X)dX +PdX +QdY= p[f (X)dX —Y¢"(X)dX — ¢'(X) dY]

+g[e(X)dX + Y £/ (X)dX + f'(X)dY]
ou

P+ ¢ (X)=p[/(X)—=Y ¢"(X)]+¢[¢'(X)+ Y f"(X)],

6) ,
Q=—p¢'(X)+ g/ (X).
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Si l'on connait les valeurs de p et de ¢ toutle long de T', on en déduira les
valeurs de P et de Q tout le long du segment CD de I'axe OX en faisant Y = o
dans les formules précédentes. Inversement, en résolvant les équations (6) par
rapport a p et a g, toute équation aux dérivées partielles F(z, y, z, p, g) =o se
change en une équation de méme espéce ®(X,Y,Z,P,Q) = o, et 'on opérerait
de méme pour une équation aux dérivées partielles du second ordre, etc.

3. Nous pouvons done supposer qu’il s’agit d’étudier une surface passant par
un segment de Paxe OX, compris entre les deux points d’abscisses x, et x,, et
dz
ox
est nulle pour tout point de ce segment; si le plan tangent & la surface est lui-

R . ) .., . 03
méme connu en chaque point du segment, la dérivée partielle g = y est une
fonction connue de x dans l'intervalle (xy, x,). Cette fonction de x peut devenir

n’ayant aucun point singulier tout le long de ce segment. La valeur de p=

infinie dans cet intervalle si le plan tangent en certains points se confond avec le
plan ¥ =o ('). Mais, si la surface considérée n’a pas de points singuliers sur le
segment CD, la fonction q (x) ne peut avoir que des péles comme singula-
rités dans Uintervalle (z,, 2,).

Supposons, en effet, qu’en un point (a, 0, 0) de la surface le plan tangent soit
le plan y = o; la surface devant passer par I’axe des x, '’équation de la surface
dans le voisinage de ce point peut donc s’écrire

=zP(z—a,z),

P(x — a, 5) désignant une série entiére en 2 — @ et z; qui ne renferme pas de
terme constant. Le plan tangent a donc pour équation

JpP oP
Y— _zo—‘r(X—x)+<P+z5—;>(Z—‘.),

pour un point de I'axe O 3, cette équation se réduit a
Y=P(x—a,o0)Z.

Si le plan tangent ne se confond pas avec le plan y = o tout le long du segment,
la fonction P(# — a, o) n’est pas identiquement nulle et I'on a

1

7= P(z—a,0)

(1) Dans le cas ol ¢ serait infini tout le long de CD, le plan tangent en chaque point
serait le plan y = o et il suffirait de permuter y et z pour avoir p = ¢ = o tout le long du
segment.
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de sorte que le point (a,0,0) est un péle pour cette fonction. On peut remar-
quer que c’est un pble du premier ordre, 3 moins que le point considéré ne soit
un point parabolique. ,

La condition précédente étant remplie, la fonction g(z), qui est supposée
connue, est de la forme

T(x)
1(®)= 1z

=(z) et §(z) étant deux fonctions holomorphes de z dans l'intervalle (z,, z,), qui
ne s’annulent pas simultanément. Cela posé, faisons la transformation

y =Yy(2)—Ln(2),
(7) s =Yn(z)+L(z),

X =2.

Cette transformation est réversible pour Y =7 =o, z étant compris entre z,

D(z,y,5)
D(X,Y,Z)

posé, si une surface passant par Oz admet le point («, 0, 0) pour point ordinaire,

et z,, car le jacobien se réduit & =2(z)+ $2(x) pour Y =Z = 0. Cela

le plan tangent en ce point ayant pour équation
Y(@)—ym(z)=0,
I’équation de la surface est, dans le voisinage de ce point,
sY(z)—yn(x)+...=o,

les termes non écrits étant au moins du second degré en y et z. L’équation de la
surface qu’on en déduit par la transformation (7) est donc de la forme

[Yn(2)+Zy(2)]$(2)—[Y(@)—Lr(z)]n(2)+...=o0,
ou
Z(Y*+7*)+...=o,

les termes non écrits étant au moins du second degré en Y et Z. De cette équation
on déduira pour Z un développement suivant les puissances de Y commencant par
un terme du second degré au moins. La transformation (7) remplace donc la sur-
face primitive par une nouvelle surface tangente au plan Z =0 tout le long du
segment (zy, x,) de 'axe des z, et pour laquelle tous les points de ce segment
seront des points ordinaires.

-~

Supposons encore cette transformation effectuée. Les fonctions p = d_.;: et
Js ) . .
7= 5 sont alors identiquement nulles tout le long du segment (x,, z,) de
. , ,
I'axe O z. Il en est de méme des dérivées du second ordre r et s et la dérivée t = %Y—zz

v

Fac. de T., 2 S., VIIL : 54
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doit étre (n° 1) une fonction holomorphe de # dans lintervalle (g, z,) pour que
tous les points du segment soient des points ordinaires de la surface. Si la valeur
de cette dérivée est une fonclion connue de z, ¢ = ¢(z), en posant

u
Il

w|“<

o(x)+Z,

on sera ramené a étudier une nouvelle surface pour laquelle les dérivées du pre-
mier et du second ordre de z par rapport a z et a y sont nulles tout le long du
segment.

4. Soit
(8) F(z, ¥,5, pyg)=0

une équation aux dérivées parlielles du premier ordre dont le premier membre
est une fonction analytique des variables qui y figurent. Une caractéristique est,
comme on le sait, une suite simplement infinie d’éléments (2, y, 5, p, q), satisfai-
sant & I’équation (1) et aux relations différentielles

(9) (_lﬁ‘___zi):_ dz _ —dp _ —dyg
9 P~ Q Pp+Qq X=+pL Y+qZ
ou
OF OF OF OF . OF
X_b—.l'-, ) Y——-'(Ty) Z—E) P—a—p7 Q_d—q--

Supposons que 'on ait déterminé une caractéristique; on démontre dans tous
les Ouvrages classiques que tous les éléments de cette caractéristique suffisam-
ment voisins d’un élément déterminé appartiennent a une infinité de surfaces
intégrales, moyennant certaines conditions qui seront rappelées dans la suite de
ce travail. Mais ce n’est 1a qu’un premier pas dans I'étude des intégrales passant
par une caractéristique donnée. Nous nous proposons de compléter ce résultat en
étudiant les surfaces intégrales, qui passent par une caracléristique, tout le long
de cette caractéristique, en particulier de rechercher s’il peut y avoir sar la carac-
téristique des points singuliers de la surface, variables d’une intégrale a I'autre, et
d’examiner la nature de ces points singuliers.

Pour préciser le probléme, nous supposerons la caractéristique représentée par
les cinq relations

(10) z=fi(u), y=/folu), sz=f;(u), p=o(u), g=0(u),

les trois fonctions fi, fa, /s élant holomorphes dans un domaine ®, comprenant
un segment de l'axe réel dans le plan de la variable complexe u et les trois déri-
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vées f|(w), fl(uw), fi(u) ne s'annulant pas a la fois dans ce domaine. Les fonc-
tions ¢,(u), v (u) peuvent devenir infinies sur ce segment de I'axe réel, mais elles
ne peuvent avoir que des discontinuités polaires si les points correspondants sont
des points ordinaires d’une surface admettant tous les éléments de la caractéris-
tique. On le démontre, comme plus haut (n° 3), dans le cas ou la caractérislique
se réduit a 'axe Oz. Les transformations qui ont été indiquées permettent de
ramener le cas général au cas particulier ou la caractéristique est représentée par

les équations
(11) y=sz=p=gqg=o.

Aprés ces transformations, le premier membre de la nouvelle équation aux déri-
vées partielles peut étre développé en une série entiére ordonnée suivant les puis-
sances positives de y, 3, p, ¢, dont les coefficients sont fonctions de z, et il ne
doit y avoir dans ce développement aucun terme de la forme f(z)y ou de la
forme f(x)q pour que la multiplicité (11) soit bien une multiplicité caractéris-
tique. Soit

2) F=Ap+Bs+Cp?+...=o0

la nouvelle équation, les termes non écrits étant au moins du second degré en y,
s, p, q. Les coefficients A, B, G, ... sont des fonctions de z qui doivent étre
holomorphes dans un certain domaine ®; contenant un segment (z,, z,) de 'axe
réel; on peut supposer, évidemment, que ®, est simplement connexe et prendre,
par exemple, pour ®, un rectangle formé de deux perpendiculaires a I'axe réel
menées par les points d’abscisses x, et x, sur cet axe dans le plan de Ja variable
complexe z et deux paralléles infiniment voisines & cet axe de part et d’autre
du segment (z,, z,). Quelle que soit la forme de ce domaine, nous supposerons
que la série (12) esl convergente, quelle que soit la valeur de # dans ®,, pourvu
que les modules des variables y, z, p, ¢ ne dépassent pas une certaine limite
positive p. Toutes ces conditions s’expliquent d’elles-mémes, étant donné le
probléme que I'on se propose. Nous ferons une hypothése de plus et nous suppo-
serons que le coelficient A de p ne s’annule pas le long du segment (2o, z), ni
par suite dans le domaine ®, si ce domaine est suffisamment petit. Cette derniére
hypothése a une signification importante. Nous dirons qu’un élément (z, y, 2, p, ¢),
dont les coordonnées satisfont a la relation F = o est un élément singulier pour
cette équation si les coordonnées de cel élément satisfont aussi aux relations

P=o, Q=o, X+pZL=o, Y +qgZ=o;

les équations différentielles qui déterminent la multiplicité caractéristique passant
par un élément se présentent sous forme indéterminée lorsque 1’élément initial
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est un élément singulier. Pour tous les éléments de la caractéristique (11) de
I'équation (12), on a bien

Q=o, X +pZ=o, Y+gZ=o0;

pour que 'on edt aussi P = o pour un de ces éléments, il faudrait que A fat nul
pour I'abscisse de ce point. L’hypothése faite en dernier lieu peut donc s’énoncer
ainsi : on suppose que la portion de caractéristique considérée ne contient
aucun élément singulier.

Cela étant, en divisant par A tous les coefficients de la série (12), on peut supposer
le coelficient de p réduit a 'unité; les autres hypothéses relatives au domaine de
convergence étant conservées. En résolvant alors ’équation (12) par rapport a p,
on en déduit un développement en série entiére ordonnée suivant les puissances
de y, 3, q, dont les coelficients sont des fonctions holomorphes de x dans le
domaine ®, et qui est convergente, quelle que soit la valeur attribuée a = dans ce
domaine, pourvu que les modules des variables y, z, ¢ restent inférieurs & un
nombre positif 7 (*). D’aprés la forme de 'équation (12), cette série ne doit
renfermer ni terme en y, ni terme en ¢; il est donc de la forme

(13) p=®(x,y,5,9)
= Q0105 b D205 Q1108 + Q115G - D200 Y+ Pro1 Y G+ Po02dP teees

les termes non écrits étant au moins du troisi¢me degré en y, 5, ¢ et les fonc-
tions ©;x; étant des fonctions halomorphes de z dans le domaine ®,. '

Remarquons que tout changement de variable de la forme z = {(z') ne change
pas la forme de I’équation (13). Pour la démonstration des théorémes de conver-
gence, on peut donc supposer que I'on a effectué tout d’abord sur cette variable
une transformation conforme convenable, de facon que le domaine ®, soit un
cercle ayant pour centre le point z = o. La fonction ®(z, y, 5, ¢) est alors une
fonction holomorphe des variables z, y, z, ¢, pourva que I'on ait

lz|sa, |y|sr, |slsr,  lgqlin,

a et r étant deux nombres positifs.

5. De méme, si 'on veut étudier les surfaces intégrales d’une équation aux
dérivées partielles du second ordre F(z, y, 3, p, q, r, s, t)= 0, admettant lous les
éléments d’une caractéristique déterminée du second ordre, on commencera par
effectuer une transformation ponctuelle (voir n° 3), de fagcon que cette caracté-

(1) Pour la démonstration de ce point, voir mon Mémoire : Sur les intégrales infini-
ment voisines des équations aux dérivées partielles (Annales de 1’Ecole Normale supé-
rieure, 1906, p. 429 et suivantes).
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ristique soit représentée par les équalions
(14) y=s=p=qg=r=s=t=o.
L’équation aux dérivées partielles, étant ordonnée suivant les puissances de y,
3, Py q, Ty S, L, est de la forme ’

(15) F=Ar+Bs+Ct+Dp-+Eq+Gy+Hz+...

les termes non écrits étant au moins du second degré en y, 5, p, q, 1, s, t et les
coefficients A, B, C, ... étant des fonctions de x holomorphes dans un certain
domaine ®, simplement connexe, renfermant un segment de I’axe réel. Pour que
les relations (14) représentent un caractéristique de I'équation (15), il faut d’abord
que l'on ait (')

T=-—=—o0
at
pour tous les éléments de celte caracléristique, c’est-d-dire que le coefficient C
A . 0 s
doit étre nul. 1l faut de plus que I'on ait 5= o pour tous les éléments de la carac-

téristique, ou que le coefficient G soit nul. Ces conditions sont suffisantes pour
que les équations (14) représentent une multiplicité caractéristique du second
ordre de I’équation (35), mais nous ferons encore une hypothése de plus. En
général, tout élément du second orvdre (z,y, 3, p, q, 1, s, t), dont les coordonnées
satisfonta la relation F=o, détermine dans’élément du premier ordre (z,y,%,p,q)
qu’il contient deux directions caractéristiques, données par I'équation du second

ordre
(16) Rdy:—Sdrdy +Tdx*=o,
ou

R=20, 5= gz

Nous dirons qu’un élément est exceptionnel si les deux racines de l'équa-
tion (16) sont égales, c’est-a-dire si ’on a, pour les coordonnées de cet élément,
la relation (?)

(17) : S?—4RT=o.

Cela posé, nous admettrons que la caractéristique considérée ne renferme

(1) Lecons sur Uintégration des équations aux dérivées partielles du second ordre a
deux variables indépendantes (t. I, Chap. V).
(2) Ce qui comprend le cas ou I’on auraita la fois R=S=T =o.
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aucun élément exceptionnel, ce qui exclut le cas ol I'équation (15) aurait ses
deux systémes de caractéristiques confondus. Comme T est nul pour tous les
éléments de la caractéristique (14), il faudra que S soit différent de zéro pour
tous ces éléments, ou que le coefficient B de s ne s’annule en aucun point du
segment de I'axe réel intérieur a ®z, ni par suite en aucun point de ce domaine,
pourva qu’il soit suffisamment voisin de I'axe réel. En résolvant alors 1'équa-
tion (13) par rapport a s, on en déduira un développement en séiie entiére
ordonnée suivant les puissances de y, 3, p, q, 1, ¢,

(18) s=as+PBp+yqg+or+...,

les termes non écrits étant au moins du second degré eny, z, p, q, ¢, et les
coefficients étant des fonctions holomorphes de la variable 2 dans ®,. La série
qui est au second membre de I’équation (18) représente une fonction holomorphe
des variables z, y, 5, p, g, r, tlorsquc la variable z décrit le domaine ®, pourvu
que les modules des autres variables y, z, p, ¢, r, ¢ restent plus petits qu’un
nombre positif. Pour les questions de convergence, on peut encore, comme on I'a
remarqué plus haut, supposer que le domaine ®, est un cercle ayant pour
centre lorigine.

Nous allons maintenant étudier successivement le probléme ainsi simplifié

pour une équation aux dérivées partielles du premier ordre et pour une équation
du second ordre.

IL.
6. Soit

(19) p=F(z,»,579)
= Po10% + P200)* + P110Y5 + Po203” + Q101 ¥ q + Po115G + Qo0 qt 4. -

une équation aux dérivées partielles du premier ordre admettant la multiplicité
caractéristique

(20) y=s=p=gqg=o.

Les fonctions oz sont des fonctions de la variable #, holomorphes dans un
domaine simplement connexe ®;, comprenant un segment (z,, ) de 'axe réel,

et la série F(z,y, 5, q) est convergente, quelle que soit la valeur de 2 dans ce
domaine, pourvu que I'on ait

U'IEP, IZIEP» ]ﬂéP,

¢ étant un nombre positif.

11 existe une infinité d’intégrales de équation (19) admettant tous les éléments
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de la caractéristique (20); 'une quelconque est complétement déterminée si l'on
se donne la fonction f(y) a laquelle elle se réduit pour une valeur particuliére
x = a, comprise entre x, et z,. Pour que cette intégrale admette I'élément
particulier (a, 0,0, 0, 0), il faut et il suffit que la fonction f(y) el sa dérivée
J'(y) soient nulles pour y=o. Supposons donc que f(y) soit une fonction
holomorphe de la variable y dans le domaine de l'origine, s’annulant ainsi que
sa dérivée pour y = o. Pour étudier I'intégrale qui se réduit a f(y) pour x =a,
dans le voisinage de I'axe des z, il est naturel d’ordonner le développement de
cette inlégrale suivant les puissances de y, et nous savons a priori que ce déve-
loppement doit ¢étre de la forme

(21) =, (2) y -+ (@) P+ .+ () y+. ..

puisque I'intégrale, renfermant DI'élément z =y =z=0, p=¢ =o, doit
admettre tous les éléments de la multiplicité caractéristique (20). Les coefficients
Y2y Y550 .. Yny. .. sont des fonctions de z dont on connait les valeurs pour z = «a,
car le développement de la fonction f(y) doit étre identique &

S(¥)=db(a)y’ +.. .+ du(a) ym+. ..
De la formule (21) on_déduit

p=Us(2)y? +di(2)yd o ()Yt +..,
g=2¢(x)y +3ds(x)y ... 4+nd(z) y* 4. .5

en remplacant z, p, ¢ par leurs développements dans les deax membres de I'équa-
tion (19), et en égalant les coellicients des mémes puissances de y, on obtient
une suite indéfinie d’équations différentielles, qui, jointes aux conditions initiales,
permettent de déterminer de proche en proche les fonctions ¥y, g, ... 4y o ...

En égalant les coefficients de y2, on obtient d’abord une équation différen-
tielle de Riccati, ne renfermant que la fonction inconnue ¢, (z),

d 2
(22) % = @200+ [ Poro+ 20101 ] Yo (@) + L @goa [ P2 (2)]2

Cette équation détermine complétement la fonction ¢,(z), puisqu’on connait
la valeur initiale ¢, (@) ; d’aprés les propriétés connues de I'équation de Riccati,
42 (), qui est certainement holomorphe dans le voisinage de la valeur z = a, ne
peut avoir que des discontinuités polaires dans le domaine ®,, et ces pdles sont
variables avec la valeur initiale ¢, (a).

D’une facon générale, le coefficient de y* dans le second membre de I'équation
(19) aprés la substitution ne peut dépendre que des coefficients o et des fonc-
tions ¢z, §s,. « , Yp. En effet, dans les termes qui renferment 3, la fonction
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par exemple est toujours associée & une puissance de y d’exposant au moins égal
a n+ 1. D’autre part, dans le développement d’une puissance de ¢, de g% par
exemple (A >1), ona

gi=[2ds(2)y +...+nd,yr— 4. 05

et le seul terme en »” renfermant ¢, ne peut étre que le terme 4nd,d,, lorique
k = 2. Le seul terme en »” dépendant de ¢, est donc

Por0Yn+ 120101 Yn+ 472 Pyos %%,

somme de trois termes provenant respectivement des termes en z, yg et ¢* dans
I'équation (19). En égalant les coefficients de y”, on arrive donc & une équation
de la forme

dy

(23) d;:(?ow*‘ ”@101“'4”%02‘1/2)4/"‘*‘ P (Y2, Gsy oesy q’n—l)9

by

P(ds, 43y .oty dn_y) désignant un polynome a coefficients entiers par rapport
aux fonctions ¥s, &3, ..., ¥, _4, et aux coefficients ¢;z; jusqu’a ceux d’un certain
I‘ang.

Celte équation (23) esl linéaire par rapport a la fonction inconnue ¢, (n > 2).
Supposons que le premier coefficient ¥s(2) soit holomorphe dans un domaine
stmplement connexe ®, intérieur & ®;. En faisant successivement n =3, 4, 5, ...,
on voit que tous les coefficients suivants, d;, 4, ..., qui sont déterminés par des
équalions linéaires a coefficients holomorphes, sont eux-mémes des fonctions
holomorphes dans le domaine ®.

7. On obtient donc ainsi une série (21), satisfaisant formellement & P'équa-
tion (19), dont tous les coefficients sont des fonctions holomorphes dans ®,, et
qui se réduit a f(¥) quand on remplace z par a. Cette série coincide forcément
avec la série entiére P(x — a, y) qui représente I'intégrale holomorphe se rédui-
sant a f(y) pour £ = a, quand on ordonne celte série par rapport aux puissances
croissantes de 3. Nous sommes donc assurés de la convergence de la série (21)
pour les valeurs de y et de z — a dont le module est suffisamment petit. Pour
compléter ce résultat, nous nous proposons d'étudier la convergence de cette
série lorsque |y| seul est trés petit, la variable 2 restant dans le domaine ®,, ou
tous les coefficients ¢; sont holomorphes; ce qui revient évidemment a consi-
dérer I'intégrale dans le voisinage de la caractéristique. Le résultat fondamental
qui va étre démontré est le suivant : ‘

Soit ®, un domaine simplement connexe tel que la fonction &y(x), qui

J'(0)
1

prend la valeur—— pour x = a, soit holomorphe dans ce domaine et sur la
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courbe qui le limite; & ce domaine ®), on peut associer un nombre positif =,
tel que Uintégrale de Uéquation (19), qui se réduit a f(y) pour x = a, soit
une fonction holomorphe des variables x et y, lorsque la variable x décrit le
domaine ®,, et la variable y le cercle de rayon =, décrit du point y =o
comme centre.

Il résulte de ce théoréme que la série (21) est nécessairement convergente
lorsque les variables z et y restent respectivement dans les domaines précédents.
Ainsi qu’on I’a déja fait observer (n° 4), on peut supposer que le domaine ®', est
a Pintérieur d’un cercle de rayon 1 décrit du point z = o pour centre. Car on
peut toujours, sans changer la forme de I'équation (19), effectuer une transforma-
tion conforme de facon qu’un domaine renfermant ®), vienne s’appliquer sur un
cercle, le point x = a intérieur & ®}, correspondant au centre du cercle. Nous
admettrons par conséquent, pour simplifier la démonstration qui va suivre, que
le second membre de I’équation (19) est une fonction holomorphe des variables

Z,¥, 3, ¢, pour tous les systémes de valeurs de ces variables qui satisfont aux
conditions
) |<

iz|sy,  ylses  |5|Ses  lglSps

p étant un nombre positif, et en outre que I'intégrale de I’équation (22) qui

f”(O)

1.2

prend la valeur pour z = o est elle-méme une fonction holomorphe de x,

pourvu que l'on ait |#|<1. On peut toujours satis(aire a cette derniére condition,
si 'on fait correspondre au cercle de rayon 1 un domaine ®’; renfermant ®’,, mais
assez voisin pour que ), (z) soit également holomorphe dans ®,. Nous pouvons
méme supposer que la fonction f(z) est nulle, car il suffit de poser z = f(y) +u,
en désignant par » une nouvelle inconnue, pour étre ramené a ce cas, et ce chan-
gement d'inconnue ne modifie pas les autres hypothéses.

Les intégrales des équations (22) et (23), qui sont nulles pour & = o, sont
donc toutes holomorphes, pourvu que |z| ne dépasse pas I'unité. Nous pouvons,
sans diminuer la généralité, supposer ¥, = ¢, = o, car si I'on pose

2=y () 4+ yP §s(2) +Z,

le développement de Z commencera par un lerme en y* ou de degré supérieur.
Toutes ces transformations étant effectuées, 'équation (22) doit admettre 'inté-
grale particuliére §, = o, ce qui exige que l'on ait ®200(x) = 0 ; 'équation (19)
est donc de la forme

(24) p=Fi(2,),%,q) = 00105 + P110)5 + Qo203+ D101 Vd + P0115G ~+ Popa@?~+ - o

et il n’y aura pas non plus de terme en y? dans le second membre, puisque
Fac. de T., 2¢ S., VIII. 55
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Péquation (24) doit admettre une intégrale dont le développement suivant les
] g PP

puissances de y commence par un terme en y* ou de degré supérieur. Le second
membre de Péquation (24) étant une fonction holomorphe des variables z, y, 3, ¢,
pour les valeurs de ces variables satisfaisant aux conditions

< < ] < <
|zl rlZe IslZp 19120,
le théoréme qu’il s’agit de démontrer peut alors s’énoncer ainsi :

A tout nombre positif § <1 on peut associer un autre nombre positif v tel
que Uintégrale de l’équation (24), qui se réduit a zéro pour x = o, soit une
Sonction holomorphe des variables x et y lorsque U'on a a la fois

|56, |ylsn.

Ce théoréme étant supposé établi, il suffira de prendre pour § un nombre
inférieur a 'unité, mais assez voisin de 1 pour que le domaine @ soit lout entier
a l'intérieur du cercle de rayon § décrit du point 2 = o pour centre, et 'on en
déduira la proposition que 1'on a en vue.

Nous pouvons encore, pour simplifier la démonstration, faire disparaitre les

termes en z et en yq dans 'équation (24). Posons, en effet,

x
f Qoto dx

. 0

=ue ,

v étant la nouvelle fonction inconnue; il vient

x x
Porodr f Qo10 dX
du ./; o

~
&

P=yz° -+ U Qg9 € ’
Ju \/o‘ Porodx
q= a}‘ e .

7

En substituant ces valeurs de z, p, ¢ dans les deux membres de I'équation (24),
x

QotodX

et divisant par e”°

, on voit qu’il n’y aura pas de terme de premier degré
en u dans la nouvelle équation.

Nous pouvons donc supposer, en conservant les mémes nolations, que 'on a
®o10== o0 dans I’équation (24).

Faisons encore le changement de variables indépendantes

x
—f Qo dr
0

xz=a, y=Jye ;
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de la relation dz = pdx + gdy on tire

x
- QPi01dx

di=pdx'+qe 0 (dy' — @101 y'dx'"),

x x '
- P01 dx - f Prordr
0"' -/()‘ dz [ 4y}
. e

et, par suite,

S

o7 =P—9Y P €

dy’
Inversement, on a
oz e =95 oy 22
(I_(_)?e s P—dl,/ <P101.}’ dy,

. . 0z
Aprés la substitution, le second membre ne renfermera pas de terme en 3”"07"

Nous pouvons donc prendre I'équation (24) sous la forme réduite
(25) P = 90205 4 P110)5 -+ Qo11 5G + Qoo g+ .+

Il est visible que le second membre de la nouvelle équation ne renfermera pas
non plus de terme en y3 et que 'on peut conserver les autres hypothéses relative-
ment a la convergence de ce second membre, c’est-d-dire supposer que ce second
membre est une fonction holomorphe des variables z, y, z, ¢, lorsque ’on a

[z, [¥I<p [5]p, [7]<ps

le nombre positif p n’étant pas forcément le méme que plus haut.

8. SiI'on développe suivant les puissances de y l'intégrale de I'équation (25)
qui est nulle pour z = o, le développement, nous 'avons déja observé, commence
par un terme en y* ou de degré supérieur. Posons

JZ _0Z

s =yZ, P:a}?’ Q==

on a

p=yP, g=»Q+2yL=y(u—+22) ol ©u=yQ,
et I'équation (25) devient
VP = oyt L2+ @116]32 + QouY*L(u +2Z) 4+ @ooay* (e + 2Z)2+ ...,

Comme il n’y a pas de terme en y* dans le second membre, aprés la suppression
du facteur commun y2, tous les termes du second membre seront au moins du
second degré en y, Z et u =y Q. Remplagons les grandes lettres Z et Q par de
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petites lettres z et ¢, nous arrivons finalement & une nouvelle équation auxiliaire
(26) p=®(x;y, 5 yq),

ol tous les termes du second membre sont au moins du second degré en y, s,
¥ ¢, ce second membre élant une fonction holomorphe de z, y, z, q lorsque | z |
ne dépasse pas I'unité pourvu que les modules des variables y, z, ¢ restent infé-
rieurs & un nombre positif convenable. o
Cette fonction ®(2;y, 5, y¢) peut étre ordonnée suivant les puissances en-
tieres de 2, y, 2, yq. Soit '
M(x;y, 5,59)

une fonction majorante pour ®. llest clair que la série entiére en z et J qum
représente I'intégrale de I'équation (26) se réduisant i zéro pour z = o est cer-
tainement convergente dans le méme domaine que la série entiére en 2 et y qui

représente l'intégrale de 'équation auxiliaire
(27) p=9(z;y, 2 yq9)

qui s’annule pour z =o.
La série entiére qui représente le développement de ® admet loujours pour
fonction majorante une expression de la forme

My +z+y9)?
(1—a)[1—a(y+5-+)yq¢)]

M et a étant deux nombres posilifs, puisque tous les termes de ce développe-
ment sont au moins du second degré en y, z, y¢. L'expression

2
M< 2 +z+yq)

I—x
o=z

sera a fortiori majorante pour ®, et nous pouvons prendre poor équation auxi-

liaire I'équation

1—x

oy gt a——) |

Il suit de 13, d’aprés un raisonnement bien connu, que la série entiére, qui

2
M( 4 +z+yq>

représente U'intégrale de I'équation (26 ) se réduisant & zéro pour x = o, est cer-
tainement convergente dans le méme domaine que toule série entiére, a coelfi-
cients réels et positifs, satisfaisant a 'équation auxihiaire (27)'.
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Cherchons une intégrale de (27) qui soit de la forme

z=<P<;—‘_Z;>=?(u);

on aura, pour une inlégrale de celle espéce,

o' (u)

/ Y _
P:—‘P(“)“(l—‘_——;?’ I=1—=

et '’équation (27) devient, en multipliant les deux membres par 1 — z,

M[u+¢(u)+ug(u)]
—alu+ g (u)+ g (a]]

ue (u)=

On déduit de cette équation un développement de u ¢'(u) suivant les puissances
de u et de ¢(u), commencant par des termes du second degré, et dont tous les
coefficients sont réels et positifs. On peut le vérifier en résolvant I’équation ou le

déduire de la théorie générale des fonctions implicites. Soit
(28) uo'(u)=Au*+Bo*(u)+...
cette racine. Celte équalion admet une intégrale holomorphe nulle pour u = o,

qui est représentée par un développement en série entiére dont tous les coeffi-

cients sont réels et positifs
(29) o(u)=ay 4 ozud+...,

et qui est convergenle pourvu que l'on ait [« |S7, en désignant par r un nombre
positif convenable.

Remplagons dans cette série u par - J —.> hous en déduisons une série entiére

enz et ¥, S(z, y), dont tous les coefficients sont encore des nombres réels et
positifs, et qui représente une fonction holomorphe des variables 2 et y pourvu

que Pon ait
)/

I1—x

sr.

Supposons [z [S0<1; alors |1 —a|21—8, et l'inégalité |y |<r|1— z|
sera certainement vérifiée si l'on a | ¥ | <7 (1—80). La série entiére S(z, ¥) sera
donc convergente pourvu que I'on ait a la fois

lz|s0<1, [y 1Sr(t—6),

etil en sera. de méme @ fortiori de la série entiére qui représente I'intégrale de
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I'équation (26) se réduisant & zéro pour £ = o. On en conclut, en remontant de
proche en proche, le théoréme énoncé plus haut (n° 7).

9. La démonstration précédente de la convergence suppose que les coefficients
®ixz du second membre de I'équation (19) sont des fonctions analytiques de la
variable 2. Mais il est a remarquer que cette hypothése n’est nullement nécessaire
pour qu’on puisse déterminer de proche en proche les coelficients 4y, &, . .. de
la série (20); il suffit que les fonctions ¢z soient des fonctions continues de la
variable réelle z dans un certain intervalle. Supposons, pour fixer les idées, que
ces fonctions v;;; soient continues dans I'intervalle (2o, z,) et que la série (19)
soit convergente pour toute valeur de z dans cet intervalle, pourvu que les mo-
dules des variables y, 5, ¢ ne dépassent pas un nombre positif 5. Soit @ une valeur
de z dans cet intervalle et f(y) une fonction analytique de y, holomorphe dans
le voisinage de la valeur y = o, nulle ainsi que sa dérivée premiére pour y = o.
On peut déterminer, tout comme plus hauat, une série entiére

s=Pa(x) Y+ ds(z)yd+. .o+ du(2)y +. .,

satisfaisant formellement a I’équation (19), et se réduisant a f(y) pourz = a. Le
premier coefficient ¢, (z) est encore déterminé par 'équation de Riccali (22),
dont les coefficients sont des fonctions continues de la variable réelle  dans I'in-
tervalle (2, 2,). L'intégrale de cetie équation, qui prend la valeur initiale donnée
pour z = a, est certainement conlinue dans le voisinage de la valeur a. Si elle
est continue dans unintervalle (zy, x}), ot 2, Sy < 2| < 24, tous les coefficients
suivants {3, ¢, ... sont déterminés de proche en proche par des équations
linéaires, dont les coefficients sont conlinus dans le méme intervalle (z;, x});
tous ces coefficients sont donc eux-mémes des fonctions continues de « dans 'in-
tervalle (z,, z}).

Pour démontrer la convergence de la série ainsi obtenue, supposons a = o, ce
qui revient & un simple changement de notation, et supposons le coefficient &, ()
continu, ainsi que toutes les fonctions oy, dans l'intervalle (o, X), ot X >o.
Par une suite de transformations toutes pareilles a celles qui ont été employées
plus haut, et qui ne supposent pas les fonctions analytiques, on est ramené a
démontrer qu'une équation de la forme (26)

(26) p=®(z;y,5 rq)

ou le second membre est une série entiére en y, 5, ¥¢, commencant par des
termes du second degré au moins, dont tous les coefficients sont des fonctions
continues de x dans l'intervalle (o0, X), admet une intégrale se réduisant a zéro
identiquement pour = o. Il faut, en outre, montrer que cette intégrale est repré-
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sentée par une série entiére en y, dont tous les coefficients sont des fonctions
continues de z dans intervalle (0, X), et qui est convergenle pour loute valeur
de z dans cct intervalle pourvu que la valeur absolue de y reste inférieure & un
nombre positif assez pelit.

Si Pon cherche encore pour cette intégrale un développement de la forme

s=m(x)y*+ms(2)y*+...,

tous les coefficients successifs m,, w3, ... (2 partir du premier m,) sont déterminés
par des équations différentielles linéaires du premier ordre de la forme

d=,(z)

e =Am,(z)+B,

(30)
A et B étant des polynomes a coefficients entiers et positifs ne dépendant que de
T2, «.., Tu_s €t de quelques-uns des coefficients de la série ®. Ces fonctions II,,
se déduisent donc de proche en proche des coefficients de @ par des quadratures
seulement, et rien n’exige, par conséquent, que ces coefficients soient analy-
tiques. ,

Imaginons que 'on intégre I’équation linéaire (30) par la méthode des approxi-
mations successives; on en conclut immédiatement que, si I'on remplace les fonc-
tions A et B par des fonctions positives dans l'intervalle (0, X) et supérieures a
leurs valeurs absolues, I'intégrale de la nouvelle équation qui a une valeur posi-
tive pour x = o sera positive dans tout I'intervalle (o, X)) et supérieure a la valeur
absolue de l'intégrale de I'équation (30) qui- est nulle pour 2 = o. Par consé-
quent, si 'on remplace chaque coefficient de ® par une fonction de = positive
dans l'intervalle (o, X) et supérieure & sa valeur absolue, on obtient une nouvelle

équation auxiliaire
(27)' p=N(x;7,9,79);

et si 'on développe, suivant les puissances de y, I'intégrale de cette équation qui,
pour z = o, se réduit & une série entiére en ) dont tous les coefficients sont réels
et positifs, Lous les coefficienls de ce développement seront des fonctions de x
positives dans 'intervalle (o, X), et supérieures en valeur absolue aux coefficients
correspondants de la série provenant de I’équation (26)'.

Or, soit M une limite supérieure du module de la fonction ®(z; y, 3, yq)
lorsque, la variable x restant dans l'intervalle (o, X), les modules des variables
Ys 5, yq ne dépassent pas un nombre positif . On peut prendre pour
M (x; ¥, 5, yq) expression

M(y +z+y9)
1—a(y+s+y7)
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« étant un nombre positif, et par conséquent aussi I'expression

M(ye*+s+yq)* |
I—oa(ye*+s+yq)

Or, si l'on considére I'équation auxiliaire

M(ye*+z+ yq)?

! —
(27) P= iy v ryd)

et que l'on cherche une intégrale de celle équation de'la forme

z=9(ye*) =9 (u),
on a

p=ug'(u), g=09¢'(u)e,

et I'on est conduit 4 la méme équation que tout & 'heure

M[u-+ o(u)+ uo' (u)?]
t—oalu+o(u)+uo(u)]

wo'(u) =
on en conclut que 'équation (27) admet une intégrale particuliére représentée
par une série entiére de la forme
L=o,(ye*) 4+ as(ye*)*+...,

dont tous les coefficients sont des nombres réels et positifs, et qui est convergente
yelq 8

pourvu que I'on ait
lyesl<r,

r désignant un nombre positif. Cette série sera donc convergente pour toute valeur
de z dans l'intervalle (o, X)) pourvu que I'on ait

I'.
y|<gw‘u

il en sera donc de méme de la série qui représente le développement suivant les
puissances de y de U'intégrale de 'équation (26) qui est nulle pour z = o.

10. Le théoréme précédent a des conséquences importantes pour P'étude des
singularités mobiles des surfaces intégrales sur une caractéristique donnée. Bor-
nons-nous, pour fixer les idées, au domaine réel, et supposons que les coeffi-
cients ¢;; de 'équation (19) soient des fonctions holomorphes (ou tout au moins
continues) de la variable réelle # dans un intervalle (z,, ,), ot 2, << z,. Soit a
une valeur de x dans cet intervalle et f(y) une fonction analytigue de y>
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holomorphe dans le domaine de l'origine, et nulle ainsi que sa dérivée pour
y=o.

Nous avons vu que, pour déterminer U'intégrale de I'’équation (19), qui se réduit
a f(y) pour £ = a, on est tout d’abord conduit a rechercher I'intégrale de 'équa-
tion de Riccali

(22) % = @200+ (Poro+ 29101) Y2 () + 49402 [Pa(x)]%,

f"(0)
2

qui prend la valeur - pour z = a. Si cette intégrale est continue dans un

: ’ ’
intervalle (zy, z)) _ .
xo___’x°<(l<x‘=(t“

y compris les limites, il en est de méme de tous les coefficients suivants {3, by, .
et la série qui représente I'intégrale cherchée est convergente dans tout cet inter-
valle pourvu que |y| soit inférieur & un nombre positif convenable. La surface
intégrale cherchée ne présente donc aucun point singulier sur la caractéristique
dans tout I'intervalle (zy, z}).
Cela posé, soit AB un segment de caractéristique compris entre les deux points
d’abscisses a et b (zoSa << bZz,). Pour qu'il existe une surface intégrale tan-
. gente au plan des zy tout le long du segment AB, et n’ayant aucun point singulier
sur ce segment, il faut et il suffit, d’aprés cela, que I’éguation de Riccati (22)
admette une intégrale continue dans Uintervalle (a, b). C’est, comme on le
voit, une condition tout 4 fait analogue 4 la condition de Jacobi pour la variation
seconde d’une intégrale simple; nous montrerons du reste un peu plus loin que
la condition de Jacobi n’est au fond qu’un cas particulier de la précédente.

II1.

11. Sila fonction ¢, () devient infinie pour une valeur 2 = b de I'intervalle
(o, z1), ce point est un point singulier de la surface intégrale (n° 1). Nous
étudierons d’abord la surface dans le voisinage de ce point au moyen de la trans-
formation de contact d’Ampére. Supposons que la fonction ¢y () admette I'ori-
gine comme pdle, et prenons un nombre % assez petit pour que cette fonction ¢, (z)
n’ait ni péles ni zéros dans I'intervalle (—%, %), en dehors du péle z=o0. La
surface intégrale (S) que l'on veut étudier dans le voisinage de Iorigine est
coupée par un plan z=a (a étant compris dans cet intervalle), suivant une
courbe analylique, dont la projection sur le plan des yz a pour équation

(31) s=yd,(a) + y*Ys(a) +...,
Fac. de T., 2*S., VIII. 56
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le coelficient {;(a) n’¢tant pas nul, et la série (31) étant convergente dans le voi-
sinage de y = o. '

Cela posé, appliquons a cette surface (S) la transformation de contact d’Ampére
définie par les formules '

(32) z =X, .}':_Qy Z:Z—QY, P:P, q:Y’
d’ou I'on tire inversement
X =a, Y=g, L=s5—qy, P=p, Q=—.

Lorsque le point (z, y, 5) décrit la surface (S), le point de coordonnées (X, Y, Z)
décrit une surface (X), et les coefficients angulaires du plan tangent & cette nou-
velle surface sont précisément P et Q. La coordonnée Z, considérée comme fonc-
tion de X et de Y, satisfait & une équation aux dérivées partielles du premier
ordre qui se déduit de I'’équation (19) au moyen des formules (32). Celte nouvelle
équation s’écrit, en conservant les letires z et p au lieu de X et de P,

P = ®010(Z — QY) + 0540 Q* + 0110 Q(QY —7Z)
+ @o20(Z — QY )2 — 0100 YQ + 941, (Z — QY)Y+ f?ooz_Yz‘*—' <

ou, en n’écrivant que les termes du premier et du second degré, en Y, Z, Q,

(33) P = Po10L 4 0402 Y2+ 0413 YZ

+ 9020 L — (Po10 + 9101) YQ — 0110 2Q 4 9500 Q?+. . ..

La nouvelle équation (33) est de méme forme que 'équation (19) et, par con-
séquent, la surface (2) doit admettre aussi tous les éléments de la multiplicité
caractéristique

Y=72=P= Q —=0.

D’autre part, pour 2 =@, Z doit se réduire & une fonction de Y dont il est
facile d’avoir 'expression; en effet, pour 2 =, 5 est donnée en fonction de ¥
par la formule (31), et I'on en déduit successivement

Y= g = 2y d(a)+3y2ds(a)+...,
L=5—qy=—y"Yy(a) —2yds(a) +...
Mais, ¢»(a) n’étant pas nul, on peut tirer de la premiére de ces formules I'ex-

pression de y en fonction de Y; en portant I'expression de y dans la seconde
formule, on voit que, pour x=ga, Z se réduit & une fonction holomorphe
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de Y,
Y2

‘—m(—a)ﬁ‘KYa—l—....

(34) 7=

La fonction Z des deux variables z et Y est donc complétement déterminée par
la condition de se réduire & la fonction holomorphe (34) pour z = a et de satis-
faire a I'équation (33). Nous allons montrer que cette fonction Z est une fonction
holomorphe des deux variables z et Y dans le voisinage du segment (— A, + /) de
I'axe des z. Il suffit pour cela que le coefficient de Y2 dans le développement de
I'intégrale Z suivant les puissances de Y

(35) =Y W,(z)+ Y Wy(z)+...

n'admette pas de péles dans P'intervalle (— 7, + /). Ce coefflicient W, (x) doit
vérifier I'équation différentielle de Riccati

(36) w;(x):%oz“'(({»’mr*‘ 20101) Wa— 49ago W3

et se réduire & — pour x = a. Or cette équation (36) se déduit de I'équa-

1
4 (a)
tion (22), qui définit la fonction ¢, (z), en posant

N ¥
== an Gy

- . , N 1 . \
Celte fonction W, (z) est donc égale a — @) et, par conséquent, d’apres
2

la facon dont on a choisi l'intervalle (— %, + 1), elle est continue dans cet
intervalle et s’annule pour z = o. Il s’ensuit que la surface (X) est représentée
dans le voisinage de l'origine par le développement (35), la série étant conver-
gente dans l'intervalle (— %, 4 4), pourvu que la valeur absolue de Y soit infé-
rieure & un nombre positif convenable. La surface (S) elle-méme est donc repré-
sentée, dans le voisinage de l'origine, par le systéme des deux formules

= —Q =—2YWy(2) =3V W,(2) —...—n Y1 W,(2) —...,
—QY=—Y¥,(2) -2V Wy(z)—...— (n—1) Y2 W, (2) —...,

T ——
A
i
N

z et Y devant étre considérés comme deux paramétres variables.

Les seconds membres de ces formules sont des fonctions holomorphes des
variables z et Y dans le voisinage des valeurs z =0, Y = o. L’origine-est donc
une singularité algébrique pour la surface (S).

Si la fonction g9z () n’est pas nulle pour z = o (ce qui est le cas général), la
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fonction W,(z) admel z = o pour racine simple. Considérons sur la surface (Z)
la courbe C définie parla relation

g—YQ =oW,(2) 4+ 6YW¥;(2)+...+n(n—1) YW, (2)+...=0;

cette courbe C passe par lorigine, qui est un point simple puisque ¥} (o) n'est
pas nul. Nous supposerons d’abord que cette courbe C ne se réduit pasa z=o, ce,
qui ne pourrait avoir lieu que si toutes les fonctions Wy, ..., Wy, ... élaient
nulles pour z=o. A la courbe C de () correspond sur la surface (S) une courbe T’
tangenle a l'origine a 'axe O . )

Supposons d’abord que W;(o) ne soit pas nul, alors, pour un point de la
courbe T voisin de Porigine, le développement de 2 suivant les puissances de Y
commence par un terme du premier degré en Y, tandis que les développements
de y et de z commencent par des termes du deuxiéme et du troisiéme degré res-
pectivement.

Soient

Y, (z)y=Azx + A 2%+..., AZo,

¥, (z)= B +B,z +..., B#o,

on trouve facilement pour les premiers termes de z, y, 3

w:—-—i}AEY-l— ’
(T) y= 3BY? +...,

z= BY® +...,

de sorte que le plan osculateur a Uorigine est le plan des zy. Cetle courbe T est
un lieu de points de rebroussement pour les sections planes de la surface par des
plans paralléles au plan z = o.

En effet, soient (£, 1) les coordonnées d’un point de la courbeT voisin de Pori-
gine; en remplacant z par £ dans les équations (37), les formules obtenues repré-
sentent la section de la surface (S) par le plan  =§. Or les dérivées

ay o
oY’ oY

s'annulent pour # = §, y = : le point correspondant aux valeurs (E,m) est donc
un point.de rebroussement de la section plane. La forme de la surface (S) dans le
voisinage de l'origine est donc analogue & celle d’une surface développable, qui
aurait la courbe T pour aréte de rebroussement, ce qui est bien d’accord avec la
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théorie géométrique des équations aux dérivées partielles du premier ordre (*).

Si la courbe C était tangente a l'origine a 'axe des Y, z = o, on verrait de
méme que les développements de z, ¥, z suivant les puissances de Y commencent
respectivement par des termes de degrés n, n+1, o+ 2 (n >1), et 'axe des x
est une langente stationnaire de I'.

La conclusion est différente si toutes les fonclions W;, W;, ... sont nulles
pour z = o; la courbe C se réduit alors  la droite z = o, et la courbe correspon-
dante T au point # = y =z = o. Il est facile de vérifier que la surface (S) admet
alors I'origine comme point conique. En effet, si nous donnons au paramétre Y
une valeur constante Y =, et que nous fassions varier & partir de zéro, le
point (z, ¥, z) de la surface S décrit une courbe T issue de 'origine, représentée

par les équations

y=—z[2W, (o)A +3¥, (o) +... ]+ 2 +...,
s =—z[W(0)A + 2T, (0)+...]+2"+....

Le lieu des tangentes & ces courbes a I'origine est un céne dont on obtiendrait
'équation en réduisant les seconds membres des formules précédentes a leurs
premiers termes et en éliminant le paramétre A. Nous retrouvons ainsi U'intégrale
a point conique, lieu des courbes caractéristiques issues de l'origine.

Les singularités précédentes sont les singularités normales, qui correspondent au
cas général ou la fonction ggg2(2) n’est pas nulle pour z = 0.Sil’on a gy, (0) =0,
Porigine est un podle multiple pour ¢,(z) et par suite une racine multiple
de Wy (z). Je laisse de co1é 'étude détaillée de tous les cas particuliers possibles.
Remarquons seulement que, lorsque z = o est une racine double de W,(x) et
une racine simple de W, (), la courbe C a un point double a l'origine; la courbe
de rebroussement I' a donc elle-méme un point double a l'origine, et les deux

branches de courbe qui y passent peuvent étre réelles ou imaginaires.

* 12. Revenons au cas général ot I'équation W, (2) = o admet 2 = o pour racine
simple, et ou I'une au moins des fonctions ¥, (x), ¥,;(2), ... ne s’annule pas
pour cette valeur de z. Remplacons, dans la seconde des équations (37),
y par 22u et Y par zU; en divisant les deux membres de I’égalité obtenue par 22,

il reste
(37 bis) u=—2U|W,(0)+x+.. |—30W,(x)+....

De cette relation (37 bis) on peut déduire, puisque ¥, (o) n’est pas nul, un

(1) Voir le Mémoire de M. Darboux, Sur les solutions singuliéres des équations aux
dérivées partielles du premier ordre (Mémoires des savants étrangers, t. XXVII).
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développement de U en série entiére ordonnée suivant les puissances de u et de z,

et par suite un developpement de Z en série entiére ordonnée suivant les puis-

v . . ..
sances de z et de = En I'ordonnant suivant les puissances de %, on peut I’écrire

Y y ¥ 2 y\"
(38) Z:Fﬁ'(‘x)+<?> 172(.70)—1—...—1—(;5) Ta(x) +. ..,
~ (2), ma(x), ..., (), ... étant des séries entic¢res en . D’autre part, on peut
écrire la derniére des formules (37)

x

(39) % :——-(%y‘l"z(x) — 2x‘l"3(x)(u—:->3-——. o—(n—1)z 2V, (x) <Y>n—. e

En remplacant enfin dans ce développement ; par la série (38), on obtient

finalement un développement de % suivant les puissances de x et de —;—,,

(40) 5— = j’;m(ac) + <%>3H3(x) o (;é)"ﬂ,l(x) .,

m,(z), U3(z), ..., L, (x) étant des séries enticres en z.

D’aprés la fagon méme dont la séric (40) a été oblenue, on peut affirmer que
Y

celte série est convergente lorsque les modules de z et de = restent inférieurs

a une certaine limite, pourvu que la série (35) soit elle-méme convergente dans le
voisinage de l'origine. La formule (40) représente la nappe de la surface inté-
grale (S) passant par I'axe des z dans le voisinage de I'origine. Il est facile d’obtenir
des développements de cette espéce pour représenter une portion de nappe d'une
surface développable passant par une généralrice dans le voisinage de I'aréte de

rebroussement.

Remarque. — Lorvsque toutes les fonctions W, W, ... sont divisibles par z,
on tire de la seconde des équations (37) un développement de Y suivant les

puissances de z et de %, et en substituant dans la troisitme on a, pour représenter

3

I'intégrale a point conique, un développement en série entiére de j'; suivant les

puissances de z et de L.
x

13. En résumé, on voit que l'intégrale qui se réduit pour z = @ a une fonction
donnée de y est représentée dans le voisinage de l'origine par un développement
de la forme (40) ou, ce qui revient au méme, de la forme

(41) . s=yp(x) + PP ds(2) +. oy () +.
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le coefficient ¢, («) admettant Porigine pour pdle du premier ordre, et les autres
coefficients ¢, ..., 4,, ... n’ayant a Porigine qu’une discontinuité polaire. Il est
clair que ces coefficients se détermineraient de proche en proche par 'intégration
des équations (23). On reconnait aisément, sur ces équations, que I'intégration ne
peut introduire d’exposant fractionnaire, mais il parait plus difficile de voir direc-
tement que l'intégration n’introduira jamais de terme logarithmique, aussi loin
que l'on aille dans la suite des opérations, quelles que soient les valeurs initiales
que I'on prenne pour z = a.

La conclusion serait la méme, si I'origine était un péle multiple de §,(x), et 'on
peut énoncer d’une fagon générale la propriété suivante :

E'tant donnée une équation auzx dérivées partielles du premier ordre ana-
lytique, les seuls points singuliers mosiLEs des intégrales analytiques sur une
caractéristique sont des points singuliers algébriques.

<

Dans cet énoncé, on laisse de c6té, bien entendu, les points singuliers que la
caractéristique elle-méme peut présenter, et 'on ne considére que les surfaces
intégrales admettant tous les éléments de cette caracléristique.

14. La méthode précédente s’applique aussi aux équations linéaires, mais les
résultats sont encore plus simples. Soit

(42) P=apy+ays—+...4+agy s 4. +q(boy+bys+...)

une équation linéaire aux dérivées partielles admeltant pour caractéristique la

ligne droite
Y =5=0;

nous supposerons que les coefficients a;x et by sont des fonclions holomorphes
(ou tout au moins continues) de la variable z le long du segment (Xo, Xy) de
Vaxe des z, et que la série (42) est convergente, quelle que soil la valeur de z
dans cet intervalle, pourvu que les modules des variables y, 5, ¢ restent inférieurs
a un nombre positif déterminé.

L’axe des x appartient 4 une infinité de caractéristiques du premier ordre, et il
suffit, pour déterminer une de ces caractéristiques, de se donner le plan tangent
en un point du segment (X,, X,), c¢’est-d-dire un des éléments de la caractéris-
tique. Soit f(¥) une fonction analylique de la variable y, s"annulant pour y=o,
et holomorphe dans le domaine de I'origine

@) SN =20+ o) e L oy

1.2...n

Proposons-nous de développer suivanl les puissances de y lintégrale de équa-
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tion (42) qui se réduit & f(y) pour une valeur z = a de Uintervalle (X,, X,),
s=P(2)y + ga(2) Y24+ () Y+

Les valeurs initiales des fonctions ¢y, ¢y, ..., Yy, ... pour z=a se tirent
immédiatement du développement (43),

b@=s0), @=L @=L

1.2...0

D’autre part, on tire du développement de z en série

P:gp’l(x)‘y+¢;(x)y2 +~-~+4/,,(x)y" .,
q:\!h(-l') —I—ZLPZ(.Z‘)}’—F—F nq)n(x)yu—l_i_“”

En remplacant z, p, ¢ par leurs développements dans I'équation (42), et en
égalant les coefficients des mémes puissances de y dans les deux membres, on a,
comme plus haut (n° 6), une suite d’équations différentielles permettant de déter-
miner de proche en proche les fonctions ¢, (z), 45(2), ..., en tenant compte des
valeurs initiales.

La premiére de ces équations est une équation de Riccati

dy,
(44) %-‘——‘“10‘*‘(“01‘*‘@0)4’1“' bei s
les équations suivantes sont linéaires par rapport a la fonction lnconnue et a sa
dérivée. Le type général est le suivant :

d9n

(45) da: =ayY,+ nbyb,+ b b, + P,

P étant un polynome entier, a coefficients réels et positifs, par rapport aux fonc-
tions @ik, bix et aux fonctions 4y, 4ay «.vy dury.

Si PYintégrale de I'équation (44) qui prend la valeur f'(o) pour z=a est
continue dans lintervalle (2, 2,) (XoSxo<a << x.éX.l), il en est de méme des
coefficients suivants da, ...y $py ... €L la série est convergente dans tout cet
intervalle pourvu que | | soit inférieur & un nombre positif convenable. Mais on
peut obtenir un résultat plus complet lorsque les coefficients a;x et b;x sont des
fonctions analytiques de z. En effet, une intégrale de 'équation de Riccati ne
peut avoir que des pdles comme points singuliers dans intervalle (X,, X;); soit

)
)

u(x
v(x

i (z) =

)

Pintégrale qui prend la valeur f'(o) pour z=a, u(z) et ¢(z) étant des fonclions
holomorphes de z dans lintervalle (X,, X). La transformation déja employée
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(n° 3),
y=v(2)Y—u(x)Z,
s=u(x)Y -+ v(x)Z,

xXx=x

remplace I’équation linéaire (42) par une équation linéaire de méme forme admet-
tant la caractéristique du premier ordre

y:z:p:q:o.

Pour cette nouvelle équation le coefficient @, doit donc étre nul et l'intégrale
que l'on veut étudier se change en une intégrale tangente au plan des zy le long
de 'axe Oz. Pour celte intégrale on a donc ¢, () = o, et, par conséquent, celle
intégrale n’a aucun point singulier sur la caractéristique. Il en est donc de méme
de la surface intégrale de la premiére équalion, et nous voyons que les surfaces
intégrales de I'équation (42) qui passent par la caractéristique ) = z=o0 n’ont
aucun point singulier sur le segment (X,, X,).

La fonction intégrale s peut cependant avoir des points singuliers sur ce
segment, mais ce sont les points ot le plan tangent se confond avec le plan des xz.

Il est trés facile de vérifier directement que tout péle de ¢, (x) correspond a
un point ot le plan tangent est le plan £Oz. Supposons, par exemple, que la
fonction ¢, () ait un péle a l'origine = o. Pour étudier la surface intégrale
correspondante dans le voisinage de l'origine, imaginons que I'on prenne pour
variables indépendantes z et z, et ) pour la fonction inconnue. De la relation

dzs =pdx+qdy,

on tire
_dz—pdx
dy = 7 .
On a donc
dy_1,. Yy __ P
z  q ox q
et, par suile,
9y
o e
q9= —5;7’ P=— 797

Apres ce changement de variables, I'équation (42) devient
9 o
_‘a% = bjo}’ -+ bmz “+ .00 d_';‘/(amy +ays+.. .).

Si la fonction ¢, (z) estinfinie pour z = o, au contraire dans le développement
de y suivant les puissances de z, le coefficient de 5 doit étre nul. 1] s’ensuit que
I'on a pour y une série entiére en y et x, n’ayant pas de termes du premicr

Fac. de T., 2¢ S., VIIL 57
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degré, c’est-d-dire que l'origine est bien un point ordinaire pour la surface inté-
grale, le plan tangent étant le plan des 20 3.

15. Nous allons appliquer les considérations qui précédent a une question inté-
ressante de la théorie des équations dilférentielles.
Soit

(46) Y'=G(z,y,y)

une équation différentielle du second ordre. Nous dirons qu'une équation du
premier ordre

(47) ' y=u(z,y)

est une intégrale intermédiaire de 'équation (46) si toutes les intégrales de
Véquation (47) satisfont aussi & ’équation (46). 11 faut et il suffit pour cela que
I'on ait
du du
(48) EE‘FWUZG(“".}’;U)-
La méthode classique pour intégrer cette équation (48) conduil & considérer le

systeme

de _dy du

T u  G(z, y,u)’

que l'on peut encore écrire

u:d__-?_'_’ d'.)’:G(x,_y, ‘Q))

dx dx dx

on retrouve précisément I'équation (46), et, par conséquent, ce procédé ne peut
simplifier le probléme, comme on devait s’y attendre. Mais la liaison entre les
deux équations (46) et (48) permet de traiter simplement une question importante
relative a 1'équation (46), qui se présente en particulier dans le calcul des
variations.

Soit y» = f(x) une intégrale de I'équation (46) continue, ainsi que sa dérivée,
dans un certain intervalle (X,, X,), ou X, << X,. Considérons un intervalle (z,, 2,)
compris dans le précédent, (XoSxo<<z<X,), et la région & du plan (z, y)
définm par les inégalités (')

‘Toéxéx“ f(x)“—€§)’§f(-1‘)+5,

¢ étant un nombre positif. Nous dirons que la région &¢ est un champ s’il existe

(1) Dans ce paragraphe et dans le suivant, nous supposons toujours qu’il s’agit de
variables réelles.
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f . . .. d dérivé ell du [du
une fonction u(z, y) continue, ainsi que ses deux dérivées paruielles 37 ¢ 737’

dans la région R, se réduisant & f/(z) pour y = f(z), et satisfaisant a I’équa-
tion (48). Si la région &, est un champ, par chaque point de ce champ il passe
une courbe intégrale de 1'équation

Y=u(xz,y);

le faisceaa formé par ces courbes comprend, en particulier, la courbe y = f(x).
Sil’on observe maintenant que les équations

(49) y=rMz) wu=f(=x)

représentent une courbe caractéristique de I'équation linéaire (48), on voit que le
probléme de reconnaitre s’il est possible de choisir le nombre ¢ assez petit pour
que la région & soit un champ est équivalent au probléme suivant :

Reconnaitre si ’équation (48) admet une intégrale passant par le segment
de caractéristique (49), compris entre les deux points d’abscisses x, et zy,
et continue, ainsi que ses deux dérivées partielles, dans le voisinage de ce
segment.

On déduit trés facilement la réponse de 'étude qui vient d’étre faite, pourvu
que la fonction G soit analylique par rapport aux deux variables y et j/. Faisons
d’abord la transformation

y=[flz)+Y, u=f'(z)+5; .

‘équation (48) devient
ds
_ o

7= 9Y

(50) pP+qs:=Glz, f(z)+Y, f'(z)+z]— f'(2)

)

etil s’agit d’étudier les intégrales de I'équation (50) s’annulant pour Y =o dans
Iintervalle (o, 2,). Le second membre est nul pour Y =z = o, quel que soit z,
puisque f(z) est une intégrale de I'équation (46); nous supposerons que c’est
une fonction holomorphe des variables Y et z, quelle que soit la valeur réelle de x
entre X, et X,, pourvu que | Y| et |5 | soient inférieurs & un nombre positif 5. Si
I'on écrit les premiers termes du développement de ce second membre suivant les
puissances de Y et de z, on est conduit a I'équation

P+qs =AY+ Ays+...,

ou A,y et Ay, sont les dérivées partielles (—)E, d—q,, ‘ou 'on aurait remplacé y et s
dy " dy

par f(z) et f'(x) respectivement aprés la différentiation. L’équation de Ric-
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cati (44) estici

d
&6y B i A— Anti=o,

et il suffit que cetle équation admette une intégrale continue dans linter-
valle (29, ;) pour que la région R soit un champ, le nombre ¢ ayant été pris
assez petit.

L’intégration de 'équation (44)" se raméne a celle de I'équation linéaire da
second ordre

d: dt
(51) ’d_ng""Aotz,;“'AwE:Ox
Lo =1 L1 suffira d Péquation (51) ad » intégral
en posant ¢y = ¢ EE- suthra donc que l'équation (01) admelte une integrate ne

s’annulant pas dans Uintervalle (x,, x,). Soient £, uneintégfale particuliére (autre
que zéro), s’annulant pour z = z,, et z; la premiére racine de celte intégrale
supérieure & z,; si celle intégrale n’a pas de racine entre z, et X,, on prendra
zy=X,. Pour que P'équation (51) ait une inlégrale ne s'annulant pas entre x,
et zy, U faut et il suffit que Uon ait xy << x,.

Remarque. — Soient M, et M/ les points de la courbe intégrale y = f{z),
d'abscisses z,y et z,. Il serait bien aisé de déduire de la théorie géométrique des
caractéristiques des équations linéaires, et de ce qui a été établi plus haut, la pro-
priété suivante. Considérons une courbe inlégrale de I’équation (46) issue du
point M, et coupant la premiére sous un angle § trés pelit; soit m le point de
vencontre de ces deux courbes le plus voisin du point M, et d’abscisse supérieure
a z,. Lorsque P’angle 0 tend vers zéro, ce point m a précisément pour limite
le point M. '

Ce résultat peut aussi s’établir en observant que I'équation linéaire (51) est
Péquation auz variations relative aux intégrales de I'équation (46) infiniment
voisines de U'intégrale ¥ = f (=), c’est-a-dire 'équation que I'on obtient en éga-
lant & zéro le coefficient de X dans les deux membres de I'équation

S (@) +N'=G[z, f(x)+ M, f[(x)+ 1]
Pour retrouver la condition de Jacobi relative au signe de la variation seconde -
de l'intégrale

1= F(z, y, y')dx,

Lo

il suffit d’appliquer le résultat qui précéde a I'équation du seeond ordre que I'on
obtient en égalant a zéro la premiére variation de celte intégrale.
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Iv.

16. Considérons maintenant une équation aux dérivées partielles du deuxiéme
ordre admettant la caractéristique du second ordre T, définie par les équations

Yy=sz=p=qg—=r=s=1{=o.
‘Ainsi qu’on I'a déja fait remarquer (n° B), cette équation est de la forme
(52) s=As54+Bp+Cqg+Dr+Ey*+Fyt+He+. ..,

les termes non écrits étant au moins du second degré en y, 5, p, ¢, r, ¢ et les
coefficients étant des fonctions holomorphes de la variable # dans un domaine
simplement connexe ®;, renfermant un segment (X,, Xy) de I'axe réel. De plus,
la série qui est au second membre est supposée convergente lorsque, la variable
restant dans le domaine ®, les modules des variables y, z, p, ¢, r, ¢ restent
inférieurs & un nombre positif p.

Soit f(y) une fonction analytique de y, holomorphe dans le domaine de I’ori-
gine et s’annulant, ainsi que ses deux premiéres dérivées, pour y = o,

(53) =110 L o)L 4
4

‘L’équation (52) admet une infinité d’intégrales se réduisant a S (¥) pour une
valeur particuliére @ .de la variable 2 comprise entre X, et X,, mais celte inté-
grale est complétement déterminée si elle est en outre assujettie a renfermer tous
les éléments de la caractéristique I'y. Si Pon développe celte intégrale suivant les

puissances de y, on obtient une série de la forme
(34) =Yy d -,

Y3y Yuy ooy Duy ... étant des fonctions de = dont on connait a priort les valeurs

pour x = a,

~ " v )
) h@=L0 @=L L g = L)
De la formule (54) on tire
P= Y+ 4+ L.,
7=3y"bs+ 4yi+ Sytds+.. .,

~

= ¥+ i+ U+,
s =3y s+ Ay i+ Syt
=6y ¢3+12y’q/4+2oy3445—|—.. .



462 E. GOURSAT.

Substituons ces développements dans P'équation (52) et égalons d’abord les
coefficients de y2 dans les deux membres; on obtient une équation de Riccati
pour déterminer le coefficient ¢;,

(56) 39 B4 (30+6F) g+ 36H 4.

Prenons de méme le coefficient de 37~*(n > 3); dans le premier membre, ce
coefficient est nY,. Dans le second membre, le coelficient de y"~' ne peut dé-
pendre que de d3, 4y, ..., dp, car il en est ainsi dans z, p, ¢, ; dans ¢ le terme
en y"~! contient ¢, ,, mais il n’y a aucun terme en ¢ dans le second membre. De
plus, le coefficient de 37~ dans le second membre est linéaire par rapport a ¢,.
En effet, tous les lermes en z, p, 7 ne donnent pas de terme en y*~* renfermant J,;
le terme Cq donne le terme nCy”~'4,; les termes F )t et He? donnent respecti-
vement n(n—1)Fd,y" ! et t2Hn(n —1)Y3d,y"'. On a donc pour déter-
miner 4, (z) (n > 3) U'équation linéaire

(57) d_J; —[C (n—0)F +13H(n — 1) b3 ] Gat R(Ls, Uiy~ vr Guy)s

R étant un polynome, a coefficients entiers et positifs, par rapport & quelques-uns
des coefficients de la série (32) et par rapport aux fonctions ¢;, &y, ..., P
A leurs dérivées du premier et du second ordre.

Les équations (36) et (57), jointes aux conditions initiales (35), permettent
de déterminer de proche en proche tous les coefficients du développement
cherché (54). Ces coefficients sont des fonctions holomorphes de z dans le do-
maine de 2 = a et, si I'on ordonne la série (54) par rapport aux puissances posi-
lives de ¥ et de x — a, on obtient une série double qui est certainement conver-
gente pourvu que les modules de y et de z — a restent inférieurs & une limite
assez pelite. Nous nous proposons d’obtenir un résultat plus précis en étudiant
la convergence de la série (54) dans le voisinage de la caractéristique Ts.

La fonction ¥3(z), satisfaisant a I'équation de Riccati (56), ne peat avoir que
des poles dans le domaine simplement connexe ®g. Soit ®; un domaine simple-
ment connexe, intérieur & ®, tel que Y3 (x) n’ait aucun pole sur le conlour ni &
intérieur de ®'. Les autres fonctions §,(2), 45(z), ... seront toutes des fonc-
tions holomorphes dans le méme domaine. Nous supposerons que Pon a effectué
au préalable une transformation conforme sur la variable z, de facon que ce
domaine ®, s¢ réduise a un cercle de rayon un ayant pour centre Porigine, et que
'on ait en outre @ = o. Le second membre de la formule (32) est alors une fonc-*
tion holomorphe des variables @, ¥, 5, p, ¢, r, ¢ dans le domaine défini par les
inégalités

|z|<1, l¥1<ps l=s]<p, lpl<e, AN [r|<e, [elsps
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toutes les fonctions ¢3, &y, ..., d,, ... sont elles-mémes des fonctions holo-
morphes de x pourvu que I'on ait [z |S1. Ces fonctions sont toujours déterminées
par les équations (56) et (37), et les conditions initiales (55) ou I'on doit sup-

poser @ = o.

17. Nous pouvons, par une suite de transformations simples, faire disparaitre
un certain nombre de termes de I'équation (52), comme pour une équation du
premier ordre (n° 7). Si 'on pose d’abord

s=f(y)+1Z,

la nouvelle équation sera de méme forme que la premiére, mais Ia nouvelle fonc-
tion inconnue Z devra se réduire & zéro pour z = o, de sorte que 'on peut sup-
poser que les valeurs initiales de toutes les fonctions Y. () pour £ = o sont
nulles.

Soient ¢3(x) et §;(x) les deux premiéres de ces fonclions; si I'on pose

5=y 4s(2) +y o (2) + Z,

on est encore conduit & une équation de méme forme, et I'intégrale de cette équa-
tion qui se réduit & zéro pour x = o, ou pour y =o, a un développement qui
commence par un terme en »°. On en conclut que, dans le second membre de cette
équation, les coefficients de y2 et de y* doivent étre nuls.
Ayant ainsi fait disparaitre les termes en y2 et en y?, pour faire disparaitre le
terme en y¢, posons
ok

=X, y=YXX), W= X’

A étant une fonction de X qui sera déterminée plus loin. La relation

dz:pdx—!—qd)f

devient
ds = pdX + q(V'Y dX + 1 dY),

et 'on en tire

0z ' 95
(-)—X_P—P“‘q)\Y’ d"?—Q—“;‘qr
puis inversement ‘ '
)‘.I
q= —(%, p=P— —XQY
On a ensuite
dg=sdx + tdy
ou
d »
-lg_ﬁQdX:st_—kll’YdX—i—t)\dY,

c’est-a-dire

!
dQ::SdX+TdY:)\TQdX+s7\dX+t7\7\’YdX—l—t)\2dY
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et, par conséquent,

_ ﬁ_Q Fsh4 ONY,  T=on

Inversement, en résolvant ces relations par rapport a ¢ et s, on en tire

T s WM. W

4 ‘)?‘J S:'I—PQ )\ATY

On a, de méme,
dp=rdx+sdy
ou
»

v A3 .
dP — 3 QdY — —=2 QY dX — = Y (S dX + TdY)

=rdX 4+ sNYdX +s)rdy,
ce qui donne

“(3)
R—— % ()Y~—SY_r+s}’Y

S_TQ—‘TYT:S)"

Ayant déja la valeur de s, la premiére de ces deux relations nous donne

“(3)
2 ¥ Y2 A A\ 2
rﬁR——SY+()\>T Qv — 22 ( >QY

Une équation de la forme (52), ne contenant ni terme en y2, ni terme en y3, se
change en une équation de la forme

'y A, Q
— 5 0—5TY=Az+B P-——QY +C +F—+H—

22 )2 P} A

)\I

+1)[R z—SY+<W> YT — QYd<1> (W>2QY]

les termes non écrits étant au moins du second degré en Y, P, Q, 5, R, S, T, et

il n’y aura pas de terme en TY dans cetle nouvelle équation si 'on a choisi 2 de
!

fagon que l'on ait 7= F. 1l suffit pour cela de prendre

x
— Fdr

“o
A—e

Ayant choisi X de cette fagon, si 'on résout’équation précédente par rapport a S,
on en déduit un développement en série entiére de S suivant les puissances
de Y, 5, P, Q, R, T, ne renfermant ni terme en Y, ni terme en Y2, ni terme
en Y3, ni terme en T, ui terme en TY, et cette nouvelle série est convergente
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pourvu que |z]| soit S1, et que les modules des variables Y, 5, P, Q, R, T ne
dépassent pas un nombre positif o’ (*).

Ayant ainsi remplacé ’équation (52) par une équation de méme forme ou
manquent les termes en y2, en ¥3 et en y ¢, posons encore

s=p(2)7;
il vient
p=p(2)L+pP, g=p(2)Q,
r=p" ()2 +2p'(2)P +pR, s=p'Q 4+ S, t=p(x)T;

x
f Cdrx
0 . Par

cetle transformation, les termes en z, p, r sont seuls changés; on aboutit donc
finalement a une équation de méme forme

r
le terme en Q disparaitra de la nouvelle équation si I'on prend p=e

(52) bis s=Az+Bp+Dr+He+...

olt manquent les termes en ¢, en y2, en y* et en yt. Posons enfin, dans I'équa-
tion (52) bis, z=2y37Z; on aura

p=y'P,  q=y'Q+3yL,
r=y*R, s=p8+3y*P, t=yT+6yQ+6yZL=y(6Z+6yQ+°T).

Aprés la substitution dans 'équation (52) bis, tous les termes sont divisibles par y2;

ce facleur étant supprimé, il reste dans le premicr membre S + 3 P, et dans
le second membre

AyZ+ByP+DyR+F (y,Z2,yP,yQ, yR, y?T),

F ne renfermant que des termes du second degré au moins. Nous pouvons donc
écrire I’équation obtenue, en remplacant les grandes lettres par les petites lettres

correspondantes,
(58) Yys+3p=Ays+Byp+Dyr+F(y,5 yp,yq;yr,)%),

F ne renfermant que des termes du second degré au moins en y, 5, y¥p, rq,
yr, yiu.

18. Cette équation (58) admet une inlégrale représentée par un développement
de la forme

(59) E=Ye Yot YO, .,

Doy O3, « s« Pp, ... étant des séries enliéres en z qui s’annulent pour z = 0. On

obtient I'équation différentielle qui donne v,, par exemple, en égalant les coeffi-
cients de y” .dans les deux membres aprés la substitution, ce qui conduit a

(1) Voir le Mémoire cité plus haut (note de la p. 436).
Fac. de T., 2* S., VIIL 58
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I'équation

(n+3)o,=P(oy ...),
le second membre se déduisant des coefficients de la série (58) et des coefficients
de 93, ..., v, » pardes additions ct des multiplications seulement. Pour prouver
la convergence de la série (39) on peut donc remplacer le second membre de

I'équation (58) par une fonction majorante. On peut prendre pour fonction majo-
rante une expression de la forme

M(vp—+yr) M(y+—z+vp+vqg+yr-+yie)
I—z (=) —a(y+s+yp+yq+yr+y)

M et o élant deux nombres positifs, et 'on peut a fortiori prendre pour équation
auxiliaire I’équation
5

+yr‘)
(60) ys+3p=

1—x

M [(1 V'r)‘+ T ;’ZP +4yq+yl'+)’”]‘

M

I —x v
x—a[ e - 5 - A 2 Fhra+yr+y tJ
(1—x)? I—
dont le second membre est une fonction majorante pour le second membre de
Péquation (58).

La série (59) est cerlainement convergente dans tout domaine ot une série
enliére, @ coefficients positifs, représentant une intégrale de 'équation (60), est
elle-méme convergente. Cela étant, cherchons une intégrale de 1'équation (60)
qui soit de la forme

"y
z:o(u):—_q(——' _,\)-
' '\([ - ‘T)‘/ ’

on a successivement

72@’(u)([ Ik
r= 190 s 6 () s
s=20"(0) gy 29 (e) IJ;):;’
l~~<9’(u)(I Z7
1);/);1:: 2uto! (1), yq=ug(u), yr=I4iure"(u)+6ue (u),
ree 1—,— —[2@ 0" (w) +2ue’(w)],  y't=w9'(u),

ys+3p= 1—]w[2lt2 o"(u)y + Suo'(u)].
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L’équation (60) devient
20" (1) +8uo'(u)
=4Mulur¢"(u)+ buo (u)]

[e+o(u)+16wo/ (u) +4udo" (1) +huo (u)+ 10" (w)]?
t—oalu—+ g(u)+16u o (1) + 4uP 0" (u) + fu o' (u) + u?o” W)’

+M

ce que 'on peut encore écrire

[u +0(u)+4uU+TU]
—oafu+9(u)+4uU+ U]

2U:4MuU—|—Ml

en posant
U=u?¢"(u) +4uo'(u).

En résolvant cette équation par rapport & U, on a un développement de U
suivant les puissances de u et de ¢(u), a coefficients positifs, commencant par
des termes du second degré

U=aw?+Buo(u)+yo*(u)+....
L’équation différentielle |
(61) wo'(u)+fuo'(u)=au+Buo(u)+yo(u)+ ...

admet une intégrale holomorphe, s’annulant pour u = o, dont on peut calculer les
coefficients de proche en proche. Ces coeflicients sont positifs et plus petits que
ceux du développement de la racine de I’équation

o(u)=oaur+Buo(u)+ye*(u)+ ...,

qui est nulle pour © = o.

En résumé, I'équation (60) admet une intégrale particuliére z = o ((—l—yT)J

qui est une fonction holomorphe de pourvu que I'on ait

Y
(1—x)

|yl

i—wp ="

et qui est représenlée par un développement suivant les puissances de ([__L.z—)”
dont les coefficients sont réels et positifs. Si 'on ordonne cetle série suivant les
puissances de z et de y, on obtient une série entiére S(z, y), dont tous les coeffi-
cients sont encore réels et positifs, et qui est convergente pourvu que l'on ait
|z| <6, |y|<m, 0 etn étant deux nombres positifs, dont le premier § est infé-
rieur a un, assujellis & vérifier la relation :

(62) n<<r(r—0).
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Il en sera donc de méme de la série entiére (39) qui représente 'intégrale de
Péquation (58) s'annulant pour z = o, quelle que soit la valeur de . On en
déduit une conclusion tout a fait semblable & celle qui a éLé obtenue pour les
équations da premier ordre (n° 10). Si I'intégrale $3 de I'équation (56) prenant la
o)

6
et sur le contour de ce domuine, on peut trouver un nombre positif v tel que

valeur pour z = a est holomorphe dans un domaine simplement connexe ®,,

Uintégrale z de Uéquation (52), qui se réduit a f(y) pour x = a, et qui ren-
Jerme tous les éléments de Ty, soit une fonction holomorphe des deux
variables x et y lorsque x décrit le domaine ®), et que | y| reste inférieur a .

Cette intégrale est représentée par la série (54), qui est nécessairement con-
vergente lorsque les variables x et y décrivent respectivement les deux domaines
précédents.

En définitive, la détermination des points singuliers d’une intégrale, sitwés sur
la caractéristique Ty, revient a la détermination des poles de ;. Si I'équation de
Riccati (56) n’admet aucune intégrale réelle, continue sur le segment (z,, ;) de
axe réel, on peut affirmer qu'il n’existe aucune intégrale de I'équation (52),
n’ayant aucun point singulier sur ce segment.

19. Le théoréme précédent s’applique a toutes les caractéristiques du second
ordre, ne renfermant pas d'éléments exceptionnels du second ordre (n® 5). Mais
il peut se faire qu’une équation aux dérivées partielles du second ordre F=o
admette des caractéristiques du premier ordre; on dit qu’une multiplicité M,
d’éléments unis du premier ordre

(63) x = fi1(4), y:f2()‘)v 5:/‘6()‘)7 P:q’l()‘)? 7= 9a(R),

olt A est un paramélre variable, est une caractéristique du premier ordre T, si
tous les éléments de cette multiplicité T, appartiennent & une infinité de caracté-
ristiques du second ordre T',, dépendant d’une constante arbitraire. On obtiendra
les équations d’une de ces caracléristiques 'y en ajoutant aux équations (63) trois
nouvelles équations donnant r, s, ¢

(64) - r=mx(3), s =my(R), t =m;(2),
les fonclions =, w,, ©; vérifiant les deux relations

Gi=m i+ TS =i S
et I'équation proposée

F(fl, fz, f3’ P15 Pay Tyy Ty T3) == O,
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Proposons-nous d’examiner ce que devient la proposition générale pour une
- caractéristique du premier ordre. Nous supposerens que cette caractéristique du
premier ordre T, est définie par les relations (n° 4)

(63Y y=s=p=qg—o;

toutes les caractéristiques du second ordre I'y qui contiennent I'y s’obtiennent en
ajoutant aux équations de T, les suivantes

(64) r=o, s=o, t=mn(zx),

=(x) étant une fonction de x qui dépend d’un paramétre variable. Pour que les
équations (63) définissent une caractéristique du premier ordre de I'équation

F(.Z',)’, 5y Py q, TS, L) =0,
il faut que ’on ait identiquement
F[‘T’ o, 0, ©, 0, 0, 0, 77:(‘”)] — 0,

et, comme =(z) dépend d’une constante arbitraire, les valeurs de z et de =(x)
sont indépendantes I'une de l'autre, et 'on doit avoir identiquement

F(«,0,0,0,0,0,0,¢t) =0,

quels que soient x et ¢.
11 faut en outre que pour les coordonnées de I'un quelconque de ces éléments
du second ordre I’équation du second degré
JF oF JF

—_— 2 il 2 —
drd‘y 9 dx dy + Y dx*=o,

qui détermine les deux directions de caractérisliques issues de cet élément,
:

admette la racine dy =o, c’est-a-dire que 3—'2 soit nul. En résumé, pour que
la multiplicité T,
y=s=p—=qg=o0
soit une caractéristique du premier ordre d’une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre F = o, il faut et il suffit que ¥ et % soient identi-
quement nuls quand on y remplace les variables y, =, p, q, r, s par zéro.
Cela posé, soit C une courbe plane représentée par les équations

(C) r—=a, z:f(.}/),

JS(y) étant une fonction holomorphe dans le domaine de Porigine, s’annulant
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ainsi que f’(y) pour y = o. Proposons-nous de déterminer une surface inté-
grable passant par la courbe C et admettant tous les éléments de la caractéris-

lique du premier ordre Ty. Nous pouvons, sans diminuer la généralité, supposer

I
. o . A
JS"(0)=o, car il suffit de remplacer 5 par z + #ﬁy? pour étre ramené a ce

cas, ce qui ne change pas la (orme de 1'équation proposée.
L’intégrale cherchée admet alors I’élément du second ordre

r=a, Y=s=p=q=r=s—t=o0;

nous supposerons que ce n’est pas un élément exceptionnel, de facon que la
oo dF \ ;
dérivée Ts n’est pas nulle pour ce systéme de valeurs. On peut alors résoudre

Péquation F = o par rapport & s et écrire celle équation, en ordonnant le second

membre pav rapport aux puissances croissantes de y, 5, p, ¢, 1, ¢,

(63) s=As+By+Cp+Dg+Er+Fst+...,

la série du second membre ne renfermant aucun terme en ¢™, c¢’est-a-dire qu’une
puissance quelconque de ¢ y est toujours multipliée par I'un au moins des fac-
teurs y, 3, p, q, r. Les coefficients A, B, G, ... désignent toujours des fonc-
tions de la variable z, holomorphes le long d’un segment (z,,x,) de I'axe
réel (zy<<a<<z), et la série est supposée convergente, quelle que soit la
valeur de z sur ce segment, pour des valeurs assez pelites des modules de y, s,
Py s s L

L’intégrale cherchée est représentée par un développement en série entiére de
la forme

(66) s=Ye(2) Y+ Ys(2)yi+. ..+ () +. ..,

commencant par un terme en y2. Les valeurs des fonctions ¢,, 43, ..., &,,

pour z = a sont connues d’aprés les conditions initiales; en particulier on a
$2(a)=o.

Substituons la série (66) a la place de z dans les deux membres de I'équa-
tion (65); en égalant les coefficients de y, on obtient une équation différentielle
du premier ordre pour déterminer ¢, (z)

(67) 2 2%~ p(a, 4),

P(x,y,) désignant une série entiére en ¢,, car un terme en, ) t™ donne, aprés la
substitution, un terme en y47. On a donc ici, pour déterminer le premier coef-
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ficient ¢, de la série (66), une équation différentielle du premier ordre, de
Jorme générale, et non une équation de Riccati.

La détermination de I'intégrale particuliere ¥, (), s’annulant pour z = o, fait
connaitre la caractéristique du second ordre Ty renfermant I'y et passant par Iélé-
ment (r=a,y=s5=p=¢g=r=s=1(=0), et 'on cst ramené au probléme

’ ’ . r ’ . M Y.
général (raité dans les paragraphes précédents. Il suffiraiv de poser dans I'équa-

tion (65)
=4 (2)yr+ 4,

pour faire disparaitre le terme en y, et 'on serait ramené a une équation de la
forme (52). Mais on peut aussi déterminer directement les coefficients &3, &y, ...
en partant de I'équation (65) elle-méme. Cette équation ne renfermant pas de
terme en ¢2, on en conclut (n° 16) que tous ces coelficients sont donnés de proche
en proche par des équations différentielles linéaires du premier ordre. Par eon-
séquenl, si le coefficient ¥, (z) est holomorphe sur un segment (z,, z|) de
laxe Oz (zySx,<<a<<z,Zz,), la série (66) est elle-méme convergente tout
le long de ce segment pourva que |y | soit inférieur & un nombre positif conve-
nable, et 'intégrale n’a aucun point singulier sur le segment (z, z}) de la carac-
téristique. L’énoncé du théoréme général subsisie encore, pourvu que Pon rem-
place I'équation de Riccati par une équation dilférentielle du premier ordre, qui

peut étre de forme quelconque.

20. Nous avons encore un cas singulier a examiner, celui ou I'équation F=o
aurait une infinité de caractéristiques du premier ordre I'y, dépendant d’une con-
stante arbitraire, admettant pour support ponctuel une méme courbeI'. Nous dirons
pour abréger que I' est une caractéristique d’ordre zéro. Cherchons quelle doit
étre la forme d’une équation aux dérivées partielles du second ordre

F(x’.),’ ;’ p’ q’ ,-’ s’ t) = O,
pour qu’elle admette la caractéristique d’ordre zéro T’
(T) ' y=3=o.

Toute caractéristique du premier ordre Ty, ayant I' pour support ponctuel, est
représentée par les équations

(Ty) y=s=p=o, g=r1(z,a), ‘

la fonction =(z) dépendant d’une constante arbitraire a. Une caractéristique du
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second ordre Ty, renfermant Ty, est de méme représentée par les équations

w | y=s=p=o

qg=r1(x,a), r—o, s=1'(z,a), t=m,(x,a,b),

1 (2, @, b) dépendant d’une seconde constante arbitraire b. Pour que T soit une

caractéristique d’ordre zéro, il faudra, comme tout a I'heure, que F et %E solent
14
nuls quand on y remplace y, 35, p, ¢, r, s, t par les expressions précédentes,

quelles que soient les valeurs de z, @, b. Supposons I'équation résolue par
rapport a s,
S:(I)(.Z', Y5 p,q, 7T, t);

alors, quand on y remplace y, z, p, r par zéro, la valeur de s ne doit dépendre
que de z et de ¢, et, par suite, le développement de ® suivant les puissances
de y, 5, py ¢, r, t ne doit contenir aucun terme en ¢” ni en tmg(m >1). S'il
en est ainsi, la dérivée 57 ost nulle aussi pour y =5 =p =r=o. L’équation est

donc dc la forme
(68) s=A+By+Cs+Dp+Eqg+Fr+Hyt+...,

une puissance quelconque de £ étant multipliée par 'un au moins des facteurs 2
3, P, Iy et les coefficients A, B, G, ... étant toujours des fonctions de 2.

Cela posé, supposons que I'on veuille obtenir une intégrale de I’équation (68)
se réduisant a zéro pour y = o, et se réduisant pour z = a & une fonction S,
holomorphe dans le domaine de I'origine et nulle pour y = 0. Nous admettrons,
ce qui ne restreint pas la généralité, comme on I'a déja remarqué, que I'on a
aussi f7(0)=o0, f"(0)=o. Le développement de celte intégrale suivant les puis-
sances de y commence par un terme du premier degré

(69) s=Y(x)y +Ya(z) y2i+...,

les fonctions ¢, et &, s’annulant pour x = a.

Le premier coefficient ¢, doit vérifier une équation différentielle du premier
ordre de forme générale, car un terme en g™ donne un terme en 47 aprés la
substitution pour y = o. Connaissant ¢,, en égalant les coefficients de y dans les
deux membres, on a de méme une équation différentielle du premier ordre de

forme quelconque pour déterminer ¢,, car un terme en y¢™ donne un terme

\,m
en ¥y,

minés par des équalions linéaires. Connaissant ¢,, 4,, on peut du reste ramencr
I'équation (68) a la forme générale (52) en posant

apres la substitution. Les autres coefficients, a partir de ¢, sont déter-

2= U(2)y + da(2) y o+ 7,
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de sorte que la série (69) est convergente dans tout intervalle (zg, ) ou les
fonctions ¢, et ¢, sont holomorphes, pourva que | | soit suffisamment petit.

21. Considérons, en particulier, les équations de Monge-Ampére, dont toutes
les caractéristiques du second ordre renferment une caractéristique du premier
ordre. Nous supposons toujours que les deux familles de caractéristiques sont
distinctes, et que 'une de ces familles renferme la caractéristique I'y définie par

les équations
}’ =i=p=qg= o.

Si I’équation du second ordre renferme un terme en r¢— s*, la famille de
caractéristiques a laquelle appartient T, est définie par un systéme de deux rela-
tions linéaires en dz, dy, dp, dgq,

(70) (dp+A dx+B dy—=o,
o )
7 | dg + Aydz + B,dy = o,

A, B, A,, B, étant des fonctions de z, y, 5, p, g. Pour que ces équations soient

satisfaites en posant y = 5 = p =g = o, il faut et il suffit que A et A, soient nuls

identiquement quand on y remplace y, z, p, ¢ par zéro, c¢’est-d-dire que leurs dé-

veloppements suivant les puissances de y, 5, p, ¢ ne renferment pas de terme

indépendant. L’équation du second ordre correspondante s’oblient en éliminant le
dy

rapport T entre les deux relations

(r+A) de+ (s+B) dy=o,

(s +A) de+ (t+By)dy=o,
ce qui donne

rt—s?— (A,+B)s+At+B;r+AB;,—BA;—o,
ou, en ordonnant par rapport a s,
(71) s+ (A, +B)s—rt—At—B,r+BA,—AB,=o.

On en lire

(71) s=—=(Ay+B)+ V(A B) = 47¢+ GAL+ 4B,7 — 4BA,+ 4AB,;

nous supposerons que B n’est pas nul tout le long de Ty, ce qui aura lieu si les

deux directions de caractéristiques issues de I'un quelconque de ses éléments sont

distinctes. Alors s peut étre développée en série entiére ordonnée suivant les

puissances de y, z, p, ¢, r, ¢, sans terme indépendant, au moins pour les valeurs
Fac. de T., 2 S., VIIL 59
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de z dans un certain intervalle, et nous remarquerons que, dans ce développement,
la variable ¢ est toujours associée a I'un des facteurs ¥, 5, p, ¢, r. En d’autres
termes, l'équation de Monge-Ampére, résolue par rapport & s, est de la forme

(72) s=F(z, Y 5Py @ Ty YL, 58 pt, qt, 1),

le second membre étant une série entiére par rapport & ¥, sz, p, q, r, yt, st,
Pty qt, rt, sans terme indépendant, dont les coefficients sont des fonctions
de z.

La conclusion est la méme si I'équation de Monge-Ampére ne renferme pas de
terme en r¢ — s*; une famille de caractéristiques du premier ordre est définie par
deux relations de la forme

dy =ldr, Adp+Bdg+ Cdr =o,

), A, B, C étant des fonctions de z, y, 5, p, ¢. Pour que la caractéristique T',
fasse partie de cette famille, il faut et il suffit que X et C soient identiquement
nuls, quel que soit z, pour y = 5 = p = g = o. L’équation du second ordre cst

alors

(AA+B)s+Ar+Bit4+C=o;

la fonction B ne peut étre nulle identiquement, pour y =z =p = ¢ =o, car les
deux directions caractéristiques issues d’un quelconque des éléments de T, seraient
confondues. On aura donc pour s un développement de la forme (72), ne renfer-
mant r et t qu’aw premier degré.

Reprenons maintenant le probléme général pour I'équation (72), ou I'on sup-
pose que les coefficients sont des fonctions holomorphes de # dans un inter-
valle (2o, 2,) et ol la série est convergente, quelle que soit la valeur de z dans
cet intervalle, pourvu que les modules de y, 3, ..., r¢ soient inférieurs & un
nombre positif p. Soit £ = @ une valeur de x dans I'intervalle (z,, ) et f(y)
une fonction analytique de y, holomorphe dans le domaine de l'origine, et s’an-
nulant, ainsi que sa dérivée, pour y =o. Si l'on veut développer suivant les puis-
sances de y l'intégrale de I’équation (72) qui se réduit a f(y) pour 2 =a et qui
renferme tous les éléments de la caractéristique Ty,

s=(2) Y+ (@) P+ (@) Yy

le premier coefficient ¢, doit vérifier une équation de Riccati; en effet, aprés la
substitution de cette série a la place de 5 dans le second membre, les seuls termes
du premier degré en y renfermant &, proviennent des lermes en ¢, y¢, ¢, et, par
suite, ¥, ne peut y figurer qu’au premier ou au second degré. Les autres coelfi-
cients, & partir de 3, sont délerminés par des équations linéaires.
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L’étude d’une intégrale d’'une équation de Monge-Ampére dans le voisinage
d’une caractéristique du premier ordre est donc tout a fait analogue a celle que
nous avons faite plus haut (n° 6-12) pour une équation aux dérivées partielles du
premier ordre. L’analogie se poursuit plus loin, car on peut encore étudier les
points singuliers des intégrales situés sur la caractéristique au moyen d’une
transformation de Monge-Ampére. Supposons, en effet, que l'intégrale do(x) que
nous avons A considérer, de I'équation de Riccali, admette le point z =o pour
pole. Si nous appliquons a I'équation (71) la transformation d’Ampére (n° 11)

X=z, Y=g, =zs—qy, P=p, Q=—v,

on a, pour calculer les dérivées partielles du second ordre R, S, T de Z par rap-

port 3 X et a Y, les deux relations

dP =R dX + S dY, dQ =SdX +TdY,

d’ou l'on tire
re—s? s I

R:——t—a S:;’ T:'—Z"

Inversement, on a aussi

‘T:Xy _}’:—Q’ ZZZ—QY9 P:P) qu,
L _RT_s: S

— =& t=—
r T’
et 'équation de Monge-Ampére (71) est remplacée par une équation de méme

forme admettant aussi la caractéristique du premier ordre
Y=Z=P=Q=o.

Cela posé, remarquons que la fonction §,(z) représente la dérivée seconde ¢ le
long de I'axe des ; si ¢ est infini pour 2 =o0, T est nul pour la méme valeur
de z, et 'on est ramené A éludier une intégrale d’une équation de Monge-Ampére
passant par la caractéristique en question, le coefficient de Y2 dans le développe-
ment de Z étant holomorphe dans le domaine de I'origine. Cette intégrale est
elle-méme réguli¢re dans le domaine des valeurs 2 =y =o0. On en déduit les
mémes conséquences que pour les surfaces intégrales d’une équation du premier
ordre (n° 11-13), en particulier que les singularités mobiles sur une caracté-
ristique sont des singularités algébrigues.

L’étude des singularités mobiles, pour une équation du second ordre de forme
générale, fera 'objet d’un autre Mémoire.



