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SUR LES

COURBES SYNCHRONES,

PAR M. A. LEGOUX,

Professeur de Mécanique a la Faculté des Sciences de Toulouse.

On trouve dans la Mécanique d’Euler (.11, p. 47) I'énoncé du pro-
bléme suivant :

Soient une infinité de courbes semblables AM prenant leur origine en
un point five A, trouver une courbe CMM déterminant sur toutes ces
courbes des arcs AM qui sont parcourus dans des lemps égaux par un
point matériel pesant descendant sur chacune d’elles et partant de A sans
vitesse initiale ( courbes synchrones).

Comme application de sa méthode, Euler traite complétement le cas
particulier bien connu des lignes droites émanant de l'origine; la courbe
synchrone est, comme on sait, une circonférence. Il aborde ensuite les deux
cas particuliers ou les courbes sont des circonférences et des cycloides et
I'équation différentielle de la courbe synchrone a laquelle il arrive est
tellement compliquée qu'il parait impossible de I'intégrer.

Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, de traiter ce probléme diffi-
cile par une méthode différente qui nous permettra de trouver les courbes
synchrones dans un grand nombre de cas, et en supposant le point soumis
a des forces qui satisfont 4 une fonction potentielle.

La méthode s’applique aux courbes tracées sur des surfaces.

Nous définirons les courbes en donnant 'expression de leurs coordonnées
en fonction d’un parameétre variable.

Soient

z = fi(u, a),

y =fi(u, a)
Fac. de T. — VL B.1

(1)
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les équations des courbes de la famille, z désignant le paramétre variable
et @ une constante arbitraire.

Soit ¢ la fonction des forces, on a I'intégrale des forces vives
(2) t=20(x,y)=20(u,a);

on supposera ¢ =o pour £ =o, y = o.
On tire des équations des courbes (1)

. I
ddﬁ' _—= d——u‘ d(l,
afs
U =Ge

/O

ds f ds
d[: i} = gy |
Vao Vo

(Ve

Ve

de (2), on tire

Cette intégrale devra étre prise entre des limites telles qu’elle s’annule
pour une valeur de u correspondant & I’origine.
I1 faut que ¢ soit le méme pour tous les parcours sur les arcs AM, quelle

que soit la courbe que décrit le point matériel pour atteindre la courbe
CMM ( fig. 1). Or t est fonction de « et de @, et I'on exprime que ce temps
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est constant en écrivant que sa différentielle totale est nulle,

at at
/A J—
0 Jou du + 92 da —=o.
En éliminant a entre (I) ct (4), on aura les équations de la courbe syn—

chrone.

Exemere 1. — La force estla pesanteur et Uaxe AX est dirigé suivant
la verticale; les lignes AM sont des lignes droites passant par Uorigine.

(EuLer.)

Soient
x = u?,
¥y = au®
les équations de ces droites
¢ = \/2 %,
ds=2\1+ a*udu;
posons L
t2g=t,
il vient

u
ty=2\1+ a2f du.
0

Différentions et égalons & o la différentielle totale

(4 bis) Vi+ atdu + —— a da fdu——o
Vit a

Mais nous remarquerons que chaque courbe CMM correspond & une va-
leur particuliére de ¢,, que pour chacune de ces courbes on doit considérer

¢, ou2y1+ a2fdu comme une constante et, par conséquent, on pourra

»dans laquelle on

u
remplacer f du par P'expression équivalente
0 2 \/ 1+ a?

traitera , comme une constante. En substituant cette valeur dans I'expres-
sion précédente, on trouve

t,ada
= +a2du=o.

(14 a2)?
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Intégrant, on trouve

21
; =2u+C;

(1 + a?)?

la constante C est nulle, car, pour z = o, 7, = o. En tirant de cette équation
la valeur de @ et la portant dans les deux équations des lignes droites, on a,
pour la courbe synchrone,

2
x?= ut,
12
yi= 4—‘ u? — ut,

ou, en éliminant «,

t2
2y = Z’ x;

c’est un résultat bien connu et si nous avons donné un tel développement a
la solution de cet exemple trés simple, c’est pour indiquer Pesprit de la
méthode qui va nous permettre de résoudre des problémes beaucoup plus
compliqués ().

Exeneie II. — La force est la pesanteur et les courbes AM (EuLer)
Fig. 2.
A 0 y
L
x

(fig. 2) sont des cercles dont I’équation est
x*4 y*—a2ay =o.

Prenons, pour paramétre variable, ’angle « que fait le rayvon du cercle
» P p ) g q y

(') Dans ce cas simple, on aurait pu intégrer immédiatement Péquation (4 bis) qui au-

. . G . . . ,
rait donné a?= o —leten remplagant dans les équations (1), on aurait trouvé

y2+ a2 = Cux.
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avec la verticale, les équations de ces cercles sont

(1)

( x =acosu,
3 y =a(1—sinu);
on a

T
s=al-—u).

On trouve immédiatement

ud
- - r?* d
t\/zg:t,:\/a L.
« \cosu
o cper .
L’équation différentielle totale sera, en remarquant que 7 ‘= \%’_ ,
cosu  \a

d’ou, en intégrant,

d’ou

Par conséquent, les équations de la courbe synchrone sont

x-—-t? cosu
T F(w)’
. t%(r—sinu)‘

Y= F2(u)

On voit que les coordonnéesd’un point de la courbe synchrone s’expriment
au moyen d’une intégrale elliptique.

On remarquera qu'il entre dans ces équations un paramétre arbitraire ¢,,
de sorte que nous avons une famille de courbes synchrones correspondant
a la famille de cercles.

Exemere III. — La force est encore la pesanteur et les courbes sont
des cycloides. (EuLEr.)
Soient

x=a(1r —cosu),

¥y =a(u— sinu)
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les équations des cycloides, le parameétre arbitraire a désignant le diametre
du cercle générateur.

On a

.u
ds =—=2asin ;du,

t\/z_g::tl:f%:\/g\/c_z/du.

oty oty , .
Ezt—dlt+5;da_o M

L’équation

prend la forme, toutes réductions faites, aprés avoir remplacé y2a f du

par ¢,

L 3
du+ —= a* da=o.
2\/2
Intégrons et remarquons que la constante est nulle, car pour z=o0 on a
t, =o0,o0na

__ 4
u—_= \7;2,
d’ou l'on tire
R
2w’

et, remplacant a par cette valeur dans les équations de la cycloide, on a pour
la courbe synchrone

t? 1—cosu

X = — ———
2 u?

1t} u—sinu
Yy=3 0

On voit aisément que les courbes synchrones forment un systéme orthogonal
au systéme des cycloides.

Ces trois exemples sont les seuls qui ont été traités par Euler (loc. cit.).

L. | . cpns . du da . . .
(1) Dans ce cas particulier, 'équation différentielle totale - tsa=° s’intégre immé-

. G -
diatement et donne a = i’ C désignant une constante.
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Cas des forces centrales.

Supposons que les courbes soient des cercles représentés par les équa-
tions

x = acosu,

y=a(1—sinu) (voir plus haut);

si 'on désigne par r le rayon vecteur partant de l'origine, on a

e

r=y2a(1—sinu).
On a aussi
ds =— adu.

Supposons que la force centrale R soit proportionnelle & la distance et
posons '

R=Z%%r,
v’:szdr: k2re,
d’ou
ae=3 ==

af I n du
=% 1:_——f ——
x \/Za(l—smu)? ky2Jrx \/1—sinu

La durée du parcours du point matériel depuis I'origine jusqu’a un
point M correspondant & une valeur donnée de u étant indépendante de a,
la courbe synchrone, dans ce cas particulier, est une droite passant par
I'origine; cette droite coupe tous les cercles sous le méme angle. On obtient

son équation en regardant z comme constant dans les équations des cercles
et en éliminant ¢. On trouve

Yy _ s u
2~ ng(E— 2

Autre exemple. — Soit R = k*r™,

2k2rln—|-l
v”:szd .
m+1
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on trouve aisément, cn considérant la méme famille de cercles,

un - 1—
e du _ mgr 5o du
- k\/; ml T T m-2 a D
T —_— 3

r? ko 2 (1—sinu) *
T Vm 3
2

En posant m = 1, on trouve que ¢ estindépendant de @ : c’est le cas par-
ticulier traité précédemment.

On peut écrire I'expression de ¢ sous la forme suivante, en désignant
par A une constante,
1—m 1z du
t=Aa’ / —
n (1—sinu) *
2

On forme facilement les expressions de 0% et de (%i » et, en les substituant

dans ’équation

¢ )t
g—lzdu—l—é—ada:o,
on a
1—m
a?® du 1—m -2 “ du
’E‘J_+ > a da/ —mi1— 0.
(1—sinu) * n (1—sinu) *

Or, pour chacune des courbes synchrones, la valeur de ¢ doit étre consi-
dérée comme constante et 'on pourra remplacer dans ’équation précé-

dente
du

m-+1

(r—sinw) *

par

et ’on obtient, toutes réductions effectuées,

Adu o 1—m 23
ta * da—=o.

m—+1 2
(1—sinu) *

Intégrons, on aura, en résolvant par rapport a a,

m——;l* A “ du
a - —t— m1
= (1—sinu) *

2
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Cas particulier : m = — 1. — On a

Formule générale.

Nous allons maintenant donner une formule générale qui comprend,

outre les cas précédents, un grand nombre de cas nouveaux.

Si le parameétre @, qui entre dans I'équation des courbes semblables, re-
présente une longueur, I'équation des courbes sera homogéne entre z, y,
a. On pourra toujours, et cela d'une infinit¢ de maniéres, écrire sous la

forme suivante les deux équations de la courbe

r=af(u),

) y=af,(w),

u étant un parametre variable, f, et f, étant des fonctions données de ce
parameétre. Supposons que la fonction des forces soit aussi une fonction

homogene des coordonnées, on pourra écrire

N —_ M 2_/ —_—gm fm é .
(2) ¢(z,y) = <P<:L,>——“ /i J')<f,>
Comme on peut appliquer le principe des forces vives,

Vi =20,
ds —_
ar V2vo,

= ds

2dt = —=

v Ve

1
s (U ) d
lu,

h=tya=a? mo ol
J 7ile(7)]

Fac. de T. — VL.
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intégrale devant étre prise entre des limites telles que le temps ¢ soit nul
alorigine.
Posons .

W:mh(u%
7il+(7)]

—

(3) t,:a:,?nq.a(u).

On aura

On tire de la

o, _2—m -7 -
da = 5@ T g =aet i

remplacons dans I’équation différentielle totale

at, 9t ,
;ﬁdu—k ()—ada_o,
il vient
(4) . a'—5¢’(u)dtt+<1—§>a_?q;(u)da:o.

Les équations de la courbe synchrone résultent de I’élimination de a
entre (1) et (4). Si nous remarquons que la durée du parcours du point
matériel sur I'arc de courbe compris entre 'origine et la courbe synchrone
est constant, on aura, d’aprés (3),

m--2

tp(u):aTtl,

formule dans laquelle ¢, ou ¢y/2 doit étre considéré comme une constante.
Remplacons {(u) par cette valeur dans I'équation précédente, elle de-
viendra

a T () du + <1— ?) tia'da=o

ou
m

¢/ (u) du +<1—— ?) t,a® 'da=o.

Intégrons, on aura

m
9

Y(u)=ta® ",
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2

. [ﬂ")]"‘;—".

remplacons @ par cette valeur dans les équations (1), on aura pour la
courbe synchrone correspondant a cette valeur de ¢,

2

[q—)%:()]m_zfi(“),

2

On arriverait au méme résultat en observant que I'équation (4) peut se
mettre sous la forme suivante

x

t

I

Y

Y(u)due m—2da
Y(w) — 2 &’

d’oti, en intégrant et désignant par C une constante arbitraire,

m—2

a * =C(u),

/
et

a= [C<p(u)]"l_2—2.

On voit que la constante C est 'inverse de la constante ¢,.
Les équations (5) définissent une famille de courbes synchrones corres-
pondant aux trajectoires du point matériel.

Courbes synchrones sur les surfaces.

La méthode précédente permet de trouver les courbes synchrones sur les
surfaces. Nous supposerons que chaque point de la surface est défini par
I'intersection de deux courbes appartenant a des systémes orthogonaux
définis par deux paramétres 7 et § et que I'élément linéaire est représenté

par la formule
(1) ds* = f2dr* + g* d{?,

f et g étant des fonctions données de ¢ et r; soit

(2) F(r,b,a)=o0
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I'équation d’une famille de courbes tracées sur la surface en question,
@ représentant une constante arbitraire. Supposons que les courbes précé-
dentes partent toutes d’'un méme point de cette surface et qu'elles soient
les trajectoires d’un point matériel soumis a des forces telles qu'’il existe
une fonction potentielle 9. On aura

2

V=g,

¢ étant une fonction donnée de 7 et . On tirera de la
ds —
@ =V

Mais, si'on différentie I'équation (2), on a

OF ,  OF ,
Wdr—FIquJ—-O,

d’ott

remplacons dans I'expression (1) de ds, on aura, en tenant compte de (2)
ds =y (r)dr,

¢ pourra aussi étre considéré comme une fonction de 7 seulement, en vertu
de I'équation (2), et I'on pourra écrire

(3) t::fF(r,a)dr.

En raisonnant comme dans le cas des courbes planes, on verrait que
I'équation des courbes synchrones correspondant aux courbes du sys-
téme (2) et a cette loi particuliére de la force sera donnée par I’élimination
de la constante arbitraire @ entre I'équation (2) et I'équation différentielle
totale

(4) o= dr + —[lda;o.
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Avpuication. — Soit & trouver les courbes synchrones correspondant
& une famille de courbes géodésiques tracées sur une surface de révo-

Fig. 3.

lutiou & partir d’un point donné, parcourues par un point matériel
soumis & Uaction d’une force donnée ( fig. 3).

Soit /
(1) ds*=du®—+ r? d?

Pexpression de 1’élément linéaire, r désignant le rayon du paralléle,
¢ P'angle formé par un méridien quelconque avec un méridien pris pour
origine, « la longueur de I'arc du méridien, « étant lié a r par la relation

u=f(r),
qui définit la courbe méridienne.
On peut mettre sous la forme suivante I'équation des courbes géodé-
siques

(2) dy = adu af’(r)dr’

B r\/r?—- a r'\//'?:_zzi

a désignant une constante arbitraire (voir Darsoux, Théorie des sur-
Saces).
Si I'on appelle ¢ 'angle formé par une de ces courbes avec le méridien
on a
. rdy a
tangt — ——F — ——
angt du \/,.2__‘12,
et Uon voit que a représente le rayon d’un parallele auquel les géodésiques
sont tangentes. :
Considérons toutes les géodésiques passant par un point donné sur la

surface et que 1’on obtient en faisant varier la constante a; regardons-les
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comme les trajectoires d'un point matériel soumis a des forces données
telles qu’il existe une fonction potentielle o.

On trouve aisément pour 'expression de I’élément linéaire d’une ligne
géodésique tracée sur une surface de révolution

ds — rdu

r—a’
de ¢* = ¢, on tire

ds rdu
(3) t = —_—= = R —
Ve J Veyri—a
Dans le second membre « est une fonction donnée de r, et  qui, en
général, dépend de r et de ¢ peut aussi étre considéré comme une fonction
de r en tenant compte de I’équation (2). Sil’on suppose effectuée l'inté-

gration dans le second membre, I’équation (3) donnera I'expression de ¢ au
moyen de r et de @. On écrira I'équation

Qfdr—}—gida:o,

(4) or Ja

et les courbes synchrones seront définies par une équation résultant de
I’élimination de @ entre (2) et (4).
Application. — Considérons le cas particulier suivant

A‘z rm

(1) r:—uwr*=~n, o= S

h, I et A const.;
la surface en question est I'alysséide de Bour.
L’équation différentielle des géodésiques est

o adr .
GG )

la longueur de I'arc s’exprime ainsi

(2) dy

ds — redr .
V(i —a?) (r*—n?)
On a
(3) =0,
" zdr 1 ” r2——m d,.
(4) t:/ o s = =3
L NoV(r—a) =k A ) Yr—a

(1) On suppose que la fonction des forces ¢ dépend du rayon du paralléle et de la longueur
de I'arc du méridien compris entre ce paralléle et le sommet de la surface.
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Il faut éliminer @ entre I’équation (2) et

at Jat
(5) B—I'dr+ (-)—sza__o.

Ceci posé, introduisons une variable auxiliaire comme nous avons fait
pour le mouvement dans un plan; posons

(2 bis) r— g (e ey,

remplacons 7 par sa valeur dans I’équation (2), on aura

2adf

2 bi. dl = ;
(2 bis) v \/a2(69+ e 92— 4 h2

sous cette forme on a 7 et Y exprimés en fonction de 0 pour représenter les
géodésiques de I'alysséide.
On trouve pour I'expression du temps

0
(4 blS) t:Bai—mf (66—1—6‘0)2"” d@,
0

0 et O, correspondant aux valeurs r et r,.
L’équation (5) sera remplacée par

- at at
(5 bis) 5—9d0+55da_0’
ou, en remarquant que
at — Jt 2—m
d—é:Bcz“”‘((36~|-e—e)2 " Ja =B(1-— m)a—”‘f(ee—i— e=9*"" do,

0
al=m(ed+ e " df 4+ (1 — m)a"'”daf (¥4 e=0)""dh—o.
. 00
Mais on tire de (4 bis)
]
f (V4 e "dg = L qm-,
0, B

¢ devant étre regardé comme une constante ; substituant, on a

(m —1)¢t

(5 ter) (d+ e " df— B

a™da.

On peut intégrer et 1'on a

]
\[e (d4-e=0) "do = é a1t =y (),
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‘e [B%@f—".

Portons cette valeur de @ dans les équations (2 bis), nous aurons les équa-
tions des courbes synchrones. Ces équations contenant une constante ¢,
on aura une famille de courbes synchrones correspondant aux géodésiques
passant par un point donné.

Cas particuliers. — 1° m =1. Ce cas n'est pas compris dans les for-
mules générales. L’équation (4 bis) montre que ¢ estindépendant de @ : il
ne dépend que du paramétre 0. Or le temps que met le mobile pour atteindre
la courbe synchrone en partant de l'origine est constant quelle que soit la
trajectoire parcourue, et, ¢ étant une fonction de 0 seulement, il en résulte
que 0 est constant.

Donc la courbe synchrone dans ce cas particulier sera définie par les
équations (2 bis) dans lesquelles on considérera 6 comme une constante
et @ comme un paramétre. On aura I'équation entre 7 et  en éliminant @
entre les deux équations

do
—2 Y ),
i av/\/“2(€°+e—°)2_4/lz Y(9,a)

a
r=- (b4 e-9).

On a traité précédemment un cas particulier analogue a celui-ci.
2° m==2,0na
B
a = n (6—10,);

la substitution de cette valeur de @ dans (2 bis) donne

r= 2%(9_ 0,) (€9 + %),
2aB(H— 6,) db
jun— B2 .
t\/»ﬁ(ﬁ—« 0,)2 (b + e=0)2 — 4 A2

dy

[l est intéressant de remarquer que les formules précédentes ne dépen-
dent que de la forme de ’élément linéaire de la surface de révolution. Donc
elles s’appliquent a des trajectoires tracées sur toutes les surfaces applica-
bles sur les surfaces de révolution.

— el



