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PREFACE

I.e probléme des sections cyclotomiques a attiré, ces derniers
temps, l'attention de plusieurs mathématiciens qui en ont
obtenu la solution dans certains cas particuliers.

Des 1880 le probléme bi- et tri-cvclotpmique fut complétement
élucidé. Mentionnons parmi ceux qui le traitérent A. Cayley
(Comptes rendus de la London Mathematical Society, vol. XI,
p. 4-17) et C.B. Mathews (T/héorie des Nombres, 1887).

I.e probleme de la section quartique a ¢té résolu par V.S.
Le Besgue, comme il ressort de la remarque suivante faite par
W. Burnside dans The Transactions of the Cambridge Philoso-
phical Societv, vol. XXII, p. 4o05.

« I.a solution compléte du probléme quartique a été fournie,
pour la premiére fois, par V.S. I.e Besgue dans les comptes
rendus, vol. IT, p. 18. Il énonga le résultat sans démonstration
p—I

sous la forme suivante : Si A est la somme de racines

piémes, primitives et distinctes, de 1'unité, somme qui prend
quatre et seulement quatre valeurs distinctes, alors 1444 est
racine de l’équation

p—1

2
v+ 1—2(—1) * p| —4p(y—L)2=o0
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ot p=L244m? et L=1(mod. 4). La seule démonstration que
je connaisse a été donnée par P. Bachman. »

Le méme probléme a été traité par A. Cayley (loc. cit.). Sa
démonstration est due & W. Burnside.

A. Caylev s’est attaqué au probléeme de la section quintique
(comptes rendus de la London Mathematical Society, vol. XII,
p- 15-16; vol. XVI, p. 61-63), mais il n’a pu résoudre le pro-
bléme complétement. Vinrent ensuite H.W. Lloyd, I..J. Rogers
et W. Burnside (Comptes rendus de la London Mathemnatical
Societv, vol. XVIII, p. 214-239 ; XXXII (anciennes séries) et
1915 respectivement). .\ la fin de son exposé, W. Burnside fait
la remarque suivante

« J'ai poussé I'étude du cas q=7 suffisamment loin pour m’as-
surer qu’il n'est pas tout a fait analogue au cas q=35. On y
rencontre bien un systéme de trois équations Diophantiennes,
mais elles ne suffisent pas pour affirmer que les équations
exprimant les produits des A forment une table de multipli-
cation acceptable. »

I1 est ainsi clair qu’il existe trés peu de littérature sur la
section hepta-cyclotomique, et 'on peut affirmer que sa forme
générale n’a été donnée par aucun auteur.

Le but de notre expos¢ est done de résoudre entiérement le
probléme général de la section hepta-cyelotomique.

I’équation aux périodes correspondant a la section hepta-
cyclotomique est la suivante :

B2 St it

4 (m;+my+mg4my-+mg)p — 343 734344
—(ny +n,+ny)p %4 (any+fn,+gn,+hn,+ing -+ kn, +gn,)p
—MOm+1 7 AS—(as;4fs; +gs,+hsy+is,+ks;+gse) p) =0

N +nt—

Les équations fondamentales de cette section ont été entie-
rement déterminées, ainsi que tous les termes des coefficients
de I'équation aux périodes pour tous les nombres premiers jus-

qu'a 300. On a ¢établi aussi I'équation aux périodes pour ces
mémes nombres.
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Tes équations fondamentales :

Le probléme de la détermination des équations fondamentales
prime tout autre dans la théorie des sections cyclotomiques.
Malheureusement, cette branche des mathématiques a été beau-
coup négligée, et aucun auteur n'a jamais traité le probléme
général. Nous nous en occuperons dans ce qui suit.

On sait que le probleme de la trisection dépend de la solution
de I'équation p==a® i 3h2, et que, si A est la somnie de 1 4(p-1)
racines pitmes, primitives et distinctes de 'unité, somme qui
prend seulement uatre valeurs distinctes, alors 144 est racine
de I'équation

2
yit | 1—2(—1) * :pJ —4p(y—L)% =0
oit p=L24+4m? et L=1(mod. 4).

Telles sont les équations dont le probléme dépend.

Quant aux équations de la section quintique, elles ont été
domrnées par I,.-J. Rogers dans les comptes rendus de la London
Mathematical Society en 32, page 207, comme suit :

1=A2+4+nB2—2n(C2+B?) (1)
AB=a(D2—C?)— —2bCD (2)
pour n=a2-+b? premier ou non.
W. Burnside a fourni les équations fondamentales de la sec-

tion sixtique dans les comptes rendus (Londres, 1915). Elles
sont :

122p=[4p—16—25(A+B)] >+ 1125(A—B)?4-450(C2+D?) (1)
O=[4p—16—25(A+B)](A—B) +3(C*+4CD—D?) (2)

Finalement, il a été montré que les équations fondamentales
du second degré de la section heptique sont les suivantes :

(1) ak-+fg+ga +hffig ~kh--gi—=bh-+gbh-+4-eg-+kl+4-jk+ji+hj
=cg-+ha+kf+dg+ih+ji+4ik



— 8 —

(2) aj+fhgbhg+iet+k+gj=bi+geteh+k2+jd+ji+hj
—=ch-+hi+k2+dg+ia+jf+ig
(3) aj+fi+ge+h+ik+kd+gi=bk+gd+ei+kj-+ji+je+h?+
bi+gk+eg-+ka+jf+jg-+h?
(4) aj+fj+gh+hb+ig+ke+gk=ck-+hd+ki+dj+i+je+ih
+bj+gj+eh+kb-tjg+je
+hk
() ai+fk4g+ha+if4+kg+gh=ci+hc+kh+dk+id+ji+ij
ck+hj+kj+dh+ib+jg+ie
(6) ab+fg+ge-+hk+ij+kj-+gh=ag+a?+bf+cg+dh+eitfk
(7) ag+fa+gf+hg+ih+kitgk=fb+ag+ae-+bk+cj+dj+eh
(8) bg+ga-+ef+kg+jh+ji+hk=ea+f2+ag+ah+-bit+ck+dg
(99 ac+fh+gk+4-hd+i+kj+gi=ah-+ab-+bg+cetdk-+ej+1fj
(ro ah+fb-+g-he+4ik +kj-+gj="fc+ah-+ak-+bd+ci4dj+ei
(r1) ch+hb+kg+de +ik+j+ij=da+ef+fg+ah+ai+bk+cg
) ad+4-fi+gj+hi+ic+kh-+gk+aitac+bh-+ck-+d>+eitfj
) ai+fe+gh+hk+id-+ki+gj=fd+ai-+aj+bi+c?4dh+tek
)
)

~

cd+hi+kj+di+ic+jh+ik=ca+df +eg+fh+ai+ak+bg
ae+4fk+gj-+hj-+ih+kb+g=ak-4ad4bitcj+4di-tec+fh
(16) ak+fd+gi+hj+i+ke+gh=-ak-+aj+bj+ch+db+eg+fe
(17) be+gh+ek+kd-+ji+—j+hi=ba+cf+dg+eh+fi+ak+ag
(18) be-+gk-+ej+kj+jh+ijb+hg=x«j+ai+bc+ch+dk+ed+fi
(19) bj+gi+ec+kh+jk-+jd+hi=e2+fk+aj-+aj+bh-+cf+dg
(2z0) bd+gi+ej+ki+jc+jh+hk=b2+cg+de+ek-+fj+aj+ah

Sur la mise en défaut d’'un théoréme dans le cas de l'identité
p—I1

algébrique 4X=Y2—(—1) ? pZ?2 ot p est un nombre premier
impair, X=(x—1)(xP—I); Y et Z sont des polynomes en x.

Soit p un nombre premier quelconque, et soit
X=(xp—1)(—T1).
Il existe une identité algébrique de la forme

p—1t
4X=Y?*—(—1) * pZ?
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olt Y et Z sont des po'yndémes. Legendre, dans sa Théorie des
Nombres, a donné une régle générale pour la détermination de
Y et Z. Il annonga dans la suite que sa régle n’était pas géné-
rale. Gauss a fait le calcul jusqu'a la valeur 23 de p. Iegendre
considéra le cas p=29, et G.B. Mathews s’occupa du cas p=31I.
Ce dernier a considéré aussi le cas p=37 dans le Nature du
9 juin 192I.

La regle générale pour déterminer Y et Z est la suivante :

p—r1

« Y s’obtient en développant 2(x—1) * par la formule du

bindéme, et en réduisant chaque terme a son plus petit résidu
(mod. p). Quand la valeur de Y est ainsi déterminée, celle de
Z s’obtient en s’appuyant sur l'identité
p—1
4X:Y2—(—-I) 2 pZz. »

Cette régle est certainement en défaut pour le nombre pre-
mier 6I, mais on ne sait pas si elle est fausse pour tout autre
nombre premier compris entre 37 et 61. A 'égard de ceci, G.B-
Mathews fait la remarque suivante : « Il serait intéressant de
connaitre la plus petite valeur de p pour laquelle cette régle
n’est pas vérifiée. » (Nafure du g juin 1921.)

J’ai montré ailleurs que la plus petite valeur en question
est 41. Je voudrais montrer ici que la regle est en défaut dans
le cas du nombre premier 43.

En appliquant la méthode pour la détermination de Y on
trouve pour les coefficients les valeurs suivantes : 21, 2I0,
1330, 5985, 20349, 54264, 11, 6280, 203490, 293930, 352716,
352716, 203930, 203490, 116280, 54264, 20349, 5985, 1330,
210, 21, 1. En les réduisant a leur plus petit résidu absolu,
il vient :

V=2x214Lx® 10x¥}6x1 L 16x17"—20x10—yx15—16x14
—15x1B—yx12 L 17x1—17x 10+ 7x% 4+ 15%8 4+ 16X7 4 4x°
+20x5—16x4—6x3 410X 2—X—2

En. substituant la valeur de Y dans l'identité
p—I1

4X=VY*—(—1) * pZ%;
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on trouve :

Z2=x42__4x38 | 4x37 | 8x3__12x354 10x33—10x324 10X 3!
+6x30 _26x29—22x28 4 20x 2 —27x ®—2x25 | 11x24
—3x23476x21—3x20 4 11x¥—2x17—27x16{-20x15
—22x1_26x18-6x124 10x11—10x10+ TOX%—12%X7

+ 8x8 4 4x5—4x14x2

En extrayant la racine carrée de 72, on voit que la régle
générale donnée par GB.. Mathews dans sa Théorie des Nombres,
p- 216, ne s’applique pas dans ce cas. En outre, on remarque
que l'expression de 72 n'est pas un carré parfait. Il est clair
ainsi que la régle donnant les valeurs de Y et 7Z n'est pas va-
lable pour p==43.

II

L’Equation aux périodes.

Pour commencer, notons qu’il y a 28 lettres, mais qu’elles
ne sont pas indépendantes. En raison des relations existant
entre elles, leur nombre se réduit & onze. On pourrait réduire
davantage ce nombre, mais alors les coefficients de 1'équation
aux périodes ne seraient plus cycliques, de sorte que j’ai pré-
féré leur conserver le caractére cyclique.

Soient 7o, %y, ... 73 les racines de I'équation aux périodes.
Chaque 7, (i=0, 1 ... 6) comporte 1 7(p—I) racines piémes

distinctes et primitives de l'unité, et chaque racine primitive
figure une seule fois dans chaque 7.

Ie choix de la racine primitive n'est fix¢ par aucune régle.
Nous pourrions utiliser celle que nous voudrions, mais les pé-
riodes dépendent, du point de vue arrangement, de la racine
particuliére utilisée {)our leur formation. Il ne se produira aucune
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modification dans 7,, et quant 4 7%, %, ... 75 elles s’échan-
geront circulairement, sans qu’un terme isolé appartenant a
une d’elles passe chez une autre. C'est a dire que chaque ¥; con-
tiendra les mémes termes, quels que soient les termes primitifs
choisis.

Soit

1g="aabedef (101, 073147 51
Nony="ghijklm 707, 7273 14576
ToTe = N0PATSt 1071757374 M576)
NNz = UVWXYZA] 107,72 M37Ms N 576

Les entiers «, a, b ... A, satisfont aux équations linéaires
suivantes :

a+a+btcH+d4eff=i—1
g+h+i+j+k+14+m==~
n+o+p+q+r4s4t=~A
u+v4+wx+vt+z+A=A

olt =1 /7(p—1I) et p est un nombre premier de la forme 14n-+1,
n étant un entier positif.
Done Xg= 2n= Zu=A (A)
Za=i—1
On démontre aisément que

Yooy = Lnonp= Lhlong=—A (B)

et que
Tn2=6A+1 (B)
On sait que les groupes des équations cyclotomiques sont

cycliques, de sorte que toutes leurs opérations sont commu-
tatives. On a, ainsi :

io(2) =T (To™2) == Mi2(M 7o)
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En tenant compte de la premiére, il vient :
Zono(ny1z) = Ting(mghijkl) =—A%4-mp

De méme, en tenant compte de 7,(ne), il vient :

A2+ op.

Finalement, en considérant w,(n10), on a

Sy 70) = Sy (ghijklm) =—A2-Fip.

i1, (n01s) = 1, (nOpyrst) =

Comme on doit obtenir la méme valeur dans chaque cas, on a
1

A2 4+mp=—-~A2+op=

A24ip, d’ott m=o=i.
Tenons compte de 7ngnym3, on obtient
t=v=]
La considération de won,n, fournit
A=y=k
Le terme wgmm; méne a
w=q=i
Et a partir de 7,5 on obtient
z=r1=5s

Le terme w2, nous donne

g=a
De méme, le terme 02y, fournit

“b=n
72, donne

c=u
72, donne

a=x
n2ns fournit

e=p

et finalement 72ng méne a
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Au moyen de ces relations, les 28 lettres se réduisent a onze
seulement, et ces onze lettres ne sont pas indépendantes.

Les quatre équations primitives, contenant 28 lettres, pren-
nent la forme suivante, qui n’en contient que onze :

1= [aabedef][vonM9M3M4M 576)
ot = _afghikg 101, 1275714M 5M6]
o= bgekjjh] 1o710s7574M5Me]
fofiz= Cchkdiji__107105757405M6]

111

La détermination de I'équation aux péripdes.

On sait que le coefficient de »7 est 'unité.

Celui de »® est —(no+m +7e+ s+ N+ M5+7e) =—(—I)=1I

Pour trouver le coefficient de +° on doit considérer 21 ter-
mes, dont trois seulement sont indépendants, tous les autres
s’obtenant circulairement. I.es trois termes indépendants sont
NoNy, NoNe, 7ot En vertu de (A) il vient

Enony = Lnone= Lnong=—"4

Znomy + Znona+ Emonz=—34

donc le coefficient de 75 est —34.
Pour déterminer le coefficient de n?, notons que parmi les
35 termes 2a considérer, cinq seulement, soit vo717Me, MoMMs

ToN1 e, Mofihis, TiifeMs sont indépendants, les autres s’obtenant
circulairement.

Or Znonyne=2a Tnone+1 Xy, + 8 Z3+h Zpmg+i Zngm,
+ Kk Zmn5+8 L1p1
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—a(—4) +£(—4) + g(6-+1) +h(—h) +k(—1)

+g(—*)
=~——k2+gp

On a ensuite

Enomns=2 Eneng+f Enyn3+8 Tens+h Zng®+1Zngn,

+k Engn5+8 Zrgne

=a(—A) +f(—A) +gx(—A~) +h(6h4-1) +i(—A)
+k(—*+)+g(—4)

=—A2+4hp.

De méme

Zyemne=—A2+ip,
Znomns=—A2+kp,
Znongns=—A2+]p.

Donc le coefficient de n*=5+2—(g-+i+h+k4-g)p

v

Le coefficient de

Les seuls cing termes indépendants qui interviennent dans le
calcul du coefficient de 53 sont :

NaMaNsMer MsNeNzNs, MN2NaNs MNoMhMes €t NoniMen,.
Or

: Y O 2 8
E’)a’fu’)s’}s—az‘ftsfmﬁs‘ffLGs’:sﬁA“‘gz‘Wsﬂs‘{‘hL’?s’)g
RN N oW
F1 2050670 + K X570+ 8 X576Mg



— 15 —

Les valeurs de Xngnens, Znshighs, Zvsfeto, ZNsheNl, ZNsMeNe
ont déja été calculées dans la recherche du coefficient de nt.

Restent les termes Xn2ng et X772, qu'on peut calculer de la
maniére suivante :

Zngng=a X3 +1 Znyng +g Znsno+h Znsm, +1Zmgn,
Tk Xn5m3+g Zngn,
=a(bA+1) +{(—A) +-g(—A) +h(—A) +i(—A)
k(—4) +g(—H)
=—A2+4ap

De méme, on a

Ensné=—Ai2+fp. D’olt
Zngngnsng=2a(—A>+kp) +f(—A2+gp) +g(—A24-ap)
+g(—A2+ip)
=—A3+ (ak+fg+ga+hf+2gi+kh)p
=—A\34m;p
ot m,=ak-}fg+ga-+hf+42gi+kh

On a encore

Znsmenyns=—A%+mep ]
ot m,=aj+fj+gh+hb-+tig+kl4gk
Znyngngns=—A=+msp )
ot my=ai-+fk+g?+ha—+if4+kg+gh
Znonnens=—A>-+m,p )
ott my=aj-fi+ge+h?41k+kd+4-gi
SNy figha=—>>+m;p ) )
oit mjy=aj-+fh+gb+hgtietk2+gj

Donc le coefficient de

73=—[5,3—(m, +m,+m,+m,+m;)p]
A3 (1111—§—m2—§—m3+m4+m5)9
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Le coefficient de v?

Il n’entre que trois termes indépendants dans le calcul du
coefficient de %2 Ce sont :

NoM1MeMaNas MoMiNeMaNs €t NgNsMeMMe

Or  Znonynanang=2a Zmgnznano+f Znangnam: +8 Zrinang
+h Zns 20 +1 Znanan,®+k Zngngnams
+8 ZNamagne

Au cours de la recherche du coefficient de 7® on a déterminé
ZngnsMatio, N2MaNafin, 7aTigliatis €t aananan. 11 0’y a done qu'a
évaluer trois termes, c¢’est-a-dire Xv3%rgn,, Znaning et Zmgmani.

Or Zngngne=a Xndns+1 Lngnyn, + 8 Xagni+-h Xngngns
+1 Znangne + K Lgnan0+ 8 g
=a(—A2+4-bp) +f(—A2+gp) +g(—A2+ep)

+h(—+24kp) +i(—A+*+]jp) +k(—A%+jp)
+g(—**+-hp)
=—A3+(af +1g+ge+hk+ij+kj+gh)p
=—k3+m6p

ot mg=ab+fg+ge+hk+ij4-kj+gh

De méme Zngnin,=—A34(ag+fa+gf+hg-+ih+ki)p
=A%4+-m,p

ot m,=ag+fa+gf+hg+ih+ki
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On a encore
Zngngni=—A3+4(ag+fe+gk+hj+ij+kh+4gb)p
=—)‘3+msp
ot my=ag-fe+gk+hj+ij+kh+gb

Il en résulte que

ZnonmanaMa=2a(—A3+myp) +-f(—A3-+m,p) 4 g(—A34-mgp)
+h(—A3+m,p) +1i(—A3+mgp)
+k(—+3+m,;p) +g(—A3+m,p)

=—A%4(amz+fm, 4 gmg+hm, +img+km,
+gm,)p

=—A%4+mp
ot n;=amg+fm,+gmg+hm,+img+km,+gm,

Considérons, maintenant, le terme wgnmamgn; :

Znonynensns =a Znanisto 1 Zmangn s, +8 Zningms
+h Xa0305 41 Znman5ma+k E")z”)a"l%

+8 X157y 57
On a i évaluer ici trois termes seulement :
Zndngns, Zngnins et Tmgngni,
qu'on peut calculer ainsi que suit :

Zndnans=2a Znans+1 Xngnsna+8 Zngnsng+h Zmgni
+1 X576+ K Engvsno+g Zansm
=a(—A24-cp) +f(—A~%+4-hp) +g(—A2+kp)
+h(—A2+dp) +i(—A2+ip) +k(—A2+jp)
~+g(—+2+ip)
=—A34(ac+fh+gk+hd+i2+kj+gi)p
=—A3+mgp

oit myg==ac+fh4gk-+hd+i%+kj+gi
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Zngndns=a Tngnsn,+f Zndns+ 8 Engnsna+h Zngmd
—+1 7516 +K Zrigh 570 8 Zg7sM1
=a(—A2+hp) -~ f(—A2+bp) +g(—A%+gp)
+h(—A24ep) +i(—A2+kp) +k(—A2+jP)
+g(—A%+]p)
=—A3+(ah+fb+g2+he+ik+kj+gj)p
=—A%+myep

olt myg=ah+fb+g?+he+tik+kj+gj

Znangnsi=b Zmgngns+8 Znansng+e Zmand+k Zngnsme
+f Zmgnsno+3 Tngnsn +h Zndns
=b(—A2+hp)+g(—A>+kp) +e(—+*+dp)
~+k(—A2++ip) +j(—A+2+jp) +j(—A2+ip)
+h(—A24cp)
=—A34 (bh+gk+ed+ki+j2+ji+he)p
=—A%+m;;p

ot my;=bh+|gk+ed-+ki+j2+ji+hec

Donc  Znenymangns=a(—A+3+m,p) +f(—A3+m,p)
+g(—A+3+myp) +h(—A3+m,,p)
+i(—A3+m,p)+ k(—}'2+m11p)
+g(—X+>+m;p)

=—AM44 (am,+fm,+gmy+hm,,+im,
~+km,;, +gm;)p
=—M\4+n,p

ot ny,=am,+fm,+gmy+hm,,4im,
+km,, +gm,

On a, de méme :

ZNMsNeMiTia =2 TNy Natia + 1 Zngninans+g Endnym,
+h Zngnonme+1 Zmgny 20 +-k 2716")17)22

4 S
-8 EnghiTeTs



Les seuls termes qu’il reste 4 évaluer sont :

ZnPnyme, Zmgnine, et Zngnmd

Or,

Zngnme="b Engn, +g Zngnamo+e Tngngn, +k Tmeng
+ Zngnghiz+ ] Engnans+h Zmenang
=b(—A2%+cp) +g(—A+2+hp) +e(—A2+kp)
+k(—A2+dp) +j(—A2+1p) +j(—+2+ip)
“+h(—A%+ip)
=—,3+(bc+gh+-ek+4kd+ji4j2+-hi)p
=—A3+myp,p

ol my,=bc-+gh-+tek-+kd+ji+j2+hi
Puis

Sngnine=a Zngnt -+ Tngnyne+g Trgnyna +h Tngnyme
+1 X5+ k Zndn, +8 Zrgnivo
=a(—A2+ep)+f(—A24kp) +g(—Ai24j)p
+h(—A24-jp) +i(—A24hp) 4 (k—A2+bp)
+g(—A2%+gp)
=—A3+ (ae+fk+gj+hj+ih+kb-+g?)p
=—A%+m,3p

ol m;3= ae-+fk+gj+hj+ih+kb-4g2

Snenind=a Zngnst +1 Eneng 48 Tngny+h Trgnemy
41 Zrgn1 5+ K L7 @na+ 8 Xngnavo
=a(—A2+kp)+f(—A2+dp) +g(—Ai2+ip)
- B(—2 4 p) -+ (—~2 4 ip) 4 k(—2+-cp)
+g(—A2-+hp)
=—A3+4 (ak+-fd +gi+hj+i2+ke+gh)p
=—A34-myp

ol m,,=ak-+fd+gi+hj+i%2+kc+gh



Donc Eygngnenme=a(—A%+m,p)+f(—Ai+m;p)
+g(—A3+4-my,p) +h(-')‘3+mlp)
—}—i(——)~3+m13p)+k(—)~3+m14p)
+g(—**+myp)

:—-—-}\.4—*—1131)

ott ng=am,+fmz+4gm;,+hm,+imy,
+km,,+gm,

Ainsi, le coefficient de 72 est 3A%—(n;+n,+7g)p

VI

Coeﬁicient' de 7.

Calculons 'unique terme indépendant, soit non;MeMsnaMans, Qui
intervient dans le coefficient de » de la maniére suivante :

J— - | by . - {
ZNoN1MeNaNaNs= 2 ENeMaNafshio+ I Xnenighians1,+8 Zninsnams
+h Engndngns+1 Znanamins
+k X3+ 8 Lngngngnse

On a déterminé antérieurement les valeurs de Z%,MgnaMsTio,
EanaNaNsN, SMehshiafshe- 11 nous reste done a trouver Zningm,m;,

. . o 2. A . -, 2
Zngndnams, NaManins et Lngngngms.

Or  Znanangnsng=a Lmovgtisna+ I ZnMgnians+g Zn3nam,
+h ZnFnan, 11 Engmami +-k Zngnamyeys
+8 Lnangngns

Ad4 (amg+-fm,y 4+ gmg+hm, +img+km,
+gm,)p

=—A4+n1p

ot n,=amy+fm,+4gmg+hm,+img+km,;+gm,




De méme, nous savons que

ny==am,+fm,+gmy+hm,4im,4km;;+gmg

et I'on peut démontrer que

Zn3ngngns=—A44cmg+hm, +kmg+dm,; +cm,+jmg+4im,
M+4n,p

olt ng=cmg+hm,+kmg+dm,+cm,+jmy+im,

Zngngngns=—Ar4+4(am,fmg-+gm, +hmg+im, +gm,+km,)
=—M4np

olt ng=am,+fmg+gm,+hmg-+im,+gmy+km,
On a, encore :

Lngngngng=—A~*+(cm,+hmg+km,4dmg+im, -+ jm,
~+img)p
=—A44n,p

olt n,=cm,+hmg+km,+dmg+im;+jm,-+img
Zmnonynansnans=any+fn, 4-gn,+hng+ing4-kn, +gn,

Il en résulte que le coefficient de 7 est

{(any+fn;+gn,+hn,4ing+kn, +gn,) p—A5]

VII

Détermination du terme constant.

I1 n’existe qu'un seul terme constant indépendant, soit
Mo MeN3MaNsTe» 1€S autres pouvant étre trouvés circulairement.
Une permutation circulaire nous donne le méme terme, doué
néanmoins d’'un ordre différent. in tout, il existe sept termes,



mais nous ne cherchons ici que la valeur d’un seul terme, de
sorte qu’il faudra diviser le résultat par sept.

N o e AN o ENL L

Or  Suohtytistatistie= 2 Xhoh12h304M5 f X 1903M4M 56
SN2 N2 SN2 o
+ & X33 at 576 1 X31090,47, 506 1 Z0,572713%57s
! v on 2. - 1 S
+k XnEngngngng + g Lndnamanans

On connait déja les valeurs de Xwon1ahsMaNs 201N NaNa" N6

Quant aux cinq autres termes, je me contenterai, pour abréger,
de donner les résultats, sans effectuer tout le calcul :

S;=an,+fn,*+gn,+hn;+ing+kn,4gn,
S,=cn;+hn,+kn,-~dn,—in;+jng+in,
Sy=an;+fn,+ gn;-+-hng—in, +kn,4gn,

4=bng-+gn,+en,+kn,—+jn,+jn,+hng,
s=in,+kng+gng+an, +fn,+gn,+hn,,
¢ =Ccn,+hn,+kn,+dn, ~in,—+fn +ing

-

.

wmw

Dongc, le terme constant est donné par

1 [7[A8—(as,-+fs,+gs,+hs;+is,+ks;+-gs6) p]

VII1

et I'équation aux périodes s’écrit

7 +0°—3 /7(p—1)7’ +(5+*—(9+h+i+k+j)plnt
+[(my+my+my—+ m,+m;)p—5i3x3
{3,y ) p i
+[(ang+fny+gn, - hny-+ing4-kn,4gn,) p—A~Asly
+1 j7[/8—(as, +1s, +gs,+hsy+is,+ ks, + gsg)p O
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IX

On sait que les douze lettres

satisfont aux équations linéaires suivantes :

atat-btectdtedf=L—1 (1)
at+f+g+htitk+g=A (2)
b+g+etk+4j+j+h=AL (3)
c+h+k+d+i+j4+i=A (4)

Tenons compte des équations du second degré, relatives au
probléme de la section heptique.

Considérons la valeur du terme Xwon7,73. Avant d’effectuer
la sommation, notons qu’on peut évaluer wonm,7; de trois ma-
niéres, soit : (nony) (Nms), (on2) (M7s) €t (nions) (NaMe)-

11 est clair, qu’aprés sommation, ces trois valeurs doivent étre
égales, puisqu’elles représentent la méme chose.

Or won=ane+1in, +gne-Fhng+in,+kn;+gng, donc
TNz = (afo~+Tn; +gno+hng+ing +-kv;4-8ne) nans
=anohgha+Fnnyns+gndns+hnand +ingnam,
+kns5nams+8neNans

et Znonmans=2 Zvoveta+f Lniynanis+ g Endns+h Zngnd
+1 Xy + K Engnang+ 8 Tngnans
—a(—42-kp) +f(—A%-+gp) +g(—2+ap)
+h(—A24-fp) +i(—A2+gp) +k(—A2+4-hp)
+g(—A*2-+ip)
434 (ak+fg-+ga-+hf+ig+kh+gi)p




Si nous écrivons la valeur de w7, et que nous calculons
Zmonynang, Nous trouvons :

Znonyngna=—A3+(bh-+gb+eg+ke+jk+j*+hj)p
Puis  nong=cro+hv; +knp+dng+ing+ins+ine
et I'on a encore
Znonyngna=—A%+(cg+ha+kf+dg+ih+ji+ik)p

En comparant ces trois résultats identiques, on déduit que

ak+fg-+ga+hf4ig+kh+gi=bh+bg+eg+tke+jk+j2+hj
=cg-+ha+kf-+dg-+ih+ji+ik

(2)  NoNM2Ma

De méme, en prenant le terme won;myn, on trouve

aj+fh+gb+hg +ie+k*+gj—bi+ge+eh+ k2t jd+ji+hj
=ch+hi+k2+dgtia+ijf+ig

(3)  Mommans

On trouve, en tenant compte du terme wgn,m,m;

aj+fi4-ge+h?+ik+4kd+4gi=bk+gd +ei-+kj+ ji+jc+h?
=hi+gk-+eg+ka+jf+jg+h?
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(4) MonMans

On trouve dans ce cas :

aj+fj+gh-+hb 4 ig-+ ke 4+ gk=ck+hd -+ ki +dj+i2+jec+ih
—bj+gj+eh+kb-tjg+je-thk

(5)  MoMMaNa

Il vient, en considérant wonman,

ai+fk+g2+ha-tif +kg+gh=ci+hc+kh-+dk+id +ji+ij
— ek hj 4+ kj 4 dh bt jg+ie

Or, le nombre de sept objets pris quatre & quatre —7c¢,=7c;=35

Parmi ces 35 termes, il n'y en a que cing qui soient indé-
pendants, les autres pouvant étre obtenus par permutation cir-
culaire. Donc on ne peut obtenir d’autres relations de cette
fagon. I.es cing termes indépendants fournissent dix équations
du second degré, car chaque terme doune deux relations indé-
pendantes. Ainsi, les onze lettres du probleme satisfont a dix
équations du second degré.

Déterminons ensuite d’autres ¢quations du second degré
vérifiées par les douzes lettres du probleme en considérant des
termes tels que 24,15, 100302, Gotnh3, etc.

(6)  m5nume
Avant d’effectuer la sommation, notons que 1'on peut évaluer
oMz de deux maniéres, soit :
(m8) (n1m2),  (Mom1) (Mome)
Méme remarque qu’antérieurement. Or

nE=aneo+an;+bny+crz+dns+ens+re
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D’ott

NN N2 =anon N+ aning +bnmi+-cngnme+dngmme
+fngnime

De sorte que

Zngnyne=o Zmenyna+a Tyjny -+b Znma®+¢ Zngnym,
+d Xy +1 Znenyme
=oa(—X+2+gp)+-a(—Ai2+ap)+b(—A24-ip)
+¢(—A+2+gp) +d(—A%+-hp)
+e(—A%+ip) +f(—A24-kp)
=A%+ (ag+a2+bf+cg-+dhtei+fk)p

De méme, non,=ane-+fn; +gny+hng+ing+kns+gne

d’onr (nomn1) (Mamo) = andiz+ 4 nome - gnoms +hmanons
—+ingnoma+ k5ot N on 2

De sorte que

Zninme=2 Xnns+1 Xnynon, +8 Lngnd +h Zngnen, +1 Zngmen,
+k Zn5non,+ 8 Zngnons
=a(—A+2+bp) +f(—A~%+gp) +g(—A*+ep)
“+h(—A2+4-kp) +i(—A2+]jp) +k(—A2+]p)
~+g(—+2+4hp) .
=—A3%4(ab+-fg+ge-+hk+-ij+kj+gh)p

11 en résulte que

ab+fg-+ge-+hk+ij+kj+gh=ag-+a?+4bf4cg+dh+ei4kf

(7)  momine

En tenant compte de wonin,, il vient :

ag-+fa+-gf+hg+-ih-+ki+gk=fb+4ag-+ae+bk-+cj+dj+teh
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(8) oM

En considérant le terme vonm% on a :

bg+-gatef4kg+jh4ji+hk=ea+t+f2+ag+ah-+bitck+tdg

(9) nnms

On a ensuite

ac+fh+gk+hd+i2+kj+gi=ah+ab-+bg-+ce+dk+ej4-fj

(10)  nonins
Puis

ah+fb+g2+he+ik-+kj+gj=fc+ah+ak-+bd+ci+dj+ei

(11)  nomymi

On trouve, ici :

ch+hb+kg-+de+ik+j2+ij=da+tef+fg+ah+ai+bk+4cg

(12)  nonima

Ce terme méne 2

ad 1+ fi+gj+hi+ic+kh+gk=oi+actbh4ck-+d2+eifj

(13)  moning

et celui-ci a

ai-+fo+gh+hk+id+ki+gj=fd+ai-+aj+bi+c2+dh+ek
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(14) mommi
Ce terme conduit a

cd+hi+4kj+di+ic+jh+ik=ca-}-df+eg+fhtaif-ak4-bg

(x5)  mZnams
On obtient

ae-+fk+gj+hj+ih+kb-g2=ak+ad+bi+cj+di+er+th

(16)  nonins
Ce terme fournit

ak+fd-+gi-+hj+i2+kc+gh=ak-+aj-+bj+ch+db+teg+fe

(17)  Momm}
Tandis que celui-ci donne

bc+gh+ek+kd-+ji+j2+h=ba-}cf+dg+eh+fit+ak-+ag

(18)  %énams
On a

be+gk-+ej+kj+jh+jb-+hg+aj+ai+be+ch+dk+ed+fi
(19)  memins

I1 vient

bj+gi+ec+kh+jk+jd+hi=e24fk+aj

(20)  momami

Et finalement

bd +-gi+-ej+ki+jec+jh+hk=b2+cg+de+ek+fj+ «j+ah



XI
Solution des équations. L’équation aux périodes :

Pour le nombre premier 29 :

k=g=a=)=0, d=2, a=i=e=f=h=c=h=0

m;=2, My=3, My=3, M=2=1;, Mg=1I, M;=2, Mg=2, My=2
Mye=3, My;=2, Mp=3, Myz3=2, M,=1I.

1n,=09, n,=8, ng=g9, ng=g, n;=10, ng==8, n,=aq.

51=35, S;=35, S3=30, S,=35, S¢=36.

La valeur commune des coefficients de =, et 74 est 1.
Le coefficient de ®*=3,A=—3 [7(20—1)=—12
Celui de 8 =5k2—(g-+i+h+k+g)p=5.4—3 x 29=—7.
Celui de #3=

—5A 34 (my +my+mg+my+my)p=—>5 X 43412 X 29=28
Celui de n2=14
Celui de n=—9
et le terme constant = — 1

de sorte que l’équation aux périodes est

0 + o8 —120°—70*+ 2873+ 149> —gn—I1=o0.
Pour le nombre premier 43 :

m;=4, My=7, My=35, My=4, m;=06, mg=6, m,=4,
mg=35, My=7, Myy=4, My;=3, My=06, mz=5, my,=4.
n,;=29, N,=30, N3==20, N;=27, Ny;=34, Ng=32, n,=3I
S, =181, S,=174, S3=—181, S;=188, Sg=181
Ainsi, 'équation aux périodes est

77+ —187*—357*+380°+ 10492+ 70—49=0
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Pour le nombre premier 71 :

a=2b=1, c=2,d=2, e=o0, f=2, g=2, h=o0, i=1, =3, k=1
m,=1I4, my=1I5, my=1I7, m,=I16, my;=12, mg=1I2,
m,=15, mg=1II, my=1I2, m=1I6, m; =15, m,;,=16,
m,;=1I3, m;,=II.

n,=1I4I, n,=139, Ng=146, n,=143, n;=146, ng=136, n,=141.
S;=1404, S,=1403, S;=1418, S,=1409, S;=1402, S;=1417.

Ia valeur commune des coefficients de 77 et 7% est 1.
Le coefficient de 7> —3(p—1)=—3 X 10=—30

Celui de #*=35X102=71X7=500—497=3.

Celui de 43=74 X ~71—5000=254.

Celui de 7%2=3 X 10%—426 X 71=3000—30246=—27246
Celui de 7=1405 X 7I—I19%=009755—I00000=—245.

Le terme constant =1 ,7(19%—1014071 X 71)

=1 ,7(1000000—Q9Q04I)=137.

Donc l'équation aux périodes est la suivante :

N +n8—300%+30*+2540%—272467>—2451+137=0

Pour le nombre premier 113 :

a=0,i=1I,b=d=e=j=k=2,g=h=3,f=4,c=5, p=113,A=16
m,; =36, my=39, my=37, m,=36, m;=36, mg=39, m,=32,
mg=34, My==32, M;y=35, My;=39, mM;,=36, m;3=36, m;,=37
n,=580, 1,=579, n;=581, n,=580, n;=579, ny;=582, n,=580,
S1=9279, S;=9280, S3=09280, S,=09279, S;=9281, S;=09278.

Le coefficient de v>—3 ,7(113—1)=—48.
Celui de 7*=5X16%—11 X 113=1280—1243=37.

Celui de 73=190 X 113—5+163=312.
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Celui de %2=3x16%—1740X 13=—TI2.

Celui de n=5279 X 113—163=—4q.

Le terme comstant = 1 [7(16°—148471)=—1I.

I/équation aux périodes est ainsi :

7' +1%—480°+ 3704+ 31203 —1279*—49n—1=O0.
Pour le nombre premier 127 :

a=]j=4,c=0,k=1I, b=e=g=h=2, g=i1=3, d=5, p=127,A=18
m; =46, m,=5T, my=43, m,;=48, m;=46, mg=44, m,=44,
Mg=47, My=39, Myy=44, My;==48, My,==47, Myz=47, M3=40.
n,=3824, n,=823, ny=3833, n,=828, n;=816, ng==833, n,=838.
S;=14865,5,=14904,5;=14873,5,=14801,5;=14916,S;=14838

Le coefficient de 5=—3 /7(127—1)=-—754.
Celui de n*=5x18%2—13 X 127 =—3I.
Celui de 73=234 X 127—5 X 183=558.
Celui de 72%2=3x 18%—2480 X 127=—32.
Celui de 7=14865—185=—1713.

Le terme constant = 1 [7(18—26775I X 127)=1I121I.

Donc l'équation aux périodes est :

07 +n8—5415—3170%+558%3—32%*—1713n+1121=0.
Pour le nombre premier 197 :

a=b=d=4, e=1, c=g=2, i=3, j=h=5, f=k=6.
m=1106, My,=117, My==115, My=104, Mz=1I2, Mg=1I15, Mm,=9QQ9
Mmg=104, Mg==115, My=III, mM;=104, M;p=103, Myy=118,
m,,=1II0. '



n,=3123, n,=3099, n,=3087, n;=3152, 1g=3157, 1,=3095
5,=87355, S,=87353, S;=87324, 5,=87345, S;=87418,
Se=87383.

Iéquation aux périodes est donc :

N +18—84n5—21771* 413487+ 3988%2—14331—1163=0

Pour le nombre premier 211 :

a=5, b=8, c=2, d=6, e=2, f=4, g=3, h=06, i=4, j=3, k=5,
m; =130, mMy=1I23, my=135, my=I30, my;=1I128, mg=133,
m,=1I24, mMg=1I22, My=1I28, my=1I27, m,;=1I28, m,,=1I9,
m,3=130, m,;,=I123.

n;=3845, n,=3832, ny;=3839, n,=3817, n,=3826, ny=38606,
n,=3839.

S;=115141, S,=115007, S;=115244, S,=115237, S;=113137,
Sg=115188.

Donc I'équation aux périodes est

1" +n%—90n°+697* 4130673+ 1241*—5249n—4663 =0

Pour le nombre premier 239 :

a=5, b=8, c=4, d=06, e=2, f=2, g=7, h=4, i=6, k=3, j=s;.
m, =168, m,=173, my=159, m;=164, m;=166, mg=153,
m, =150, my=178, my=166, m,;=101, m;;=154, m;,,=163,
m,;=168, m,,=165.

n,=5585, 1y=5604, 1n3=5581, ny=5595, n;=5548, ng=5590,
n,=5629.

$;=190069, S,=190093, S3=190068, S,=190197, S;=190227,
Sg=190028,

de sorte que l'’équation aux périodes est

N’ +7—1021°+—1957* + 185013+ 97812—8933n+ 5183 =0



Pour le nombre premier 281 :

a=4, b=5, ¢=2, d=8§, e=2, {=6, i=5, g=6, h=6, k=7, j=4.
m,;=226, m,=23I, my=227, m,=222, mM;=230, mg=230,
m,=227, mg=227, my=238, m,;=228, m;;=219, m,,=230,
m,3=235, m,,=223.

n,=Q0IQ, n,=qII3, Nny=gI102, 1n,==Q0Q3, N;=9I117, Ng=9II4,
n,=9I1Iq.

S17==364423, S,=364381, $5,=304416, S,=304409, S;=364430,
Sg=36440q.

Done, I'équation aux périodes est :

N +N0S—120m*—7 117 —784%3 4195672+ 2863%—343=0

Pour le nombre premier 337 :

a=10, b=8, ¢=9, d=8, f=2, g=9, h=5, i=7, =6, k=6.
m;=334, my=333, my=333, m,=322, mM;=326, my=323,
m,=304. my 334, Mg=342, my,=319, mMy;;=323, m;,=320,
m,;3=340, my,,=317.

n,=15764, n,=15769, ny=15755, n,=15770, n;=15725,
ng=15682, n,=15784.

8,=750127, S,—=756120, S3=756108, S,=756007, S;=755987,
Sg=756116.

Donc, 'équation aux périodes est :

7 +15—144m°+399%* +24167,>—108087%%+ 1083 19—-1237=0

Pour le nombre premier 379 :

a=8, b=10,¢c=35,d=8, f=6,e=8, g=7, h=5,1=9, j=6, k=12.
m; =410,.m,=441, My=429, M4=4I2, M;=406, mg=399,
m, =418, Mg=402, My=410, Myy=4II, M;;=421, Myy=412,
m;3=422, MmM1=4I3.



n,==22400, n,==22451, N3=22423, N,=22422, Nz;=22595,
ng=22312, n,=22474.

S,=1211230, S,—1211924, S,=1211680, S,=1210957,
S;=1212470, Sg=1211158.

1/’équation, aux périodes, est ainsi :

07 +1¥—16205—20104+ 782273+ 113229*—107717M—193369=0

Pour le nombre premier 421 :

a=8, b=6, c=10, d=5, e=14, f=8, g=%, h=10, i=0, j=6,
k=11.

m,=516, m,=529, my=3507, m,=520, m;=508, my=502,
m,=5I2, Mg==5I1, My=4Q97, My,==524, My;;=496, m;,=519,
My3=507, My=5I2.

n,=30642, n,=30767, n;=30761, n,=30788, n;=30850,
ng=30739, n,;==30748.

S;=1844061, S,=1843908, S3=1843943, S,=1844175,
S;=1844524, S¢=1844390.

de sorte que l'éguation aux périodes est :

' +08—18071°+ 10374461807+ 7643071%*—9977191+ 9768507 =0

Pour le nombre premier 449 :

a=6, b=9g, c=16, d=6, e=8, f=12, g=10, h=10, i=%, j=0,
k=q.

m; =584, m,=591, my=585, m,=584, mg=588, m,=575,
mg=579, mMy=566, my;=582, m,;=595, m,;,=584, m,;==587,
m,,=579.

n,=37367, n,=37359, ng=37362, n,=37363, n;=37357,
ng=37372, N;=37375.

S,=2391407, S;=2391415, S3=2391366, S,=2391405,
S;==2391388, S¢=2391461.

L’équation aux périodes est ainsi :

7 15— 1927 + 27510 +- 395273+ 41367 >—814—863=0.
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Pour le nombre premier 463 :

a=4, k=6, c=8,e=9, f=12=d, g=10, h=11,i=7, j=9, k=12.
m;=6012, m,=635, m,=619, m,=618, m;=630, my=647,
m; =599, mg=622, my=643, my=597, my;;=6I10, m,;,=631,
m;3=0618, m,,=616.

n,=40927, N,=-40493, n3=40982, n,;=40873, ny==411;8,
Ng=41029, 11;=40G97.

S1=2704781, 5,=2704145, S3=2704910, S,=2705121,
S5=2705290, S;=2704709.

Done, I'équation aux périodes est la suivante :

7 +15—1987°—9077* + 43027 +-205820>—189734—56G11=0

Pour le nombre premier 491 :

a=12, b=, ¢=8§, d=14, f=13, g=9, h=9, i=10, j=171, k-=8.
m; =690, my=705, my=697, m,=702, m;=0696, mg=69o,

m, =704, Mg= 715, my=0689, m;(=686, m,;;=723, m;,=690,
my3=705, mM;=7I12.

n,=48895, n,= 48912, n,=48911, n,=48853, n;=48834,
ng=48924, 1n,=-48997.

S1=3423033, S,=3422044, S,=3422925, S;=3423380,
S;=3422989, Sg=3422801.

Donc, Véquation aux périodes est :

n’+n"’~izm”n%+ 14237 —1410%%—8538%%+-92030+19427=0
3
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Un Théoréme général sur la représentation du polyndme X

xp—1
x__

o X est

XP—T1,
x—1I
il existe une transformation remarquable qui s’exprime au
moyen de l'identité¢

On sait que, p étant un entier impair et X le polynéme

p—I
4X=Y*—(—1) * pZ?

olt Y et Z sont des polynoémes en x 4 coefficients entiers. Cette
identité, due 4 Causs, a fait 1'objet des rdherches de Gauss,
ILegendre, 1..J. Rogers et G.B. Mathews.

11 existe une autre identité, due a FEisenstein, de la forme

27X={(U, V, W)

ou U, V, W, sont des polynémes en x, a coefficients entiers.

Ie but de notre exposé est d’indiquer une méthdde générale
permettant d’obtenir des formules analogues aux précé&len?s.
Ainsi l'identité de Gauss, et l'identité cubique 1Wefgsegont que
des cas particuliers.

Cette méthode ne pourra ¢tre gppliquée qu'aux valeurs de q,
dont la section cyclotomique a été complétement résolue.

Je me suis conformé aux notations de M. Burnside (Comptes
rendus de The London Mathematical Society, 1915).
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XIII

Solent X;, X,, ... Xq, les valeurs périodiques (X, ... Xq
ont le méme sens que leur attribue G.B. Mathews dans sa
démonstration de l'identité de Gauss), et soient 7o, %y ... %q1x
les racines de l'équation aux périodes.

J’ai emprunté a M. Burnside les notations suivantes :

p est un entier impair,
q est un facteur premier impair, et p—1=qt,
@ est une racine piéme primitive’ déterminée de l'unité,

a est une racine primitive de aP—*=1(mod. p)

-

est une racine primitive de pa—!=1(mod. q).

Chacune des p—1 racines piémes de 'unité est comprise une
seule fois dans la forme

0¥ (i=o0,1, ... g—I) (x=0, I, ... t—-»i)

Posons
x=t—1
Ai=3 ™ (i=o, ... q—1s
X=0

Chaque A; est la somme de t racines piémes, distinctes et
primitives, de l'unité et chaque racine piéme primitive figure
une seule fois dans chaque A;. Quand on remplace w par wa?
chaque Ai ne change pas. Juand o est remplacé par w3, les
A; subissent la substitution circulaire

(Ao» Ay, oo Ag—i)



Si o’ est une racine quelconque figurant dans Ai on a

x=t—1
Ai=X wa
X=0

En particulier, puisque t est pair, si A;j contient «’, il con-
tient aussi w1

Quand on remplace i par B;, les A subissent la substitution

(A(,A1 Ageeen. Ag—: ) )

ott les indices sont réduits (mod. q). Ceci, ne change pas A, et
soumet les autres Aj a umne substitution circulaire.

Si l'on forme le produit AjA; (i=j) sans réduction, c’est-a-
dire sans tenir compte de la relation

I+ ot wt ... + wP—I=

on obtient le produit de t? racines primitives, piémes, car o’
figurant dans Ai, o~! ne figure pas dans Aj. En outre, puis-
que AjAj est inaltéré quand o se change en w22, on peut écrire
le produit sous la forme de la somme d’un certain nombre des A.

k=t
Donc AjAj=X CijcAk
k=1

ot les C sont nuls ou des entiers positifs tels que
k=t

z Cijx=t—1
k=1



En particulier, le carré, le cube, ... des A peuvent étre mis
sous la forme d’une somme des A.

Il en résulte qu'il est toujours possible de représenter le carré,
le cube ... de 7o, 73, ... 7q -1 par la somme d’'un certain nombre
de 7, 1y ... ng—1.

Ainsi nous pouvons former q équations linéaires simultanées
€n o, Ny ... fg—1.

Donc les Xj peuvent toujours s’exprimer par
U+4Vro+Wng+ ... “+Mrpt—1

ol U, V, W, ..., sont des polynomes en x a coefficients entiers.

Ceci montre que 'on peut toujours effectuer I'opération sui-
vante :

X;=U+4+Vre+Wni+...... Myga—1
Xy=U+Vn,+Wni+...... My, a1
Xq=U+Vig—14......Md_*
Or X=X,X,X;...... Xq
i=q—I
X=n(U+Vri+-Wni2+...... Mnia—1)
i=0
=U14+Vinennse...Ng—1 +Windni.. 92— +...
M3 (o). - Mpq—1)3 (A)

Ies fonctions symétriques figurant dans 'équation (A) peu-
vent étre calculées d’aprés la méthode générale indiquée dans
un traité quelconque sur la théorie des équations.

Appliquons la formule générale aux cas suivants :

g=2. On a :
X=X, =X,=(U+\rno) (U+ V) =T+ V3001, + (0+n,) UV
En substituant les valeurs de 7o7; et de 7o-+7, données par

la théorie de la section bicyclotomique, on obtient l'identité
bien connue de Gauss.
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X1v

Afin de démontrer le théoréme dans le cas olt q=3, mettons
en évidence les valeurs de X,, X,, X; correspondant aux pé-

riodes cyclotomiques. Supposons que 7o, 7; €t 1, sont les racines
de V'équation aux périodes

7+12—[(p—1) /3! 1—}(pa’+3p—1)=0

ol p est un nombre premier de la forme 6n+1. X, est alors
un polynéome dont les coefficients sont des fonctions symétri-
ques des racines de X==0, dont la somme est n,=0. De méme,
on a des énoncés analogues pour X, et X,.

Supposons pour l'instant que 7o, 7, et 7, sont assujettis aux
mémes conditions que 7, et 7, dans la recherche de la formule
de transformation

p—I

4X=Y?—(—1) * pZ?

II est clair que les coefficients de X, peuvent tous étre réduits
a la forme a+bre. De méme pour les coefficients de X, et X,
Nous avons ainsi, identiquement :

X, =U+ Vi,
Xy=U~+Vy;,
X3=U+Vr,.

ot U et V sont des polynémes en x, a coefficients entiers, et
Mo, M1 Me» Sont les racines de I'équation aux périodes

3 2_ P 1 ,
- 1— (pa +":§—')=o
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Done X=X ,X,X;=(U+Vyo) (U+Vr,) (U+Vyy)
=U34 ZnoU2V - Znon UV 10112 V3
=(3U—V)*—pV?9U—32’V—V) (1)

Levons maintenant les restrictions énoncées plus haut et
supposons que 3 soit un facteur de p—1, ce qui est toujours
possible, puisque p est un nombre premier de la forme 6n+-1,
et en outre que  est une racine primitive pi¢me de I'unité et
une racine primitive de la congruence ap—*=1 (mod. p). Posons
encore t=p-—1. Alors, chacun des p—I racines primitives de
I'unité est comprise une seule fois dans l'expression

w0t (i—o, 1, 2. x=0, 1, ... t—I)
Posons
n=t'—i
Ai=32 o™ (i=o0, 1, 2)
n=o

Chaque A est la somme de t racines piémes, distinctes et
primitives, de l'unité, et chacune de ces racines y figure une
seule fois. On sait que le produit des A peut étre représenté
par la somme de certains A. Dongc, il est toujours possible de
représenter »2 par une fonction linéaire de v, v, et 7,.

ng=m-ane+bn;+-c1, (B)

ot m, a, b et c sont des entiers, dont quelques-uns peuvent
étre nuls.

D’aprés la théorie des sections tri-cyclotomiques, il est évi-
dent que les racines v, 7;, 7, sont liées par la relation

No+Mm+Neg=—TI (©

X, peut donc se mettre sous la forme U-+Vr7o+ W3 o U,
V et W sont des polynoémes en x a coefficients entiers,



On a, de méme,

Xp=U~+Vn;+Wni,
Xs=U+Vn,+Wn3,

de sorte que

X=X,X,X,

=(U+4Vno+Wni) (U+Vn+Wn}) (U+Va,+Wrx3))

=U34 U2 Zo+ UAV Z3+ UV 2 Xnon;, + UW2 Endn?
+UVW Zrond + V3nonymp+ VEW Xqgn
+ VW2 Zroning+W3n2nm3

En calculant les fonctions symétriques 2o, Znon,, Zv2 ...,

en substituant leurs valeurs dans l'équation ci-dessus, et en
simplifiant, il vient :

27X =27U%—27U%V 4 (18p+9)U2W—(gp—9)UV2—g

’

(P2 —=2) UV W43 (p—1)?-+2pa’ + 23] UW?

3
+3(pa’ +55) Vi—3(pa’ + 22 VEW—(p—1)

(pa’+55-) VW24 (pa’ 22 2w'e

Si, dans cette équation, W s’annule, la formule se réduit 2
la formule (1). Il est clair que la valeur de U doit étre diffé-
rente de zéro, quel que soit le nombre premier, de sorte que
nous n’obtenons aucune formule si 'on fait I'hyvpothése U=0.

Il est de méme clair que toutes les fois que W n’est pas nul,
V peut étre nul.



Xv

Pour établir le théoréme dans le cas ot q=4, substituons a
Xy X, X;, X, leurs valeurs correspondant aux périodes cyclo-
tomiques. Soient 7o, 1,. 1,, 75 les racines de I'équation aux pé-
riodes, relative 2 la section quadri-cyclotomique. X, est un poly-
noéme dont les coefficients sont des fonctions syvmétriques des
racines de X-=0), racines dont la somme est 7,=-0. Conclusions
analogues pour X,, X,, X,.

II est possible, comme antérieurement, de représenter o par
une fonction lincaire de 7o, 7y, 72, N3

Tg=Mm+aro+ b7 +crp+dny (D)

et n3=m’+a'no+by+cny+d'n, (E)

oim,m’,a,a’, b, b, c ¢, d, d, sont des entiers non tous nuls.
D’aprés la théorie des sections quadri-cyclotomiques, il est
clair que les racines 7o, 7, 7. 13 sont liées par la relation linéaire

No+M+Me+ny=—1 (F)

Au moyen des équations (D), (E) et (F) il est toujours pos-
sible de représenter v, et v, en fonction de +3, 7% +° et de
quelques entiers. Donc X, peut s’écrire U\, +Wr34VYr3,
o1 U, V, W et Y sont des polynomes en x, a coefficients entiers.

On a, de la méme fagon,

Xi=U+Vhi—1+ Wi 14+ Y03 i=2, 3, 4.



De sorte que

i=4
X=X, X, X, X,= = (U4 Vni+Wn2i4Vn)
i=o

=U44-U3V Zyo+ U3W Znz 4 U3Y T2+ U2V Zyen,
+UW2En22 + U2V 2 2203+ UZYW Zoni
+UVY Srgrd 4+ UBWY 23 4+ UV3 Sngnyn
+UVEAWV Zgnynd - UNEY Znon3 ?UVW”'MW
+UVY2Erdnd + UVWY Ergrind+ UW 32 ’Anf']zfm
+UW2 i+ UW Y2 Xgintad + UV3 Xniaing
+ V001153 VIW o103+ VY Znonimand
+VAv: 2‘00’1102”;3”\1& riotyn363
+VEWY Zionq3nd+ VW3 ~f.onmzn3
+VW2Y Xooringqd - VY3 -"1001"72’23
WSl 303+ WY Xngnining
+ W2V 2 Xnfningng ”“\VY?' Zngningng
+Y 4ngningng.

En opérant comme plus haut, il vient :

X=U4—U3V+(1—2q)U3W 4 (3q—3r—1)U3Y +qU?2V2
+(q?—2r+28)UZW2+ (35 +-q 3+ 3r2—3qr—3qs) U%2
+(3r—q)U2VW + (q—2q%—1+44s)U2VY
+(2r—q?+qr—s5s) UZWY —rUV 2 (r2—2¢qs)UW3
—+(3qrs —r3—3s)UY 3+ (4qs +qr—3s—3r2) UVWY

+ (r—4s)UV2W + (2qr—r1+ s)U\'2Y - (3s—qr)UWeay

(2r24-qs—qr—3s1)UVY 2L (2qs +sr—r12) UW?2Y

(qr2—2zq?s—sr+4s2)UWY 2 +sVi—s\3W

(s—2qs)V3Y 4 qsV2W 2+ s(q2—2r+-25) V2V 2

(3s1—qs) VAWV —s1 VW34 (s1—4s2) VW 2Y
+(352—qrs) VWY 2L (s12—3qs2) VY 3452 We—s2W3y
+s2qW Y 2—s2r\WY 3 s34

256X=f(U, V, W, Y)



Il faudrait noter que l'équation aux périodes de la section
quadri-cyclotomique est censée étre

7'+ +anitrts=o

et que toutes les fonctions symétriques figurant dans 'identité
quartique ont ¢été exprimées au moyen des coefficients de 1'é-
quation aux périodes. Ces coefficients peuvent étre, toutefois,
déterminés au moven des formules données par A. Cayley,
V.S. Le Resque, Charlotte Angas Scott, et W. Burnside.

XVI

En faisant successivement =35, 6, 7 .., on peut obtenir au-
tant d’identités que l'on désire, mais le calcul des fonctions
symétriques impliquées se complique rapidement.

J’ai calculé les valeurs de U, V', W pour les nombres pre-
miers 13 et 31 dans l'identité cubique précédente.

Cas du nombre premier 13.
On sait que

To= 0+ 0*+ 0?4 o°
mzw“—}—w”—}—w"—}-w‘
fe= 01+ w2+ !l

On pourrait choisir indifféremment une de ces relations. Pre-
nons la premiére. On a :

(x—w) (x—of) x—o!?) (x—au’)= 0
X4—rox3+ (1, +2)x2—7x +1=0

To+ M +Ne=—I (1)
no="e+2n+4 (2)
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En résolvant (1) et (2) il vient :
m=105+"n0—3,
Ny=—"g—2%0+2.
Donc
x4 —noX?+ (2 +no—1)X2—nox+1=0
Dans ce cas, il n’est pas nécessaire de connaitre la valeur

de y,.
Ainsi, on obtient :

U=x%—x241,
V=x34x2—x,
W=x?2

Si nous portons ces valeurs dans l'identité cubique, nous
constatons qu’elle est vérifiée. Car en faisant x=1, il vient

U=1, V= —1, W=1.

Portons dans l'identité, on obtient

27 X13=27(1+1+9—4—7+I14+I+1—4+1)

Cas du nombre premier 31 :

On a :
no=m+w27+m16+ w29+m8+w30+m4+w15+w2+m23’
= (03+ 0)19+m17+(025+(024+0)28+w12+(014+ 0)6+(07

No= 0)9+ w2 w20 w13+ wlo| m22_+_ 0)5+ w»lll m‘8+(n21



On a, ensuite,
(x—0) (x—0%) (x—ok) (x—oB) (x—o¥) (x—o%)

(x—o0f) (x—ol) (x—2) X(x—o28)=0

Il en résulte :

X10—7oX3+ (Mo +2m +N2+5) X8—(5M0+ 31, +4m2) X7
+ (104570 + 81+ 772) X5 (9o + 711+ 9N+ 2) x5
+ (104 500+ 871 + 7109) X 4— (570 + 37, +479) X3
+ (5402011 %2) XX +1=0

No+HM+ne=—T (1)
1g=T0~+4n;+3n0+2ne (2)

La résolution de (1) et (2) donne

— 7)3*")0*—8

™ 2

_ 66—
.

Aprés substitution de ces valeurs, il vient :
2x10—2m0X? + (12 —10) X® -+ (2—10) X" +- (n3—5m0—2)x*
+ (2nd—27m0—2) X+ (ng—5m0—2) X *(ng—3n0) x>
-+ (Vﬁﬁ“ﬂo)xz‘f*—z‘ﬂox‘% 2=0
U=2x10—2x%—2x52x4-}2,
V=—-2x%—x8%—3x7"—5x%—2x5—5x4—3x3—x2—2%,
W=x84+x7+xbf2x5fx44x34x2

Faisons x=1, il vient : U=—2, V=—24, W=8.
Portons ces valeurs dans l'identité cubique, il vient :

27 % 31=27 X1 8(—8496-+672+11520—5376—14848
—I10592—36864 4+ 32768 4+ 122880)

On voit donc que l'identité est encore vérifiée.



— 48 —

XVII

1'identité quartique :

J'at calculé les valeurs de U, V, W, Y dans les cas des nombres
premiers 13 et 17.

Pour le nombre premier 13 :

1’équation aux périodes de la section quadri-cyclotomique
est n+ng+2n—4n+3=0

Ia valeur de I'équation aux périodes pour tout nombre pre-
mier inférieur & 100 a été donnée par Cayley dans les comptes
rendus de la Mathematical Society. Pour les autres nombres
premiers, Miss Scott a donné la formule suivante (Awmerican
Journal of Mathematics, VIII) :

7t +03—(1 [4(p—1) +1+m)n?+1 /2(p(l—m)l+m)y
—I /4{p(l—m)?*—(1+m)*]=0

Mais dans l'identité quartique précédente, nous avons sup-
posé que l'équation aux périodes était

' +n’+aqn+ra+s=0

Il en résulte que

q=—{1 /4(p—1)+1+m]
r=—1 /2[p(l—m)—(1-+m)],
s=—1 /4[p(l—m)2—(1-+m)?]



Or, on sait que
No= 0+ 03+ o’
h= 0+ 0%+
M= i+ w12+ @,
=¥+ w4 w’.
En outre,

x—o) (x—o’) (x—o?)=0

X3—nox 24N x—1=0

Mot N+t Ny=—TI (1)
N+29,—n¢=0 (2)
No+3M+ 31 +6—73=0 (3)

On tire de (1), (2), (3),

Ne=3—2N—"g

Ainsi, nous n’avons pas besoin de connaitre 7, et v,.
Donc, X3—nex?+7,x—1=0 devient

3x3—3n0x 2+ (3—2me—mn3)x—3=0

De sorte que

U=3x3+3x—3
V=—{(3x2+42x), W=0, Y=—x.
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Cas du nombre premier 17.
L’équation aux périodes de la section quadri-cyclotomique

pour le nombre entier 17 est :

7t +13—0n>—+1=0

et 'on a :
No= 0+ 0¥+ w4 wl
n= (1)3—{—0)5—}—0)14—{— mlz,
M= m9+w15+ m8+w2’
N3= 00+ w4 w4 wb.
Puis

(x—0) (xF—ol?) (x—ol) (x—ut)=0,
Xt—7ox3+4 (2 +1)x2—nox+1=0,
No+M+Ne+Ng=—T (1)
n="ny+2n+4 (2)
Ng=9%+"N1+3"2+373 (3)

On tire de (1), (2), (3) :
n=1 [2(bno—3—n3)
Il n’est pas nécessaire de connaitre les valeurs de u,. 7,.
On a, alors :

X4—mox3+1 /2(6no+ I—n2)x2—nex+1=0.
2x4_2*q0x3+ (67}0—}— I_ng)x2_~2n0x+2=0:

U=2x%+x242.
V=—a2x3%+6x2—2x,
W=0,

Y=—x2
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Si nous portons ces valeurs dans l'identité quartique, nous
constatons qu’elle est satisfaite :

Faisons U=35, V=2, W=0, Y=—1I (pour x=1) il vient, en
portant dans l'identité :

17=1 [16(625—250+0-+2000—600+0—5250-+0+365040
+40+4+0—80-+0+0—280+0+370+0+0+16-40
—I04+0+160+4+0+0+0+0—26+0+0+0-+0+41)

On peut aussi considérer l'identité quartique comme étant
une formule générale de la théorie des formes quartiques, car
elle permet de représenter un nombre quelconque de nombres
premiers de la forme 4n--1, ot n est un entier positif, par une
forme quartique, ainsi qu’on I'a montré plus haut.
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