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INTRODUCTION

1. Définitions préliminaires.

Nous appellerons engrenage 'ensemble de deux solides pouvant tourner
autour de deux axes fixes, et limités par des surfaces telles que si 'un d’eux est
animé ¢’un mouvement de rotation uniforme, I'autre soit entrainé d’un mouve-
ment de rolation ¢galement uniforme.

Chacun de ces deux solides sera appelé roue.

Les surfaces en contact, matérialisées et liées respectivement a chaque
roue seront dites dentures.

Les deux dentures en contact et les deux roues correspondantes seront
dites conjuguées.

I’axe d'une roue de n denls est un axe de répétition d’ordre n: nous
appellerons faces correspondantes celles qui se déduisent de I'une d’elles par

rolation d’'un multiple de ~2n—7

Nous désignerons par « flan » une roue en cours de taillage. On distingue
théoriquement ftrois classes d’engrenages suivant la position relative de leurs
axes :

— si les les axes sont paralléles, I'engrenage sera dit paralléle;

— si les axes se coupent, '’engrenage sera dit concourant,

— siles axes sont quelconques, 'engrenage sera dit gauche.

2, Définition de la méthode des roulettes ordinaire ().

Il est d’'usage dé définir comme ‘suit la méthode des roulettes :

Deux cones de révolution K, et Ji, sont en contact le long d'une généra-
irice commune A (lc sommet commun €tant & distance finie ou a Iinfini) et
lournent autour de leurs axes fixes de facon a rouler sans glisser I'un sur Pautre.
Soit alors une surface conique £ de méme sommet et tangente le long de A & X,
et K, ; si @ roule sans glisser sur Ji; et J, une surface invariable 0 liée a &
a pour enveloppes dans ses mouvements par rapport a ces deux cones, deux
surfaces 9, et D,. respectivement liées a ceux-ci et qui sont les dentures
conjuguées d'un engrenage.

Or, si on remplace € par le plan P tangent aux cones le long de A et
roulant sans glisser sur eux, et si on lie & P lenveloppe N de 1 dans son
_—

(1) Cette définition sera généralisée plus loin. (I, Chap IV).
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mouvemen! par rapport 4 P, la surface N a pour enveloppes par rapport a
Ry et Ky les deux mémes dentures P, et D, (car les qualre surfaces D, — D,
N — 96 se raccordent le long de la courbe de 90 lieu des pieds des normales
rencontrant A). On ne perd donc pas en généralité en supposant que la surface
roulante théorique & est un plan.

En fait, dans la plupart des cas, l'aréte vive de l'outil appartienl a la
surface N et le flan est alors taillé par 'ensemble [P, N]; exceptionnellement, il
se peut: soit que l'aréte vive de I'outil appartienne a la surface 90 et le flan
est alors creusé par l'ensemble [, 1] (machine Fellows), soil que cette aréte

)

Fig. 1 Fig. 2

vive n’appartienne ni 8 N ni & 7 (machines Pfauter et Klingelnberg a fraises-
meéres).

De plus, la définition précédente ne rend pas comple de la possibilité
de réaliser dans certains cas des engrenages gauches avec des roucs dont les
dentures sonl conformes a cette définition.

by

Cest pourquoi jai été conduit A D'élargir en laissant indéterminée la
position relative des axes des deux roues conjuguées, celles-ci élant toujours
taillées séparément.

Nous dirons donc qu’un engrenage est taillé par la méthode des roulettes
ordinaire si les dentures des roues qui le composent correspondent toutes les
deux a I'une ou a Pautre des deux générations suivantes :

1o Un plan P muni d’'une surface invariable N roule sans glisser sur un
cylindre de révolution C coaxial a la roue (fig. 1). La denture de la roue est
alors Uenveloppe de N, et laréte vive de Uoutil est telle que dans son mouve-
ment par rapport a P, elle laillerait N.

L’ensemble formé par le plan P muni de la surface N el par la roue
peut élre considéré comme un engrenage particulier, 'axe de la deuxi¢me roue
étant rejeté a l'infini.

C est le cylindre primitif de la roue. L’ensemble [P, N] sera dit crémaillére.
P est le plan primitif de la crémaillére.

Nous appellerons roues cylindriques les roues ainsi engendrées.

20 Un plan P muni d’une surface invariable N roule sans glisser sur un
cone de révolulion R coaxial & la roue (fig. 2). La deniure de la roue est
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alors l'enveloppe de N, et laréle vive de loulil est telle que dans son mouve-
ment par rapport a P elle taillerait N.

L’ensemble formé par le plan P muni de la surface N et par la roue
peut étre considéré comme un engrenage particulier, I’axe de la deuxi¢me roue
étant 1la normale en S au plan P.

Ji est le cone primitif de la roue. L’ensemble [P, N] sera dit roue plate;
P est le plan primitif de la roue plate.

Nous appellerons roues coniques les roues ainsi engendrées.

REMARQUE. — Les machines taillant par la mélhode des roulettes sont
donc construites de facon a former avec la roue a réaliser un vérilable engre-
nage : toul se passe comme si la machine portait une roue dentée malérielle
qui moulerait dans le flan, supposé en matiére plastique, les dentls a réaliser.

Cette roue dentée fictive sera appelée pour cette raison : roue équivalente
a loutil.

Dans la plupart des cas, la roue équivalente a Ioutil est une crémaillére
ou une roue plate: je les appellerai crémaillére malérielle équivalente a
loulil ou roue plate matérielle équivalente a loutil (%), par opposition a la
crémaillére ou a la roue plate théorique [P, N] envisagée plus haul.

8. Définition pratique de la surface N.

Les surfaces des dents de crémailléere ou de roue plale ulilisées en
pratique sont choisies eu égard aux considérations suivantes :

Imaginons que loulil laille la surface N dans un bloc de matiére lié
au plan P. Son aréle vive est le plus souvent rectiligne, et sa surface de
détalonnage cst plane : la figure 3 représente
la section par un plan normal a son aréte
d’'un tel outil au travail; oa est la trace de la
face aclive (plane), od celle de la surface de

délalonnage, et soit of la tangente a la courbe
section de la surface taillée

I’expérience montre que les conditions
optima de taillage sont les suivantes : I'angle
fod (angle de détalonnage) doit étre compris outil
entre 5 et 100; I’angle Zoa, inférieur ou égal a ]
90° (angle de coupe) doit rester constant; Fig. 3 4
enfin, la vilesse d’un point quelconque de

S

Paréte doit étre normale A celle-ci.

Placons-nous alors dans les conditions idéales : la constance de I'angle
de coupe exige que la surface taillée N ail un méme plan {angent le long de

(2) Une telle roue plate n’est pas, en général, entiérement réalisable, car il faudrait pour cela qu’elle
A 5 2 .
tournit d une partie aliquote de 2 = quand une roue conjuguee de n dents tourne de I'angle 7:5; mais on peut tou-

jours supposer qu’on en a matérialisé un secteur comprenant plusieurs dents,



—4 —

chacune de ses génératrices rectilignes : N doit donc étre développable. De plus,
le mouvement de I’aréte coupante est en général tel quun de ses points reste
dans le primitif P: celte aréte doil donc étre normale a la trace T de N
sur P. Par suite, T est une ligne de courbure de N, el comme T esl aussi ligne
de courbure du cylindre qui I’admet pour section droite, ces deux surfaces se
coupent tout le long de T sous un angle constanl, d’apres le théoréme de

JoacHiMsTHAL. (B. 25).. Nest donc, relativement a P, une surface d’égale
pente.

Les tangentes & 'aréte de rebroussemenl faisant un angle constant avec la
normale a P, cette aréte n’est autre qu’une hélice, géodésique dun cylindre
orthogonal a P. (Dans la suile, la surface N correspondanie ne sera appelée

hélicoide développable que dans le cas ou [I'hélice de rebroussement est
circulaire).

D’ou la définition générale de la surface des dentures de crémailléres ou
de roues plates effectivement utilisées :

Soit T une courbe quelconque de P : N est la développable engendrée
par une droite assujettie a couper T orthogonalement et a faire avec la
normale a P un angle constant ¢ appelé angle de pression.

Enfin, remarquons que V’épure de la caractéristique de N a chaque
instant est trés facile a réaliser : il suffil en effet d’associer a chaque généra-
{rice G de N, le plan normal & T el qui la contient: ce plan couple A en un

point dont la projection sur G appartienlt a la caractérislique.

4., Historique du taillage par la méthode des roulettes.

Comme le fait remarquer M. R. Bricarp (3) «les horloges sont connues
depuis un millier d’années au moins, et par conséquent leés engrenages aussi ».
Néanmoins, il faut bien aller jusqu’a la {in du XVIIIe siécle pour voir apparaitre
une conception correcte des dentures conjuguées. La méthode des rouleltes
— simple exercice de géomélrie plane permettant de définir les profils conju-
gués de deux courbes roulantes — va servir a faire I'’épure des profils conjugués
d’engrenages paralléles a dentures droites; chose curieuse : le protil épicy-
cloidal précede le profil a développante de cercle, pourtant plus simple,
mais il tombera en désuétude, au profit du second, avec l'apparilion des
machines a tailler par génération; elle sert égalementl a délerminer les profils
conjugués des roues d’engrenages concourants a denture droite, grace au tracé
approximatif de TREDGOLD.

Le XIXe siécle ne connait guére que ces deux catégories d’engrenages, que
'on ne sait exécuter que par le moulage ou le {faillage a la main, procédés
grossiers ou longs et cofiteux, auxquels va s’ajouter le taillage par les machines
a gabarit. Dans tout cela, le role de la méthode des rouletles se borne a inspirer
quelquefois 'épure du profil, mais jamais l'opération du taillage. C’est si vrai,
qu'on peut lire dans le Dictionnaire Encyclopédique de Lami (B. 12) paru vers

(3) Dans la préface d’'un ouvrage de M. PEriGNON (B. 16).
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1885, cette phrase aujourd’hui stupéfiante : « Nous ne ferons que signaler la
«méthode des rouleltes, car on n’y a presque jamais recours, en pralique, dans
«le tracé des engrenages ».

Cependant, en marge des deux types précédents, on commence A réaliser
loujours par les mémes procédés, l'engrenage paralléle a denture hélicoidale,
considéré comme cas limile de I'engrenage a gradins échelonnés de Hooke, et

Iengrenage concourant a denture spirale, dont linvention est altribuée a
James WHITE (1788).

La premiére machine reposant sur la méthode des roulettes remonile a
une cenlaine d’années : elle était 'ceuvre d'un précurseur remarquable Edward
Lang (¢). Celui-ci, dans une conférence publiée dans « A new General Theory
of the Teeth of Wheels» (1837) indique déja les avantages du profil
4 développante de cercle pour les roues cylindriques, puis dégageant la notion
d’inlerchangeabililé des roues, il décrit sa machine : « Aprés avoir construit un
« couleau avec celle crémailléere comme profil et 'avoir monté sur un chariot
«soumis a un mouvement {ransversal et enlrainé par une vis sans fin, le
« couteau élant disposé de facon que sa ligne primilive passe a la distance
«voulue de I'axe de la roue lype, faisons une séric de coupes aulour de celle-ci.
« Alors nous aurons une roue dont toules les dents seronl laillées cxaclement
« pour engrener avec la crémaillére considérée; cl toules les roues ainsi oble-
«nues engreéneront correclement enlre elles ».

Mais LAaNG ne parvienl pas a lancer sa machine; il reste un isolé, et son
idée sommeille jusquau jour ou le développement prodigieux de lindustrie
aulomobile, avec l'impérieuse nécessité de fabriquer plus vite des engrenages
plus précis, fait surgir ces machines modernes qui sonl, pour la“plupart, une
réalisation de la génération des denlures conjuguées par la mélhode des
roulettes : I'idée de Lana est reprise par SUNDERLAND dont la machine a outil-
crémaillére connail un vif succes, landis que FeLLows construit la machine a
oulil-pignon, 'une el 'autre pour le taillage des roues cylindriques. En ce qui
concerne les roues coniques, les « Gleason Works » de Rochester (Itats-Unis)
présentent une machine a tailler les dentures droites; un Francais M. MoNNERET
fait breveter en 1899 une machine telle que les arétes tranchantes de l'outil
décrivent dans le primilif de la roue plate des spirales d’Archiméde, mais il n’a
pas de succeés, et cest en 1913 que la maison Gleason mel en service, pour
lailler les dentures spirales, la machine a fraise conique aujourd’hui univer-
sellement connue.

Ce développement pratique de la méthode des roulettes se compléte par
la mise au point d’'un certain nombre de machines présentant sur les précé-
denles 'avanlage d’un taillage progressif (§ 5): ce sont d’abord les machines
& fraises-meéres Pfauler et Klingelnberg, puis, aprés la guerre, les machines
Reinecker (denture Bottcher) en 1927, et (Erlikon (denture Brandenberger).

Enfin, en plus des engrenages paralléles ou concourants, l'industrie
moderne 4 un besoin croissant d’engrenages gauches. La solution proposée en

(4) Cité par M. Francis Suaw dans Pintroduction d’un ouvrage publié I'hiver dernier par la Maison
Charles Churchill de Birmingham (Angleterre).
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1864 par M. HATtoN DE rA GoupiLLIERE (B. 10) paraitrait aujourd’hui bien
puérile, si 'on songe, par exemple, aux ponts arriére d’automobiles : «Il serait
du reste & peu prés inutile », écrit-il, « de se livrer a des recherches par trop
« compliquées sur ce sujet [la réalisation d’engrenages gauches] car on peut
« toujours éviter, dans la composition des machines, d’avoir a considérer des
« axes non concourants; il suffit, pour cela, de les relier par un arbre intermé-
« diaire qui les rencontre lous les deux et d’établir entre lui et chacun des
« proposés deux répétitions de roues d’angles ». Le probléme est assurémenl
compliqué, mais non sans intérét. On en connait des solulions particuliéres :

S

l'engrenage gauche formé de roues cylindriques & dentures hélicoidales el
I’'engrenage hypoid obtenu, par exemple, sur les machines Gleason a fraise
conique, grace a une légére modification introduite en 1925. Il reste a généra-
liser 1a méthode des .roulettes pour en déduire le principe de machines per-

mettanl le taillage systématique d’engrenages gauches.

5. Objet de cette étude.

Je me suis proposé l'étude générale de la mélthode des roulettes el de
ses applications a la génération des engrenages (%).

N

L’examen de cet engrenage particulier que consliluenl la roue a réaliser
et la machine qui la taille m’a conduit a une généralisation de la mélhode des
roulettes (§ 2 et 36) et a une classification des roues dentées correspondantes :
il en résultera une classification des machines exislantes ou possibles.

A propos de lassociation de deux roues pour former un engrenage, je
préciserai en particulier les points suivants :

1o J’éludierai les conditions permettant de réaliser un engrenage avec
deux roues cylindriques dont la denture esl un hélicoide développable, c’est-a-
dire lassortiment de ces roues. Il en résultera une justificalion du taillage a
la vis-mére, pourvu que sa vis équivalentle ait pour denture un hélicoide déve-
loppable : or c’est une opinion encore actuellement couranie que cette vis doit
présenter en section axiale le profil de I'outil-crémaillére Sunderland (§ 61) (¢).
Cette méme ¢lude me permettra de délerminer {rés exactement les surfaces de
délalonnage du couleau Fellows el de la vis-meére Pfauter : deux problémes trés
importants au point de vue pratique et qu'on ne résoud encore que par des
moyens empiriques (sauf dans le cas du couteau Fellows a taille droite).

20 J’étudierai a quelles conditions deux roues dentées cylindriques ou
coniques peuvent former un engrenage gauche; dans les deux cas, les conditions
imposées aux dentures sont considérablement restrictives : en particulier, je

(5) Cette méthode groupe d'ailleurs les procédés modernes du taillage de I'immense majorité des
engrenages.

Dans cette étude, je me place au seul point de vue cinématique ; en outre, je ne m'occupe que du taillage
en période de finition (c’est-a-dire que je laisse de c6té I’ebauchage, la rectification aprés trempe, la verification, etc).

(6) Dés 1932 M. PLRIGVON avait protesté (B. 17, p. 2) contre celte idée fausse, et avait indiqué que
T’hélicoide développable était la denture exacte de la vis a tailler les engrenages cylindriques hélicoidaux, mais il
n’a pas, je crois, apporté d’autre précision a ce sujet, ce qui eaplique peut-étre la survivance de I’erreur.
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montrerai que les cas de réalisation d’engrenages gauches A roues coniques sont
bien plus restreints qu'on ne I'a cru (7).

30 La généralisation de la méthode des rouletles permet de prévoir le
laillage de loute une classe d’engrenages gauches non encore étudiés; en outre,
elle conduil A envisager le cas de dégénérescence des surfaces primilives relatives
a cel engrenage parliculier que constituent le flan et la machine taillante, et
cela sans que cet engrenage cesse d’étre gauche. C’est par cette propriété que
nous définirons les engrenages hypoids : la réalisation pralique des engrenages
ainsi appelés industriellement et taillés sur machines ordinaires correspond
sensiblement a ce cas.

40 Jaborderai la question si complexe des inferférences : on dit qu’il y
a inlerférence si deux roues conjuguées viennent se heurler en dehors des

points de tangence des dentures et donl le lieu constitue par rapport au bati la
surface ou la ligne d’engrénement.

Considérons deux roues conjuguées A et B relalivement a la roue A nous
distinguerons deux sortes d’interférences :

ic la dent de B heurte la roue A en un point n’appartenant pas a la
denture de A : cela arrive lorsque lentre-dents de la roue A n’a pas été
suffisamment creusé. Nous appellerons celte interférence « inferfércnce de
pied ». Pour la supprimer, il suifit de dégager suffisamment les pieds des
dents de A, ce qui n’est pas génant au moins pour la conduite;

20 la dent de B heurte la roue A en un point de sa propre denlure : nous
appellerons cetle interférence « inferférence de denture ». Elle est beaucoup
plus grave que la précédente, car, pour la supprimer, il faul réduire la surface
de denture de A, ce qui évidemment diminue la longueur de conduite, el aussi
la solidité.

I1 y a lieu de distinguer encore : I'interférence qui a lieu entre deux roues
dentées théoriquement conjuguées lorsqu'on ne peul les placer dans leur posi-
lion relative correcte, et linterférence au taillage : celle-ci peut se produire
entre le flan et la roue taillante, et, dans ce cas, l'outil enléve dans le flan plus
de matiére qu’il ne faudrait.

Trés généralement, il suffira d’éviter au moment du taillage I'inlerférence
de denture pour éire sir qu'elle ne sera pas a redouter ultérieurement enlre
deux roues conjuguées (§ 19 et 29).

Celte élude des interférences a été faite dés 1913 d’'une maniére trés
complete par M. Pol Ravieneaux (8) dans le cas des taillages Sunderland et
Fellows. Je me propose de la faire dans le cas général du taillage des roues

cylindriques ou coniques a parlir d’'une crémaillére ou d’une roue plate
quelconques.

(7) M. PEriGNoN ayant abordé ce sujet indique une solution trés générale (B. 17, p. 9) mais inexacte
car les dentures des deux roues que 'on se propose d’associer ne seraient pas tangentes (voir §31); la solution
particuliére qu’il indique (B. 17, p. 81) est correcte, et c’est sans doute la seule prathuemeut réalisable.

C’est pour cette raison encore que 'engrenage hypoid ne peut étre assimilé 4 un engrenage gauche formé
de roues coniques (§41).

(8) B. 19.

Voir aussi sur ce sujet le cours de M. Ch. MERLIN (B. 13).
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Il peut, dans certains cas, y avoir interférence entre deux dentures dont
les surfaces ne sont pas en contact au cours du mouvement : je me limilerai
au cas de linterférence entre deux dentures dont les surfaces géomélriques
viennent en contact, et seulement dans le voisinage du contact : c’est ce que 'on
pourrait appeler I'étude de Vinferférence locale de denture.

Enfin, a la classificalion des machines d’apreés celle des roues denltées s’en
superpose une autre, d’apres le mode de taillage successif ou progressif (§ 7).
Une étude schémalique des machines modernes — auxquelles jajouterai deux
projets de machines susceptibles d’étre réalisées — illustreronl les caracléris-
tiques de ces deux modes de taillage.

La précision de plus en plus grande que l'on exige des engrenages
nécessite dans I'étude de leur génération une rigueur croissante; mon but a été
de contribuer a apporter a cette branche de la technique moderne I'appui
d’'une élude géométrique exacte, et souvent trés simple. L’intérét de cet appui,
RruLeaux l'avait d’ailleurs souligné : « L.a Science des Machines, dil-il (B. 22),
« doit étre fondée sur la déduction : il s’agit pour cela de donner au systéme
« d’enseignement de ceite science une forme telle qu’il repose en délinitive sur
« un pelil nombre de vérités fondamentales qui lui sont propres ».

6. Classification des engrenages taillés par la méthode des roulettes.

La définition généralisée de la méthode des roulettes (§ 36) conduit a
ajouter aux roues cylindriques et coniques, taillées dans un mouvement de
roulement sans glissement, deux aulres sortes de roues taillées dans un mouve-
ment de viralion : les roues pseudo-coniques et les roues hyperboloides (§ 37
el 42).

Au point de vue de la nature de la surface primitive du flan au cours
du laillage, cela fait trois cas différents, suivant que cette surface est un cylindre,
un coéne ou un hyperboloide.

Comme on n’a pas encore taillé d’engrenages gauches correspondant a ce
dernier type de roues, nous sommes amenés a classer les engrenages industriels
issus de la méthode des roulettes en deux catégories :

~

10 les engrenages a roues cylindriques : cette famille comprenant les
engrenages paralléles et certains engrenages gauches. (L’étude de l'assorliment
des engrenages hélicoidaux monlrera combien il serail artificiel de séparer
I’étude des premiers de celle des seconds);

b

20 les engrenages @ roues coniques ou pseudo-coniques : cetle famille
comprenant oulre les engrenages concouranls, certains engrenages gauches
réparlis ecux-mémes en deux groupes suivant que les deux roues conjuguées
sont coniques ou que l'une est pseudo-conique.

1. Classification des machines correspondantes.

Je la fais également reposer sur la nature de la surface primitive du flan
au cours du laillage; lintérét de cette classification se trouve confirmé en
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pratique par le fait que certaines machines peuvent tailler des engrenages
paralléles ou gauches (Sunderland, Fellows, Pfauter) el que d’aulres peuvent
tailler des engrenages concourants ou gauches (projet B et machine Gleason a
fraise conique).

Si on se place maintenant au point de vue de la mani¢re dont s’effectue

le taillage. on est amené a classer ces machines en deux autres groupes :

1¢ les unes sont construites de facon que Ioutil taille complétement la face
de denl atlaquée, puis passe a la suivante, en sorte quaprés un tour du flan les
faces correspondantes de toutes les dents se trouvent réalisées. Nous dirons alors
que le taillage est successif.

Considérons l'ensemble [€, 90] (£ étant un plan, sauf dans le cas du
taillage Fellows) : 'aréle vive de 1’outil apparlient toujours, dans ces machines,
a la surface 10 et son mouvement par rapport au flan résulte de la composition
de deux mouvements bien distincts :

— Ile mouvement de coupe au cours duquel l’aréte vive cngendre la
surlace 96 liée comme € au support de outil;

— le mouvement générateur qui est le mouvement du chariot porte-oulil
réalisant le roulement de £ sur la surface primilive (cOne ou cylindre) du
flan, lui-méme en rotation autour de son axe.

By

Ces deux mouvements sont indépendants, & cela prés que le mouvement
de coupe doit étre {rés rapide par rapport au mouvement généraleur (lhéorique-
menl la vitesse du mouvement de coupe devrait éire infiniment plus grande
que celle du mouvement générateur).

20 les autres machines sont telles que l'outil enléve un copeau a une
denl. le copeau suivant a la (ou a une) prochaine, et ainsi de suile, de sorte
quil faut un grand nombre de tours du flan pour que les faces correspondantes
soient terminées. Nous dirons alors que le taillage est progressif.

Dans ce cas, le mouvement de 'outil par rapporl au flan résulte encore
de la composition de deux mouvements bien dislincts, mais essentiellement
différents des deux mouvements considérés dans le taillage successif, quoique
désignés par les mémes noms :

— le mouvement de coupe qui est le mouvement de T'outil par rapport au
chariot : la surface que son aréte vive engendre par rapport a celui-ci n’est pas
tangenle a la denture A réaliser. Ainsi dans le cas des machines Reinecker, par
exemple, le mouvement de coupe est celui du couleau sur son chariot, mouve-
ment au cours duquel la trace de ce couteau sur le primitif décrit une courbe
fermée en forme de carré a coins arrondis (§ 92 et 121);

— le mouvement générateur qui est le mouvement du chariol porte-outil
par rapport au flan, el au cours duquel un plan P’ lié a ce chariot glisse sur
le plan primitif P de la crémaillére (ou roue plale) associée au flan. Le fait que
le plan P est désolidarisé du chariot est caractéristique de ce nouveau mode
de taillage.

Dans le taillage successif, le mouvement de coupe doit étre lrés rapide
par rapport a la rotation du flan, mais a cela pres arbitraire, tandis que le
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mouvement générateur est lié a la rotation du flan par la condition de roule-
ment sans glissement des surfaces primitives.

Dans le taillage progressif, au coniraire, le mouvement de coupe s’effectue
a une vitesse exactement déterminée par la rotation du flan, alors que le
mouvement générateur doil étre trés lent par rapport au précédent (en théorie
infiniment lent), mais a cela prés, quelconque.

On reconnait tout de suile une machine a taillage successif au fait que
le chariol porte-outil a un mouvemen! discontinu (excepté dans le taillage
Fellows ou 'emploi d'une roue laillanle compléle élimine cette discontinuité) el
que le flan tourne lenlement : dans la machine a taillage progressif, le chariol
progresse frés lenlement, sans aucun a-coup, et le flan tourne vile.

Remarquons que le taillage progressif a l'avantage d’éviter I’échauffement
inégal du flan qui est & redouter (car il peut provoquer des erreurs de division)
dans le taillage successit.

En oufre, ce taillage supprime le temps mort correspondant au retour de
Poutil a sa position initiale, évite 'emploi d'un diviseur et, bien qu’il soit encore
assez peu utilisé, permet de réaliser une assez grande diversité de dentures.

Inversement, les machines a {aillage successif ordinaires permettent le

laillage de roues pseudo-coniques, alors que les machines a taillage progressif
ne le permettent généralement pas.

D'ot, finalement, quatre catégories distinctes de machines dont nous
éludierons, en particulier, les suivantes :

Machines :

Taillag if..
g a) Taillage successi g Sunderland, Fellows.

1° Taillage des roues

cylindriques. . . .. "Machines :

b) Taill 3 if.
) Taillage progressi % Pfauter, projet A, Reinecker.

a) Taillage successif Machines :

9% Taill d (roues coniques ou ¢ Gleason-Couteaux, Heidenreich et
arilage des roues pseudo-coniques).. Harbeck, Gleason-spirale.
coniques et pseudo- ’
coniques.......... b) Taillage progressif Machines :

(roues coniques) .. ( (Erlikon, projet B, Reinecker.

8. Division adoptée dans cette étude.

PreMiERE PArTIE. — Etablissement de quelques propriétés des enveloppes
de surfaces.
Etude générale des engrenages taillés par la méthode des rouleiles
ordinaire.
Méthode des roulettes généralisée et application au taillage d’engre-
nages gauches.
DeuxiEME ParTiE. — Taillage industriel des roues cylindriques.

TroisiEME PArTIE. — Taillage industriel des roues coniques et pseudo-
coniques.



PREMIERE PARTIE

CHAPITRE PREMIER

ETUDE de QUELQUES PROPRIETES
des ENVELOPPES de SURFACES

9. Considérons une surface invariable S en mouvemenl par rapporl a deux
repéres R; et R;; elle enveloppe par rapport a ces repéres respectifs deux
surfaces S; et S,. Le repére R, est en mouvemenl par rapport & R, et, dans
ce mouvement, S; enveloppe une surface 2.

Soient, a linstant {, C, et C; les caractéristiques de S dans ses mouve-
ments par rapport a R, et R, et C la caractéristique de S,, au méme instant,
dans son mouvemenl par rapport a S,.

Désignons par Iy et I'; les complexes des normales altachés a l'instant £
aux virations S/R; et S/R, et par I' le complexe également altaché a la
viration S,/R,.

Nous allons établir la propriété suivante :

Les surfaces X et S, sont généralement distinctes, mais se raccordent le
long de la courbe lieu des points communs a Cy, C, et C.

Soient, en effet, §: et —61 les éléments (rotation el translation) de la
viration S/R;; [5;, 6;] et [6, 6] ceux des virations S/R, et R,/R;. Le théoréme
de la composition des vilesses monire que le systéme de vecteurs [ﬁ;, @;] est
, . — — — —>
¢quivalent au systéme [Qi, @1] + [Q, @].

Par suite, le complexe T, appartienl au faisceau de complexes défini par
Iy ¢t I'. Donc en un point commun & C; et C la normale commune a S, S; et T
appartient 4 T' el, par conséquent, est normale a S,. Autrement dit, les trois
caractéristiques C,, C, et C sont bien, 2 chaque instant, concourantes.

Nous wutiliserons cette propriété dans l'étude générale des engrenages
gauches formés soit de roues cylindriques, soit de roues coniques.

10. Un cas particulier trés important est le suivant :

Si les caractéristiques C, et C sont confondues a chaque instant, les
surfaces S, et T coincident.
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En effet, les normales communes a S, S, et I le long de C, et C supposées
confondues a ppartiennent alors aux complexes I'; et T, donc aussi au complexeI',.
Alors C; cst confondue avec C,; et C.

Ce cas parliculier s’applique, comme nous le verrons plus loin, aux
engrenages paralléles ou concourants.

REMARQUES. — 1° Il se peut que S, et 2 coincident sans que C, et C soient
confondues : soient, par exemple, lrois cylindres de révolulion tangents enlre
eux deux a deux (fig. 4) el animés aulour de leurs axes, supposés fixes, de
mouvements quelconques; les caracléristiques C, et C, sont les généralrices de

contact de S avec S; et de S; avec X : elles
sont bien distinctes, et pourtant X coincide
avec l'enveloppe de S.

20 Cependant, on peut affirmer que pour

que I coincide avec S,, il est nécessaire que C;

et C soient confondues, dans les condilions

0 suivantes : supposons que S, S;, S, T soient
/\ des portions de surfaces sans singularité, cha-
cune étant coupée en un seul point par l'une
quelconques de ses normales; chacune d’elles
peut étre considérée comme partageant en
deux régions l’ensemble des points de l'espace
embrassés par ses normales. Supposons alors
que S cl S, soient de part et d’autre de S, :
les points de contact de S et £ ne peuvenl étre que les points communs a C; et

C, mais si S; coincide avec Z, ces points forment la ligne C,, par suite C; et C
sont confondues.

Fig. 4

30 Les surfaces S et S; coincident si toutes les normales a S appartiennent
au complexe Iy, et réciproquement.

I1 en est ainsi lorsque :

— S est un cylindre animé d’'un mouvement de translation paralléle aux
génératrices;

— S est unc surface de révolution en rotation autour de son axe;

— S est un hélicoide (défini comme engendré par une courbe 1nvariable

animée d'un mouvement hélicoidal Ab) animé lui-méme du mou-
vement Jb.

Exemple. — Un cylindre de révolution ¢ tangent 4 un plan fixe Q
lourne aultour de son axe fixe (fig. 5).

D’autre part, un plan P, muni d'un plan N, glisse sur Q. Soit = la vitesse
de translation de P,_-?l el t, ses composantes suivant la perpendiculaire a la
génératrice de conlact A et suivant la trace de N sur P.

Pourvu que _'cj soit la vitesse qui assurerait le roulement sans glissement
de P sur C, le plan N enveloppe par rapport a C, et cela quelle que soit la
vitesse 1, le méme hélicoide développable. Désignons par [P’, N’] la crémaillére
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qui serait constamment en coincidence avec [P, N] et qui aurait par rapport a

Q la vitesse T les repéres R, et R, sont ici P et C; les surfaces S et S, sont
respectivement N et N’

11. Considérons maintenant une courbe C de grandeur invariable, en mouve-
ment par rapport a deux repéres R, et R,; elle engendre par rapport & ces
repeéres respectifs deux surfaces S; et S,. Soit enfin Z ’enveloppe de S, dans son
mouvement par rapport au repére R,. Appelons I, T; et I' les trois complexes
envisagés plus haut, a linstant ¢.

Les normales a S; le long de C appartiennent a2 T;; en un poinl commun
a C et a la caractéristique de S; dans le mouvement S,/R,, la normale a S,

Fig. 5

appartienl a Ty et T, donc a T,. Par suite, en ce point, 1a normale considérée est
aussi normale a S,. D’olt la propriété :

Les surfaces Z et S, sont généralement distinctes, mais se raccordent.

12. Un cas particulier est le suivant :

Si la courbe C est précisément la caractéristique de S, dans son mouve-
ment par rapport a R,, les surfaces T et S, coincident.

En effet, dans ce cas, la normale a S; le long de C apparlient aux
complexes T; el T, donc a T,. Par suile, £ el S; se raccordent le long de C, et
cela pour toute position de la courbe génératrice C et, par conséquent,
coincidenl.




CuariTRE 11

CONDITIONS de GENERATION des ENGRENAGES
a ROUES CYLINDRIQUES

18. Il ne suffit pas que les surfaces des dentures conjuguées géoméiriquement
définies soient théoriquement en contact; comme ces surfaces sont nécessaire-
ment malérialisées d'un certain coété, nous sommes conduits a étudier les
conditions de courbure permeltant de les amener cffectivement en conlacl.

Je me bornerai au cas ou la roue est taillée directement par la crémaillerc
correspondanle, c’est-a-dire au cas ou l'aréle vive de l'outil appartient a la
surface N. (Le taillage par machines Fellows el Pfauter échappe a cetle élude :
le fait que les dentures correspondantes sont susceptibles de prendre un mouve-
ment les faisant glisser sur elles-mémes et forment un assortiment, a suggéré
de prendre une des roues de ’assortiment pour tailler les aulres, en sorle que
la crémaillere n’est pas matérialisée; il sera indispensable, dans cc cas parli-
culier, de procéder a une étude directe).

14. Conditions de taillage permettant d’éviter l’interférence locale
de denture.

Coupons la figure formée par la roue et la crémaillére par un plan
normal a I'axe de la roue (fig. 6). La denture N de la crémaillére est coupée
suivanl un arc de courbe v que nous supposerons sans singularité.

Soient I la trace, sur le plan de figure, de la génératrice de contact de I

et ¢, M le pied d'une normale a v issue de I (M est un poinl de la caractéris-
lique de N), et R le rayon de C.

Prenons comme axes : IX la trace de P, IY dirigé vers le centre O de C;
nous supposerons l'arc v tel que 12 normale en un quelconque de ses points
fasse avec IX un angle aigu ¢ gardant un signe constant au cours de I'engré-
nement.

Désignons par p et p’ les centres de courbure de v et de _son enveloppe
au point M et soient [ et m les mesures algébriques de IM et Ip sur Paxe lx

X, Ix=9¢).

Le théoréme de Bobillier (B. 9) appliqué au cas présent donne la cons-
truction de p’ : si 'on appelle U le point d'intersection de la normale en I a Ix



avec la droite qui joint p au centre de courbure de la roulante, le point p’ est a
Iintersection de Ix avec OU.

Cela posé, I’arc utile de v doit satisfaire aux conditions suivantes : cet arc
doit traverser le plan P; si v est matérialisé du coté convexe, p doit élre situé
entre M et p, sinon  doit étre a Uextérieur du segment My.

Dans le systéme d’axes lxy (fig. 6), Péquation de la droite OU s’obtient a
partir des coordonnées de O et U; on en déduit :

o — mR sin
YT m+Rsind

Or I’équation aux abscisses des points M et p est :

f)y=@&E—1) (x—m)=0.

On en tire :

OO = — <—n'1——F—?;sT;;—>2 [R (n — I) sin & — m1].

Dene f (Ip”) a le signe contraire de celui de expression entre crochets.

Pour =0, cette expression se réduit a: Rpsin¢ (p étant la mesure
algébrique du rayon de courbure Mp), qui a le signe de po.
Si v est matérialisé du c6té convexe, on doit avoir :
f)<<0,cad : R(mD)siny —ml>0

et celle condition devra étre remplie pour [=0, puisque la portion utile de v
doit couper le plan primitit.

Conclusion.

Si p¢ est > 0, v doit étre matérialisé du coté convexe et vérifier :
R(m—l)sinq;——ml>0;

Si oy est <C 0, v doit étre matérialisé du coté concave et vérifier :
R(m—1Dsiny —ml<CO.
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Exemple. — Supposons que v soit un arc de cercle dont le centre est a
une distance de P égale a R et dont le rayon est p=% R; supposons ¢>0

(fig. 7). Alors pd est positift : par suile, v devra étre matérialisé du co6té
convexe. el sa portion utile est définie par la condition :

R(m—0lsiny —ml>0

qui devient ici :
sin3 ¢ 4 sinap——g— > 0.
C’est-a-dire enfin : ¢ > —% . On en déduit la limitation de I’arc utile de v.
15. Cas ou v est rectiligne (fig. 8).

La construction précédente montre qu’alors le centre de courbure p’ de
la développante enveloppée par v est la projection de O sur MI.

Fig. 8

Ce point ' doit étre situé du coté de v qui n’est pas matérialisé : or,
¢ élant constant, p’ est fixe et la paralléle a la trace de P menée par »’ coupe v
en un point A qui limite la portion utile de v, c’est-a-dire celle qui coupe P,
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Si ¢ est positif, celte portion doit étre matérialisée du coté du sens négatif
de Ix (fig. 8); conclusion contraire si ¢ est négatif.

16. N étant toujours supposée sans singularité, son enveloppe
a, en général, une aréte de rebroussement.

Reprenons les nolations de la figure 6. Soit 7t le vecleur unité de I'axe I,

%) Soit dM le déplacement
élémentaire de M sur v et dM; son déplacement élémentaire correspondant

par rapport a C.

 celui de la tangente en M a v avec f, n =+

Le théoréme relatif 4 la composition des vitesses donne :

) M, =1ds —1 87

s élant V'abscisse curviligne de M sur v el u l'abscisse de I sur IX.
Or, en différentiant la relation :

M=I+41In
on a:
@) Fdo=dl 4+ ndl+ldn.
Or % = ———:— , et en multipliant, scalairement les deux membres de (2) par
Til vient :

dc:sinx{/du-——%dc

et en remplacant du dans la formule (1), on a:

®) M, = [1 ! (1 + %)]Tdc.

R sin

I’enveloppe admet un point de rebroussement si dM,; =0, c’est-a-dire si
la quantité enire crochets est nulle, ce qui donne la condition :

) Resing —1(p+1)=0,
ou :
) R(m—10Dsiny —ml=0.

Si Ion compare cette relation aux conditions d’inégalité précédemment
trouvées (§ 14), on voit que celles-ci expriment que 'on doit limiter N & une
porlion n’engendrant qu'une nappe de la surface enveloppée.

17. Cas ou la denture de la crémaillére est une surface d’égale pente.

Les résultats précédents ont été oblenus sans apporter de restriction 4 la
nature de la surface N : pratiquement, N esl une surface d’égale pente (§ 3).
Proposons-nous donc de compléter dans ce cas I’étude présente en cherchant
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directement sur chaque génératrice le point oit doit étre limitée sa réalisation
matérielle.

Soit €, d’axe fixe, le primitif de la roue a tailler : il est tangent & un
plan fixe Q le long de A que nous prendns comme axe des X du triédre fixe
O (XYZ), le plan Q étant le plan des XY (fig. 9). Soient?:-j—,)l?: les vecteurs
unités relalifs a ces trois axes. Le primitif P de la crémaillére glisse sur Q :
soit A J'un de ses points, el lions lui un tlriedre A (xyz) déduit de O (XYZ)
par la translation OA parallele a OY; soil u la mesure algébrique de cetle
lranslation.

La surface N a pour trace sur P une courbe T pour laquelle nous
désignerons par f et n les vecteurs unités de la tangente et de la normale en

Fig. 9

un poinl m (7,’7;: +%> Appelons B l’angle_i: t_:et s I'abscisse curviligne de
m sur T.

Soit enfin G le vecteur unité de la génératrice qui passe par m, L le

vecteur unité tel que le triedre trirectangle m ({,G,L) soit direct, et ¢ I'angle
=

G,I? (l¢l est V’angle de pression).

Un point M de N est alors défini par la relation :
5) M=m+gG,
g étanl la mesurc algébrique de mM. Le point M appartiendra a la caractéris-
tique de N, pour la valeur u considérée, si I'on a:

(7, oM, T) =o.

cest-a-dire :
® (u+ y)sin¢ 4+ g cos B =0,
y €tant l'ordonnée de m par rapport aux axes A (xyz).

Cherchons sur chaque génératrice le point qui, au cours du mouvement,
rencontrera l'aréte de rebroussement de la surface développée par N.



— 19 —

Soit dM un déplacement élémentaire de M par rapport 3 N au voisinage
de la caractéristique a Dlinstant (u), dM; le déplacement correspondant par
rapporl a C; le théoréme relatif 2 la composition des vitesses donne :

dM, = dM _d—é' TA OM,

Or, en différentiant (5), par rapporl & N et posant d— =, Ona:
@ dM = (1 _ m.) dsT+ dg G.
e
De plus:

— T \OM = g cosgsint 4 g cosgcosBn — (u+y + gsin g cos B k.

En tirant u et du de (6), on a finalement :

dM1:<1—£.M> ds T+ dg G — 9.605%
o

sinB(1— g d+cos$dg sth—}—COSBG
Lo (1~ ) I )

psing sin ¢

®

Le point considéré sera sur Iaréte de rebroussement de I'enveloppe 9

de N si 'on peul choisir %(1 de maniére que dM, =0, ce qui donne en ¢éliminant

ds el dg entre les deux relations linéaires et homogenes obtenues :

~_gsi11cp_gcos'+> 9 9 a 2 ,)\ —
Q) 1 : n <1 Psin?—}—cos,ﬂcot > 0f.

La relation (7) montre que l’aréte de rebroussement de N est définie
par g = sifl 2 ; or, si 'on désigne par f (g) le produil du premier membre de

(9) par p tg o, le coefficient de ¢* dans f (g) est >0, et Yon a:

9 .

par suite, su: est extérieur aux racines de (9), et comme la partie utile de la
[
A

génératrice de N ne peut excéder la demi-droite limitée a I’aréte de rebrousse-
menl et coupant P, on a les conclusions suivantes :

Si Paréte de rebroussement de N est du méme c6té que C par rapport

a P, les racines de (9) sont positives ou imaginaires, et g doit élre inférieur a
P

sin ¢

el a la plus petite racine.

Si I’aréte de rebroussement et C sont de part et d’autre de P, les racines
de (9) sonl de signe contraire, et, dans ce cas, la génératrice doit Ctre limitée

aux deux points correspondants { car 51;1 — esl extérieur aux racines>.
»{



— 2 —

Il résulte de cette étude que la limitation de la surface N est moins

simple que ne l'a indiqué M. PERIGNON & propos du taillage de la denlure
Béttcher (B. 16. t. I).

Remarquons que si N est un plan parallele a A, I'équation (9) se
réduit a:
sin? ¢
cos ¢’

10) g=R

ce qui confirme un résultat déja obtenu (§ 15).

Enfin, si N est un plan dont la trace T fait I'angle B avec ox, 'équation
générale donne :

sin ¢
cos ¢ (sin? ¢ + cos? B cos2 ¢)

(11 g=—R

18. Evidement du pied au cours du taillage.

Soit un cylindre de révolution fixe ¢, un plan P roulant sans glisser
sur ¢, M un point lié & P et m sa projection sur P (fig. 10).

Nous appellerons la courbe décrite par M « développante allongée » ou
« développante raccourcie » suivant que M est du méme c6té que € par rapport
a P ou non.

La développante décrite par m sera dite « développante correspondante ».

La construction d’Euler-Savary donne le centre de courbure J de la courbe
décrite par M.

Supposons maintenant que M soit extrémité, située du méme coté de P
que @, de T'arc utile v suivant lequel la surface N de la denl de crémaillére est
coupée par un plan normal a 'axe de C. On sait que I'enveloppe de la courbe v

par rapporl & C est l'enveloppe des trajectoires des différents points de v.
Prenons comme cas de figure celui oit v est tangente en M a son enveloppe 3

(fig. 11).
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La développante allongée décrite par M est, en vertu de la propriété
précédente, tangente en M a 3, dans le cas de figure considéré : soit A son
sommet. Chaque point de la portion rectiligne
MM’ de la téte de la dent de crémaillére décrit,
par rapport & C, une développante allongée
déduite de celle décrite par M par une rota-
tion autour de l'axe €. Considérons en parti-
culier la courbe décrite par M’, et soit A’ son
sommet; on voit que le profil qui raccorde les
pieds des arcs des dentures se faisant vis-a-vis
est constitué par deux arcs de développantes
allongées raccordés par un arc de cercle AA”

19. Réalisation d’un engrenage a axes
paralléles.

Considérons deux roues correspondant
a4 deux crémailléres identiques [P;, N;] et
[Ps, N;]; ces crémailléres étant en coincidence,
les cylindres primitifs ¢, et ¢, des deux roues
se raccordent le long d’une génératrice ayant
pour ftrace le point I sur le plan de figure
normal aux axes (fig. 12). Enfin, bornons-nous au cas out C; et G, sont de part
et d’autre de (P, P,) (engrenage cxtérieur).

Soil v la irace de (N;N,) sur le plan de figure, p le rayon de courbure
de v en M, et soient R, et R; les rayons de C; et Cy. Pour la roue C;, (Mp. $)

est positif, donc v doit étre matérialisé du c6té convexe, et doil étre limité de
maniére a satisfaire a la condition :

(12) R, osiny —I(p + D) >0.
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Pour la roue G, (Mp.d) est négatif, donc v doit étre matérialis€é du coété
concave. De plus, on doit avoir :

(3) —Rypsing —1(+D<O0.

(le premier membre se déduit de celui de (12) en remplacant R, par R, et en
changeant pen — p et I en — I).

Les conditions (12) et (13) doivenl étre simultanément remplies, et
limilent v 4 une portion d’arc coupant le plan (P;P,) (Remarquons qu’elles
sont satisfailes I'une et I’autre pour {=0).

Cela posé, imaginons la crémaillére matérielle équivalente a Poulil qui
a laillé la roue C;; elle esl limitée par une surface § formée par les dentures
ct par les porlions de plans paralléles au primitif qui relienl les dentures par
leurs pieds et par leurs tétes. La surface qui limite pareillement la crémaillere
nmatérielle relative a ©, est égale a ¥, mais ces deux crémailléres sont respecti-
vemenl matérialisées des deux cotés de ¥. Par suite, on pourra associer l'unc
quelconque des roues laillées par la premiére avec 'une quelconque de celles
taillées par la seconde : il ne peut y avoir interférence d’aucune sorte, car, si

Pon imagine les deux roues en prise, elles sont entiérement situées de part et
d’autre de 9.

A la condition d’emboitement des deux crémailléeres matérielles, nous
devons en ajouter une autre, également trés importanle: comme c’est une
méme machine qui doil réaliser les deux crémailiéres, la modification de
réglage nécessaire pour passer de I'une a l'autre exige, pour étre aussi simple

que possible, qu’elles soienl syméfriques (au sens de la symétrie par rapport
a un plan).

Je dirai que I’engrenage est parfait si les deux roues qui le composent

ont é1¢ engendrées a parlir de deux crémailléres matérielles emboitables et
symétriques (9).

L’engrenage parfait & axes paralléles a les propriétés suivantes :

10 Si T et T” sont les traces sur le primitif P des deux faces N et N’ d’'une
dent dec crémaillére, on passe de T a T’ par une lranslation paralléle au sens

p , P €tant le pas (c’est

de progression de la crémaillére, et ayant -pour mesure )

Pégalité des pleins et des creux dans le primitif).

20 Dans le cas ol une crémaillére matérielle admet un plan de symétrie,
les deux crémailléres précédentes sont rigoureusement identiques, et deux roues
quelconques ainsi laillées sont conjuguées : je dirai alors que l'assortiment de
ces roues esl Dilatéral. Dans le cas général ot l'on ne peut associer (ue deux

roues correspondant aux deux crémailléres distinctes, je dirai que ’assorliment
cst unilatéral.

(9) Ces deux conditions doivent étre regardées comme suffisantes ; cependant la condition d’emboitement
est, en pratique, toujours vérifiee; quant a la seconde, si on ne la realise parfois que d’une maniére approximative,
c’est pour tailler les roues en une seule passe : c’est le cas du taillage de la denture Bottcher a chevrons (§ 92).
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20. Remarques.

10 Si (N; N;) est un plan, le coté concave est indifférent, et la partie
ulile de la section v de (N;N,) par un plan normal aux axes est, au plus, le
vecteur A; A, (fig. 13).

20 Soient Dy et D, les enveloppes de (N;N,) par rapporl a C,etCy; la
caracléristique de 9; dans son mouvement par rapport & (N;N,) et celle de
(N;N;) dans son mouvement par rapporl a 9, coincident : donc 9, est 'enve-
loppe de 9, dans le mouvement C,/C, (§ 10).

3v Les deux roues de I'engrenage que nous avons défini sont a contact
linéaire.

Si I'on ne tient pas a ce que le contact soit linéaire, la définition peut
élre généralisée : supposons en effet les deux crémailléres [P;N,] et [P, N,]

)

-

U

Fig. 13

AR R S

telles que P, et P, étant amenés en coincidence, N; et N, se raccordent le long
d’une certaine courbe C. Soit A la génératrice de contact de C; et Cy; en un
point commun a C et a la caractéristique de N; dans son mouvement par
rapport a ¢,, 1a normale commune & N, el 3 N; coupe A et, par suite, ce point
appartient a la caracléristique de N, dans son mouvement par rapport a C,.
Donc, les enveloppes respectives de N; et N, seront bien les denlures d'un
engrenage a contact ponctuel.

21. Réalisation d’un engrenage gauche.

Soient deux cylindres de révolution ¢, et €, d’axes fixes (ni paralléles, ni
concourants) et situés de part et d’autre d’'un plan tangent commun Q fixe;
suppcsons qu’ils tournent d’'un mouvement uniforme. Soient P, et P, deux
plans glissant sur Q et roulant sans glisser respectivement sur €, et ¢, Le
mouvement de P, par rapport a P; est alors une translation uniforme ES
Soient N; et N, deux surfaces liées respectivement a P, et P, et dont nous
voulons qi’elles soient & chaque instant en coincidence : pour cela, il faut et il
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suffit que (N;N,) soit un cylindre de génératrices paralléles 2 T Supposons
qu’il en soit ainsi : on a bien défini un engrenage gauche.

Les caractéristiques de N; et N, dans leurs mouvements relatifs a ¢, et
C, sont en général distinctes, par suite, 'engrenage gauche que nous venons de
définir est, en général, & contact ponctuel.

Un cas particulier trés important est celui ot (N; N,) se réduit & un plan
(fig. 14). Dans ce cas, la courbe d’engrénement est la perpendiculaire a (N; N,)
menée du point de rencontre I des généralrices de raccordement de C, et G, avec
leur plan tangent commun.

Désignons par D, et D, les dentures enveloppées respectivement par N,
et N;: 9D, n'esl pas en général l'enveloppe de 9, dans son mouvement par

Fig. 14

rapport & G, mais cette enveloppe se raccorde avec P, le long du lieu par
rapport a 9, du point de contact des dentures conjuguées (§ 9).

Enfin, la portion utile de la surface cylindrique (N, N;) esl définie par
les deux mémes conditions que dans le cas de l'engrenage a axes paralléles :
de méme, si 'on considére les deux crémailléres matérielles équivalentes aux
outils qui taillent deux roues conjuguées, celles-ci seront cntiérement situées de
parl et d’autre de la surface ¥ précédemment définie (§ 19), et, par conséquent,

toute inierférence est impossible.

22. Remarques.

2

1o I’engrenage gauche ainsi défini peut étre a contlact linéaire : il fauf
et il suffit pour cela qu’il existe sur (N; N;) une courbe le long de laquelle les
normales a cette surface rencontrent a la fois A, et A,: c’est le cas our N,
coupe P, orthogonalemenl. Alors I'enveloppe de N; esl la méme que celle de
son plan tangent le long de sa trace sur P;, c’est-a-dire un hélicoide dévelop-
pable. Un tlel engrenage n’est pas réalisable pratiquement a cause des interfé-
rences considérables qui sont inévitables (§ 57).
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20 La définition précédente d’un engrenage gauche peut étre généralisée :
soient en effet v, ct v, les lieux du point de contact de D, et D, par rapport
aux surfaces cylindriques N, et N,;. On pourrail remplacer la surface N, de la
crémaillére [P,, N;] par une surface arbilraire se raccordant avec N, le long

de v,; de méme, on pourrait remplacer N, par une autre surface tangente
a N, le long de v,.
A partir des crémailléres ainsi définies, on réaliserait un engrenage

gauche ayant méme ligne d’engrénement que celui qui provient des crémailléres
(P:. Ni] el [Py, N,].




CHAPITRE III

CONDITIONS de GENERATION
des ENGRENAGES a ROUES CONIQUES

28. Comme dans le cas des engrenages a roues cylindriques, nous allons
éludier les condilions imposées a la surtace de la denl de roue plale taillante
pour que les dentures conjuguées, géométricqquement définies, puissent effective-
ment élre amenées en conlacl quand elles sont matérialisées.

24. Conditions de taillage d’une roue conique.

Considérons une roue plate [P, Nj el soil S le sommel du cone primitif J&
de la roue qu’elle taille. Coupons I'ensemble par une sphére de centre S el de

——— ——
- | ~ -

Fig. 15

rayon arbitraire r: le cone Ji est coupé suivant un cercle K tangent en un

point 1 au grand cercle C section de P; enfin, N est coupée suivant un arc
de courbe v (fig. 15).

Nous supposerons que lorsque N est réellement en contact avec la denture

enveloppée, le point caractéristique M sur v est situé sur 'hémisphére d’axe SI
et contenant I.
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On appelle habituellement centre de courbure sphérique de v en M I'un
des deux poinls ou la sphére est coupée par la droite polaire associée a M.
Pour éviler toule contusion, je conviendrai d’appeler ainsi celui p de ces deux

points qui est tel que P’angle MSp soit inférieur a % Ainsi, a4 tout point M
de v correspond un centre de courbure sphérique qui est unique pourvu que
le plan osculateur en M ne passe pas par S.

Au cours de Vengrénement du cone Ji et de la roue plate, la courbe v
enveloppe une courbe cosphérique et liée 4 Ji : le point caractéristique M de v
est tel que le grand cercle I' passant par I et M soit orthogonal a v.

Prenons comme axes : IX tangente & C IY perpendiculaire & P et située
par rapport & P dans la méme région que J Nous supposerons larc v tel
que la tangente Iz a T tasse avec IX un angle aigu ¢ gardant un signe constant
pendant toute la durée de ’engrénement de v

Soil O le centre de courbure sphérique du cercle K, el p’ le centre de
courbure sphérique en M de I'enveloppe de v: le théoréme de Bobillier relatif
aux enveloppes des courbes sphériques donne la construction de p’': soit U un
poinl commun au grand cercle passant par I el normal a T' et au grand cercle
passant par p el normal a C (fig. 15); le grand cercle passanl par U et O
coupe au point p’ le demi-cercle T' qui est parlagé par M en deux arcs égaux.

Remarquons que si 'on désigne par O,, My, p, Uy, py, les perspectives des
points O, M, p, U, p’, effectues sur le plan XIY de S comme point de vue, les
grands cercles ont pour perspectives des droites; par suite, la construction
sphérique de p’ a pour perspective une construclion plane qui est précisément
(fig. 16) celle qui a été déduite du théoréme de Bobillier dans le plan.

La recherche de la portion utile de la courbe v et du c6lé de cet arc a

matérialiser pourra, griace a cette remarque, étre déduite des calculs correspon-
dants faits & propos du taillage d’'une roue cylindrique par crémaillére.

Appelons cété concave de Varc v en M la portion de surface sphérique qui
se trouve du méme colé que p par rapporl au plan du grand cercle tangent a v
en M, 1’autre coté étant dit convexe.

L’arc utile de v doit alors satisfaire aux condilions suivanles: il doit
traverser le plan P; si v est malérialisé du cété convexe, |’ doit éire situé entre
M et p, sinon p’ doit éfre situé en dehors de Uarc de grand cercle Mp.

Le cercle T étant orienté comme la tangente Ix, posons :

= - g —_— —
SI, SM = »; SI, Sp.=6; IM; = {;; Igy = my; 10, =Ry
(fig. 17), et soit « le demi-angle au sommet du cone Ji.
On a alors :

L. Iy _&
tgx__—r—, tge_——r—,tga_ R

Supposons, par exemple, que v soit matérialisé du coté convexe : alors p’
doit étre situé sur le petit arc Mp. La parallele a4 Iz menée par S partage T
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en deux demi-cercles T, et T',; M étant supposé sur Iy, si p est aussi sur T,
pour que p’ soit sur le petit arc Mp, il faut et il suffit que sa perspective p’ soit

sur le vecteur M_l_p.:, c’est-a-dire que l'on ait, d’aprés le résullal obtenu au
Chapitre I1 (§ 14) :

R, (my —I)sin¢y —my [; > 0.
c’est-a-dire :

tga(tg 0 —tg))siny —tgbtgl > 0.
Si p esl sur Ty, p/y doit étre extérieur au vecteur E_p)l, par suite, le premier

Y

Fig 16 Fig. 17

membre de la derniére condition doit étre négatif. Mais il suffit de multiplier
les deux membres par cos 0 pour avoir finalement la condition unique :

tg « sin (6 — )) sin ¢ — sin 6 sin A > 0.

De plus, la portion utile de N devant couper P, celte inégalité doit étre

vérifiée pour A=0, ce qui exige que l'on ait alors 0 >0, c’est-a-dire pp >0

e
(en posant SM, Sp = p).
Conclusion.

Si p ¢ est > o, v doit étre matérialisé du c6té convexe et vérifier:

tg « sin (6 — )) sin ¢ — sin 6 sin A > 0;
Si p § est <C o, v doit étre matérialisé du c6té concave et vérifier :

tg « sin (6 — )) sin ¢ — sin 6 sin X < 0.

25. Cas ou v est un arc de grand cercle.

Les notions de c6té concave et de coté convexe de v disparaissent. Mais
la construction déduite du théoréme de Bobillier est toujours valable (fig. 15).
Appelons p celui des deux centres de courbure sphériques de v en M qui est tel
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. O m
que sur le cercle I' suppos€ orienlé comme précédemment, on ail SM, Sy = +-§.

Supposons encore que v soil matérialis€ du colé situé par rapport 8 M dans
le sens négatif de I'. Nous sommes alors ramenés aux conditions du cas général
avec la seule parlicularité :

p=0—i=7.
L’arc v doit vérifier la condition :
tg = sin ¢ — sin X cos » >0,
laquelle doit étre satisfaite, en particulier, lorsque 2 =10 : elle suppose donc ¢ > 0.
Conclusion.

Si ¢ est > 0, v doit étre matérialisé du co6té situé par rapport a p
dans le sens négatif de I', et vérifier :

tg « sin ¢ — sin X cos A > 0;

Si b est << 0, v doit étre matérialisé de 'autre coté, et vérifier :

tg « sin Y — sin X cos i < 0.

Exemple. — Supposons que la surface N soit un plan passant par O

(dentures droites taillées aux couteaux Gleason), et soil -Z— — ¢ 'angle aigu sous

lequel il coupe P (¢ est donc l'angle dc pression). Enfin, supposons ¢ positif,

Fig. 18

par exemple. La condition a laquelle v doit satisfaire (tgasin¢ —sinicosx>0)
est évilemment remplie si A est <<0; supposons donc A>0 et cherchons sa
limite.

Soit J le point ou le cercle C est coupé par l'arc de grand cercle v
(fig. 18). Dans le triangle sphérique IMJ, on a:

@ sin ¢ = sin ¥ cos X,

En remplacant ¢ par sa valeur dans l'inégalilé précédenle, celle-ci
devient :

)] sin3 A — sin A + tg « sin ¢ > 0.
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La formule (1) montre que A reste < (g— — qa).
Etludions les variations de la fonction :
y—a%— x4 tg = sin 9.

. . . dy . 1,
quand x varie de 0 & cose. La dérivée % s’annule pour sin},= —, c’esl-a-

V3
dire pour %,=35°16", valeur qui appartient toujours a lintervalle O,<-;—— .,>
car ¢ n'excéde guére 20°.
Dong, si le minimum de la fonction y est positif, c’est-a-dire si 'on a :
tgo>—2
34/ 3sin o
la condition (2) est toujours satisfaite.

2
Au contraire, si 'on a tg « <{——=——, la courbe représentative de y a
3V 3sin ¢
la forme indiquée a la figure 19, et la condition (2) devient :

\% sin A < axy, cad: X <)y,

x, étant 'abscisse du point le plus proche de 0 ol la courbe coupe ox, et A,
I'angle aigu dont le sinus est x;.

by

Appelons = l'angle ISM (fig. 18). La condition imposée a i se traduit
simplement en fonction de ¢; on a eun effet dans le triangle sphérique IJM :

sin ¢ sin X

® sin ¢ 77 cos ¢’
soit, en tenant compte de (1) :
“) sin ¢ = tg x tg ¢.

La relation (4) transforme la condition : A<CX; en:
sinz < tgi, tg g,

qui définit la portion utile de la surface N.
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Application numérique :

Supposons : ¢ = 20° et « tel que : tg « sin ¢ = % (a0 = 21° 45).

1 T
On a alors : x; = 5 et donc ) =5
On devra avoir : sin ¢ < —t—g—“ soit ¢ < 11° 52,

Vs’

26. N étant supposée sans singularité, son enveloppe a en général
une aréte de rebroussement.

Considérons la figure 18 dans laquelle nous supposerons maintenant v
quelconque. Soit M (fng) un triédre trirectangle direct tel que les vecteurs £, n, g

aient pour longueur 1’unité,71 étant tangenl a T' et orienté comme 1‘,_g) dirigé .
de M vers S.

Soit de méme ﬁl le vecteur unité relatif au cercle C orienté, et I—ﬁl le
vecteur unité dirigé de 1 vers S. Soit enfin ¢ I'abscisse curviligne de M sur v,
et ru celle de I sur C.

Soit dM; le déplacement élémentaire de M sur l’enveloppe de v corres-
pondant a son déplacement : dM —7fds sur v.

Le théoré¢me relatif & la composition des
vitesses donne :

b) dM, =T{ds +?. r sin X cot o du.

Nous aurons la relation entre ds et du en
——>
différentiant : {.n, =0, d’out :

Tdn, +n, dl=0
Or:

drT:: _‘7;‘1” et di = ds.

=8|

n, étant le vecteur unité relatif & la normale principale 4 ven M, R le rayon
de courbure correspondant.

En remplacant dﬁ: et df par leur valeur, il vient :

_— — —>—>d
t. 4 du:nl.ng—g.

Or,?ﬁt? s’évalue sur la figure 18: on a_t>.?:=—sin ¢. D’autre part, si l'on
prend comme plan de figure le plan de I' (fig. 20), on a en conservant les
notations déja introduites :

n,.ny—sin6 et R=rsin(®— ).
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La relation entre du et ds est donc finalement :

sin 6

— sin 1 _————
sin § du = rsin (6 — 1)

ds,
d’ol, en portant dans (5) :

— sin A cot « sin 6§
©® dMy = t ds [1 T singsin(6— )

L’enveloppe de v admet un point de rebroussement si dM; =0, c’est-a-dire
si 'on a:

©) tg « sin (8 — 2) sin Y — sin 0 sin A = 0.

Si Von compare cette relation aux condilions qui limitent la courbe v,
celles-ci expriment que 'on doit limiter N & une portion n’engendrant qu’'une
seule nappe de la surface enveloppée.

27. Cas ou la denture de la roue plate est une surface d’égale pente.

Dans ce cas, nous pouvons compléler I’élude précédente en cherchant

52

directement sur chaque génératrice le point qui correspond a I’aréte de rebrous-
sement de 'enveloppe de N.

Soit Ji le cone primitif d’axe fixe, de demi-angle « et tangent au plan
fixe Q le long de SX. Au plan primitit P de la roue plate lions les axes S (xyz)
déduits par une rotalion d’angle u des axes fixes S (XYZ) (fig. 21).

. - > L . . - —
Soient i, j, k, les vecteurs unilés relatifs aux axes fixes, ¢ et n les
vecleurs unités de la tangente et de la normale a la trace T de N sur P

L n= + %> (r, 9) les coordonnées polaires d’'un point m de T, et s I'abscisse
curviligne de ce point,
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_ = —
Posons : oz, t = 0 + B; désignons par G le vecleur unité ge la généra-
trice de m, et par L un vecteur unité¢ tel que le triedre m (¢, G, L) soil direct
ct trirectangle.

= =
Soitenfin : ¢« = G, k (| ¢ | est 'angle de pression).
Un point M de N est alors défini par la relation :
® M=m+ g G,

¢ étanl la mesure algébrique de mM. Le poinl M apparliendra a la caracléris-
tique de N, pour la valeur u considérée, pourvu quec l'on ait :

(G, OM, L) = 0,
c’est-a-dire :
9 g cos (u—+ 64 p)+ rsingsin(u+46) =0.

Soit dM un déplacement ¢lémenlaire de M par rapporlt a N au voisinage

3

de la caractéristique a linstanl (u), dM; le déplacemenl correspondant par
rapporl a A.

Le théoréme relatif & la composition des vilesses donne :
dM; = dM — du cot = . 7 /\ OM.

En différentiant la relation (8), on a :

(10) dM = (1_18—‘;’—?> ds t + dg G.
p élant le rayon de courbure de T au point m :
__ ds
FTAdO+ By
Entin :
_1?/\ O_ﬁ/l——_—gcos?sin(u+e+[ﬂ)7+ r cos:psin(u—}—ﬁ)ﬁ. -

Par suite, ’expression de dM, devient :

dM, = <1 — w) ds?-{— dg—a + du cot « cos ¢
(11) ?

[g sin (u + 6 4 B) T — rsin (u+9) ._é].

En égalant 3 zéro le vecteur dM;, on obtient deux relalions linéaires et
homogeénes entre ds, dg et du: en €liminant ds, dg, du et u entre ces deux
relations, 1’équation (9) et I'équation oblenue en différentiant celle-ci, on a la
relation cherchée :

9
(9 — r sin ¢ sin )2 % + r2 cos? B
(12) 1="=

__|(g — r sin ¢ sin B)? 4 r? sin? ¢ cos? P32
- g cota.cosy. |sing | )
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(Pélimination a été faite en supposant que tant que la surface utile N est en
contact avec la denture de la roue, l'angle u-+6+4 3 reste compris entre

— % et 4 —3—)
En particulier, si N est un plan passant par S <—;— =0etf= 0>, I'équa-
tion (12) se réduit a:

(13) (92 + rt)gcotacosqg. |sing | =(9% 4 r? sin? ¢)32.

On voit qu’une racine g, de cette équation est forcément positive.

Si l'on revient aux conditions du § 25, en supposant ¢>0 et posant
successivement : % =tge et sine=tgXtgy, on retrouve bien, pour déterminer A,
I’équation. obtenue en égalant a zéro le premier membre de (2).

28. Evidement du pied au cours du taillage.

Considérons un coéne de révolution fixe Ji et un plan P rovlant sans
glisser sur Ji; soit M un point lié & P. La trajectoire de M est une courbe tracée
sur une sphére ¥ ayant pour centre le sommet S de Ji el que nous appellerons
« développante sphérique allongée » ou « développante sphérique raccourcie »
suivant que M est du méme c6té que Ji par rapport & P ou non. Le grand cercle
de 2 passant par M et orthogonal & P couple ce plan en deux points; soit m
celui qui est tel que l'angle MSm soit aigu : la développante sphérique décrite
par m sera dite « développante sphérique correspondanle ».

Supposons que M soit I’extrémité située du méme cété de P que K de
Parc utile v suivant lequel la surface N de la dent de roue plate est coupée
par 2 et imaginons la position relative de Ji et de la roue plate pour laquelle
le point M est le point de contact de v avec son enveloppe sphérique &; la
développante sphérique allongée décrite par M est alors tangente en M a 3,
car 3 est 'enveloppe des trajectoires des points de v. Soit I le point de conlact
de P avce le cercle de base de Ji sur X : la perspective de la figure sphérique
que nous venons de définir, effectuée de S comme point de vue sur le plan
tangent en I & 2 est & peu prés identique aux figures 10 et 11.

La téte de la dent de roue plate est limitée sur E par une arc de
cercle MM’ coaxial a la roue plate, et chaque point de cet arc décrit par rapport
a J une développante sphérique allongée déduite de celle décrite par M par
une rotation autour de I’axe de K.

Par conséquent, le profil sphérique qui raccorde les pieds des arcs de

dentures se faisant vis-a-vis est constitué par deux arcs de développantes
allongées, raccordés par un arc de cercle.

29. Réalisation d’un engrenage a axes concourants.

Considérons deux roues dentées correspondant a deux roues plales en
coincidence [P;, N,] et [P,, N;]; soit SA la génératrice de raccordemenl des cOnes
primitifs Ji; et Ji; supposés de part et d’autre du plan (P, P,) (engrenage exté-
rieur) (fig. 22).
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Coupons l’ensemble par une sphére I de centre S: le plan (P;P;) est
coupé suivant un cercle C et les cones primitifs suivant deux cercles K, et K,
tangents en un point I. Soit v la section de (N;N,) par I et conservons les

notations précédemment introduites en les affectant des indices 1 ou 2 suivant la
roue a laquelle elles se rapportent (fig. 23).

La figure a été faite en supposant 'angle ¢ positif.
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Pour la roue J; (axes X;1Y;) le produil Mp.¢ est posilif, par suite v doit
étre matérialisé du c6lé convexe et vérifier :

(14) tg «, sin (6 — 1) — sin 6 sin A > 0.

Pour la roue X, (axes X,1Y;) le produit Mp.d est négalif, par suite v doit
élre matérialisé du codté concave et vérifier :

(15) — tg oy sin (0 — A) — sin 6 sin A <0,

(le premier membre de (15) se déduil de celui de (14) en changeant «; en a,
Den — 6et Aen — A).
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Les conditions (14) et (15) doivent étre simultanément remplies el
limitent v & une portion d’arc coupant le plan (P, P,).

Soit ¥ la surface commune aux deux roues plates malérielles équivalentes
aux outils qui ont taillé les deux roues conjuguées : ces deux roues plates sont
matérialisées respectivemenl de part el d’autre de §; par suite, comme on l'a
vu au § 19, il ne peut y avoir interférence entre les deux roues conjuguécs.

A la condition d’emboitement des deux roues plates matérielles s’en ajoule
une seconde lreés importante : pour les mémes raisons que dans le taillage

des roues cylindriques (§ 19), on cherchera a ce que ces deux roues plales
soient symétriques.

Je dirai que l'engrenage est parfait si ses deux roues plales malérielles
sont emboitables et symétriques (19).

On en déduit :

1o Si 6 est l'angle de la rotation qui fail correspondre deux dents
consécutives d’'une lelle roue plate, les traces T et T’ des deux faces dune méme
dent sur le primitif P se correspondent dans une rotation concentrique
0
5 -
elles se correspondent alors dans le produil d'unc symélrie par rapport a P el
d’une rolation aulour de leur axe; or, la figure formée sur P par les traces des
dents est invarianic dans la symétrie, clle correspond donc avec clle-méme dans
la rotation indiquée.

d’angle En effet, imaginons les deux roues plales malérielles emboilées :

20 Dans le cas ou une telle roue plate admel un plan de symélrie, les
deux roues plates associées sonl rigoureusement identiques, et deux roues
quelconques ainsi taillées sonl alors conjuguées. (Il en est ainsi par exemple
lorsque (N; N;) est un plan passant par S). Je dirai alors que l’assorliment
de ces roues esl bilatéral; dans le cas général ou les deux roues plates malé-
rielles sont dislinctes, je dirai que 'assortiment est unilatéral.

80. Remarques.

1o Soient D, et D, les enveloppes de (N;N,;) par rapport a K, et K, :
la caractéristique de 9, dans son mouvement par rapporl a (N;N,) et celle
de (N;N,) par rapporl & Ji, coincident. Donc 9, est I'enveloppe de 9, dans le
mouvement J,/H,.

20 Les deux roues de I’engrenage ainsi défini ont un contact linéaire. Si
P'on se contente d’un conlact ponctuel, on peut généraliser la définilion précé-
dente de 'engrenage concourant taillé par la méthode des roulettes : supposons
les roues plates [P;, N,] et [P,, N,] telles que, P, et P, étant confondus, N, et N;
se raccordent le long d’'une certaine courbe. En un point commun a cette

(10) Comme dans le cas du taillage des roues cylindriques, ces conditions sont suffisantes. Il arrive qu’elles
ne sont pas satisfaites : ainsi, dans le cas de la denture Bottcher a chevrons on ne vérifie que la condition d’em-
boitement afin de pouvoir tailler chaque roue en une seule passe (§121); dans le cas de I’engrenage Gleason spirale
on renonce aux deux conditions lorsqu’on veut tailler en une passe une roue de ’engrenage (§ 114). En tout cas, il
est remarquable que I'on cherche toujours a se rapprocher de I’engrenage parfait.
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courbe et a la caracléristique de N; dans le mouvement P,/J;, la normale

commune a N; et N, coupe A et, par suite, ce point appartient 2 la caractéris-
tique de N, dans le mouvement P,/%,.

Les enveloppes de N, et N, sonl alors les dentures conjuguées dun
engrenage A contact ponctuel dont K, et K, sont les cones primilifs.

81. Réalisation d’un engrenage gauche a roues coniques.

Soient D; et D, les axes d'un engrenage gauche. Coupons-les par un
plan Q qu’ils percent en S; el S,. Soienl J; et i, deux cones de révolution
d’axes respectifs D; el D, el situés de part et d’autre de leur plan tangent
commun Q Supposons que iy et hy lournent autour de leurs axes avec les
vilesses 91 et Q2 de mesures o; et wy; appelons «; et «, leurs demi-angles au
sommet. Soienl enflin [P;, N;] et [P,, N,] deux roues plates dont les primitifs

2 /,1 Q! A
ﬂr //
[N 2

~a

NS Jz
‘51 “’l dz ‘1\

A
A 2,

Fig. 24 \

P, et P, glissent sur Q et roulent sans glisser respectivement sur Ji; et }; avec
lesquels ils se raccordent le long des droites A; et A, (fig. 24).

Remarquons, toul d’abord, qu’il n’est pas possible, comme dans le cas de
lengrenage gauche a roues cylindriques, de choisir les surfaces N; et N, de
lelles facons qu’elles restent en coincidence au cours de leur mouvement relatif:
en effel, soient @, el €, les composantes normales a Q de g, et 92, les roues
plates [Py, Ny] el [Py, N;] fonctionnent comme un engrenage a axes paralléles
donl les vecteurs rotations sont 9’1 el @, Si I est le centre instantané de
rolation dans le mouvemenl P,/P,, la per pendiculaire IA a Q est la génératrice
de contacl des cylindres primitifs de cet engrenage (fig. 24). Cela posé, si N,
el N, restaient en coincidence, elles seraient de révolution autour de A, ce qui
esl impossible, car A n’est pas fixe par rapport a P, ou a P,.

Remarquons encore que si les vecleurs S, 9 et S. 0 Q, sonl situés d’'un méme
colé de Q, I est a Pextérieur de S, S, et _le mouvement relatif P,/P, est celui
d'un engrenage intérieur (fig. 24). Si 819 et SZQ étaient de part et d’autre
de Q, I serait situé entre S, et S, et 'engrenage P,/P; serait extérieur.
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Supposons donc les surfaces N; et N, telles qu’elles s’enveloppent I'une
I'autre et soient D, et D, leurs enveloppes par rapport a Ji, et Ji, respectivement.

On pourra affirmer que les surfaces @, et 9, sont tangentes si les trois
caractéristiques @;/N,; N,/N;; N,/D, sont concourantes. C’est par erreur que
Ton a pu croire qu’il en était ainsi quelle que soit N; pourvu que N, soit son
enveloppe dans le mouvement relatil P,/P, ().

Soit en effet J le point commun a A, et A,. Pour que les trois caractéris-
tiques ¢noncées soient concourantes, il faut et il suffit qu'a un instant
quelconque de son mouvement d’engrénement, la surface N; admette une
normale rencontrant a la fois A,, A, et A. Cette condition impose a la dite
normale :

— ou bien d’étre située dans le plan Q et de passer par 1: N, est alors
une surface quelconque, mais coupant P, orthogonalement (solution sans intérét
pratique, a cause de graves et inévitables interférences);

— ou bien d’étre située dans le plan (4, J) et de passer par J.

Cherchons les solutions relatives au second cas.

Dans son mouvement par rapport aux plans P, et P; le plan (4, J)
enveloppe deux cylindres de révolution ¢, et ¢, ayant pour axes S; 2/, et S, ',

(fig. 25). Le rapport des rayons de ¢, el ¢, est égal é%i—’ ; donc, si 'on suppose

que ¢, el ¢, sont liés respectivement aux plans P, et P,, et quun plan o glissant
sur le plan (4, J) roule sans glisser sur ces deux cylindres, le mouvement
relatif P;/P, est bien celui qui est défini par les deux vecteurs @, et @’,.

Cela posé, la surface N; doit étre telle que l'on puisse, dans le plan =,
lui mener une normale passant par J: cette condition suggére de prendre

(11) Voir par exemple M. PErIGNON (B. 16, p. 9) et (B. 17, t. 1, p. 52).
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comme surface N, une surface moulure engendrée par une courbe § arbitraire-
ment choisie dans = et liée a4 =. N, et N, sont alors les deux surfaces moulures
engendrées par £ et ayant pour noyaux ¢, et c,. Les dentures 9, et D, liées
aux cones Ji; et Ji; sont alors tangentes au point M, pied d'une normale abaissée

de J sur E. La courbe d’engrénement d'un tel engrenage est donc située dans
le plan (4, J).

32. Conditions pratique auxquelles doit satisfaire I'’engrenage gauche
que nous venons de définir.

Les deux roues plates [P, N;] et [P, N;] fonctionnent théoriquement

~

comme un engrenage a axes paralléles et a développantes, mais avec les
particularités suivantes :

1o La normale au point de contact des dentures conjuguées 9, et 9, doit
passer J, et cela pour les deux faces de chaque dent. Par suite, si I’on coupe
une dent de roue plate par son primitif, les sections de ses deux faces sont
nécessairement deux arcs de développantes paralléles (fig. 26).

Donc les sections de deux faces conjuguées des roues plates en prise sont
deux arcs de développantes tournant leur concavité dans le méme sens; le
point de contact de ces deux arcs est alors a I'extérieur du segment py pu, ¢y €t pg
élant leurs centres de courbures. Et si I'on veut que le point J appartienne
cffectivement A la ligne d’engrénement, ce point devra étre situé a lextérieur
du segment py po.

20 La figure 26 représente, couverte de hachures, la trace de la partie
pleine d’une dent de la roue plate [P,, N,] sur son primitif; cette trace est
limitée par deux arcs de développantes dont le centre de courbure est p,. Les
deux faces de cette dent sont en contact avec deux faces en regard de la roue
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plate [P;, N,], et celles-ci ont pour traces deux arcs de développantes dont le
cenire de courbure est p,. Soient m et m’ les points de contact: la figure 26
montre avec évidence que le contact n’est pas matériellement réalisable a la
fois en m et m’. L’interférence est donc inévitable entre les dentures des roues
plates matérielles. C’est 1la une grosse difficulté, mais la condition d’emboite-
ment des roues plates matérielles est une condition suffisante, et non nécessaire
pour quil n’y ait pas interférence entre deux roues conjuguées. Par suite, en
donnant A I'un des cones K, et Ji, un demi-angle au sommel assez petit, on
pourra €viter Iinterférence. On aura intérét 4 rendre aussi voisins que possible
les rayons de courbure en m et m’ et, par conséquent, a prendre le point J
assez loin du vecteur p p,.

3o 11 semble, a priori, que I'on puisse faire fonctionner les deux roues
plales soil comme un engrenage intérieur, soit comme un engrenage extérieur;
en fait, le souci d’éviter les interférences de denture commande de les faire
engrener intérieurement : en effet, dans le cas contraire, la droite 1J est une
tangente commune intérieure a c; et ¢, et alors les deux arcs de développaates
tangents en m (fig. 27) et représentant les traces sur () des surfaces conjuguées
N; el N, sont tels que leurs rayons de courbure varient en sens coniraire

quand on sécarte de m: il en résulle un accroissement certain des risques
d’interférence.

88. Remarques.
1° On peut toujours s’arranger pour que les deux surfaces moulures

N, et N, soient ¢gales, c’est-a-dire pour que L les cyhndres ¢, et ¢, soient égaux :
il faul et suffit pour cela que les vecteurs 9'1 et 92 soient €égaux (on a alors:

48

w, sin a; =w, sin @;), ou encore que le plan Q soil choisi paralléle a la différence
géométrique 2;—Q,. Le poinl I est alors rejel¢ a linfini sur S, S,, et le
mouvemenl relatif P,/P, est un mouvement de translation (fig. 28).

20 Lorsque § est une portion de droite, les dentures des deux roues
plates sont deux portions d’hélicoides développables. Ce cas particulier — sans
doute le seul pratique — sera étudié plus loin (III, Chapitre II).
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84. Généralisation.

Soienl y, et y, les courbes tracées sur les surfaces moulures N, et N,
précédemment définies, et lieux du point de contact des dentures conjuguées
@, et Dy. On pourrait remplacer N, et N, par deux surfaces N’ et N’; se
raccordant avec elles le long de v, et y, respectivement; les dentures 9, et @
enveloppées par N’; et N’, seraient bien conjuguées, la courbe d’engrénement
serait inchangée, ainsi que le rapport des vitesses de rotation de ’engrenage.




CHAPITRE 1V

METHODE des ROULETTES GENERALISEE

GENERATION d’ENGRENAGES GAUCHES a ROUES PSEUDO-CONIQUES
ou 2 ROUES HYPERBOLOIDES

85. Surfaces axoides.

Quand deux solides S, et S, sont en mouvement, le lieu de I'axe de la
viration instantanée est constitué par deux surfaces respectivement liées a
chaque solide et dites axoides.

On démontre que pour que deux réglées soient axoides, il faut et suffit
(B. 9):

1o que les génératrices se correspondent deux a deux, de fagcon a avoir
méme paramétre de distribution;

20 que, les points centraux et plans centraux €étant en coincidence, les
indicatrices sphériques de chaque réglée roulent sans glisser I'une sur lautre.

Dans le cas de I'engrenage gauche, les axoides définissant le mouvement
relalif des deux roues sont, en général, deux hyperboloides de révolution a une
nappe J6, et 36, ayant, d’aprés ce qui précéde, méme parameétre de distribution.

L’engrenage sera dit extérieur si J6, et 6, sont extérieurs I'un a l'autre,
et intérieur dans le cas contraire.

Inversement, deux hyperboloides de révolution a une nappe ayant méme
parametre de distribution peuvent étre considérés comme axoides, et cela de
deux maniéres : en effet, si 'on associe deux génératrices correspondant a des
paraboloides de raccordement de méme sens, on peul placer ces hyperboloides
de fagcon qu’ils soient tangents extérieurement ou intérieurement, el les faire
tourner a des vilesses relalives convenables, afin de réaliser le roulement sans
glissement de leurs indicatrices sphériques.

Je supposerai, par la suite, que 'engrenage est extérieur,ce qui correspond
d’ailleurs au cas presque exclusivement pratique.
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36. Définition la plus générale de la méthode des roulettes.

Je dirai quun engrenage est taillé par la méthode des rouleltes si la
denture de chacune des roues qui le composent est engendrée de la fagon
suivante .

Soil un hyperbolowde de révolution 36 (pouvant étre dégénéreé) lié et co-
axial & la roue considérée, A une surface axoide & b et munie d’une surface N
qui lui est invariablement liée : la denture de la roue est alors Penveloppe 9
de N dans la viration AJ¥ et Paréle vive de Uoutil est telle que dans son mou-
vemen! par rapport a A elle taillerait N Les deux roues de Uengrenage
correspondent & deux ensembles [Ay, N.] et [A, N,) fels que 4, el A, soient
axoides et que N, et N, s'enveloppent dans la viration A,/A,

Remarquons que cette définition comprend comme cas particuliers celles
relatives au taillage d’engrenages formés de roues cylindriques ou de roues
coniques (§ 2)

Fig 29

Nous allons voir qu’il est possible que ¥ dégéndre sans que le mouve-
ment A/# cesse d’étre une véritable viration : nous serons ainsi conduits 2
étudier un engrenage gauche particulier, d'un grand intérét pratique et connu
industriellement sous le nom d’hypoid

I. — ROUES PSEUDO-CONIQUES. ENGRENAGE HYPOID ()

87. Conditions de dégénérescence des primitives I et H'
d’un engrenage gauche.

Qoient D et D’ les axes d'un engrenage gauche défini par les vecteurs
rotations € et @, et soit SS' leur perpendiculaire commune (fig 29). Le
mouvement J0/J¢' résulte de la composition des deux rotations 2 et — ', l'axe
central de ce sysleme coupe orthogonalement SS’, donc, pour que les primitives
solent dégénérées, 1l faut et il suffit qu'il passe par S ou S'. Cherchons 2 quelles
conditions il passe par §' par exemple.

Le moment résultant en S’ du systéme (S—‘:~§7) est porlé par la droite A’
projection de D’ sur le plan P normal en S a D: A’ sera l'axe central du

—

systéme si la composante de €' normalement & P est un vecteur égal a <.

(12) Ce mot d’hy poid est, a lorigine, une abreviation du mot hyperboloide; son introduction est attribuée
a George B. GranT, auteur du Treatse on Gear Wheels (Etats-Unis).
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De31gn0ns par « l'angle aigu de A’ avec D’ et par o et o’ les mesures
de @ et @ : o et o sont alors liés par la formule :

® o= o'sin «,

ct les primitives #6 et J6' sont dégénérées de la facon suivante : J6 se réduit au
plan P (exaclemenl : le lieu des tangentes 4 un cercle) et 36’ se réduit au
cone K de sommet S, daxe D’ et de demi-angle o'

Remarquons alors que dans le cas de dégénérescence lg mouvement
relatif P/Ji est el que si l'on faisait subir a KA la translation S'S, il roulerait
sans glisser sur P.

Cela posé, supposons que le plan P soit muni d’une surface invariable N,
et soit D la surface enveloppée par N dans la viration P/J : jappellerai

roue pseudo-conique la roue ainsi engendrée pour marquer qu’elle correspond a
un engrenage céne/roue plale, comme les roues coniques proprement dites, mais
qu’elle en differe essentiellement par le mouvement relatif de cet engrenage.

88. Définition de lI'engrenage hypoid (!3).

Nous appellerons ainsi I’engrenage gauche formé par l’association d’une
roue conique et d’'une rouc pseudo-conique dont les roues plales restent en
coincidence au cours du mouvement.

Soient D; et D, les axes de I'engrenage, supposés fixes, 5_2: el @, les
vecleurs rotations correspondants, et () un plan fixe coupant les axes et S; et S,.
Supposons' le plan Q tel que le vecleur S; S, soil orthogonal a D, el que les pro-
jections de S_f el szz sur la normale a Q soient deux vecteurs ¢gaux; le choix d'un
tel plan est possible d'une infinité de facons: la premieére cond1t10n exprime
que Q passe par unc génératrice normale a4 D, du paraboloide hyperbolique
engendré par les droites orthogonales a D, el s’appuyant sur D, el D, (14);
seconde exprime que ce plan est parallele a la différence géoméirique :
@ —9,).

Considérons les cones de révolution Ji; et J, de sommels S, et S,. d’axes
D, et D, et situés de part el d’autre de leur plan tangent commun Q : ces cones
sont enlrainés dans les rotations 52 et 532 Soit alors [Py, N;] une roue plate de
centre S; el dont le primitif glisse sur Q de facon a rouler sans glisser sur Ji; :
dans cc mouvement, N, enveloppe la denlure d'une roue conique. Si [P,, N,] est
une rouc plate conslamment en coincidence avec la précédente, son mouvement
par rapporl & Jiy esl la viration a primitives dégénérées, au cours de laquelle N,
enveloppe la denlure D, d’'une roue pseudo-conique (fig. 30).

(13) M. PLriGNON part de la relation (1) pour definir I'engrenage hypoid —ge qui équivaut a la définition
géométrique présente — mais il indique, par erreur, que ’axe central du systéme (2, — Q') est rejeté & I'infini (B. 16
t. I, p- 253).

(14) Dans le cas particulier ot D, et D, sont perpendiculaires, cette condition exprime que le plan Q passe
par S,. Remarquons que I'on a alors : cos §; I'S; = tg «, tg «,, relation qui s’obtient immédiatement en égalant &

zero le produit scalaire des vecteurs unités de D, et D,, chacun étant considéré comme somme géométrique de ses
composantes dans Q et normalement a Q.
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Appelons a; et a, les angles générateurs des cones Ji, et hy, les mesures
de leurs vilesses de rotation sont liées par la formule suivanle, déduite de (1) -

2) wy SiN oy = v, SiN .

Remarquons enfin que dans l'engrenage qui vient d’étre défini, 'angle
T o .
S, S, A, est droit.
89. Etude du contact des dentures 9, et 9,.

La caraclérislique de N, dans le mouvement P,;/Ji, est le lieu des pieds
des normales rencontrant A,; celle de N, dans la viration P,/Jy esl le lieu des
pieds des normales apparlenant au complexe I' altaché a cetie viralion. Ces

r A,

Fig. 31

deux courbes sont généralement distinctes, et, par suite, ’engrenage hypoid est
a contact ponctuel.

La normale en un point de contact des dentures 9, et 9, rencontre A,
et sa conjuguée A par rapport au complexe I'. Or, celle-ci se détermine
aisément. Soit 1 le point de rencontre de A, et A;; A, et A7 sont les supports
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de deux vecteurs dont l'ensemble est équivalent au systéme qui définit la
viration P./h, : donc, si I6 et IQ sont la translation el la rotation qui composent
cette viration, le vecteur supporté par A’ doit avoir pour moment en I le
vecteur I0 et doit étre paralleéle au plan Q; par conséquent, A’; est une parallele
a S, S; menée dans le plan normal en I a A,. De plus, A, et 'axe de la roue
plate se coupent, donc leurs deux conjuguées A, el D, par rapport a T sont
également concourantes. La droile A’y est donc finalement la paralléle a S; S,
menée par le point I' de D, qui se projelte orthogonalement en I sur Q (jig. 31).

40. Cas particulier ou I’hypoid est a contact linéaire.

Il est possible, au moins théoriquement, de définir une surface (N;N,)
telle que ses caractéristiques dans les deux mouvements P,/J, et P,/h, soient
confondues : il faut et il suffil pour cela quil existe sur N toute une courbe le
long de laquelle la normale & N coupe & la fois A; et A%, et ce, pour chaque
position de la roue plate par rapport au systéme fixe (4,, A%).

I1 est facile d’imaginer une telle surface N : prenons la roue plate comme
repére; alors l’ensemble (4, A’) tourne aulour de l'axe de celle-ci et, dans
ce mouvement, le point I’ engendre un cercle coaxial a la roue plate. Donc tout
lore admettant ce cercle comme cercle moyen est une surface N cherchée.

41. Remarques.

1. — Toutes les machines & taillage successif réalisant les roues coniques
matérialisent praliquement la roue plate: il suffit donc — a la question des
interférences prés — qu'une telle machine soit construite de fagcon a permetlre
un décalage de I'axe du flan et de l'axc du chariol porte-outil, pour qu’elle

puisse également tailler les roues pseudo-coniques.

Une machine a laillage progressif ne permel pas, en général, de réaliser
un couple hypoid, car la forme de la roue plate est essenliellement liée au
mouvement relatif du flan et des couteaux sur le chariot porte-outil.

Il. — L’étude de linterférence dans le taillage d’'une roue pseudo-conique
peut étre faite comme pour le taillage d’'une roue conique (§ 27) en cherchant
a limiter la surface N de fagon quec la partic utile de la denlure de la 1oue
taillée n’ait pas d’aréte de rebroussement. On aboutit & une équation analogue
a léquation (12) du § 27, mais sensiblement plus compliquée, c’est pourquoi
je ne la reproduis pas.

II1.— L’engrenage hypoid, tel que nous I’avons défini, est essenlicllement
différent de I’engrenage gauche formé de deux roues coniques étudié plus haut
(§ 31): les deux roues plates relatives aux deux roues de I'hypoid sonl en
coincidence ct en rotation autour d'un méme axe, tandis que celles relalives a
l'auilre engrenage gauche sont a dentures distinctes el tournent autour d’axes
différents; enfin, dans le premier cas, la surface N peut étre arbitrairement
choisie, alors que dans le second ce choix est subordonné a des conditions
considérablement restrictives (on est limité pratiquement a T'hélicoide déve-

loppable).
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II. — ENGRENAGES GAUCHES a ROUES HYPERBOLOIDES

Revenons au cas général ot la surface 9 lide a I’hyperboloide non
dégénéré J0 est obtenue & partir de I'ensemble [A, N] déja défini : jappellerai
roue hyperboloide la roue ainsi engendrée.

Dans ce qui suit, je me bornerai a 'étude des engrenages gauches formés
de deux roues hyperboloides J6, et J6, obtenues par deux ensembles [A;, N,]

et [As, N, lorsque 36, et J6, sont les propres surfaces primitives de I'engrenage
considéré.

Nous définirons un hyperboloide de révolution # par le rayon a de son
cercle de gorge et par l'angle aigu « sous lequel les génératrices coupent ce

cercle (ligne de striction de J6). Le paramédtre de distribution est alors :
k=aiga.

43. Construction de la génératrice de contact de J6, et Hge

Soient A celle génératrice, §: el Q—; les vecteurs définissant la rotation de
J6, et 30, par rapport au repére déterminé parles deux axes D, etD,. Désignons

EA

par I' le complexe des normales attaché au mouvement #6,/%6,. On sait que
toute droite rencontrant D, et D, appartient & T' et que, réciproquement, toute
droite de I' coupant D, coupe aussi D,.

Or l'axe central A esl paralléle a la somme géométrique :
— — —
Q=0 — Q,,

et il est conjugué de la droite A l'infini du plan qui lui est normal. Pa_r+ suite,
si Ton considére une droite U coupant D, et D, et orthogonale & €, non
seulement elle appartient au complexe, mais comme elle coupe la conjuguée
de A elle coupe A (les droites U considérées sont les normales communes 2
H6; et J6y. L’épure est donc trés facile en choisissa_nt+par exemple le plan
horizontal de projection paralléle a la fois a S?: el Q, et en utilisant deux
droites U, I'une étant la perpendiculaire commune a D, et D, (fig. 32).
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Le point central commun & #6, et ¥, est alors le point C oit A coupe la
perpendiculaire commune a Dy et D,. Soit V le plan mené par C normal a A :
les €éléments (a;, o) et (a, @) de J6, et J6, sont en évidence sur I'épure:
celle-ci montre que pour que l'engrenage soit exlérieur, c’est-a-dire pour que A
coupe la perpendiculaire _commune a D, et D, entre ces deux droites, il faul
et suffil que les vecteurs 2, cl , supposés issus des cenlres de J6; et 6, soient
de part et d’autre du plan M (I’épure correspond au cas de I’engrenage extérieur).

On connait alors, pour le calcul de ay, o, @, «,, oulre la dislance decs axes
et leur angle les deux relations :
®) 0y COS ‘04 = wy COS aa_)’.

o) @y SIN o) == wy dg SIN %5,

En divisant membre & membre, on retrouve bien la condition qui

exprime que 6, et 5, onl méme paramétre de distribution.

~

44. D’engrenage défini a partir d’un méme ensemble [A, N]
est, en général, a contact ponctuel.

Soient, en effet, I'y el T'; les complexes des normales altachés aux deux
viralions A/d6, et A/30,. La caractéristique de N dans son premier mouverhent
est le licu des pieds des normales a N apparlenant a I'y. Or, les complexes I',
et I', ont méme axe, mais, comme on va le voir, différent par leur pas; donc
les deux caractéristiques de N dans ses mouvements par rapport a 6, et J6,

sont. en général, distincles et le conlact des dentures 9, et 9D, est ponctuel.

45, Détermination du complexe des normales attaché a la viration A/J0.

Soil unc surface A axoide a un hyperboloide de révolution #6 (a, ).
Soit § Vangle aigu sous lequel la ligne de striction de A coupe la généralrice
de contact A de A avec 6, et k le paramétre de
distribution des génératrices de A (k=atga).

Prenons comme repeéere 'axc de J6 et la
droite 4, et étudions, par rapport a lui, les
mouvemenls conjugués de J6 et de A. Prenons
comme plan de figure le plan central et soit C
le point central (fig. 33). Le mouvement _c}e 36
est défini par le vecteur rotation 2, ou
encore, par le systéme formé par le vecteur
rolation Co=9 el le vecteur vitesse de trans-
lation EV: d’intensité aw.

D’autre part, le mouvement de ’axoide A
résulte d’'une rotation Co’ (de mesure ') nor-
male & A et d'une vitesse de translation CV’ (de mesure v’) portée par la tan-

. . v’ sin . .
gente en C a la ligne de striction (avec tk= o ﬁ> . Ces diverses vitesses sont

telles que les résultantes (Eu? ——CZ;) el ((T\#_ L_‘V_S soient portées par A,
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Les conditions pour qu’il en soit ainsi sont :
o = w COos «
v'sin 8 = v sin «,

soit, en remplacant v et v’ par leur valeur :

’
w —= w COS =
*) , ,
ko' = a o sin a.

En divisant membre & membre, on retrouve la condilion: k=atgua.

Les relations (4) étant satisfaites. A est bien I'axe de la viration A/, et
les ¢léments de réduction de celte viration ont pour mesure en orientant A
comme sur la figure 33 :
vitesse de rolation : wsina;
vitesse de translation : v cos -+ v’ cos B.

Considérons les quatre quadranls délerminés par A et la normale en C,
soit CX : on prendra le signe -} si les tangentes en C aux deux lignes de striction
sont des quadrants différents, le signe — dans le cas contraire. Le pas du
complexe attaché a la viration A/J6 est alors :

v cos « + v’ cos B
o — v
w SIn «

>

c’esl-a-dire en tenant compte des relations précédentes :
(5) o =a (cot 2 —+ cot [3)

Cette formule montre bien que le pas du complexe varie suivant 'axoide A
considérée.

46. Détermination du point de contact des dentures D, et D,.

Si M est un point commun aux deux caractéristiques de N dans les deux
mouvements A/J6, et A/J6,. 1la normale en M a N appartient a2 la congruence
des droites communes aux deux complexes Iy et I';: or, le faisceau (I, I'p)
admel comme complexes spéciaux ceux qui onl respeclivement comme directrices
la droite A et la droite & Tinfini des plans normaux a A. Par suite, les droites
de la congruence sont celles qui coupent orthogonalement A.

Done, un point de N en conlact a la fois avec D, et D, est le pied d’une
normale coupant orthogonalement A. Ou encore: cesl un poinl de contact
de N avec un cylindre de révolution d’axe A.

47. Engrenage défini a partir de deux ensembles distinets :
[A;, Ny] et [Ay, Ny

Imaginons les hyperboloides primitifs #G, et 6, tournant de leur mouve-
ment conjugué autour de leurs axes fixes et entrainant deux axoides A; et A,
munies de surfaces N; et N, telles que N; et N; s’enveloppent mutuellement
dans le mouvement A,/A,.
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Soit M un point commun aux deux caractéristiques de N, dans les deux
mouvements A,/76, el A;/A,; la normale en M aux surfaces #6,— N;—N,
appartient & deux complexes distincts de méme axe A, elle coupe donc ortho-
gonalement A et, par suite, elle appartient aussi au complexe lié au mouvement
A,/#0,; en d’aulres termes : les surfaces 9D, et D, enveloppées respectivement
par N; et N, sont {angentes en M.

Remarquons qu’une telle génération des surfaces conjuguées D, et D,
donne un engrenage a contacl généralement ponctuel et admettant la méme

ligne d’engrénement que si les dentures avaient été enveloppées par un seul des
deux ensembles [A;, N;] ou [As, N,].

48. Génération de la denture P par la viration d’axoides particuliéres.

1o A est un hyperboloide de révolution. — Si a et a sont les éléments
de J6 et (@, &) ceux de A, on doit avoir :

atga—a tg«.

Supposons que A et #6 soient en contact le long de A : s’ils se raccordent
extérieurement, les tangentes en C aux cercles
de gorge (fig. 33) sont situées dans des couples
de quadrants différents de l'angle XCA et, par
conséquent, le pas du complexe attaché a la

1%

viration A/76 est, d’aprés la formule (5) :
-\\ L o = a (cot « 4 cot ).
74 f

N

Y Au contraire, si A et #6 se raccordent
intérieurement, les tangentes en C aux deux
lignes de striction sont situées dans les deux
mémes quadrants de Iangle XCA; le pas du

Fig. 34 complexe associé esl alors :

w = a (cot = — cot «).

20 A est un hélicoide gauche. — Cherchons a déterminer la surface la
plus simple axoide a J6 : elle ne dépend que de k=atg«. Son indicatrice
sphérique sera un grand cercle: A apparait alors comme une réglée a plan
direcleurr admetlant un parameétre de distribution conslant; prenons comme
aréte de rebroussement une droite normale au plan direcleur : 'axoide ainsi
choisie est I'hélicoide gauche d’équation :

z=-+5kbo,

oz étant son axe et le plan des xy étant paralléle au plan directeur (fig. 34).
On prendra le signe 4+ ou — suivant le sens.

Si N est une surface liée a I'hélicoide gauche que je désignerai par la
lettre H, j’appellerai platoide I'ensemble [H, N}, qui généralise la crémaillére
ou la roue plate; (H sera dit: hélicoide primitif). Remarquons toutefois que
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le platoide est moins privilégié que celles-ci en ce sens que la denlure qu’il
cngendre par rapport & # n’est pas la méme, en général, que si I'on rem-
placait H par une axoide quelconque A, et N par son enveloppe dans le mouve-
ment H/A (§ 44).

49. Cas ou l’engrenage gauche est a contact linéaire.

Il résulte de la détermination du point de contact des dentures, dans le
cas général, que pour que P, et 9, soient en contact le long d'une ligne, il
faut el suffit qu’il existe sur N une courbe telle que les normales a2 N le long
de cette courbe coupent orthogonalement A, et cela pdur chaque position
relalive de I'ensemble [A, N] et de A. Une telle surface N est ’enveloppe d’'une
famille de cylindres de révolution ayant pour axes les génératrices rectilignes
de A.

Mais si la surface N est ainsi choisie, les dentures 9D, et 9, sont les
mémes que si I'on remplacait A par une axoide quelconque A’, et N par son
cnveloppe dans le mouvement A/A’. Nous pouvons donc supposer désormais,
sans reslreindre la généralité des solutions, que l’ensemble [A, N] est un
platoide.

En affectant le paramétre de distribution d’'un signe convenable, suivant
le sens de I'hélicoide primitif, ’'équation de celui-ci peut toujours sécrire :

©®) z=1Iko.

Une surface N liée 2 H et telle que le contact D,/D, soit linéaire est alors
Ienveloppe de oot cylindres de révolution ayant pour axes les génératrices
rectilignes de H. Or, il existe oo? tels cylindres: I'un d’eux est déterminé si
Pon sc donne son axe (c’est-a-dire: 0) et son rayon : p. Leur équation générale
esl :

©) (xsin 6 — y cos 0)2 + (z — k 0)2 = o2

On pourra se donner arbitrairement la fonction p(6) pour définir une
surface N. En particulier, si 'on prend :

c=ko—h,

il est évidenl géométriquement (et on vérifie par le, calcul) que le plan z=h
est tangentl aux ool cylindres correspondants. Donc, tout plan normal A 'axe A
de H et li¢ 2 H est une surface N solution.
50. Remarque.

Soit z=7/ (x,y) l'équation d’'une surface N solution; posons p= %% et
q:—g—z En exprimant quen un point (x,y) de N la normale coupe orthogona-

y

lement une génératrice de H, on obtient pour définir N I’équation aux dérivées
partielles :

® pr 4+ qy + (p® + ¢% (z + k arctg {]i) =0.
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Si on prend p =q =0, cette équation est satisfaite, et 'on retrouve comme
solutions les plans normaux a oz.

Les oo? cylindres définis par 1’équation (7) constituent une intégrale
compléte de I'équation (8).

51. Possibilité d’application pratique de la méthode générale
des roulettes.

Je me contenterai d’indiquer les éléments essentiels d'une machine qui
procéderail par taillage successif, de maniére 4 pouvoir définir trés simplement
un mouvement généraleur, et un mouvement de coupe . le premier est le
mouvemen! de viralion de ’axoide A sur I’hyperboloide primitif 76 lié au flan;
le second est le mouvement de 1'aréte vive de l'outil par rapport a A, mouve-
ment au cours duquel cette aréte engendre la surface N

Deux cas semblent particuliérement intéressants :

1o Génération par le platoide [H, N] — Supposons le flan en rotation
autour de son.axe fixe; un chariot auquel est 1ié I'hélicoide II est animé d’un
mouvement hélicoidal convenable, d’axe fixe, et assurant la viration de II sur
I'hyperboloide primitif #6 du flan. Par rapport a ce chariot, 'aréte vive de
Toutil, d'un mouvement rapide, engendre N.

Cela posé, si 'on considére les deux platoides matériels équivalents auX
outils qui ont taillé les deux roues conjuguées, ces deux platoides doivenl étre
limités par des surfaces identiques et pouvoir emboiler, moyennant quoi aucune
interférence n’est possible entre deux roues conjuguées (méme raisonnement
que pour les roues conjuguées d’engrenages paralléles ou concourants, quand
ils sont taillés par crémaillére ou rouc plate: § 19 et 29). Il suffit donc de
s’assurer qu’il n’y a pas interférence au taillage.

20 Génération par lUensemble [A, N), A étant un hyperboloide de révo-
lution. — Dapns ce cas, le flan étant en rotation autour de son axe fixe, on peut
imaginer loutil porté par un chariot animé d’un mouvement de rotation
conjugué de celui du flan, cet outil engendrant, dans son mouvement de coupe,
la surtace N.

En pratique, ’hyperboloide A sera tangent extérieurement a I’hyperboloide
primitif #¢ du flan. Par suite, si I'on imagine en prise les deux roues conjuguées
en leur associant les surfaces géométriques des roues taillantes [A,;, N,] et
[A., N,], celles-ci ne sont plus en coincidence. L’engrenage est alors théorique-
ment correcl, mais comme dans le cas des engrenages a axes paralléles laillés
sur machine Fellows et pour la méme raison, il n’est pas sfr qu’enlre deux
roues conjuguées quelconques, il n’y aura pas interférence.




DEUXIEME PARTIE

TAILLAGE des ROUES CYLINDRIQUES

CLASSIFICATION et DEFINITIONS

52, Soit T la trace sur le primitif P de la portion utile N de la surface de

la dent de crémaillére (fig. 1). Nous distinguerons deux familles suivant la
nature de T :

PREMIERE FAMILLE : T est un segment rectiligne, alors deux cas possibles:

1o T est paralléle & lUaxe de la roue C (fig. 1); la denture correspon-
dante sera dite droile. Le cas industriel est celui ou N est un plan. La surface
de la dent C est alors un cylindre de génératrices paralleles a celles de C, et
admeltant pour section droite une développante de cercle.

20 T a une direclion quelconque; la denture correspondante sera dite
hélicoidale. Fn pratique, N est un plan, et la denture de C est alors un
hélicoide développable.

Cette premiére famille est d’'un intérét industriel considérable; c’est la
seule qui soit susceplible de former des engrenages gauches a roues cylindriques,
(§ 21). Les engrenages correspondant au cas ot N est un plan possédent des
propriétés d’assortiment que jétudierai dans le Chapitre I; ils sont taillés cou-
ramment sur machines Sunderland, Fellows et Pfauter décrites successivement
dans les Chapilres II, III et IV. Jindiquerai ensuite (Chapitre V) un projet de
machine pouvant les tailler :

DEeuxiiME FAMILLE : I' est un arc de courbe. — Nous distinguerons encore
deux cas :

~

10 T est coupé en un seul point par une paralléle a laxe de C : la
denture correspondante sera dite spirale. Elle est d’ailleurs sans utilisation
industrielle, car elle n’est pas plus avantageuse que la denture hélicoidale.

2¢ T est coupé en plus d’un point par une paralléle a Uaxe de € : la
denture correspondante sera dite & chevrons. Elle posséde les avantages de la
denture hélicoidale, sans avoir les inconvénients inhérents a la dissymétrie de -
celle-ci, d’ou son inlérét industriel.

Cetle sorte d’engrenage est obtenue en particulier sur machine Reinecker
(denture Bottcher) qui sera étudiée au Chapitre VI
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53. Rappel de quelques définitions.
Considérons la section d’'une roue cylindrique quelconque par un plan

normal a son axe :

— la saillie de la dent est la différence entre le rayon du cercle de téte
et celui du primitif;

— le creux est la différence entre le rayon du primitif et celui du cercle
de pied;
— I'épaisseur est la longueur de I’arc primitif intercepté par la dent;

— Dlintervalle est la longueur de I'arc de primitif comprise entre deux
dents consécutives;

L’épaisseur et l'intervalle sont généralement égaux (§ 19).

— le pas circonférentiel p est la somme de 1’épaisseur et de l'intervalle;

c’est aussi le quotient de la longueur du primitif par le nombre de dents (on
Pexprime en mm);

— le module Jb est le quotient du diameétre du primitif par le nombre de
dents; on a :olJlo:% (on Pexprime en mm);

— dans le cas ou la roue se réduit a une crémaillére, on appelle pas la
distance p de deux profils correspondants successifs (complée dans le primitif

et normalement a I’axe de la roue conjuguée), et module le quotient : =L
™

Fig. 35

Le comité de normalisation de la mécanique a fixé comme suit les caracté-
ristiques des engrenages a denture droite interchangeable.

Angle de pression : ¢ =20° (fig. 35).

DENTURE NORMALE DENTURE BASSE

Saillie:s.............. 1 Ab 0,75 Ab

Creux : C......ouvvunn. 1,15 Qb 0,95 Qb




CHAPITRE PREMIER

ASSORTIMENT des ROUES a DENTURES DROITES
ou HELICOIDALES dans le CAS ot la SURFACE N est PLANE

Nous considérerons la roue a denture droite comme un cas particulier
de la roue a denture hélicoidale, et I'engrenage a axes paralléles comme cas
particulier de I’engrenage gauche.

Nous appellerons éléments de 1’hélicoide développable qui constitue la
denture :

— le rayon r de son noyau (cylindre de révolution sur lequel est iracée
I'hélice de rebroussement);

— son angle spiral o (angle aigu de I’hélice de rebroussement avec les
génératrices du noyau);

— SOon sens.

Nous allons déterminer les éléments d’un hélicoide a partir de la crémail-
lére qui ’enveloppe et, inversement, {rouver les crémailléres pouvant envelopper
un hélicoide donné.

Nous en déduirons les propriétés d’assortiment des roues hélicoidales,
propriétés qui conduisent tout naturellement au principe des divers modes de
taillage de ces roues.

55. Relations entre un hélicoide développable et la crémaillére
qui I’enveloppe.

Soil T la (race sur le primitif P de la face N de crémaillére; le plan o©
mené par la généralrice de contact de P avec le cylindre € normalement 3 N
coupe celui-ci suivant sa caractérislique & et enveloppe un cylindre c coaxial
a € et noyau de I’hélicoide développable 9 engendré par & (**) (fig. 36).

Soient ¢ 1’angle de pression de la crémaillére, r et R les rayons de c et C,
« angle aigu A, E et B I'angle aigu A, T.

(15) Il est facile, en effet, de voir que N enveloppe bien un hélicoide développable; supposons le cylindre ¢
lie a e et tournant avec lui; la vitesse d’'un point de ¢ en contact avec & est égale a la vitesse de translation de & sur
ce plan. On peut donc considerer que la droite : s’enroule sur ¢ suivant I’'hélice de rebroussement de @
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Le triedre A (ATE) a une grandeur invariable au cours de I’engrénement,
et la relation aux sinus donne :

sin «
) Sin Fﬂ:cos<p .

D’autre part, en exprimant que les hélices sections de 9 par les cylindres ¢
et ¢ ont méme pas, on a:

h=2=nrcota=2=nRcotp
d’ot :

2 rcota=— Rcot§|.

De ces deux formules, on déduit les éléments « et r de 1’hélicoide obtenu
a partir du cylindre € el de la crémaillére [P, N]; on a, en effet:

sin « = sin § cos ¢

cos f cos ¢

r=R - .
\/l — sin? B cos? ¢

" Enfin, le sens de 9D est le méme que celui de lhélicoide qui serail
engendré par T avec C pour noyau.

En effet, le plan défini par A et laxe de €, et le plan mené par A
normal a I'axe de € partagent I'espace en quatre diédres droits (fig. 37); or,

Fig. 36

Fig. 37

les droites AT et AE se trouvent dans les deux mémes diédres opposés par
I'aréte. Cela résulte de la propriété suivante : A et T étant fixes, quand g varie,
¢ engendre un cone qui est coupé par un plan normal A A suivant un cercle
de diamétre HI, H et I élant les points ol ce plan coupe A et T, el ce cone
est bien entierement situé dans deux diédres opposés par l’aréte.



— B —

REMARQUE. — Il résulte de ce qui précéde quun méme hélicoide D
peut éire enveloppé par une infinité de crémailléres : car « et r étant donnés,
on peut choisir arbitrairement l'une des trois quantités : ¢, B, R, et les deux
autres sonl donnés par les formules (1) et (2).

56. Principe de I’engrenage hélicoidal.

i ansidérons I'engrenage gauche défini par les deux vecleurs glissants
Q, el 2, (de mesures w; et w,). Lions & chaque hyperboloide primitif un
cylindre coaxial; bornons-nous au cas de Pengrenage exlérieur, et supposons
ces cylindres C; et Gy, de rayons R, et R,, choisis de facon a élre de part et
d’autre d’'un plan tangent commun Q. Les deux axes et Q sont fixes.

Imaginons deux plans P, et P, glissant sur Q et roulant respectivement
sur & et Cy; soient A, el A, les généraftrices de contact, I leur point commun
(fig. 14). Soient [P, N{] el [P,, N,] les crémailléres relalives aux roues C; et G,
ct supposées constamment en coincidence au cours du mouvement. Conservons
les notations du § précédent en les affectant des indices 1 ou 2 suivant la roue
considérée.

Pour que les plans N, et N, restent en coincidence au cours du mouve-
ment, il faut et il suffit que leurs vitesses de translation par rapport & Q aient
méme projection sur la normale a leur trace T, ce qui donne la condilion :

(3) 0y Ri CcOoSs p'i = g Rc_) COoS Bg.

Les dentures conjuguées de ’engrenage sont alors les hélicoides 9, et D,
enveloppés par les deux crémailléres. La caracléristique & de N; est la projec-
tion orthogonale de A, sur N;; de méme &, est la projection de A, sur N,:
E, et & se coupent au point de contact M des dentures 9P, et 9,. L’engrenage
hélicoidal est a conlact ponctuel, en général, et sa ligne d’engrénement est la
normale a (N; N,;) menée de 1.

57. Cas ou le contact des dentures est linéaire.

Pour que le contact soit linéaire, il faut et il suffit quun plan normal
(N; N;) rencontre a la fois 4, et A, ce qui est possible de deux facons :

foog

10 A, et A, sont confondues. — C’est le cas trés important des engrenages
a axes paralleles. Alors ¢, et G, sont les cylindres primitifs de l'’engrenage
(fig. 38). Les deux hélicoides 9, et @, se raccordent a chaque insiant le long
de la caractéristique & de (N; N,). La surface d’engrénement est ici le plan
passant par A et normal a (N; N,).

P, et D, ont méme angle spiral «. Soient r; et r; les rayons de leurs
noyaux ¢, et ¢, : on voit [(fig. 38), ou formule (2)] qu’on a alors :
ry Iy

@ =
1 2
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Enfin, les sens de 9, et 9, sont les mémes que ceux des hélicoides qui
seraient engendrés par T avec C; et C, pour noyaux : autrement dit, D, et D,
sont de sens confraire.

Inversement, soient deux hélicoides de méme angle spiral « et de sens
conlraire; choisissons arbitrairement la distance d de leurs axes paralléles
(d>ry+r15). On peul loujours les placer de maniére que les noyaux soient
die part el d’autre d'un plan tangent commun el que les deux hélices de rebrous-

PN

sement aienl une tangente commune §. On a ainsi réalisé un engrenage a axes

Fig. 38

paralléles et & contact linéaire. De la formule (1) et de la relation d =R; +R,,
on déduit R, Ry, ¢ el B:

f d d
M= BT
. _ ry + ry\2
) smcp_COSa\/1—<—T>,
1
sin g =

— — .
\/1+<I~'1———5i> cot? «

20 Le plan (N; N,) est normal & Q (cad: ¢=0). — €, et C; coincident
alors avec les noyaux des deux hélicoides; la droite A; A, est la caracléristique &
des plans (N; N,) et les angles B; et 3, sont confondus respectivement avec les
angles spiraux « et «, (fig. 39).

Remarquons que si les angles en A; et A, du triangle IA; A, sont aigus
tous les deux, les hélicoides 9, et D, sont de méme sens; si I'un d’eux est obtus,
les deux hélicoides sont de sens contraire. Par suite, 'angle des axes est :

(2 + 29) si D, et D, sont de méme sens,

Joy — o] si Dy et D, sont de sens contraire.
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Inversement, soient deux hélicoides D, et 9, d’angles spiraux z; et a,;
on peut toujours les placer de facon que leurs noyaux soient de part et d’autre
d'un plan tangent commun el que leurs hélices de rebroussement aient une
tangente commune §. On a ainsi réalisé un engrenage généralement gauche et a
conlact linéaire.

Par exemple, deux hélicoides développables de méme angle spiral «
forment :

— s’ils sont de sens contraire, un engrenage a axes paralléles;

— s’ils sont de méme sens, un engrenage gauche dont les axes font
l'angle 2a.

Fig. 39

ReMarQUE. — L’engrenage gauche hélicoidal a contact linéaire est,
malheureusement, sans intérét pratique a cause d’inévitables inlerférenzes: en
effet, les deux faces de chaque dent devraient &tre orthogonales a (P, P,), donc
paralléles. Les surfaces conjuguées seraient alors situées d’'un méme coté de

leur plan tangent commun, et on ne pourrait éviter qu’elles se traversent.

58. Etude du cas général. Contact ponctuel.

Revenons a la figure 14. Au cours du mouvement, le tétraédre IMA, A,

resle homothétique 2 lui-méme par rapport a I. Nous allons calculer les
éléments de D, et 9, en fonction des données : Ri, Ry, By, B2 et ¢.

Les formules (1) et (2) donnent :

o5 ¢ __sinz  sin g
COS ¢ = §in B, sin fy
© T8 _’_'e__:fgae.
Ry T tg gy Ry g By
On en déduit :
r =R, cos ¢ cos By ry= R, COS ¢ €OS 8y
@) V1 — cos? g sin? B (Do) V1 — cos? ¢ sin g,

COoS ay == \/1 — cos? g sin? B, COS g = \/l — cos? ¢ sin? By*
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Enfin, le sens de 9, par exemple est le méme que celui de I’hélicoide

qui serait engendré par A,A; avec C; pour noyau; on en conclut, comme au
§ précédenl :

— si les angles en A, et A; du triangle IA; A, sont aigus fous les deux,
P, et D, sont de méme sens;

— si l'un de ces angles est obtus, 9, et 9, sont de sens coniraire.

I’angle des axes de l’engrenage est donc :

By + By) si D, et D, sont de méme sens,

1By — Bal si D, et D, sont de sens contraire.

Inversement, soient deux hélicoides (ry, o
et ry, «y) : ils constituent les dentures d’un engre-

db-—---- y nage. En effel, choisissons arbilrairement la dis-
! tanced de leurs axes (d>ry-}r;). On a alors pour
E calculer R;, Ry, Bi, B. el ¢ les quatre équations (6)
! et la relation : R, +R,=d.
4ty i On en déduit que ¢ est racine del’équation:
. i.
sinty G, ) d — i + s )
/ . .
Fig. 40 1 sin? ¢ /1 _ sinfg
\/ cos? o cos? o

Or, en supposant par exemple o, >a, la courbe y=/{ (sin?¢) montre
(fig. 40) que Véquation (7) a une solution unique. ¢ étant ainsi calculé, on a:

r I r
R, = 1 Ry——— 2
\/1 sin? ¢ /1 sin g
(€N) cos? (D,) \/ cos? a,
. sin . sin «
sin §; = cosac; sin By = v j.
i

59. Cas particulier.

Si a; =a, =0 les angles B; et B, sonl égaux : soit B leur valeur commune.
Dans ce cas, les formules précédentes se réduisenl aux formules (5) déja
oblenues dans I’élude de l'engrenage a axes paralléles.

Donc, si les deux hélicoides sont de sens contraire, on retrouve bien

I'engrenage & axes paralléles; s’ils sont de méme sens, ils constituent un
engrenage gauche dont les axes font Iangle 2.

Application : considérons trois pignons a dentures hélicoidales apparte-
nant 4 un {rain d’engrenages a axes paralléles (fig. 41); les hélicoides déve-
loppables denlures des pignons 1 et 3 sont alors de méme sens, et peuvent
par conséquenl engrener correctement entre eux, en formant un engrenage
gauche.
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60. Conclusion.

Aux interférences preés, les roues hélicoidales correspondant 4 une surface

de crémaillére plane, forment un assortiment, et les engrenages ainsi formés
sont & entre-axes variables.

Mais, a part le cas de lengrenage a axes paralléles, angle des axes
dépend de la valeur choisie pour lentre-axes: il suffit de le vérifier dans le

Fig. 41

cas particulier précédent, ou les axes font I'angle 28 donné par la derniére
formule (5). Ce résultat rectifie donc l'opinion couramment admise, d’apreés
laquelle l'angle des axes resterail constant quand l’entre-axes varie (1¢).

Soulignons en outre que la formule (3) montre que le rapport des

vitesses resle rigoureusement constant dans I'engrenage hélicoidal correspondant
a une dent de crémailleére plane (17).

(16) Voir, par exemple, M. PERIGNON (B. 16, t. I. p. 229).

(17) M. R. BRICARD, écrit que «’engrenage hélicoidal n’assure pas rigoureusement la constance du rapport
des vitesses angulaires » (B. 3). Cette proposition n’est donc pas applicable aux engrenages dont la denture est
un hélicoide développable, c’est-a-dire a la plupart des engrenages hélicoidaux industriels.



CuariTRE II

TAILLAGE SUCCESSIF par 'OUTIL-CREMAILLERE
sur MACHINE SUNDERLAND

61. Principe.

La machine réalise matériellement la génération de la denture droite ou
hélicoidale correspondant a une surface plane N, & parlir d'une crémaillére.

Fig. 42

La face active de P'outil — appelé outil-crémaillére — est plane et formée

de plusieurs {rapeézes isocéles (fig. 42). Cette face active, normale au primitif P,

est soumise par rapport & P 4 un mouvement de va-et-vienl perpendiculaire a

elle-méme (mouvement de coupe), el frés rapide par rapport au mouvement
relalit P/C (mouvement générateur).

62. Schéma de la machine.

Le flan F est bridé sur un axe horizontal fixe :
H prenons pour plan de figure un plan normal a cet
9 o N axe (fig. 43). L'outil crémaillére C, est lié a un
: éc;. coulisseau; le support S du coulisseau est lui-méme
i fixé sur un chariot Cp qui peut glisser le long d’'une
colonne verticale fixe C,.

La position du support du coulisseau par
rapport au chariot est réglable pour permettre la
taille hélicoidale : on peut, pour cela, le faire
tourner autour d’un axe horizontal lié au chariot
et normal au plan P. Pour la taille droite on
régle cette position de maniére que le plan de la face active de loutil soit
normal & 'axe du flan; pour la taille hélicoidale, on fait lourner le support
du coulisseau d’un angle B (défini au § 55) dans un sens ou dans lautre,

Fig. 43
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suivant le sens de I'hélicoide P que 1'on veut obtenir. En particulier, les deux
roues d'un engrenage paralléle & dentures hélicoidales nécessitent deux réglages
distincts du support : les deux inclinaisons correspondantes devant étre symé-
{riques par rapport & un plan horizontal.

Le fonctionnement de la machine est le suivant: le chariot monte
lenfement d’un mouvement conjugué de celui du flan, pendant que loutil
est anim¢ de son mouvement de coupe rapide (dans la période de relour, P'outil-
crémaillére s’écarte du flan pour ne pas talonner). Quand le chariot s’est élevé
d’'un: hauleur correspondant & un, deux ou trois pas, le support de l’outil
s’écarte du flan, le chariot redescend rapidement et, le flan ayani tourné d’un
angle correspondant a une, deux ou trois dents, le mouvement relatif du chariot
et du flan reprend comme ci-dessus.

REMARQUEsS I. — Au point de vue de I'indépendance des mouvements de
coupe et générateur, il existe deux types de machines Sunderland :

— dans les modeles destinés au taillage des grosses piéces, le [lan el le
chariol sont immobiles pendant que loutil enléve son copeau; ce n’est que
pendant la période de relour de l'outil que se produit le mouvement générateur,
le flan ayant tourné d’un trés petit angle;

— dans les modeéles courants, le mouvement de coupe est bien plus
rapide, et le mouvement générateur reste ininterrompu pendant toul le temps
que dure la montée du chariot.

I1. — La machine Maag ulilise l'outil-crémaillére dans les mémes condi-
tions que la machine Sunderland, & cette différence prés que le flan est alors
mobile autour d’'un axe vertical fixe.

63. Etude des interférences.

Prenons comme plan de figure un plan normal & ’axe de C; la partie
utile de la face N de la dent de crémaillére a déja élé déterminée (§ 15);
soit M Pextrémilé située du méme c6té de P que C du segment de droite v
seclion de N (fig. 44); la figurc est faite au moment ou v est en contact avec
la denture au point M, el on a déterminé le profil de I’évidement du pied des
dents de ¢ comme il a été dit au § 18.

10 Cas de lengrenage roue-droilejcrémaillére. — Soit s la saillie de la
crémaillére; pour qu’il n’y ait pas interférence de denture, il faut el il suffit que
Pon ait: s <MI sin¢, soil : soit :

® s < Rsin? q.
R ¢tant le rayon du primitif C et ¢ I'angle de pression. Dans le cas ou l'on

veut réaliser la denture normale, la saillie de Poutil-crémaillére est s =1,15.b,
et la condition précédente s’écrit :

2,30
n }m,

n étant le nombre de dents de la roue a tailler.
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20 Cas de l'engrenage roue-hélicoidale/crémaillére. — On peut se ramener
a l’étude précédente en coupant l'ensemble par un plan normal a I’axe du
flan; la figure 44 reste valable a condition d’y remplacer l’angle ¢ par
Pangle ¢ que fait avec la normale a P la droite intersection du plan N avec

un plan normal a l'axe du flan.

Fig. 44

A

L’interférence de denture sera donc évitée a condition que l'on ait :

s < Rsin2 ).

Considérons la figure 36 par exemple: l'angle ¢ n’est autre que l'angle

en O du triangle rectangle OHhA; donc: cos¢d = r, soit (§ 55) :

R
cos 8 cos ¢
\/1 — sin2 § cos? g

2) cos b=

En remplacant ¢ par sa valeur dans la condition précédente, celle-ci
devient :

in .

2 ®) s <R sin? ¢

1 —sin2 § cos? o~

Si 'on compare 'a la condition (1), on voit que pour

un cylindre primitif ¢ donné, un outil-crémaillére déterminé

T donnera plutot des interférences en denture droite qu’en
denture hélicoidale.

64. Détalonnage et affatage de l'outil-crémaillére.

Fig. 45 L’outil-crémaillére est limité par une surface prisma-

tique oblique ayant pour base le contour des arétes de la face

active (fig. 42) : les arétes de cette surface sonl paralléles au plan de symétrie

d’'une dent et font avec la normale au plan de la face active un angle i compris
entre 5° et 10° (angle de détalonnage) (fig. 45).
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L’affitage se fait suivant des plans paralléles au plan de la face active
initiale; ainsi, aprés un certain nombre d’affiitages, la face active d'une dent
se projettera non plus en ab, mais en a’'b’ (fig. 45).

Le profil est rigoureusement conservé, quel que soit ’état d’usure de
Poutil; il suffit de noter que si le plan actif s’est déplacé de x par suite de
l'usure, l'oulil et le flan devant étre rapprochés de la longueur x tgi.




CHapiTre III

TAILLAGE SUCCESSIF par 'OUTIL -PIGNON
sur MACHINE FELLOWVS

65. Principe.

Nous avons vu que les deux hélicoides développables 9, et 9,, dentures
des roues G, et &, (fig. 38) s’enveloppent mutuellement (§ 57) : de 13, l'idée
de tailler le flan au moyen d’une roue cylindrique d’axe parallele, et a denture
droite ou hélicoidale.

Dot deux types de machines Fellows — mne ditférant d’ailleurs que par
Poutil et le mouvement de coupe — suivant que la roue a tailler est droite
ou hélicoidale.

I. — MACHINE FELLOWS a TAILLE DROITE

66. Schéma de la machine.

La face active de loutil — appelé outil-pignon — est identique a la
section d'une roue cylindrique a denture droite ou hélicoidale par un plan
normal a son axe. Cet outil O est solidaire d'un
coulisseau C vertical et coaxial. Le flan F peut
tourner autour de son axe vertical fixe (fig. 46).

Le fonctionnement de la machine est le
suivant : le coulisseau est animé d’'un mouvement
de va-et-vient trés rapide (jusqu'a 700 coups a la
minute) au cours duquel les arétes de la face
i active de l'outil engendrent une roue a denture
: droite (mouvement de coupe). En pratique, loutil

Fig. 46 travaille en descendant, et un dispositif le fait

écarter légerement du flanc au retour, afin qu’il ne

talonne pas. En outre, le coulisseau et le flan tournent lentement autour de

leurs axes, de facon que le flan et la roue équivalente & l'outil soient animés
du mouvement relatif conjugué (mouvement générateur).
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67. Etude des interférences (18).

Bornons-nous au cas ol la machine Fellows taille une roue d’engrenage
exiéricur. Considérons un cercle fixe ¢, et un cercle mobile ¢ extérieur a ¢,
et roulant sans glisser sur C,. Soit M un point lié & ¢, m le point ot la demi-
droite OM coupe C (fig. 47). Nous appellerons la courbe décrite par M « épicy-
cloide allongée » ou « épicycloide raccourcie » suivant que M est a extérieur
ou a lintérieur de C; I'épicycloide décrite par m sera dite « épicycloide corres-
pondante ». La construction d’Euler-Savary donne le centre de courbure J de
la courbe décrite par M.

Considérons mainlenant deux développantes conjuguées 3 et 2;, dont les
noyaux c¢ et c; sont respectivement concentriques 2 C et ¢, (3 étant liée a €
enveloppe 3;). Par rapport au plan (0,0,) le point de contact M de 3 ct 3,

Fig. 47 Fig. 48

décrit une tangente commune a c¢ et ¢, (fig. 48). Le point M étlant supposé
lié & 3, sa trajectoire par rapport au plan 1lié a ¢, est, dans le cas de la
figure 48, une épicycloide allongée tangente en M & 2; et 3 (cela résulte de la
relation : Vy = V, + \A appliquée au mouvement du point de contact de
3 avec &;).

N

Si le point M considéré sur & est de plus en plus éloigné de c, il vient
un moment ol 1’épicycloide allongée qu’il décrit devient tangente a P’arc non
figuré de la développante 3,; en construisant alors le centre de courbure J, on
verrait que I’épicycloide allongée coupe l’arc de 3, dessiné.

Seit maintenanl I’engrenage roue-droite/outil-pignon, et considérons l'arc
de développantc qui limite une dent de l’outil : toul point de cet arc décrit
par rapport a la roue taillée une épicycloide allongée ou raccourcie tangente
a sa denture.

Pour éviter l'interférence de denture, il faut et il suffit que la saillie de la
dent de l’outil ne dépasse pas celle indiquée a la figure 49, le point extréme
élant celui qui engendrerait par rapport au flan une épicycloide allongée

by

tangente 2 s« denture en son point de rebroussement. Les deux faces de dents

(18) Voir I'étude de M. Pol RavVIGNEAUX (B. 19) et de M. MERLIN (B. 13).
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de la roue se faisant vis-a-vis sont alors raccordées par une courbe n’inter-
venant pas pour la conduite, et comprenant deux arcs symétriques d’épicy-
cloides allongées, eux-mémes raccordés par un arc de cercle de centre O,.

Soient s la saillie de la dent de l'outil, R; et R les rayons des primitifs
C et @, ¢ l'angle de pression. Pour quil n’y ait pas d’interférence de denture,
il faut et il suffit que l'on ait: s+ R<OM. Or, dans le triangle OMI :

oM* = R2 sin2 ¢ + R2 + 2 R, Rsin? 4.

D’ou la condition générale :

1) s <V(R; + R)? sin? ¢ + R2 cos? ¢ —R.

Pratiquement, on prend pour le creux des roues taillées sur machine
Fellows 1la valeur 1,25 .lb. Donc, si I'on veut éviter l'interférence de denture au

4

taillage, on devra avoir, en appelant n el n; les nombres de dents de l'outil et
du flan < = 2—5——-2—13-‘>:

n2, + 2 n, n) sin?2 o — (5 n 4 6,25) > 0,
1 1 g :

nl}\/n2+5n+6,25_n

sin? ¢

ou :

ReMARQUEs I. — D’aprés la condition générale (1), pour que deux roues
cylindriques droites & denture normale, ayant méme module et méme angle de
pression, puissent engrener sans interférence de denture, il faut et il suffit que

Pon ait a la fois :

4 (n 1 4(ny +1
n4+ne>\/nga+—(sTfl%—) et "4+"2>\/“21+ —(Sfmz

or, 'une de ces conditions majore 'autre.
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II. — Ex fait, la saillie de la dent d’un couteau Fellows — s=1,25 fb —
est suffisante pour que deux roues quelconques (4 denture normale) ainsi

taillées engrenent sans interférence : on se bornera donc a éviter l'interférence
au taillage.

68. Comparaison au point de vue de I’interférence des roues droites
taillées sur machines Sunderland et Fellows.

La valeur maximum S de la saillie s de la dent de l'outil permetiant
d’éviter pour la roue C; Vinterférence de denture, est :

S - \/(R + R{)Q Sin? ¢ + R? cos? ¢ — R'

En supposant R, et ¢ fixes, faisons varier R. La dérivée 5% étant négative,

la fonction S (R) est constamment décroissante. Pour R infini, la valeur limite
de S est Ry sin? ¢, ce qui correspond au cas de la crémaillére (fig. 50).

S

Fig. 50

Par suite, si une crémaillére engréne sans interférence avec une roue
droite, il en sera, a fortiori, de méme de toute roue droite ayant méme saillie,
méme angle de pression, méme module el un creux suffisant.

69. Détalonnage et affitage de ’outil-pignon.

L’outil ne peut pas étre un cylindre ayant pour seclion droite la face
active, sinon il talonnerait; la matiére qui le conslilue est donc & linlérieur
de ce cylindre.

L’afflitage de loutil se fait parallélement au plan de la face active.

Le détalonnage est subordonné a la condition suivante : quel que soit son
état d’usure, Uoutil doit pouvoir tailler une roue de module Jb el d’angle de
pression .

Le nombre n des dents de loutil reste évidemment le méme ainsi que
celui n, des dents de la roue et que le rayon ry du noyau de celle-ci. Donc, le
rayon r du noyau correspondant a la face active de l'outil reste indépendant de

e , . L .6 de L —It) Soient ox
élat d’usure (carona: - =L comme conséquence de g = R ) Soi
|

I'axe de symétrie d’'une dent, I le point de rebroussement d’'une aréte, AB l'arc
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de primitif intercepté par la dent, R le rayon du primitif de l’outil neuf
(fig. 51). Posons @T=a; on a: a=x0A + AOI

Or:

Posons, avec certains auteurs(!?) :

(tg 9 —¢)=inv. g,

On a alors la formule :

) a= Q% + inv. ¢.

Par suite des afflitages, le cercle
de téte de l'outil-pignon diminue: on
est donc conduit & rapprocher celui-ci
du flan. Alors 'entre-axes décroit, ainsi
que R et ¢. Soient R’, ¢', a’ et M les valeurs du primitif, de I’angle de pression,
de V'angle xol’, et du module correspondant & un certain état d’usure (fig. 52).

-

Considérons maintenant une roue 2 tailler : scit R; le rayon de son
primitif, et posons x; 0, I, =a; (fig. 53). On a, comme plus haut :

K .
©)) a = m -+ inv. ¢.

Soit d T'entre-axes dans I'engrénement de la roue avec loutil neuf; on a:

db _R_R
2 n n’
et, par suite :
— n — ny
R n + ny’ Ry = n + n

(19) inv. o : abréviation pour : involute o.
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L’usure de loutil correspond a4 une diminution ¢ de lentre-axes; les
rayons des primitifs de 'outil et de la roue sont alors pendant I’engrénement
quest le taillage :

7!
n+ ng’

' n J
R:(d—s)m;; B1=(d—8)

Le nouveau primitif détermine sur la dent de la roue un arc A’ B", >'A, B,
(fig. 53).

Par suite, 'arc A’B’ déterminé sur la dent de Ploutil usé (fig. 52) par
son primitif actuel doil étre tel que l'on ait :

A'B 4+ A, B, ==,

soit :
r n + ny o / 1
1)) a—a=——— (inv. ¢’ —inv. ¢).
Nous allons déterminer la fonction (@’ — a) de . Des relations :
r , r
cos ¢ = ¢ et Cos ¢' = 7>
on déduit :

cosp R d—¢

cose’ R d °’
(a#—a) est donc une fonction de fonction de ¢ par lintermédiaire de la
fonction ¢’, elle-méme définie par la relation :

d cos o

(%) cos ¢' = ——.

On peut donc calculer les dérivées successives de la fonction (inv¢’) par
rapport a8 . On a ainsi :

[d (inv. cp')] 1 te o d2 (inv ¢") __cot g
@ laTTaEY PR

d® (inv ¢) cot ¢ (4 + cot?¢)
— 7 = ! - 5 ete.
dis =0 3

On en déduit les premiers termes du développement de (inv ¢’) en série
de Taylor, d’ou finalement :

t t t o (4 + cot?
© RN ) [_ ,9,('1cps+c20d;psg+00 ‘0(6:1'_3 ?)53+ ]

Or, la surface extérieure de loutil a laquelle appartiennent les portions
d’arétes vives du cercle de téte de la face active est un tronc de coéne de
révolution de demi-angle au sommet { (fig. 54). Soit alors ¢, la diminution du
rayoh du cercle de téte correspondant a l'usure x :

) gy = x tgi.
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Si Pon veut que le rayon du cylindre de pied du flan soit indépendant de
I’état d’usure de Poutil, on devra rapprocher les axes de la longueur ¢, lorsque
Pusure de loutil sera x. Donc, en remplacant dans (6) e par la valeur ¢
définic par (7), on a la relation qui donne a’ en fonction de x et qui, par
conséquent, détermine la surface de détalonnage rigoureusement exacte de
loutil.

En pratique, cette surface serait difficile a réaliser; elle a d’ailleurs
I'inconvénient de dépendre du nombre de dents du flan; on la remplacera
donc par une surface plus simple, & condition d’admettre une certaine tolérance
pour le creux du flan. Si on limite le développement a’ (x) a son premier
terme, on a la relation :

®) @=a— B8,

Alors, @’ est fonction linéaire de x, c’est dire que la surface de détalonnage
est formée par deux portions d’hélicoides développables symétriques par rapport
au plan de syméltrie de la dent, et dont le noyau a pour rayon r.

Fig. 54

La surface de détalonnage étant ainsi choisie, la distance ¢ dont on doil
rapprocher les axes n’est plus exactement égale a ¢ : en comparant (6) et (8)
qui s’écrit :

n -+ ny t_g_g.
T n d

T

a —a—

on voit que ¢ est défini en fonction de ¢, c’est-a-dire de I'usure, par la relation :

cot? cot2 ¢ (4 + cot2 ¢
gg =€ — 2d(?e?—— CP(6d°3 ’0)53-|—...

En inversant, il vient :

cot? 2 cos?
C=gt 2d?520+3d28in‘«?cp€30+ :

ce qui s’écrit encore :

cot? ¢ 8 cot? o
[ N SE——" _|
® AT MmO T3 + P sin® g U
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La correction que cette formule met en évidence est loin d’étre négli-
geable : les praticiens savent fort bien que la quantité dont on rapproche les
axes n’esl pas exactement proportionnelle a I'usure x; ils la déterminent 2 peu
prés par des moyens empiriques.

Exemple. — Supposons JMb=5, n+ n, = 60, ¢ = 20°, 'usure de l'outil étant
lelle que l'on ait: &,=2 mm. Les deux termes correctifs de la formule (9) sont
alors respectivement: 0,10 mm et 0,015 mm. On devra tenir compte du
premier.

(II. — MACHINE FELLOWS a TAILLE HELICOIDALE

70. Principe.

La seule différence avec la taille droite réside dans le mouvement de
coupe el dans la forme de ’outil-pignon.

Le mouvement de coupe est ici un mouvemenl alternatif hélicoidal ayant
méme axe que le coulisseau.

L’outil est tel que ses arétes vives décrivent dans ce mouvement une roue
dont la denture est un hélicoide de méme angle spiral que celui de la roue 2
tailler, mais de sens différent (§ 57): c’est ce que nous appelons « la roue
€quivalente a loutil ».

Py

Remarquons que les deux roues conjuguées d’'un engrenage 2 axes
paralléles ayant des dentures de sens différent, il faut, pour les tailler, deux
outils de sens différent.

71. Etude des interférences.

Si I'on coupe le flan et la roue équivalente a l'outil par un plan normal
4 leurs axes, on a la méme figure que dans le cas de la taille droile : ainsi, la
valeur maximum de la saillie de l'oulil permettant d’éviter pour la roue
Pinterférence de denture, correspond & la figure 49, avec celle différence que
Pangle qui est désigné par ¢ dans cette figure n’est pas Pangle de pression,
mais l’angle ¢ défini au § 63 [formule (2)]. En conservant les nolalions précé-
dentes, la condition de non interférence est donc :

s <V(R + R,)? sin2 ¢ + R2cos? § — R,

soit, en remplacant ¢ par sa valeur:

(10) s < \/(R + Ry)?sin? ¢ + R2 cos? g cos? B R.

1 — sin2 § cos2 o

Si I'on compare cette limite a celle obtenue dans le cas de la denture
droite [condition (1)}, on voit que pour une méme valeur de R, R; et ¢, elle
esi plus grande. Done, pour une méme valeur de la saillie, des primilifs et de
Iangle de pression, 'interférence se produit plutét dans Iengrenage a denture
droite que dans I'engrenage a denture hélicoidale.
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72, Détalonnage et affatage de I’outil.

Si Toutil pouvait étre afftité suivant des plans normaux a l'axe, I’étude
faite dans le cas de la taille droite s’étendrait au cas actuel en remplacant ¢
par ¢ dans les formules trouvées, et la développante seclion de la surface de
détalonnage d’'une face de dent par un plan d’affitage correspondant a I'usure x
se déduirait de la section de la dent de la roue équivalente a I'outil neuf par
la rotation définic par la formule (8), en y remplacant ¢ par ¢; enfin, sous
la méme réserve, la correction relative a la variation de 'entre-axes avec I'usure
serait valable.

Mais — a moins que langle spiral ne soil trés petit — un tel mode
d’afflitage produirait une coupe trés défectueuse (le plan d’affitage devant étre
sensiblement normal aux trajectoires des points de I’aréte).

Cherchons & délerminer une surface de détalonnage exacte correspondant
a des afflitages corrects: soient h, et h, les arétes de rebroussemen!l des deux

faces d’'une dent de la roue équivalente a l'outil neuf, et h T'hélice moyenne
(fig. 55); supposons le plan d’affttage normal a cette hélice, et soit ABCD la
section de la dent considérée par ce plan. Connaissant h, 'angle a précédem-
ment défini, et le rayon du cylindre de téte, on peut construire le quadrilatére
curviligne ABCD (20).

Connaitre la surface de détalonnage, c’est connaitre le quadrilatére
A'B’C’D’ a associer a chaque point 1’ de h; or, pour cela, 1’étude faite a propos
de loutil Fellows a laille droite est valable, 4 condition de remplacer ¢ par ¢.
Définissons la position de I’ sur h par sa distance & au plan normal a l'axe
de loulil et passant par I, trace du plan d’affiitage de la dent neuve. Remar-
quons que le noyau de la roue équivalente a l'outil doit étre indépendant de
Pusure (§ 69), et que 'angle spiral o« doil rester constant (comme ¢gal A celui
de la roue a tailler).

(20) Le calcul sera fait dans le chapitre suivant, & propos du détalonnage de la vis-mére Pfauter.
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Finalemenl, le quadrilatére A’B’C’D’ a4 associer au point I’ ne dépend
que de I'angle @’ défini par la formule (8) qui s’écrit ici :

an @=aq— 8L 8%,

ou ¢ el R sont relatifs a 'outil neuf.

Il est donc possible de construire une deni semblable, dans un rapport
aussi grand que l'on voudra, & une dent de l'oulil A réaliser, el susceptible de
servir de gabarit permettant la rectificalion trés précise de l'outil.

Enfin, la détermination correcte de I’entre-axes du flan et de loutil,

suivant 1’élat d’usure de celui-ci, pourra se faire exactement comme en taille
droite.




CuariTrE IV

TAILLAGE PROGRESSIF par la VIS-MERE
sur MACHINE PFAUTER

78. Principe.

Nous avons vu (II, Chap. I) que deux hélicoides développables quelconques
peuvent étre considérées comme dentures conjuguées d’un engrenage gauche a
contacl ponctuel : ces dentures ne sont donc pas l'enveloppe I'une de l'autre.
Par suite, si l'on veut prendre comme roue taillante une roue hélicoidale
fonctionnant avec le flan comme un engrenage gauche (fig. 14), on devra

réaliser, outre les mouvements de rotation conjugués de la roue et du flan autour
de leurs axes, un mouvement relatif convenable de ces deux axes permettant de
faire varier a chaque tour du flan le lieu des points de contact successifs de
chacune de ses dents avec I’hélicoide taillant.

by

Théoriquement, on pourrait utiliser un outil-pignon a taille hélicoidale
animé du méme mouvement de coupe que dans la machine Fellows, et d'un
mouvemenl généraleur compliqué du mouvement relatif des deux axes. Une
machine construite d’aprés cette génération serait trés complexe.

En fail, la roue taillante est une vis a denture hélicoidale qui n’est, au
fond, qu'une roue hélicoidale & une, deux ou trois dents (appelées ici {ilets),
g, et qui permet, comme on le verra, la suppres-
sion du mouvement de coupe des machines Sunderland ou Fellows.

d’angle spiral assez voisin de

Considérons deux hélices déduites I'une de l'autre par une lranslation
paralléle a leur axe commun (fig. 56). Orientons-les en sens contraire, et
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considérons relativement a chacune d’elles la nappe d’hélicoide engendrée par
la demi-langente orienlée comme Ihélice. Soient m; et m, deux points du
cercle section droite du cylindre portant les hélices : faisons leur correspondre
les points M; et M, respectivement sur les deux hélices. Soient oy la médiatrice
de mym, el I, M;, 1, M, les rayons du cylindre issus de M, et M,. Les plans
I;M, T, et I, M, T, tangents le long de T, et T, aux deux nappes d’hélicoides
précitées se coupent suivant une perpendiculaire 4 oy : en effet, ces deux plans
sont symétriques par rapport & la paralléle & oy menée par le milieu I de I, 1,
(on le voit par exemple en remarquant que cette symétrie est équivalenle au
produil de deux symélries : 'une par rapport au plan zoy, l'autre par rapport
au plan paralléle & xoy el passant par I).

Prenons alors comme plan de figure un plan normal a cette intersection :
les plans langents aux deux hélicoides en M; et M, sont alors normaux a ce
plan, el leurs iraces sont également inclinées sur la projection de l'axe de ces
hélicoides (fig. 57). Je désignerai les grandeurs attachées a la vis par les
notations déja introduites (II, Chap. I), et sans les affecter d’indice.

Le plan de la figure 57 est, sur la figure 14, normal a la droite T. On y
voit le contour apparent du noyau ¢ de I'une des roues — la vis hélicoidale —
et la trace des crémailléres [P, N] et [P;, N;] confondues. On voit de plus que
Pangle d’inclinaison de 1’axe de la vis sur le plan normal a T, est complémen-

taire de I’angle T, & (fig. 36) : cet angle est donc égal & (721 — (3).

74. Remarques.

1. — Abstraction faite des cylindres de pied et de téte, la vis que nous
avons imaginée est définie par son sens et les trois grandeurs: r, « et a (en
désignant par 2a la longueur de la portion de génératrice du noyau interceptée
par Iy, et h, & travers un filet).

Cette vis étant donnée, nous avons choisi arbitrairement le couple (m,, m,)
et, 2 chacun de ces choix, nous avons fait correspondre une position de la vis
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telle que son contour apparent sur un plan donné soit identique au profil d’'un
oulil-crémaillére Sunderland.

II. — Soit Q le plan fixe sur lequel glisse le primitif de la crémaillére
(P, N] quand il roule sans glisser sur le cylindre primitif ¢ de la vis animée
de la rotation w; il résulte d'une propriété déja vue (§ 10) que si P; glisse
sur Q avec unc vitesse non paralléle & celle de laxe de la vis et égale en
projection sur le plan de la figure 57 a celle de P, 1a vis enveloppe par rapporl
a P, la crémaillére [Py, N,].

75. Comment construire et placer la vis pour que son contour apparent
soit une crémaillére de module et d’angle de pression donnés ?

Supposons que la vis ait & filets.
On a d’abord les formules générales déja établies (§ 55) :

sin «
)} cos ¢ = = 5
et {
2) r cot « = R cot .

La relation qui exprime que les plans tangents en M, et M, aux hélicoides
considérées (fig. 56) font entre eux 'angle 2¢ est:

__sing
3) oS Uy = .

L’hélice section par € de chaque hélicoide a pour pas: 2= R cot 3. Or,
les points A et C (fig 57) sont les projections de deux points d’'une génératrice
de C dont la distance dans l’espace est €égale au pas; si Jb est le module, on
doit avoir : AC =k (nJb), d'oli, en égalant les deux expressions de AC :

@ 2 R cos B =k Jb.

Enfin, exprimons que dans le primitif de la crémaillére associée a la vis,
I'épaisseur est égale a l'intervalle : il suffit d’écrire, pour cela, que la distance
AB est égale au demi-pas de cette crémaillére, d’ou I'équation (compte tenu
des relations précédentes) :

(5) asinﬁ:Rtg@—%[(k+l)%—kuo].

ConcrusioN. — Si lon se donne k, Jb, ¢ et R, il correspond a ces élémenls
deux vis symétriques dont on calculera successivement : B, «, r, u, et a par les
formules (4), (1), (2), (3). (5).

REMARQUE. — Pour une vis donnée (r, «, a, k), on vérifie bien, en faisant
absiraction de la condition : épaisseur = intervalle, qu’'on n’a que trois relations
pour déterminer : JAb, ¢, R et B.
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76. Schéma de la machine Pfauter.

L’axe A de la vis-mére (fig. 58) est solidaire d’un support S monté sur
un chariot Ch et réglable autour d’un axe 1ié au chariot et qui est la perpendicu-
laire commune & A et & I'axe du flan : ce réglage a pour but de donner a l'axe
de la vis I'inclinaison voulue pour le taillage & réaliser. Le chariot peut coulisser
verticalement sur une colonne fixe. Le flan F est bridé sur un axe vertical fixe.

Au cours du taillage, le chariot monte
drés dendamtend @utn mowventent continyg, per-
dant que le flan et la vis-mgre sont animés
de leurs rotations conjuguées (§ 77); quand —
la vis s’est élevée suffisamment pour ne plus %
mordre le flan, 'opération est termindée. 5

717. Taillage d’une roue a denture droite.

Définissons les éléments de la roue A ‘
tailler avec les notations déj3y introduites en / U

les affectant de lindice 1. Placons le flan de
fagon que son axe soit normal au plan de la
figure 57 et prenons pour plan de figure le

plan paralléle passant par la perpendiculaire Fig. 58
commune aux deux axes (fig. 59).

P roulant sans glisser sur ¢, et P, sur ¢, la vitesse de rotation o, du flan
est celle qui assure la coincidence de N, el N, et vérifie donc la relation :

o Rcos B = w, R,
soit, en tenant compte de (4), et désignant par n, le nombre de dents du flan :
(6) ko = Iy oy.

Si I'on fait tourner la vis et le flan de ce mouvement conjugué, leurs axes
étant fixes, le lieu des poinls de contact de la vis et de la dent A réaliser est

——————— e
Zrace de

laxe du flan

Fig. 59

exactement la section de celle-ci par le plan de figure. Donc, si aprés chaque
tour du flan, on déplace I'axe de la vis par une trés petite translation normale
au plan de figure, on engendre bien la denture voulue.
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Or, il est aussi rigoureux, et beaucoup plus commode, de ne pas séparer
ces deux mouvements, et le taillage s’effectue ainsi: le flan et la vis tournent
du mouvement conjugué défini plus haut, pendant que la vis est animée d’un

mouvement de translation frés lent, paralléle a I'axe du flan, mais, a cela pres,
arbitraire.

Remarquons que, dans ce taillage, I'axe de la vis fait I’angle 3 avec I'axe
du flan.

78. Etude des interférences.

Considérons la figure 59: on a vu que lorsque les axes de la vis et du
flan sont fixes, le lieu des points de contact des dentures en prise est, par
rapport 4 la roue, sa seclion par un plan normal a son axe. Tout se passe
donc, au point de vue des interférences, comme si la vis-mére était remplacée
par la crémaillére matérielle équivalente (c’est-a-dire la crémaillére qui aurait
comme profil le contour apparent de la vis). Donc, comme dans le taillage
par loutil crémaillére, la condition pour qu’il n’y ait pas interférence de
denture est :

s =Z Ry sin2 ¢,

s étant la saillie de la dent de vis-meére.

79. Taillage d’une roue a denture hélicoidale.

Prenons comme plan de figure le plan passant par la perpeundiculaire
commune aux axes de la vis et du flan, et sur lequel le contour apparent de

wz) o foxd

4

uz) f ap oxz)op foud

s z) p

.

la vis coincide avec le profil de la crémaillére matérielle équivalente (fig. 60).

Ces axes font alors respectivement avec le plan de figure les angles <-12t— — ﬁ)

et <% — p,>. La condition de conjugaison des vitesses de rotation de la vis
et du flan est, quand les axes sont fixes:

o R cos § = o; R, cos B,

soit. en tenant compte de (4) et de la relation : Jb=—db, cosB;, ou Jb, est le
module de la roue a tailler :

ko = ny .
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Remarquons que le point de contact des dentures en prise est dans le
plan de figure: c’est la projection sur le plan (NN;) du point dc contact I
des cylindres € et C,. Par suite, les axes étant fixes, le licu des points de

contact de la surface de la vis avec la denture & réaliser est, par rapport a
celle-ci,sasection parI’hyperboloide derévolution coaxial au flan et engendré par IM.

Si I'on donne a l'axe de la vis un mouvement tel que les crémailléres
[P, N] et [P;, N,] restent en coincidence, on engendrera bien la denlure
proposée.

Pratiquement, on imprime a I’axe de la vis un mouvement de translation
irés lenl de vilesse v, paralléle a 'axc du flan. Soit alors o’ la nouvelle vitesse
de rotation de la vis correspondant a la vilesse o, du flan: on l'obtient en

exprimant que la projection de la vitesse de I sur le plan de la figure GO est
la méme suivant qu'on la considére comme appartenant a3 € ou a G, :

o’ R cos § == v sin B; = v, R, cos B,
ou:

, , 20 sin B,
(7) kw i—-"";mo—ﬁ = ny wy,
d’ol1, en comparant a la formule qui donne o :

__2sin B,

® o' = l=T

La machine utilisée pour le taillage est toujours la machine Pfauter
(fig. 58); les seules différences avec le cas de la taille droite sont :

10 Pangle de P'axe de la vis avec la verticale : (B4 8;) ou | 3— B, | suivant
que I’hélicoide a tailler est de méme sens que la vis ou de sens conlraire (§58);

20 la variation | o'— o | de la vilesse de rotation de la vis, réalisée grace
a un différentiel.

80. Remarque.

Il résulte de cette étude qu'une vis-meére dont les filets seraient recli-
lignes en section axiale ne saurait tailler les dentures droites ou hélicoidales a
développantes des cercles. Il ne faut donc pas s’étonner qu'une telle vis-mére
ne donne pas les mémes résullals que l'oulil-crémaillére : cela vient d’une
conception fausse de la vis équivalente & la crémaillére, et non, comme on le
croit encore souvent, des « interférences ».

De méme, une vis-mére dont le filel serait coupé suivant deux segments
reclilignes par un plan normal & I'hélice moyenne (§ 81) n’est qu'une réalisa-
tion imparfaite de la vis correcte.

81. Détalonnage et affatage de la vis-meére.

Les rainures d’afftitage doivent étre sensiblement normales aux hélices
tracées sur les filets de la vis; la surface d’affatage de chaque filel est trés
sensiblement plane : dans ce qui suit, nous I’assimilerons a un plan.
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La fjigure 61 montre la réalisation de loutil par rapport a la vis
hélicoidale équivalente : la vis-mére est réalisée a partir d'une vis hélicoidule
sur laquelle on pratique les rainures d’affillage qui partagent les filets en un
cerlain nombre de trongons. Puis, la surface de détalonnage est réalisée
approximativement sur un lour spécial dont le chariot porte-outil esl commandé
par une came a profil en spirale d’Archiméde.

Nous allons définir une surface de détalonnage exacte de chaque troncon
afin de permettre une rectification précise, aprés trempe, de la vis-mére une
fois taillée.

Soient hy et h, les hélices de rebroussement des deux nappes hélicoidales
qui constituent un filet de la vis équivalente a loutil neuf (fig. 56). Leurs
équations sont :

x—=—rcosu ( x=rcosu
(hy) y=rsinu (hy) y=rsinu
z=ruacota+ta z =rucota—a.

On en déduit les équations paramétriques des hélicoides développables
correspondants :

x=r cosu—opsinasinu gx:rcos‘u—}—psinasinu

©® (@n) {y=rsinu+osinacosu (Dn) { y=r sinn —osin«cosun

z=rucotu+4 pcosa—a 2z:rucota—-pc05a+a.

Les nappes utiles sont obtenues pour p>0. Soit R le rayon du cylindre

primitif de loutil neuf; ce cylindre coupe Dn, et Dn,. suivant deux hélices
définies par la valeur de p:

R2 — 2
= T Sina
L’angle spiral de ces hélices est 'angle § défini au § 55; enfin, ces deux
hélices percent le plan zox en deux points symétriques par rapport a ox. Par
suite, Phélice moyenne correspondante H s’appuie sur ox : remarquons qu’elle
est sur le méme conoide droit d’axe oz que I’hélice moyenne relative & h, et It



— 83 —

Nous supposerons donc le plan d’afffitage normal 3 H. Considérons en
parficulier un troncon de filet détalonné, situé au milieu de la vis-mére; le
plan d’affiitage de ce trongon neuf a pour équation :

(10) y sin B 4 z cos § =0.

Supposons enfin le détalonnage effectué de facon que si 'on appelle 8
langle dont a tourné le plan d’affitage par suite de 'usure (fig. 62), on ait :

amn R=R{—6tgi),

R’ étant le rayon du primitif correspondant & P'usure 6, i un angle donné (pen
différent de Pangle de détalonnage sur le cylindre de téle de la vis).

Soil 7 la section du cylindre admettant pour seclion dioile la spirale
d’Archimeéde définie par 1’équation (11), par le conoide droit d’axe oz et de
directrice H. Les hélices moyennes H’ associées
a chaque état d’'usure (délini par 0) s’appuient )
sur la courbe 7. A chaque point de 7 corres-
pond un quadrilatére curviligne ABCD (fig. 61)
dont le plan est normal a I'hélice H’ relatlive
a ce point. Avec l'usure, le rayon R’ du pri-
mitif de la vis hélicoidale équivalente & I’outil
diminue : nous allons déterminer le quadrila-
tére ABCD de facon que la crémaillére associée
a cette vis hélicoidale soit indépendante de
lusure, c’est-a-dire que son module b et son
angle de pression ¢ soient indépendants de 9.

Nous sommes ramenés au probléme déja traité : délerminer la vis
théorique connaissant Jb, ¢, R’ et & (§ 75). Nous pouvons donc conslruire
pour chaque valeur de 9 le conlour ABCD section du lilet de la vis théorique
correspondante; occupons-nous, par exemple, de l'arc AB de la nappe Dny
relalive a Poulil neuf (6=0).

Faisons un changement d’axes de coordonnées, les nouveaux axes étant
déduits des précédenls (fig. 56) par rolation autour de ox de fagon que le
plan des XY soit le plan d’affiitage el que oz soit dirigé vers lexlérieur du
lroncon considéré. Les formules de transformation sont :

X=x Y=—ycosf+ zsin B Z = — y sin § — z cos B.

Des équations paramétriques de Dy, on déduit alors, en faisant Z =0, les
équations de la courbe cherchée dans le plan des XY en fonction du para-
meélre u :

_r(usinu-l—cosu—{-tgatg{i)——atgasinu
- 1 tgatgpcosu

Y__r(ucosu——sinu)—atgacosu
- cos f -+ tg a sin § cos u

X

(12
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Connaissant la section du filet de vis théorique pour une usure déterminée
et sur le troncon moyen considéré, on engendre la vis en faisant subir a cette
section un mouvement hélicoidal défini par le pas de cette vis. Or, ce pas est :

h=2x=R cotp'.
Le détalonnage assurant la constance du module, on a d’aprés (4) :

1
sin B

(13) R =k=b.

Cette formule montre que le pas dépend de lusure (en fait, il varie trés
peu, comme on va le voir sur un exemple) : il en résulte que les trongons
successifs de la vis-mére détalonnée exaclement ne sont pas absolument ¢gaux

Remarquons enfin que pour tailler un type de roue donné, on n’aura
pas a modifier, d’aprés I'état d’usure, les vitesses de rolation de la vis et du
flan, ainsi que le montrent les formules (6) et (8); mais on devra régler I'incli-
naison de la vis suivant la valeur correspondante de 'angle B’

Exemple numérique. — Supposons: Jb=06, ¢=20, R=50 mm, k=1.
On a alors pour 'outil neuf :

B = 86° 33" 38"; a« = 69° 43 6"; r =28, 1316 mm.

Supposons le détalonnage tel que : tgi=0,114 (i =(6°30’). Admettoas que
lorsque la vis-mére est complétement usée, on ait: 6=0,4 radians (6 est alors
voisin de 23°, ce qui est un maximum).

La formule (11) donne alors : R=47,702 mm. La valeur correspondante
de p’ est, d’aprés (4) : ' = 86°23'40". .

Par suite des affiitages successifs, ’angle 3 a donc varié de 10’: dans un
taillage précis, il est indispensable d’en tenir compte.

11 résulte de la formule (13) que le pas de la vis-meére est égal &
18,8836 mm quand elle est neuve, et a 18,8870 mm quand elle est usée : soit
une varialion maximum de 3,4 microns. Il semble bien que cetle variation soit
de l'ordre de la tolérance admise pour une vis-mere de ires haule précision.

Cetlc variation du pas avec l'usure est d’autant moins sensible que la vis

a moins de filels, et que  est plus grand: il y a donc intérét, a ce point de
vue, & prendre R assez grand.

82. Application pratique de cette étude du détalonnage.

Les déformations dues a la trempe rendraient pratiquement vains les
efforts que l'on pourrail faire pour perfectionner le taillage de la vis-mére :
je me suis donc préoccupé d’améliorer la rectification en la faisant reposer
sur une étude rigoureuse.

On peut ainsi obtenir une rectification exacte, sans recourir i ’habileté

quasi mystérieuse du praticien chargé de retoucher les fraises-méres daprés
des données empiriques.
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Supposons construit un gabarit semblable dans un rapport assez grand
(5 2 10 par exemple) a la vis-mére & réaliser; si 'on peut négliger la varialion
du pas avec l'usure, il suffira méme de construire un seul lroncon.

Prenons comme meule la meule lronconique inléricurement évidée et
travaillant par sa surface latérale (fig. 63). Supposons réalisée une touche

semblable & la surface latérale de la meule dans le rapport de similitude
envisagé ci-dessus. La meule A et la touche T sont reliées par une sorte de
pantographe double (fig. 64) tel que la surface enveloppée par la meule soit
homothétique par rapport au point fixe O de celle enveloppée par la touche :

il suffit alors de placer le troncon de vis-meére a rectifier de facon qu’il soit
homothélique du gabarit G par rapport a O.




CHAPITRE V

TAILLAGE PROGRESSIF des DENTURES DROITES
et HELICOIDALES par OUTIL-CREMAILLERE

PROJET A
88, Principe.

I’aréte coupante de P'outil est, comme dans le cas du taillage Sunderland,
normale & la trace T du plan N sur le primitif P.

Proposons-nous d’abord de réaliser des dentures droites.

Le flan étant en rolation autour de son axe fixe, supposons que P glisse
sur ua plan fixe Q, en roulant sans glisser sur le cylindre primitif ¢ du flan.

Fig. 65

Soit P’ an plan lié au chariot porte-outil, constamment en coincidence avec P
et Q, el sur lequel P glisse d'un mouvement de translation uniforme de
vitesse V.

1° Réalisation du mouvement de coupe. — L’outil-crémaillére est animé,
sur le chariot qui le porte, dun mouvement de translation alternatif au cours
duquel la trace m d’une aréte coupante décrit par rapport a P’ un arc T’:
nous allons choisir cet arc de fagon que, au cours de son mouvement dans le
sens de la fléche f par exemple (fig. 65), le poinl m décrive par rapport a P
un segment de droite T normal a la vitesse de translation de P sur P’. Dans
ces conditions, si 0 est la période du mouvement de m, ce poinl décrit dans P
des traits paralléles, deux traits consécutifs étant a une distance égale & V0.

Nous définirons T et le mouvement de m sur T’ de la fagon suivante :
prenons comme plan de figure le plan P’; un point C est animé dans ce plan
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d’'un mouvement rectiligne sinusoidal entre deux points A et B (fig. 66),
mouvement réalisé par application du théoréme de La Hire (C est un point
d’une circonférence qui roule sans glisser a4 lintérieur d'un cercle de rayon
double). Fixons en C une extrémité d’'une tige dont I'aulre extrémité D décrit
sur I’ une ligne que nous allons déterminer par la condition quun certain

point m de CD décrive par rapport & P le segment rectiligne voulu.

Posons AB=2a; Cm=>5; CD=c. Choisissons l'inclinaison y de AB par
rapport A la normale i la vitesse de translation de P sur P’ (y =XOA), de facon
que la tige CD soit dans le prolongement de AB lorsque le point C passe au

e . \ L1 . . /2Ta
milien O de sa course. La vitesse de C a ce momeni 13 est égale a<% ; la

condition recherchée sera vérifiée pourvu que la projeclion de cctte vitesse de C
sur la vitessc de translation P/P’, soit égale a V, ce qui définit vy par la formule :

. Vo
(1) sin y = m
vy étant ainsi choisi; il est facile de trouver par rapport aux axes XOY les
équations de la courbe décrite par D. Soit: OC= —a sin27!1a loi du mouvement

4 i
Jtzx.vy.r,iolu.[{m o v

|
|

Fig. 66

P

de C sur I'axe OD, et posons : DOX — u. Tout revient a déterminer la fonction
u (t). Les coordonnées de m sont :

. 2mt
x:—-—acos~{51n—:—-+bcosu

. . 2+t .
y = asin y sin —— — bsin u.

En exprimant que la vitesse de m par rapport 2 P est un vecteur paralléle
a OX, on a V’équation différentielle :

d . . 2=t . .
(—1—t<a sm«{sm-—e———bsmu>—V__O,



d’oti I'on déduit :

a sin y sin 2—;—u—bsin u—Vi=—bsiny,
en remarquant que la constante d’intégration se détermine par la condition
que lorsque C passe en O ({=0), on ail: u=r.

2nt

En définitive, en tenant compte de (1) et posant A= 5

cédente devient :

2

, la relation pré-

sin u a .
SHI—Y_I——-—F(X——SIH)\),

on en déduirait les équations du lieu de D en fonction du parameétre A.
La figure 66 représente en 11°1”,... 55'5”, des positions successives de la

tige CmD relatives & des intervalles de temps égaux a 1%. L’arc 175" cst la

plus grande longueur de la courbe ci-dessus définie, qui soit pratiquement utili-
sable pour le taillage; au dela des extrémités de cet arc, le point D pourra étre
guid¢é par des lignes arbilraires dessinées en traits pleins.

20 Réalisation du mouvement générateur. — Supposons d’abord le chariot
immobile; soient o la vilesse de rotation du flan, R le rayon du primitif €,
et n le nombre de dents a tailler. La vitesse de glissement de P sur I’ est:

3) V=oR.

2k

Si, par révolulion de l'outil, le flan tourne d’un angle égal a ~

T(§ 84),

la vilesse o vérifie :

6 —
@ © n

Remarquons qu’au cours de ce mouvement, l'aréte taillante décrit, par
rapport au flan, une surface S qui se raccorde avec la denture 9 a réaliser,
mais qui ne coincide pas avec elle (§ 11).

Apreés n révolutions de loutil, au plus, on retrouvera les conditions
initiales, et 'oulil ne travaillera plus: il est donc indispensable de donner au
chariot un mouvement qui permette de faire¢ varier trés légérement, & chaque
rolation du flan, la courbe de contact de S avec D (2t). C’est pourquoi, comme
dans le tlaillage Pfauler (II, Chap. IV), on fera subir au chariot un mouve-
ment de translation de trés petite vitesse v, parallele a la vitesse de glissement
de P sur P’; mais alors, la vitesse de rotation du flan doit prendre une valeur o’
telle que la vilesse de P sur P’ soit toujours égale a V. On doit donc avoir :

(6) R|lo—o]|=0

Si la vitesse v du chariot a méme sens que la vitesse de P sur I, on
prendra o’ supérieur a o.

(21) Ainsi, dans le taillage sur machine Sunderland, le mouvement de coupe de I'outil doit étre assez
rapide par rapport au mouvement générateur pour que deux courbes de contact consécutives de la denture du
flan avec la surface engendree par rapport & lui par l'aréte taillante soient sufisamment rapprochées.



84. Remarque.

L’angle v et la courbe qui guide le point D ne dépendent que de (V0);
pour unc valeur donnée de cette expression, il est possible de tailler des roues
de plusieurs modules : en effet, supposons que l’outil-crémaillére ait au moins k
dents, et soil p le pas circonférentiel de la roue a tailler, on devra avoir :

kp:V@.

Le plus grand module que Ion pourra réaliser est alors : Jb— ¥ Mais

l'on pourra utiliser sans modification de réglage des crémailléres de modules :

Jb JAb
'? , T .....

85. Réalisation de la machine correspondante.

Le flan F est monté sur un axe horizontal fixe (fig. 67). Le chariot Cn
peut prendre sur une colonne G, un mouvement de translation vertical. Sur ce
chariot est fixé le support S, de la tige T.
qui, dans son mouvement alternatif, entraine
la crémaillére. Ce support a wune position G
réglable sur le chariot: pour le taillage des
dentures droites, il sera incliné de facon que Gn
la trajectoire rectiligne de la téte de la tige
fasse avec I'horizontale I'angle v précédemment
défini. L’autre extrémité de la tige glisse le
long d’une rainure limitée par deux arcs paral-
léles a la courbe déterminée plus haut (§ 83), S
et portée par un guide G changeable, suivant 0
le module a réaliser.

Le mouvement de translation de Poutil
est obtenu a ’'aide de deux coulisseaux C; et C,
a glissiéres orthogonales (non figurés): G,
monté sur S,, peut glisser dans le sens perpen-
diculaire a la position moyenne de la tige;
C,, monté sur C,, porte la crémaillére et est Fig. 67
entrainé par la tige. Enfin, un dispositif non
représenté sur la figure permet a loutil de sécarter lors de la période de
retour.

Le mouvement de la machine est alors le suivant: linclinaison vy et le
guide G ayant été choisis d’aprés le module a réaliser, le chariot s’éléve frés
lentement avec la vitesse v (mouvement genérateur), tandis que la lige est
animée de son mouvement alternatif de période 6 (mouvement de coupe), et
que le flan tourne avec une vitesse angulaire o’ liée au choix de v par I'équa-
tion (5). Quand le chariot est suffisamment élevé, le taillage est terminé.
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REMARQUE. — Il est possible d’apporter a la réalisation du mouvement de
coupe une variante qui permet de supprimer la tige. En effet, le support Su
étant toujours incliné sur le chariot de I'angle vy calculé plus haut, imaginons
que le mécanisme qui commande le va-et-vient de l'outil soit monté, non plus
sur le support, mais sur le coulisseau C,, de facon que le coulisseau C,, porteur
de Poutil soit animé sur C, d’'un mouvement sinusoidal incliné de I'angle y sur
Ihorizontale (fig. 68). Le mouvement alternatif de C,, donl lU'amplitude est
irés faible, comme on va le voir, est déterminé sur S; par la condilion que la
vilesse de translation de 'outil-crémaillére par rapport au plan primitif P de la
crémaillere théorique, soit horizontale. Prenons comme repére le support Su,

T

(&) G

Fig. 68

et désignons par z la mesure de l’élongation du -coulisseau C;, comptée posi-
tivement vers le haut, I’élongation nulle correspondant a la posilion moyenne
de C, sur C,. La condition a réaliser est :

2t

dz d . .
cosY.m-{—g;(asmysm 5 >—V_0,

d’ol, en tenant compte des données initiales, et faisant les mémes (ransforma-
tions que tout a 'heure :

(©) z=atgy( —sinX),

Cette équation permet de déterminer le profil de la came nécessaire pour
réaliser, pour le module désiré, le mouvement alternatif convenable de C;. Elle
montre que I'amplitude de ce mouvement est minime, ce qui est capilal pour
un taillage rapide.

ExemMpPLE. — Données : a=30 mm et V0=3= mm. Le module & tailler
est 3. La formule (1) donne : y=2052". Si la valeur utile maximum de | |

est % I’élongation correspondante du coulisseau C; est, d’aprés (6), inférieure
a 0,3 mm.
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86. Taillage des dentures hélicoidales.

La machine étant réglée, comme il vient d’étre dit, faisons tourner le
support S, d’'un angle B, dans un sens quelconque, et fixons-le dans cette
position, sur le chariot, sans toucher ni au guide, ni a la crémaillére.

Désignons toujours par P’ le plan lié au chariot et sur lequel glisse le
primitif P de la crémaillére théorique; soit, d’autre part, P, un plan glissant
sur P’ avec la vilesse V paralléle a la face active de la crémaillére, V ct 8 étant
les mémes éléments que ci-dessus el auxquels correspondent un guide ou une
came bien déterminés. Par rapport a P, une aréte laillanle de I'oulil engendre
un plan N : or, d'aprés une propriéié déja vue (§ 10), cette aréte engendre le
méme plan N par rapport a tout plan qui glisserait sur P’ d'un mouvement de
translation uniforme, dont la vitesse se projetterait sur la vitesse de P suivant
un vecteur égal a celle-ci. La vitesse de glissemenl de P sur P’ sera donc:

v
cos B’
Soil o, la vitesse de rotation du flan correspondant a I'immobilité du
chariot, elle est définie par la relation :

\

7 o R = g

Si, par révolution de l’outil, le flan tourne de I’angle g%f_ﬂ, la vitesse w;

doit vérifier également :

2k =

® wy 0= o

Supposons maintenant que le chariot soit animé de son mouvement géné-
rateur; la vilesse de rotation o’ & imposer au flan doit étre telle que la vitesse

de glissement de P sur P’ soit toujours égale a ce qui donne :

cos §’
® R|oy—o | =0
Remarquons que si 'on utilise une crémaillére de module Jb, le module
de la roue hélicoidale obtenue est ;Elo 5

Enfin, pour tailler deux roues conjuguées d'un engrenage parallele, il
faudra faire tourner le support S, d’un méme angle B dans les deux sens.

87. Intérét de cette machine.

1o La complication résultant du mouvement nécessairement discontinu
du chariot dans la machine Sunderland, est supprimée. Ici, le chariot a
simplement un mouvement uniforme, trés lent, sans aucune interruption au
cours du taillage. On pourra le construire tres lourd et trés stable. De plus, les
organes du mouvement de coupe (tige, coulisseau porte-outil) peuvent avoir
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une inertie faible et, par suite, étre animés de vitesses assez grandes. Gréce a
ce fail, et 4 la suppression du temps mort correspondant au retour du chariot
dans la machine Sunderland, on peut attendre de la machine qui vient d’étre
décrile un débit nettement supérieur.

20 Malgré la rapidité du taillage, I’échauffement du flan est uniforme,
et les déformations ne sonl pas a craindre (avantage de tous les procédés de
taillage progressif).

3o Cette machine permet le taillage de roues hélicoidales, et cela par une
simple modification du réglage.

4o Ce procédé serait plus économique que les procédés Fellows ou Pfauter
aux outils compliqués et colteux.

50 Si 'on adopte la réalisation matérielle schématisée par la figure 68, on
peut méme se dispenser d’établir un jeu de cames correspondanl aux divers
modules. En effel, 'équation (6) montre que toutes les élongations z (X) sont
proportionnelles : par conséquent, il suffira de construire une seule came
réalisanl I'un de ces mouvements alternatifs, et de communiquer au coulisseau
C;, par un mécanisme facile a4 imaginer, une élongation proportionnelle a celle
du mouvement précédent dans un rapport réglable.




CHAPITRE VI

TAILLAGE des DENTURES 2 CHEVRONS

I. — DENTURE REALISEE sur MACHINE SUNDERLAND SPECIALE
par OUTILS CREMAILLERES (TAILLAGE SUCCESSIF)

88. Définition de la crémaillére matérielle équivalente a I'outil.

La trace T de chaque face de dent est formée de deux demi-droites
symétriques par rapport au plan normal A I'axe du flan au centre de celui- c1
Chaque face de dent est constituée par un diédre dont les plans font avec le

primitit P le méme angle (—2——-30>, ¢ étanl angle de pression. Si p est le pas

de la crémaillere, les traces des deux faces d’une dent se déduisent par une
translation de mesure '121 et parallele au sens de progression de la crémaillére

(fig. 69). Alors, deux cr¢mailléres paralleles identiques sont emboitables et
symétriques : les engrenages correspondants sont donc parfaits (§ 19). De plus,
la méme crémaillere permel le taillage de deux roues conjuguées. Les roues
ainsi engendrées forment un assortiment bilatéral.

89. Réalisation du taillage.

La fixation du flan sur le bati, el le mouvement générateur sont réalisés
exaclement comme dans le taillage Sunderland ordinaire. Les seules parti-
cularités résident dans le mouvement de coupe: le chariot Cp porte deux
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outils-crémailléres C, symétriques, montés sur deux coulisseaux animés de
mouvements de translation rectilignes, correspondant a des inclinaisons symé-
triques d’angle B avec l'horizontale (fig. 70). Le mouvement de coupe est tel
que lorsqu'un outil s’approche du centre du
| chariol, laulre s’en écarte. Enfin, les faces
i f actives de chaque crémaillére sont verticales el
i G se trouvent, allernativement, en fin de course,
l

I

T dans le plan vertical de symélrie commun au
: chariot et au flan.

G o Cette condition empéche que le plan des
-~ arétes vives soil normal a la surface prisma-
tique de la crémaillére équivalente a loudil,
comme dans le cas du couteau Sunderland
ordinaire : ce laillage nécessite donc deuxoutils
valables pour un module et un angle § donnés.

Les conditions de- coupe correcle (§ 3)
exigent que laffitage s’effectue suivant deux
directions de plan différentes: le plan des
arétes coupantes sert de plan d’affitage pour
les aréles le long desquelles la surface de
I'outil forme un diédre aigu; les autres arétes sont affirtées individuellement, suivant
des plans paralléles entre eux, de facon a réaliser, le long de chacune d’elles, un
diédre aigu (fig. 71).

Fig. 70

Fig. 71

La surface de détalonnage est encore une surface prismatique engendrée
par une translation rectiligne de ’ensemble des arétes coupantes (§ 64).

II. — TAILLAGE SUCCESSIF de DENTURES a CHEVRONS
par la FRAISE CONIQUE GLEASON

90. Définition de la erémaillére matérielle équivalente a l'outil.

La surface d’égale pente N est une portion de céne de révolution autour
d’un axe perpendiculaire au primitif P el situé dans le plan normal a T'axe du
flan au centre de celui-ci: ce plan est de symétrie pour la crémaillére
matérielle.

BN

Les deux faces d'une dent appartiennent a deux coénes ayant leurs
sommets de part et d’autre de P; supposons ces cones égaux, leurs traces T
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sur P étant déduiles I'une de lautre par une translation paralldle au sens de

progression de la crémaillere et égale a —g-, si p est le pas (fig. 72).

Dans ces conditions, deux crémailléres matérielles identiques sont emboi-

lables et syméiriques; donc les engrenages correspondants sont parfaits, et
Passortiment est encore bilatéral.

|
|
|
|

Do P
1 1

b .
i ! h !
e e
1= J=
| [

Fig.72 <7 P Fig. 73

91. Réalisation de ce taillage.

Il est nécessaire d’avoir deux fraises engendrant des surfaces coniques
identiques : l'une pour tailler les flancs concaves, I'aulre les flancs convexes
(§ 112). Chaque roue sera donc taillée en deux passes.

La machine correspondante est la machine Sunderland ordinaire ou les
organes du mouvemenl de coupe sont remplacés par la fraise conique Fr d’axe
lié au chariot (fig. 73). Le fonclionnement est le suivant: la fraise tournant
rapidement autour de son axe (mouvemenl de coupe), le chariot Cj s'éléve
pendant que le flan F; tourne avec la vitesse conjuguée. Quand une dent est
lerminée, le support de la fraise doit s’écarter pendant que le chariot redescend,
le flan ayant tourné d'un angle correspondant 4 une dent.

ReMaRQUE. — L’obligation d’éviter des interférences, dans la région de

la fraise diamélralement opposée a celle qui laille, exige que le rayon de T soit
assez grand, ce qui limile avantage de celte denture sur la denture droite.

En toul cas, la machine est de construction trés simple, et le mouvement

de coupe continu (qui évite le temps perdu lors du retour des couteaux) permet
un laillage rapide.

III. — DENTURE BOTTCHER REALISEE sur MACHINE REINECKER
(TAILLAGE PROGRESSIF)

92, Définition de la roue plate.

1o Définition de la surface N. — C’est une surface- d’égale pente (§ 3)
déterminée par I’angle de pression et sa trace T sur le primitif P. La méthode
Bottcher consiste 4 engendrer T de la fagon suivante : un point m décrit dans
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un plan P’ une courbe cycloidale T’ en forme de carré & coins arrondis, le

primitif P ghsse sur P’ d'un mouvement uniforme, pendant que m décrit sa
trajectoire; par suite, m décrit dans P une courbe dont les boucles successives

.-

N

Fig 74

sont équidistantes, et on peut régler I'inchnaison des axes de T’ sur le sens de
translation de P, de fagon que les arcs utiles de T (dessinés en traits pleins
sur la figure 74) soient 4 peu prés symétriques

|

Fig 75

By

1l reste a définir exactement la courbe T’ soient vy, un cercle fixe
dans P’ et de rayon 4r, y, un cercle de rayon 3r et roulant sans glisser a
Pintérieur de y,, au cercle y, on lie un point m dont la distance a son
centre O, est égale 4 10r (fig 75) Le lieu du centre de v, est un cercle concen-
trique a4 v, et de rayon r remarquons que lorsque le point m décrit le quart
de la trajectoire T’, le centre de v, décrit les trois quarts de son lieu : autrement
dit, O, fait {rois tours autour de O, par révolution de m

20 Réalisation de la crémaillére matérielle équivalenie & loutil — Un
couleau A est monté de facon que la trace m de son aréle sur le primitif P
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ait le mouvement qui vient d’étre défini; ce couteau — dont la trajectoire est
représentée en traits mixtes sur la figure 76 — taille les faces convexes du flan
(la figure représente la section, par le primitif, de la crémaillére matérielle
équivalente a V'outil).

Pour réaliser simultanément le taillage des flancs concaves, on doit lier
un deuxiéme couteau au cercle v,. Pour tailler une roue d’engrenage parfait
(§ 19), il faudrait que les arcs uliles décrits sur P par ces deux couteaux et
correspondant a4 deux coupes successives, se déduisent l'un de laulre par une
a, ay

2
cela, que le point lié a y, et qui est symétrique de m par rapport a O,, ait
dans P’ la méme trajecloire T’ que m. Or cela esl impossible : en effel, puisque
par révolution de m sur T’ le centre O, de v, tourne trois fois, il y a dans le

translation €gale a % <1e pas circonférentiel élant p = > Il faudrait, pour

plan de y, deux points qui ont méme trajectoire que m: ce sont les points n
et ¢ qui forment avec m un triangle équilatéral de centre O,.

A

Par suite, si I'on placail en un des points n ou ¢ la trace du couteau a
lailler les flancs concaves, on aurait sur P des arcs utiles tels que deux arcs
consécutifs se déduiraient I'un de l'autre par des translations ayant allernati-

vemenl pour mesure % et %E- : d’olt une disproportion inadmissible entre les

épaisseurs des dents de deux roues conjuguées.

On procede alors de la facon suivante : en méme temps que le couteau A,
on lie au cercle y, deux autres couteaux B et C; T'un B, desliné au dégros-
sissage, est placé au voisinage du point n (c’est un burin qui creuse le fond
des dents, mais n’intervient pas dans la réalisation de la denture); Pautre C,
taillant les flancs concaves, a sa trace sur le rayon o,q, mais plus proche de O,
que g, ce dernier réglage étant délerminé par la condition que: a,c=ca,
(fig. 77).

Enfin, on doit: 1o satisfaire aux conditions générales de coupe (§ 3):
pour cela, les couteaux sont guidés par des cames;

20 prévoir un dispositif permettant & chaque couteau de s’éclipser longi-
tudinalement dans son support aprés chaque période de coupe.



— 98 —

Considérons maintenant la crémaillére matérielle relative au taillage de
la roue conjuguée. Elle doit s’emboiter exactement dans la précédente : done,
si on la retourne, et si l'on considére les sections des deux crémailléres
conjuguées par leurs primitifs, on doil avoir deux figures symétriques. On y
parviendra en faisant tourner la courbe T’ dans P’ autour de son cenlre de
facon que ses axes aienl des inclinaisons symétriques des précédentes par
rapporl a la vitesse de translation de P sur P’ (fig. 74). De plus, le couteau A,
qui taille les flancs convexes, est rapproché du centre de v, tandis que le
couteau C en est écarté, les trajectoires de leurs traces étant permulées.

Fig. 71

98. Schéma de la machine Reinecker (fig. 77).

Le support S des couteaux est un disque percé de trois trous équidistants
a ftravers lesquels les couteaux apparaissent périodiquement; ce support est
monté en excentrique dans une téte circulaire T.. C’est dans leur mouvement
rapporté au chariot porte-téte C — auquel est 1ié le plan P’ — que la trace
d’'un couteau engendre la courbe cycloidale définie plus haut (mouvement de
coupe). Le chariot C est réglable en hauteur sur la colonne C,, mais reste fixe
pendant la taille de ’engrenage.

Le flan F, d’axc vertical, est monté sur un chariot C’ qui pendant le

taillage & un mouvement d’avance trés lent, de vitesse v, suivant des glissiéres
horizontales paralléles au plan P’.

Ce mouvement générateur se justifie exactement comme dans les cas
déja étudiés de taillage progressif : la seule particularité consiste en ce que, ici,
le mouvement relatif du chariot porte-outils et du flan est réalis¢ en laissanl
le premier immobile, et en déplacant le support du flan.

L’étude des vitesses faite 4 propos du projet A (§ 83) s’applique ici, en
donnant a k la valeur 1.
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La modification de réglage nécessaire pour passer du taillage d’'une roue
4 celui de la roue conjuguée porte sur les deux points suivants:

1o incliner la téle porte-couteaux de fagon que les arétes vives décrivent
dans P des trajectoires symétriques de celles relatives au premier réglage
(fig. 74);

20 rapprocher A du centre de la téte et écarter C de facon que les trajec-
toires de leurs traces soient permutées.

94. Interférences de denture.

La surface N élant une surface d’égale pente, la détermination de la
portion ulile de cette surface (permettant d’éviter I'interférence de denlure au
taillage) peul se faire trés exactement a I'aide de la formule (9) (1, Chap. II),
mais elle est assez compliquée, car elle nécessite le calcul du rayon de courbure
de T (%2).

(22) M. PirigNON ayant abordé ce probléme d’interférences, en donne une solytion trés simple, mais
inexacte (B. 16, t. I, p, 148),






TROISIEME PARTIE

TAILLAGE des ROUES CONIQUES
et PSEUDO-CONIQUES

CLASSIFICATION et DEFINITIONS

95. Soit T la trace sur le primitif P de la portion utile N de la surface de

la dent de roue plate (fig. 2). Nous distinguerons deux familles, suivant la
nature de T :

PreMIERE FAMILLE. — T est un segment rectiligne, alors deux cas
possibles :

10 T' passe par le sommet S de J (fig. 2); la denture correspondante
sera dite droife. Le cas pratique (§ 3) est celui ou N est un plan passant
par S. Ces engrenages sont taillés, principalement sur la machine Gleason a
couteaux qui sera étudiée dans le Chapitre I.

20 T' a une direction quelconque; la denture correspondante sera dite
hélicoidale. Le cas pratique est celui ou N est un plan.

Les machines susceptibles de tailler les dentures hélicoidales peuvent

également lailler les dentures droites: je citerai la machine HEIDENREICH et
HarBeck (Chap. I).

Cette premiére famille d’engrenages est également obtenue sur machine
BiLeraM, de principe différent de celui des précédentes (23).

DEuxiEME FAMILLE. — T est un arc de courbe. Nous distinguerons encore
deux cas :

10 7' est coupé en un seul point par un rayon vecleur issu de S: la
denture correspondante sera dite : spirale.

Les engrenages ainsi définis sont extrémement importants: I'étude de
leur taillage fait l'objel du Chapitre II ol l'on verra successivement :

— la denture BRANDENBERGER réalisée sur machine OERLIKON, pour engre-

nages exclusivement concourants: T est sensiblement un arc de spirale loga-
rithmique;

(23) Cette machine a travail lent est peu employee : je ne ’etudierai pas. Elle est decrite par M. PERIGNON
(B. 17).
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— les roues coniques oblenues en prenant pour N un hélicoide dévelop-
pable : c’est le cas ol I'on pourrait obtenir, en méme temps que des engrenages
concourants, des engrenages gauches formés de roues coniques. Ce iype de
denture est réalisé approximativement par la fraise-mére tronconique Krin-
GELNBERG peu utilisée et que je n’étludierai pas (2). Jindiquerai un projet de
machine permettant le taillage de ces roues (projet B);

— la denlure Gleason spirale caractérisée par le fait que T est un arc de
cercle, et oblenue sur machine Gleason a fraise conique. Cette denture est de
beaucoup la plus utilisée industriellement pour la réalisation d’engrenages
concourants ou hypoids.

20 T est coupé en plus d’'un point par un rayon vecteur issu de S: la
denture correspondante sera dite a chevrons.

On verra, dans le Chapitre III, la solution apportée par la denture
Boticher taillée sur machine REINECKER.

96. Rappel de quelques définitions.

Coupons une roue conique par un plan passant par son axe, et figurons
la trace du cdne primitif K, ainsi que les traces du céne de pied et du céne
de téte entirc lesquels est comprise la denture. Alors — ou bien ces trois cénes

Fig. 78 Fig. 79

ont méme sommet (fig. 78) el les différences entre les demi-angles au sommet
du primitif el des cones de pied et de téte sont appelées respectivement angle
de pied et angle de téle (c’est la solution que:lon préfere réaliser, bien que ce
soit le plus souvent, sauf dans le taillage par machine Gleason a secteurs den-
tés, au prix d'une approximation), — ou bien le cone de pied est égal au primitif
(fig. 79) (c’est la solution parfaitement correcte que toutes les machines peuvent
réaliser).

D’autre part, la denture est limitée & deux cOnes supplémentaires de K
et qui lui sont coaxiaux : on appelle cone extérieur le plus éloigné de S. Soit C
le cercle intersection de Ju et du cone extérieur; on appelle :

— saillie la longueur DA (fig. 78 et 79);

— creux la longueur DB;

(24) Cette machine a été étudiée en particulier par M. PLRiGNON (B. 17) et par A. ScHIEBEL (B. 23).
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— épaisseur de la dent: la longueur de l'arc de C qu’elle intercepte;

— inlervalle 1a longueur de l'arc de C comprise entre deux dents consé-
cutives.

L’épaisseur est en général égale a Yintervalle: cela résulle des conditions
de réalisalion de ’engrenage parfait (§ 29).

— Le pas circonférentiel p est la somme de I'épaisseur et de Yintervalle,
cest-d-dire le quotient de la longueur de C par le nombre de dents (on
Pexprime en mm).

— Le modaule est le quotient Jb=2.

T

A ces définitions, ajoutons celle propre aux dentures hélicoidales et

spirales, de 'angle de spirale (%*) : soit T V'arc utile de la trace de N sur le plan

o

-

W™y
o

‘.
...

Fig. 80

de la roue plate (fig. 80), et considérons le cercle moyen relalif aux deux
cercles conceniriques passant par les extrémités de T; l'angle de spirale est

Pangle s que fait T avec le rayon du cercle moyen au point de rencontre de
celui-ci avec T.

(25) Si T est un arc de spirale logarithmique de pole S, il coupe tous les rayons sous un angle constant;

mais il n’est pas nécessaire, comme on le croit souvent, que T soit ainsi choisi pour que I’engrenage soit parfaite-
ment correct.



CHAPITRE PREMIER

TAILLAGE des DENTURES DROITES et HELICOIDALES

I. — DENTURE DROITE et MACHINES GLEASON A COUTEAUX
(TAILLAGE SUCCESSIF)

97. Définition de la roue plate.

La surface N est un plan passant par le centre S de la roue plate; la dent
de celle-ci est alors unc pyramide de sommet S, et admet donc un plan de
symétrie (les angles de pression relatifs aux deux faces de la dent élant les
mémes). On en déduil que deux roues plates matérielles identiques sont
emboilables et syméiriques, par suite, les engrenages ainsi réalisés sont parfaits,
et 'assortiment de ces roues est bilatéral (§ 29).

On a déja vu comment limiter la partie utile de la surface N pour éviter
Iinterférence de denture (§ 25); soit g, la plus petite racine de ’équation (13)
(I, Chap. III), quand elle existe: on a vu qu'elle est forcément positive, ce
qui veut dire que linterférence n’est a craindre que vers le pied des dents a
tailler. Soil Jlb le module de la roue; en denture normale, le creux est :

¢ =1,15 Jb.

Donc, si ¢ est I'angle de pression, la’ condition pour qu’il n’y ait pas
interférencc de denture est :

1,15 b << g, cos 3.
98. Remarque.

Ces engrenages n’ont pas des propriétés d’assortiment aussi étendues que
les engrenages a roues cylindriques droites a développantes : ce sont les roues
coniques a denture droite a développantes sphériques qui posseédent la propriété
d’engrener correctement, quel que soil I’angle de leurs axes (supposés concou-
rants), et pour lesquels la surface d’engrénement est particulierement simple.
Mais ces roues ont une surface de dent de roue plate compliquée, ce qui les
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rend difficiles & engendrer; aussi elles ne sont pratiquement pas utilisées. C’est
pourquoi je ne me suis pas occupé de ces dentures dont I’étude géométrique a
d’ailleurs été faite par plusieurs auteurs (26).

~

99. Machine Gleason a couteaux et a secteurs dentés.

Le principe de la machine est le suivant: la roue plate et le flan
tournent autour de leurs axes fixes, a des vitesses telles que le cone primitif de
la roue 2 tailler roule sans glisser sur le plan primitif de la roue plate;
pendant ce temps, deux couleaux entrainés dans la rotation de la roue plate,
sont animés par rapport a celle-ci d’'un mouvement de va-et-vient trés rapide,
au cours duquel ils engendrent, relativement au primitif de la roue plate, les
deux faces d’une dent de celle-ci.

Et voici les éléments essentiels de la machine : le flan F est bridé sur
un axe horizontal fixe X'OX (fig. 81), et il esl solidaire d'un bras B muni

Fig. 81

a

d’'un secteur conique S. destiné a matérialiser le cone primitif de la roue 2a
tailler. D’autlre part, une tourelle T est réglable autour d’'un axe vertical SY
(mais reste fixe au cours du taillage), et supporte le chariot porte-outils C
mobile lui-méme autour d’un axe horizonlal SZ. Ce chariot est muni d’un
secteur plan S, destiné & matérialiser le plan primitif de la roue plate: ce
secteur engréne avec le secteur conique, réalisant ainsi, d'une maniére concréte,
le mouvement conjugué de la roue plate el du flan. Les deux couteaux peuvent
glisser sur un support S, mobile autour d’un axe lié¢ au chariot el orthogonal
a Yaxe SZ de celui-ci; ce support est réglé sur le chariot de facon que les
extrémités des aréles coupantes des couteaux décrivent allernativement deux

(26) Voir notamment : M Pg£rieNon (B. 17).
M. MerLIN (B. 13).
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segments rectilignes dirigés vers le centre S de la roue plate et faisant avec le
primitif de celle-ci un angle égal a I’angle de pied du flan (fig 82).

Le fonctionnement de la machine est le suivant: le support S. étant en
position de réglage, le bras B s’éleve lenlement pendant que les couteaux, dans
leur rapide mouvement de coupe, taillent les deux faces d’'une dent du flan
Lors de leur retour, ceux-ci s’écartent légérement de la roue a tailler (le
support restant fixe par rapport au chariot) afin de ne pas talonner. Quand le
bras B est parvenu au sommel de sa course, la dent du flan est terminée, et
le support s’écarte (c’est & ce moment que la machine est représenlée sur la
figure 81), de tacon que les coulcaux — donl le va-el-vient reste ininlerrompu
— ne puissenl mordre le métal; le bras B redescend a sa position initiale, et

Fig. 83

le flan, ua instant désolidarisé de B, tourne d’'un angle convenable : le mouve-
ment reprend alors pour le taillage de la dent suivante.

Remarquons que chaque secleur conique correspond a un céne primitif
unique : en pratique, il suffit d’avoir un jeu de tels secteurs pour pouvoir tailler
des roues ayant des primitifs quelconques.

100. Machine Gleason a couteaux et a train d’engrenages.

Pour le taillage de roues coniques a denture droite de dimensions plus
importantes, la maison Gleason remplace la machine précédente par une
machine correspondant au méme principe de génération, mais dont la réalisa-
tion différe sur les deux points suivants :

1o un train d’engrenages est substitué aux deux secteurs dentés, pour
assurer le mouvement conjugué de la roue plate et du flan;

20 alors que dans la machine précédenle, I'axe du flan est fixe et le
chariot porte-outils est porté par une tourelle réglable, ici le flan F est port§

par une poupée réglable P (fig 83), et le chariot C tourne autour d'un axe
horizontal SZ lié au bAti.

A

Cette machine est, encore, a taillage successif et fonclionne comme la
précédente.
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1. — DENTURE HELICOIDALE et MACHINE HEIDENREICH et HARBECK
(TAILLAGE SUCCESSIF)

101. Définition de la roue plate.

La surface N est un plan ne passant pas par le centre S de la roue
plate. On peul choisir arbitrairement la trace T d'une dent de roue plate
sur le primitif; si T’ est la trace de I'autre face de la méme dent, remarquons
qu’'elle est déterminée. Soit, en etfet, 0 'angle dont il faut faire tourner la
roue plale malérielle pour amener en coincidence deux dents voisines: il

résulte des conditions de réalisation des engrenages parfaits (§ 29) que T’ se
déduit de T par rotation d’angle -;— autour de I’axe de la roue plate (fig. 84).

Soil Z le point de rencontre de T et T’, [ la distance de S a4 T, SZ est
une bissectrice de I'angle T, T’, et on a :

l

5 °
COS4

S =

l étant choisie arbilrairement, cette relation montre que le sommet Z de la dent
de roue plate doit étre obligatoirement pris sur le cercle de centre S et de

rayon COSI IR
4
Si on matérialise d’'un c6té, puis de lautre, la surface de la roue plate
qui vienl d’étre définie, on obtient deux roues plates emboitables et symétriques;
done, deux roues dentées taillées respectivement par ces deux roues plates
forment un engrenage concourant parfailement correct (7). L’assortiment des
roues ainsi réalisées est unilatéral.

(27) M. BRANDENBERGER a émis une opinion contraire (B. 2).
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102. Machine Heidenreich et Harbeck.

Cette machine est absolument semblable comme construction et fonction-
nement a la machine Gleason a couteaux et & train d’engrenages; c'est ainsi
quelle taille des dentures droites dans les mémes conditions. Mais clie est
pourvue dun dispositif supplémentaire per-
mettant le taillage des dentures hélicoidales :
la téte porte-couteaux a une position réglable
sur le chariot C; imaginons celui-ci dans une
position telle que les couteaux soient symé-
triques par rapport au plan horizontal pas-
sant par son axe; la téte porte-couleaux T.,
montée sur le chariot au moyen de glissiéres,
peut étre abaissée ou ¢levée de facon a placer
le sommet Z de la dent de roue plate a la
distance voulue du centre S de celle-ci. Sur
la figure 85 la téte est représentée élevée.

Fig. 85

Soient r le rayon du cercle moyen
de la roue plate, ¢ langle de spirale désiré
(figure 80), 6 l'angle dont il faut faire tourner la roue plate pour amener

en coincidence deux dents voisines; le réglage de la téte est délini par la
relation :

rsin
S = G,

€oS —
4

Pour le taillage de deux roues conjuguées, le réglage est fait de facon
que I occupe successivement deux positions symétriques 'une de l'aulre par

rapport a S.

III. — TAILLAGE de ROUES PSEUDO-CONIQUES

108. Les deux derniéres machines seraient susceptibles de tailler des roues
pseudo-coniques, en vue de la réalisation de couples hypoids, pourvu que la
poupée porte-flan soit réglable en hauteur.

Remarquons que dans le cas d'un tel engrenage hypoid, on obtient trés
facilementi, pour chaque position de la roue plate, les deux caractéristiques de
la face plane N dans ses mouvements par rapport aux deux roues conjuguées :
en elfet, revenons a la figure 30 du cas général, et considérons une position
quelconque de la surface (N, N,).

La caractéristique de N; dans le mouvement N;/J, est la projection 3,
de A, sur N;.
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La caractéristique de N, dans le mouvement N,/J, est la droite 3, le
long de laquelle la normale a N, appartient au complexe I' (§ 39); le pdle du
plan normal a4 N, le long de 3, étant rejeté a l'infini, ce plan est paralléle a
I'axe de I': %, est donc paralléle a la projection sur N, de l'axe de T. Or, le-
point de rencontre de 3, et &, est tel que la normale & (N; N,) en ce point coupe
la con]'uguée A’y de A (fig. 31). D’ou finalement, la construction de 8, : c’est la
paralléle a la projection de A, menée par le point de rencontre des projections
de A, et Ay, L’épure se fait immédiatement.




CHAPITRE 11

TAILLAGE des DENTURES SPIRALES

I. — DENTURE BRANDENBERGER et MACHINE CERLIKON
(TAILLAGE PROGRESSIF)

104. Définition de la roue plate.

Considérons un plan P tournant autour d'un point S d’'un mouvement
de rotation uniforme; sur un rayon fixe SX, un point m est animé d’'un mou-
vement oscillatoire entre deux points A el B (fig. 86). Par rapport a P,
m décrit une courbe située entre les deux cercles concentriques passant par A

Fig. 86

et B; limitons un arc T de cette courbe (en trait plein sur la figure 86); si P
tourne dans un sens, puis dans lautre avec la méme vitesse, les deux arcs T
correspondant & un méme parcours de m entre A et B sont rigoureusement
symétriques. L.e mouvement de m étant donné sur AB, 'angle de spirale o est
déterminé par le choix de la vitesse de rotation de P.

Or, on peut réaliser le mouvement de m sur AB de facon que T soit trés
voisin d’'un arc de spirale logarithmique (28); remarquons d’ailleurs que si
pour une vitesse de rotation déterminée, T était exaclement un arc de spirale
logarithmique, la propriété serait indépendante de cette vitesse.

(28) En fait, la variation de I'angle que fait la tangente & T avec le rayon vecteur n’atteint pas 3,
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La surface N de la dent de roue plate Brandenberger est alors engendrée
par un segment rectiligne orthogonal & AB et entrainé par le point m d’un
mouvement de translation.

105. Réalisation de cette denture sur machine CErlikon.

La figure schématique faile 4 propos de la machine Gleason a couteaux
el a lrain d’engrenages (fig. 83) correspond exactemenl a la construclion
de la machine (Erlikon: méme poupée porle-flan réglable autour dun axe
vertical fixe SY, et le chariot porte-oulils est également mobile autour d’un
axe horizontal fixe SZ. La différence entre ces deux machines réside essentiel-

lement dans le montage des couteaux sur le chariot et dans le mouvement.

Le monlage des couteaux est le suivant: sur le chariot Cn (fig. 87)
est animée d'un mouvement rectiligne alternatif; une téte qui entraine

deux coulisseaux C, guidés par deux glissiéres rectilignes G, réglables sur le
chariol de fagon que les coulisseaux fassent l’angle voulu. Sur chacun d’eux
est fixé le support S; d'un couteau: ce support est réglablc aulour d’une
paralléle a4 ’axe du chariot, pour permettre de placer les couleaux, d’aprés
langle de spirale, de facon qu’ils ne talonnent pas. Les arétes vives rectilignes
des couteaux sont alors symétriques par rapport a un plan passant par 1’axe
du chariol et lié a celui-ci.

Voici maintenant comment s’effectue le mouvement de taillage: les
couteaux f{ravaillent quand ils progressent vers le centre, et un dispositif non
représenté les fait s'écarler pendant le mouvement de retour. L’un des couteaux
taille un flanc convexe, et I'autre le flanc concave de la dent suivante (les deux
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flancs ne se faisant pas vis-a-vis). Chaque couteau effectue une passe toutes
les cing, sept, onze ou treize dents. (Si n; et n, sont les nombres de dents des
deux roues conjuguées a réaliser, on prendra l'un de ces quatre nombres qui
soit premier avec n, et n, a la fois). Pour le montage des couteaux indiqué
sur la figure 87, le primitif P de la roue plate tourne dans le sens de la
fleche F. Quant au chariot, il tourne trés lentement dans le sens contraire
de I depuis le moment ol les couteaux commencent & mordre le flan, jusqu'au
moment ou ils ne le touchent plus, ce qui correspond a la fin du taillage.

1o Taillage correct. — Supposons le cone primitif du flan tangent au
primilif de la roue plate de centre S; puisque les couteaux sont soumis a des
translations paralléles & ce plan, ils déterminent dans le flan un cone de pied
paralléle au cone primitif (fig. 79). Supposons le réglage des couteaux tel que
leurs traces décrivent dans P’ deux segments de droites concourants en S, chaque

aréte élant orthogonale au segment T" correspondant.

Soit 0 la durée de la révolution du couteau qui effectue une passe toutes
les & dents du flan; soient «; le demi-angle au sommet du primitif de la roue
a lailler, n; son nombre de dents, et »; sa vitesse angulaire quand le chariot est

immobile. On obtient o, en exprimant de deux maniéres I'angle dont a tourné
le flan pendant le temps 0 :

2 kr
(1) w, 6= —-IT

Imprimons maintenant au chariot son mouvement générateur de trés
petite vitesse angulaire u, dans le sens inverse de la roue plate; la vitesse o’
que l'on doit alors donner au flan est déterminée par la condition que la vitesse
de P sur P’ soit toujours égale a o, sin o, :

S
@ B RS T P

La vitesse de rotation du flan est réduite, conformément & cette formule,
grace a un différentiel ().

Passons au taillage de la roue conjuguée : on change le sens de rotation
du flan, donc de la roue plate, la vitesse de celle-ci étant toujours égale, par
rapport au chariot, & o, sina;; on incline alors chaque support S, symétrique-
ment par rapport a la droite T’ correspondante, et ’on remplace les couteaux
de facon que les arétes coupantes des nouveaux aient, sur les coulisseaux, la
méme posilion que celles des précédents.

On a ainsi réalisé une roue plate matérielle symétrique de la précédente
et emboitable avec elle ().

(29) Le train d’engrenages utilisé dans la machine permet de réaliser la vitesse de rotation du flan avec
une précision superieure a 10-8. (B. 2).

(30) Il est a noter que, ces conditions étant exactement satisfaites, I'’engrenage (Erlikon est parfaitement
correct, bien que N ne soit pas une surface d’égale pente et que T ne soit qu’a peu prés une spirale logarithmique.
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Soil v, la vitesse angulaire du flan quand le chariot est immobile, v’, celle
que l'on doit associer a la vitesse u du mouvement générateur (de méme sens
que lors du laillage précédent), on a:

2 kn
3) we = n—e.
u
' S —
)] 0ly 0y = g
20 Taillage effectué pratiquement. — Le désir de réaliser une roue ol
le cone de pied et le primilif aient méme sommet (fig 78) — c'est-a-dire
d’avoir des dents « rajeunies » vers le sommet du cone, suivant I’expression
de M. BRANDENBERGER — conduit & modifier de la fagon suivanle la posilion

ct le mouvement des couteaux et du flan : chaque support esl réglable aulour
de la parallele & axe SZ du chariot menée par 'exirémilé ¢ du couteau corres-
pondant et, dans leur mouvement relatil au chariot, ces exlrémilés ¢ décrivent
deux droiles passant par le sommet S du cone primitif (f/ig 87). Quant au flan,

il est disposé de facon que son coéne de pied soit tangent au plan normal en S
a SZ (fig. 88).

Mais alors le cone primitif du flan est tangent, non pas a ce plan, mais
a un cone K d’axe SZ et dont le demi-angle au sommet est le complément de
langle de pied ¢ du flan.

Soit K’ le cone lié au chariot et sur lequel glisse K. La vilesse de rotation

w; du flan correspondant a I'immobilité du chariot est encore donnée par la

oy sin a, !

cose

Quand le chariot est animé du mouvement générateur, la vilesse o”; du flan

s’obtient en exprimant que la vitesse de K par rapport a K’ est toujours égale
5 18D M dou :

cos ¢

formule (1). La vitesse angulaire de rotation du cone K est alors:

ucose
sin @y °

(5) @y — w"4 —
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ReMARQUE. — En toute rigueur, les roues matérielles équivalentes aux
outils ne s’enveloppent pas, et les roues obtenues comme il vient d’étre dit ne
s’enveloppent pas trés exactement Cependant, ¢ étant irés petit (le creux est
ici choisi égal au module), la correction apportée par la formule (5) a la
formule (2) est minime, si 'on songe que u est déja trés pelit par rapport
a o, : ceci explique l'excellence des résullats obtenus, malgré l'approxima-
tion précédente.

II. — PROJET B : TAILLAGE PROGRESSIF de ROUES CONIQUES
pour ENGRENAGES CONCOURANTS ou GAUCHES

106. Définition de la roue plate.

Proposons-nous de réaliser une denture de roue conique susceplible
d’appartenir a des engrenages des deux espéces: la roue plate doil done
vérifier les conditions déja déterminées (§ 32) La courbe T est une dévelop-
pante d’'un cercle coaxial a la roue plate el dont le plan est pris pour plan de
la figure 89 La surface d’égale pente N est alors un hélicoide développable.

Les traces des deux faces de chaque

— dent sont des arcs paralléles de développante,

et I'on a figuré, sur une projeclion auxiliaire,

la section de la roue plate matérielle par un

plan tangent au noyau de sa denture (fig. 89).

107. Engrenage a axes concourants.

Soit S le sommet commun aux cones
primilifs Ji, et Ji, tangents extérieurement le
long de A; imaginons quen tournant autour
de leurs axes fixes, avec leur mouvement conju-
gué, ils entrainent leurs roues plates [P;, N] et
[Py, N,) confondues.

Considérons les deux roues plates matérielles conjuguées, et supposons
Iépaisseur égale a lintervalle; elles sont alors emboitables et syméiriques :
donc les traces des dents de I'une sur son primitif sont symétriques des lraces
des dents de Tautre quand, les ayant déboitées, on retourne l'une d’elles
L’assortiment des roues ainsi taillées est unilatéral et les engrenages corres-

pondants sont parfaits (§ 29).

108. Engrenage gauche.

Ici, les deux roues plates théoriques [P;, N,] et [P, N,] ne peuvent
coincider (§ 31) Prenons pour plan de figure le plan Q tangent aux deux
primitifs Ji; et hy (fig 25). On a représenté la section par le plan Q des deux
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roues plates conjuguées; celles-ci sont tangentes suivant un profil rectiligne
situé dans le plan tangent au noyau el passant par les points I et J définis
au § 31. Une projection auxiliaire donne la conslruclion du point de contact
des denlures conjuguées 9, et 9, enveloppées par les roues plates (fig. 90).

Comme nous lavons vu (§ 32), linterférence de denture est inévitable
enire les roues plales; mais on peut prendre pour les demi-angles au sommet
des coénes J; et Ji, des valeurs lelles que cette interférence soit évitée. S’il en
est ainsi, on peut dire que la difficulté¢ précédente a un effet heurcux: c'est
que les denlures conjuguées sont trés voisines sur unc assez grande surface

Wy

7
2

Wi

X

autour du point de contact théorique, de sorte que ces engrenages doivent
posséder sensiblement les avantages du contact linéaire.

Ainsi, il est possible de définir un engrenage gauche analogue a I'’hypoid,
facile & étudier, et susceptible d’étre taillé industriellement.

109. Projet de machine a tailler les roues précédentes.

Considérons un cercle G d’'un plan P tournant autour de S d’'un mouve-
ment uniforme, dans le sens de la tleche F, et entrainant un arc d’'une de ses
développantes (fig. 91). Imaginons un aulre cercle, de cenire O, lournant en
sens contraire d’'un mouvement uniforme: supposons quune tige ait une
extrémité sur ce cercle, un de ses poinls étant assujelli a se {rouver sur la
développante considérée plus haut; on peut s’arranger pour que Paulre
extrémité de la tige ait, sur le plan fixe, une trajecloire s’¢cartant peu d’une
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droite quand le point intermédiaire décrit la partie utile de P'arc de dévelop-
pante. Inversement, cette trajectoire étant connue, pourvu quon ne modifie
pas le sens et le rapport des vitesses de rotation des deux cercles, le point
intermédiaire de la tige décrira, par rapport au plan P, une développante
de C. Sur la figure 91 les cercles et la lige onl été représentés a trois instants
séparés par des intervalles de temps égaux. La partie utile de la ftrajectoire
de l'autre extrémilé de la tige est comprise entre les poinls 1”7 et 3”; cet arc a
été prolongé de part et d’autre
en A et B de facon a permettre
a la téte de la lige de décrire
entiérement le cercle O.

Cela posé, imaginons une
machine construite comme la
plupart de celles qui précédent
(fig. 83) et dont le chariot est
réalisé de la facon suivante :

ce chariot entraine un disque O, lequel dctionne une tige T: dont Plautre

extrémité est guidée par une rainure G fixée au chariot (fig. 92) et de profil
convenable.

Soit m le point de la tige qui, par rapport & P, décrit une développante :
la tige entraine une crémaillére a flancs rectilignes et dont le plan actif, normal
au plan de figure, passe par m, et est tangent a C. Ainsi, tous les flancs de la
crémaillére engendrent, par rapport a P, des hélicoides développables; de
plus, la constance de I'angle de coupe est rigoureusement respectée.

L’étude du mouvement de taillage est absolument la méme que dans le
cas de la machine (Erlikon (§ 105, étude du taillage correct).

Pour réaliser la roue conjuguée, on remplacera le guide G par un guide
symétrique (on pourrait se borner a le retourner); le disque (o) sera animé
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de la rotation opposée, et sera placé, ainsi que la face active de la créma’llére,
de facon que la nouvelle figure soit symétrique de la précédente par rapport
a un plan passant par ’axe du chariot.

Il est évidemment indispensable de prévoir un dispositif permeltant a la
crémaillere de s’écarter pendant le mouvement de retour de la tige.

III. — TAILLAGE SUCCESSIF de la DENTURE GLEASON SPIRALE
sur MACHINE a FRAISE-~-CONIQUE

A. Engrenage a axes econcourants

110. Définition de la roue plate.

La surface N appartient & un tronc de cone de révolution aitour dune
perpendiculaire au plan P : elle correspond donc exactement aux conditions
du § 3. La courbe T est un arc de cercle (fig. 93), dont le rayoit peut étre

Fig. 93

arbitrairement choisi (on est limité par l’encombrement de la fraise d'une
part et, d’autre part, par l'obligation d’éviter les interférences et d’avoir un arc T
dont I’angle avec les rayons issus de S ne varie pas trop; le plus souvent, le

L 3R . 5R .
rayon de T est assez voisin du rayon R du cercle moyen : T Ay environ).

Py

Considérons maintenant les deux roues plates matérielles relatives a un
engrenage parfait (§ 29), et coupons-les par leur primilif aprés les avoir
déboitées et retournées. Les traces des dents de l'une sont des arcs de cercles
se déduisant les uns des autres par des rbtations concentriques de méme angle :
les deux figures sont symétriques (fig. 94).
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111. Caractéristique de la surface N dans la génération d’une roue
conique.

Revenons a la figure 2 : la caractéristique de N est le lieu des pieds des
normales coupant A L’épure se fera donc trés simplement en faisant pivoter
un plan auxiliaire de I'axe de N : ce plan coupe N suivant un segment de
droite et A en un point dont la projection sur le segment est un point de la
caractéristique.

REMARQUE. — Il est facile de vérifier que cette courbe est une biquadra-
tique; cherchons plus généralement le lieu des pieds des normales & un cone de
révolution rencontrant une droite A non paralleéle a son axe.

Prenons comme axe oz I'axe du coOne, ox étant la perpendiculaire com-
mune a oz et 2 A. Lie cone et la droite ayant

¥ pour équations :

x
(R)a2 + g2 —(z— )2 ty2 =0 et ()

z = my,
le lieu cherché est I'intersection du cone et de
la surface :

x—a)(z—c)tg2 9 + xz — may =0.

l Si m n’est pas nul, cette surface est un
: paraboloide hyperbolique équilatére passant
l par A, par le sommel du cOne et admettant
| pour plans directeurs les plans xoy et zoy. Si
TF : ; m =0, le paraboloide se réduil au cylindre de
généralrices paralleles a A et coupé par le
plan zox suivant ’hyperbole équilatére d’équa-
tion :

(x—a)(z—oc)tg2 o + xz=2C.

Par suite, la caractéristique de N dans la génération d’'une roue conique
se projelie sur le plan méridien normal a A suivant une hyperbole équilatére
(fig. 95). Le point d’arrél A de l'arc ulile d’hyperbole est la projection sur la
généralrice méridienne correspondante du cone, de la trace de A sur le plan
zox. La construction des asymptotes est indiquée sur la figure.

112. Description de la fraise conique.
Pour simplifier, je vais d’abord supposer que l’on veuille tailler ’engre-

nage parfait (roues plates symétriques et emboitables).

Chaque {raise se compose d’un plateau sur lequel sont rapporiés une
vingtaine de couleaux, dont les arétes wvives appartiennent 2 un méme cone de
révolution coaxial au plateau.
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La figure 96 représente un secteur d’une telle fraise (dans le cas ou les
couteaux taillent par Iextérieur, réalisant ainsi les flancs concaves des dents).

e

Fig. 96

Une cale conique, représentée sur le dessin, est interposée entre le plateau et
la lame, afin de régler I'écartement de celle-ci suivant sont état d’usure.

Fig. 97

Pour {(ailler I'engrenage parfait, il sera indispensable d’avoir deux fraises
différentes correspondant & un méme cone, mais matérialisé soit du coté
convexe, soil du coté concave (fig. 97), les deux fraises étant nécessaires pour
le taillage de chaque roue.

118. Schéma de Ia machine Gleason correspondante.

Celte machine a encore l'allure générale des précédentes (fig. 83): le
flan est monté sur une poupée réglable autour d’un axe vertical.

Voyons comment le systtme porte-fraise est relié au bati. La partie
mobile se compose de 1rois pieces : le berceau, la colonne, et le chariot porte-
fraise. Le berceau B, peut tourner autour de I'axe de la roue plate, lequel est
fixe; soit § le centre de cette roue (fig. 98). Sur le berceau est mon(ée la
colonne C,, réglable sur celui-ci au moyen de glissiéres normales a I'axe du
berceau et a la direction de la colonne; pendant le laillage, la colonne est
solidaire du berccau. Enfin, la position du chariot porte-fraise Cp est réglable
sur la colonne, le long de laquelle on peut le faire glisser.

Sur la figure 98, la fraise a él¢ représentée au moyen du cercle T
trace sur le primitif du cone qu'elle engendre dans son mouvement de coupe :
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la fraise est placée de fagcon que T coupe le cercle moyen Cm de la roue plate
sous langle (-—;—-——c>. Le réglage sera donc le suivant: la colonne ¢étant

verlicale (comme sur la figure), on fera glisser celle-ci sur le berceau, et
le chariot sur elle-méme, de facon que le cercle T de la fraise dont on dispose
passe par le point de rencontre de G, avec la projection sur P de I’'axe SX du
flan el coupe cette projection sous I’angle de spirale o

Le taillage d’une roue est alors réalisé ainsi : le berceau étant a I'extrémilé

de sa course, se¢ met en mouvement, ainsi que le flan, de facon a réaliser le
roulement sans glissement du cone primitif de la roue sur le primilil I’ li¢ au

Fig. 98

berceau. Quand celui-ci est parvenu a 'autre extrémité de sa course, il revient
cen arriére de facon a occuper sa pcsition primitive; pendant ce lemps, la
poupée porte-flan s’écarle légérement pour laisser passer la fraise, puis le flan
reprend sa position correcte, et le mouvement relatif du berceau et du flan
recommence, celui-ci ayanl tourné, grace a un diviseur, d’'un angle correspon-
dant a son pas circonférenticl Supposons qu'on ait commencé par le faillage
des faces convexes, par exemple; pour tailler les faces concaves, il faudra
changer de fraise, faire tourner le flan d’'un angle correspondant a son intervalle,
et remeltre en marche, sans aulre modification de réglage

Pour le taillage de la roue conjuguée de la précédente (pour former un
engrenage concourant), on fera simplement glisser le chariot sur la colonne, de
facon que le centre de la fraise soit en C, symétrique de C; par rapport au
plan horizontal passant par SX (quand la colonne esl verticale).

On réalise bien ainsi les deux roues plales matérielles emboitables et
symélriques
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114. Taillage en une passe de I’'une des deux roues conjuguées.

On gagne du temps en taillant en une passe de préférence celle des
deux roues conjuguées qui a le plus de dents Dans la fraise ulilisée, les
couleaux sont disposés allernalivemenl de facon a tailler les uns une face
concave, Jes aulres la face convexe qui lui fait vis-a-vis dans la roue a réaliser.
Si nous représentons la section de la roue plate matérielle correspondante R,
par son primitif, les traces de ces deux faces sont deux cercles concentriques
(fig. 99); soient r et r’ leurs rayons (r'<<r) : il faut alors renoncer a la
condition de symétrie des deux roues plates (§ 29).

Si l'on imagine la roue plate matérielle qui s’emboilerait exactement
dans la précédente, le rayon r de la trace de sa face convexe est alors plus
grand que celui r’ de la lrace de sa face concave : d’ou I'impossibilité d’uliliser

Fig. 99

une méme fraise pour réaliser cette roue plate; il faudrait avoir pour cela deux
autres fraises.

Pratiquement, on peut, en renoncant a la condition d’emboitement des
roues plates matérielles, utiliser une méme fraise dont les couteaux taillent
alternativement par Iintérieur et par 'extérieur : mais cette fraise sera utilisée
en deux passes, taillant une fois les faces concaves, ’autre fois les faces convexes
de la deuxiéme roue. A cel effet, le rayon r” de la trace de son cone intérieur
sur le primitif est choisi aussi voisin de r' que le permet I'épaisseur des
couteaux [la différence (r'—r”) est nettement inférieure a (r—r’)]. Dans ces
conditions, on réalise un contact linéaire pour un systéme de faces conjuguées
de Vengrenage, ponctuel pour Vautre.

Soit 7&:\B1 I'arc de cercle moyen de la roue plate R,, limitée par un
plein correspondant a une fraise de centre C,; A, B, I’arc associé dans la roue
plate R, La deuxiéme fraise décrite plus haut devra étre centrée en C, symé-
trique de C,, pour tailler le colé convexe de la petite roue, et en (¥, sur A, C,
(tel que A; C’y=r"), pour tailler le coté concave.
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Tous les éléments du réglage de la machine permetiant de passer de la
réalisation de la roue R, a celle de la roue R, sont ainsi déterminés.

Il résulte de ce qui précéde que le mode de taillage qui vienl d’étre
exposé, peut étre parfailement correct (bien qu'on pense souvent le contraire).

115. Le taillage en une seule passe est-il possible pour les deux roues
conjuguées?

Soient AA” un arc de cercle moyen de la roue plate limité & deux faces
correspondantes, et 0 son angle au centre (fig. 100). Soit C le cenlre de la
premiére fraise supposée telle que les traces de ses deux cones sur le primitif
passenl par A et par le milieu B de I'arc AA’. Si l'on fail tourner cetle fraise de
Iangle 6, son centre vient en C/, et elle réalise une dent de roue plale inter-
ceplant sur le cercle moyen larc A’B’=AB; on a hachuré les scclions de
deux denls consécutives de cette premiére roue plate.

Proposons-nous de déterminer le cenire I d’'une deuxiéme fraise dont les
lraces seraienl deux cercles tangents respectivement en B el A’ aux arcs déja
figurés : 1 esl alors nécessairement le point de rencontre de BC et A’C’. Pour
élre sir qu’il n’y aura pas inlerférence entre les deux roues conjuguées, il
faudra s’arranger pour que I soit entre B et C, et au dela de C’ sur A’C’. La
figure 100 a ¢L¢ faile en prenant pour G la projection de S sur la normale en A
a la trace de la denture. Si l'on imagine que les surfaces géomélriques des
deux roues plates onl élé mises en contact, les traces des deux faces d’'une dent
de la deuxieme roue plate sont figurées en pointillés.

v
S Fig. 100

La grosse difficulté vient du faible rayon des fraises (risque d’interférence
au laillage, et grande variation de l'angle sous lequel T coupe un rayon de la
roue plate), mais le probléme n’est pas impossible (31).

(31) Drailleurs la maison Gleason préconise de plus en plus le taillage en une seule passe pour les deux
roues, en particulier pour la fabrication du couple couronne-pignon des ponts arri¢re d’automobiles.
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116. Remarques.

Toute 1’étude précédente a été faite en supposant que le flan esl bien aillé
par la roue plate, c’est-a-dire que le cone de pied est paralléle au cone primitif
(fig. 79). Mais, comme dans le laillage (Erlikon, on préfére que ces cOnes aient
méme sommel (fig. 78); par suite, le flan est placé sur la poupée de fagon que
l'ange de son axe avec le plan normal a Vaxe d’oscillation du berceau soit égal
au demi-angle au sommel du céne de pied. Alors, la surface liée au berceau et
qui roule sans glisser sur le primitif du flan n’esl pas un plan, mais un coéne
(fig. 88), el 'engrenage n’est donc pas absolument correct.

En pratique, d’ailleurs, lorsqu’il s’agit d’'un pont arriére d’automobile, on
a intérél a ne pas réaliser un contact linéaire : il faut prévoir que par suile
de son montage en porte-a-faux, le pignon aura par rapporl a la couronne,
une position variable suivant la charge.

B. Engrenage hypoid

117. Pour la réalisalion de la roue pseudo-conique qu’il comprend, la poupée
porle-flan est réglable en hauteur, de facon a décaler I'axe du flan par rapport
a celui de la roue plate : a partl celte modification, le taillage s’effeclue exacte-
ment comme celui d’'une roue conique.

118. Détermination du point de contact des dentures conjuguées 9, et 9,
de I’hypoid.

Reprenons les notations du § 38; la caractéristique de N dans le taillage
de la roue conique Ji; a déja été délerminée (§ 111). La caractérislique de N
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dans la génération de la roue pseudo-conique h, est le lieu des pieds des
normales rencontrant la conjuguée U’ de I'axe U du céne N par rapport au
complexe I'. Si D est 'axe de la roue plate, ce complexe est parfailement
déterminé par la connaissance de son axe A, et des deux droites conjuguées D
et D,. La construction de la conjuguée d’une droite quelconque par rapport a
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ce complexe est bien connue: je me bornerai a4 remarquer que dans le cas
actuel, on peut avoir une construction trés rapide de la droite U’: en effet, le
plan mené par U normal a A, a son pdle A sur A, et le plan (U, D) a son
pole B sur D,. AB est donc la droite U’ cherchée (fig. 101).

Cette construction est indélerminée dans le cas particulier ou le centre C
de la fraise est aligné avec S, et S,; mais alors les droites A, et U’ sont trés
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éloignées l'une de l'autre, et les surfaces utiles des dentures ne sont plus en
prise.

Ayant construit U’, la caractéristique cherchée s’obtient point par point
en faisant pivoter un plan auxiliaire autour de U, et en projetant son point
de rencontre avec U’ sur la génératrice correspondante du cone N.

L’épure des deux caractéristiques a 6été faite dans le cas ou la trace T
de N sur le primitif passe par I (fig. 102). La caracléristique de la roue

conique esl dessinée en trait plein; celle de la roue pseudo-conique en trait
mixte.

On peut arriver, griace a 'examen de ces épures, a détermiuner la gran-
deur et la position optima du cercle T.
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119. Fraises utilisées pour le taillage.

Pour un taillage correct, les deux roues plates matérielles équivalentes
aux oulils, doivent ¢tre rigoureusement emboilables.

10 Taillage de chaque roue en deux passes. — On peut réaliser les deux
roucs plates matérielles symétriques et emboitables en n’ulilisant que les deux
fraises décriles plus haut (§ 112).

En {fait, on est obligé de ne pas donner aux deux faces de la dent de
roue plate le méme angle de pression, sinon il y aurait
une trop grande variation de courbure dans le profil
des faces de la roue pseudo-conique. Ce défaut est mis
en lumiére par la figure 103 (la roue pseudo-conique se
reconnait a la dissymétrie de son profil). On y remédie
en utilisant des angles de pression différents pour
les deux faces de la dent de roue plate : par exemple : 25°
et 17° 1/2.

Donc, si 'on veut réaliser les deux roues plates
matérielles dont les sections par le primitif correspondent
a la figure 94, il faudra nécessairement deux passes par
roue, soit, au total, quatre fraises.

20 Taillage d’une roue en une passe. — Ce procédé est utilisé pour la
fabrication des couples hypoids des ponts arriéere d’automobiles : la couronne
est la roue conique; elle est obtenue ecn une passe au moyen d'une fraise
laillant intérieurement et extérieurement, mais dont les cones ont des angles
différents (cette différence est assez sensible pour qu’on puisse distinguer a
premiére vue une couronne destinée & un couple hypoid, d’une couronne
ordinaire).

Si r et r’ sont les rayons de ces deux cones dans le primitif (§ 114), il
sera indispensable, pour que la condition d’emboitement des roues plates
matérielles soit respectée, d’avoir, pour tailler le pignon pseudo-conique, deux
fraises distinctes : 'une de rayon r et taillant intérieurement; I'aulre de rayon r’
et taillant extérieurement.

120. Remarque sur la définition pratique du couple hypoid Gleason.

Lec couple pignon-couronne taillé industriellement sur machines Gleason
et connu sous le nom d’engrenage hypoid n’est pas exactement l’engrenage
gauche que nous avons déja désigné ainsi (§ 38).

Soient deux cénes Jh,; et hy, d’axes fixes et situés de part et d’autre dun
plan tangent commun fixe Q; sur celui-ci glissent les primitifs de deux roues
plates [P,,N;] et [P,, N,] constammenl en coincidence et dont le centre commun
est le sommel S; de h; (fig. 30). Le plan P, roule sans glisser sur Ji;; mais le
mouvemenl P,/h, n'admet plus ces deux derniéres surfaces pour primitives, en
sorle que, Ji, et J, étanl arbilrairement choisis en grandeur et position, le
rapporl de leurs vilesses de rotalion est laissé indéterminé.
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L’engrenage ainsi défini esl a contacl ponctuel.

Le cone J, lié a la couronne (roue conique) a son angle au sommet irés
ouverl et, par suite, reste sur une assez grande surface trés voisin du plan P,;
aussi, pour que les poinls de contact des dentures 9,/D, soient aussi prés que
possible des deux surfaces Ji; et Ji,, MM L. STEwArT et E. WILDHABER se sont
proposés (B 24) de définir la trace T de la surface d’égale pente (N;N,) sur
son primitif (P, P;) par la condilion que la surface d’engrénement relative 2
I'engrenage gauche roue-plate/pignon passe par la génératrice de contact A, de

Sy avec P,.

Imaginons alors le plan P’, en coinci-
dence avec QQ et tournant autour de S, de facon a
rouler sans glisser sur J,: le centre instan-
tané de rotation du mouvement P,/P’, est alors
un point I situé sur le prolongement de S; S,
(fig. 104), et tel que :

ISl . Wy Sin Gg
IS 7 oy sin of”

Le poinl caractéristique M de T dans ce
mouvement étant sur A, il est facile d’en
déduire la définition de T au moyen d'une
équation différentielle. Nous allons nous con-
tenter de délerminer son rayon de courbure en
un point quelconque. Considérons la normale MI a T comme une lige dont une
extrémité décrit T par rapport a P,,etd, par rapporta Q; le centre instantané
du mouvement de celte tige par rapport a Q est Uintersection U des normales en
MaA,et en I & MI Or,le centre de courbure j de T est le centre instantané dans
le mouvement de la tige par rapport a P,, et comme celui-ci résulle de deux
rolations de cenlres respectifs U et S;, on en déduil que p est a l'inlersection
de MI avec S, U.

En pratique, on réalise approximativement la solution précédenie en
remplacant T par un arc de cercle dont le centre est une position moyenne du
point p dans le plan (P, P,).

Remarquons enfin que cet engrenage industriel étant a axes rectangu-
laires, on a la relation déja établie (note 14) :

cos S, JS, = tg o 1g .




CuariTre III

TAILLAGE PROGRESSIF des ROUES CONIQUES
a DENTURE a CHEVRONS sur MACHINE REINECKER
(Systtme BOTTCHER)

121. Définition de la roue plate.

1o Définition de la surface N. — C’esl une surface d’égale penle engen-
drée de maniére a salisfaire aux deux conditions générales de coupe (§ 3). La

2

méthode Bottcher consiste a engendrer sa trace T sur le primitif P de la roue

Fig. 105

plate de la facon suivante: un point m décrit dans un plan P’ la courbe
cycloidale T” déja étudiée (fig. 75); le primitif P de la roue plale a réaliser
tourne autour dun point S de P, d'un mouvement uniforme; dans ces
conditions, m décrit dans P une courbe dont les boucles successives se déduisent
par des rotations de centre S et d’angles égaux. La partie utile de ces boucles
a été représentée en trait plein (fig. 105).
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20 Réalisation de la roue plate matérielle équivalente a loutil. — Comme
dans le taillage des roues cylindriques, il est impossible de réaliser simultané-
ment les flancs convexes et les flancs concaves en vérifiant les deux conditions
de l'engrenage parfait (§ 29). On ulilise les trois mémes couteaux: A pour
tailler les flancs convexes, B pour le dégrossissage, et C pour tailler les flancs
concaves; la trace m de A décrivant la courbe T’ (fig. 75), la trace de C est
située sur O,q, plus proche de O, que le point ¢. Ce réglage est déterminé par
la condition que lon ait : a, ¢=ca, (fig. 106).

On a représenté par des hachures la section, par le primitif, des dents de
la roue plale malérielle équivalente a 'outil.

Un dispositif non représenté assure :
10 la position correcte du couteau pendant la coupe;
20 Je retrait de chaque coutcau a la suite de sa période de coupe.

Pour le taillage de la roue conjuguée, on satisfait a la condition d’emboi-
lement des roues plates matérielles de la facon suivante : on fera tourner la
courbe T’ dans P’ autour de son centre O de fagon que ses axes aient des
inclinaisons symétriques des précédenles par rapport au rayon oX de la roue
plate (fig. 105). Enfin, les distances de O aux couteaux A et C sont modifiées
de facon que les trajectoires de leurs traces sur P’‘soieht permutées.

122. Schéma de la machine Reinecker,

Cetle machine 2 {ailler les roues coniques & denture Béttcher a le méme
aspecl quec la plupart des machines précédentes (fig. 83) : le flan est toujours
monté sur une poupée réglable par rotation aulour d’un axe vertical, et reposant
sur une semelle horizontale (’axe du flan restant fixe au cours du taillage).

La machine Reinecker est caractérisée par le montage et le mouvement
du chariol porte-couleau : celui-ci est mobile autour de l'axe fixe de la roue
plate de centre S (fig. 107). Sur ce chariot Cp est montée une téle porte-
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couteaux identique a celle que porte le chariot C de la machine Reinecker a
tailler les roues cylindriques (fig. 77). Cetle téte T. tourne autour d’'un axe
horizontal 1ié au chariotl, en entrainant le support S, des trois couleaux qui lui
est excentrique; les mouvements de cette tétc et du support sont tels que les

Fig. 107

couteaux aient par rapport au chariot C, — auquel est lié le plan P’ — le
mouvement de coupe étudié ci-dessus.

Le calcul de la vitesse de rotation a imprimer au flan, d’aprés la période
du mouvement de coupe et la vitesse du mouvement générateur (qui est une
rotalion frés lente du chariot), se fait absolument comme dans le cas de la

machine (Erlikon : il suffit de remplacer k& par 1 dans les formules oblenues
(§ 105, taillage correct).
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