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SUR QUELQUES CAS
D'INTEGRATION DES EQUATIONS
DU MOUVEMENT
D’'UN FLUIDE VISQUEUX INCOMPRESSIBLE

L’étude des problémes aux limites que pose l'intégration des
équations du mouvement d’un fluide visqueux incompressible ou
équations de Navier-Stokes rencontre de grandes difficultés. Aussi
les résultats connus relatifs a I’existence, & 1'unicité de la solution
et aux méthodes qui permettraient sa construction effective sont
fort sommaires & I’heure actuelle, surtout si on a en vue les pro-
blémes aux limites qui intéressent directement la pratique.

Dans ce travail je me suis occupé de trouver des *‘ intégrales
exactes ”’ des équations de Navier-Stokes. Quoique 1’on ne puisse
beaucoup espérer aboutir par cette voie & la solution de problémes
aux limites donnés, il est indéniable que I’étude de certaines solu-
tions exactes jette un jour nouveau sur la connaissance que nous
avons des équations de Navier-Stokes.

Il est d’abord nécessaire de préciser ce que I'on entend par
¢t intégrale exacte ”. — Dans les solutions les plus anciennement
connues des équations de Navier-Stokes : mouvements par droites
paralléles, mouvements par cercles concentriques, les composantes
de la vitesse s’expriment par les transcendantes élémentaires ; du
moins il en est ainsi quand le mouvement est permanent, & condi-
tion d’excepter le mouvement permanent spatial par droites paral-
léles sans symétrie axiale. Dans les autres cas les composantes de
la vitesse satisfont & des équations aux dérivées partielles trés
simples : ces équations sont en effet complétement linéaires (c’est-
a-dire linéaires par rapport & la fonction inconnue et & ses dérivées)

et du second ordre ; elles sont du type elliptique ou du type para-
bolique.
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Dans les solutions de M. Jeffery (1915) apparaissent de nouvelles
transcendantes. Les solutions de M. Hamel (1916) : droites con-
courantes et spirales logarithmiques conduisent & des équations
différentielles algébriques non linéaires ; pour le mouvement par
droites concourantes 1’équation s’intégre par les fonctions ellip-
tiques.

Si on admet comme une * intégrale exacte ” le mouvement par
spirales logarithmiques de M. Hamel, on ne voit pas de raison plau-
sible de ne pas admettre également la solutirm de M wvon Karman
par exemple, solution qui fournit le mouvem
indéfini en rotation et pour laquelle la déter
vitesses nécessite l'intégration d’un systéme de trois equatlons
différentielles non linéaires algébriques, respectivement du 3¢, du
2¢ et du 1¢T ordre.

On se trouve amené a préciser I'ensemble des fonctions qui ser-
viront & construire les ‘* intégrales exactes ”’, en choisissant les
équations différentielles ou aux dérivées partielles dont ces fonctions
seront solutions. Le critére — trés vague a la vérité — qui présidera
a ce choix semble devoir étre la simplicité : on se bornera a des équa-
tions différentielles ou aux dérivées partielles * assez simples ”, de
telle fagon que ’étude numérique des solutions — qui en derniére
analyse est la raison d’étre de la recherche d’intégrales particuliéres
des équations de Navier-Stokes — que cette étude numérique soit
possible, du moins théoriquement parlant, et que les procédés ordi-
naires de I’Analyse permettent d’attaquer ces équations.

Ces considérations nous conduisent & définir une intégrale exacte
de la fagon suivante :

Nous appellerons intégrale exacte des équations de Navier-Stokes
une solution de ces équations telle que la détermination de son champ
de vitesses se raméne & Uintégration d'un nombre fini d'équations
appartenant d U'ensemble E constitué par les équations suivantes :

10 les équations différentielles ordinaires, linéaires ou non, mais
algébriques ; celles qui sont effectivement rencontrées sont du 4® ordre
au plus ;

20 les équations aux dérivées partielles complétement linéaires du

second ordre du type elliptique ou du type parabolique ; le nombre de
variables indépendantes est en fait au plus trois.

On peut préciser davantage le lien qui unit le champ de vitesses
aux équations de I’ensemble E ; soit F I’ensemble des fonctions qui
satisfont & ces équations ; les composantes de la vitesse pour une
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intégrale exacte sont des polyndmes de fonctions de ’ensemble F.

Il ne faut point se cacher ce que cette définition de I'intégrale
exacte a d’arbitraire et en méme temps d’imprécis. Il semble pré-
férable toutefois de I’adopter plutét que d’aborder un probléme
non défini.

Je passe maintenant rapidement en revue le contenu des divers
paragraphes. Le chapitre I est consacré aux généralités et aux inté-
grales exactes connues. Au § 1¢T Jes équations du mouvement sont
écrites et les divers systémes de coordonnées qui seront employés
sont indiqués. Je rappelle ensuite quelques résultats classiques se
rapportant aux deux cas les plus simples : le cas du mouvement
plan (§ 2) et celui du mouvement de révolution (§ 3). Les deux para-
graphes suivants sont consacrés a4 1’énumération des intégrales
exactes connues du mouvement permanent (§ 4) et du mouvement
non permanent (§ 5). Pour chacun de ces deux cas sont groupées
ensemble d’abord les intégrales du mouvement plan, ensuite celles
du mouvement de révolution et enfin celles du ‘ mouvement
spatial 7, c’est-a-dire du mouvement qui n’est ni plan ni de révolu-
tion.

A partirdu chapitre II j’expose les résultats que je crois nouveaux.
Au chapitre 11 (§ 6) je donne une transformation relative aux solu-
tions des équations de Navier-Stokes, transformation analogue
aux transformations bien connues relatives aux solutions de 1’équa-
tion de Laplace ou & celles de I’équation de la chaleur. Cette trans-
formation permet de tirer de toute solution exacte des équations
de Navier-Stokes une nouvelle solution exacte, ceci pourvu que la
solution primitive satisfasse & une certaine condition qui laisse
d’ailleurs une grande généralité & la transformation ; pour le mouve-
ment plan par exemple la transformation s’applique & tout mouve-
ment sans exception et le résultat peut s’énoncer de la fagon sui-
vante : si ¢(z y ) est une solution des équations de Navier-Stokes,
est également solution la fonction :

a.y—b.z—2[@@—ap+(y—0p]

+ c.].u[(x—a) cos wt 4 (y—>) sin wt, —(x—a) sin wt-+(y—>) cos wt, t],

ot a(t) et b(t) sont deux fonctions arbitraires (1) du temps 7 et o une
constante arbitraire.

(*) Elles sont assujetties seulement A certaines conditions de régularité.
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Aprés cette transformation qui s’applique (1) & toutes les catégo-
ries de mouvements, j’expose les intégrales exactes que j’ai obtenues,
en les groupant en deux chapitres: mouvement permanent (cha-
pitre III), mouvement non permanent (chapitre 1V), chaque cha-
pitre se subdivisant en trois parties consacrées respectivement au
mouvement plan, au mouvement de révolution et au mouvement
spatial. Je vais les passer ici en revue en adoptant la méme classi-
fication.

1. Mouvement permanent.

A. MOUVEMENT PERMANENT PLAN. — Aux §§ 7, 8, 9 j’examine
les mouvements pour lesquelsla fonetion de courant est de la forme

b = F(o) + G(w),

¢ et y désignant deux fonctions harmoniques conjuguées; je
suppose de plus que a et b selon la notation de M. Hamel sont con-
stants, ce qui revient & se limiter & certaines fonctions harmoniques.

Au § 10 j’examine des solutions qui résultent de la superposition
d’un mouvement potentiel et d’une partie qu’on pourrait considérer
comme une * perturbation ”.

A e wrn e ey vy e o R ) - xrrn

B. MOUVEMENT PERMANENT DE REVOLUTION. — En mouvement
plan si on suppose que le tourbillon ne dépend que d’une coordonnée
(x ou r) on obtient des solutions qui sont dues & M. Jeffery. Au § 11
un procédé analogue est appliqué au mouvement de révolution.
Etant donné la structure de 1’équation de compatibilité cinéma-
tique pour le cas actuel, ce qui joue ici le role du tourbillon ¢’est la
quantité

— ——

r? @ r ot

1 N IV S )
50w =g S+

qui est égale au quotient du tourbillon par ; Je cherche dongc les

1
mouvements tels que — . Dy ne dépende que d’une coordonnée.
r

Parmi les solutions obtenues dans ce paragraphe il en est une trés
simple qui permet de représenter I’écoulement dans un vase para-
bolique.

(*) A la restriction énoncée ci-dessus prés.
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Si ¢ et y désignent deux fonctions harmoniques conjuguées il
existe en mouvement plan des solutions de la forme :

¢ = F(9).x + G(¢).

Au § 12 je cherche des solutions de la méme forme en mouvement
de révolution. Ici, ce quijoue leréle du Laplacien ¢’est Iopérateur D,.
Les fonctions ¢ et  au lieu d’étre harmoniques conjuguées seront
donc astreintes & étre solutions de I’équation

Doy =0

et les courbes ¢ = cte et y = ct® seront assujetties & étre ortho-
gonales.

C. MOUVEMENT PERMANENT SPATIAL. — Un mouvement plan
est celui qui par définition satisfait aux deux conditions suivantes :

10 les trajectoires sont situées dans des plans paralléles (au
plan 2Oy par exemple) ;

20 le mouvement est identique dans les divers plans paralléles.
La premiére propriété se traduit par la condition :

w =0,

la deuxiéme par le fait que les composantes de la vitesse ne dépen-
dent pas de z.

Ces deux propriétés ne sont pas nécessairement liées. Au § 14
je suppose que I’on ne conserve que la premiére ; on a alors les mou-
vements ‘‘ pseudo-plans de premiére espece ”’ ol les composantes
de la vitesse sont de la forme

u = u(z y 2), v = ¢(z y 2), w =0,

J’établis la condition de compatibilité cinématique de la classe
de mouvements ainsi constituée, classe trés générale puisqu’elle
contient le mouvement plan proprement dit comme cas particulier.
La condition de compatibilité cinématique se traduit par deux équa-
tions aux dérivées partielles du 3¢ ordre non linéaires que doit
vérifier la fonction de courant {(z y z). De nombreuses solutions
particuliéres de ces équations sont données. En particulier j’obtiens
un mouvement par droiles qui sont paralléles dans un méme plan
2 = 2,4 (o0 elles constituent un courant uniforme) mais ¢ tordues
les unes par rapport aux autres dans deux plans différents.

Au § 15 je suppose au contraire que seule la deuxiéme propriété
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subsiste. On a alors les mouvements ¢ pseudo-plans de deuxiéme
espéce ”’ ol les composantes de la vitesse sont de la forme

u = u(x y), v = oz y), w = w(zy).

La classe de mouvement qu’on obtient ainsi est remarquable :
en effet elle provient de la superposition d’un mouvement plan
s’effectuant parallelement au plan P, mouvement qui satisfait a
I’équation de compatibilité cinématique pour le mouvement plan
ordinaire et d’un mouvement par droites paralléles normales au
plan P et de vitesse w. Ainsi & tout mouvement plan on peut asso-
cier un mouvement spatial, ne présentant pas en général de symé-
trie axiale. Une fois le mouvement plan connu, la détermination
de w revient & I'intégration d’une équation linéaire aux dérivées
partielles du second ordre du type elliptique. En particulier on
peut prendre pour w le tourbillon du mouvement plan primitif, ce
qui permet d’associer & tout mouvement plan connu un mouvement
spatial sans qu’on ait d’autre calcul & effectuer que des dérivations.
On a en méme temps une représentation trés suggestive du mouve-
ment spatial associé au mouvement plan & ’aide du vecteur tour-
billon du mouvement plan.

Aux §§ 16 et 17 j’applique au mouvement de révolution les pro-
cédés des §§ 14 et 15. On a d’abord (§ 16) les mouvements ¢ pseudo-

de révolution de premiére espéce ”’ ol les composantes de la vitesse
sont de la forme

0y = oy(r 0 2), 0y =0, vg = vg(r 0 2),

et ensuite (§17) les mouvements ‘‘pseudo-de révolution de deuxiéme
espéce *’ ou les composantes de la vitesse sont :

01 = 0y(r 2), vy = 0y(r 2), v = vg(r 2).

Ces derniers mouvements ne sont autres que les mouvements
¢ symétriques par rapport & un axe ”’ des auteurs italiens. Malheu-
reusement on n’a pas ici les mémes propriétés qu’en mouvement
pseudo-plan de deuxiéme espéce : le mouvement dans le plan méri-
dien n’est pas régit par la méme équation que le mouvement de
révolution ordinaire.

Au § 18 je cherche les mouvements dont le vecteur tourbillon ne
dépend que de z, étendant ainsi & I’espace la solution de M. Jeffery
déja citée. J'obtiens deux familles de solutions spatiales dont 1’une
peut étre explicitée a I'aide des transcendantes élémentaires, la
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connaissance de ’autre se ramenant a l'intégration de deux équa-
tions différentielles de Laplace du second ordre.

2. Mouvement non permanent.

A, MOUVEMENT NON PERMANENT PLAN. — Au § 19 je cherche
des mouvements plans non permanents tels qu’a chaque instant leur
champ de vitesses soit le champ de vitesses d'un mouvement, plan
permanent. On peut dire des mouvements non permanents qui
jouissent de cette propriété qu’ils admettent & chaque instant un
mouvement permanent tangent. Je montre qu’il n’existe que deux
solutions, qu’on peut expliciter, qui jouissent de cette propriété.
Si on met de cOté ces classes assez restreintes de mouvements, on
voit donc qu'en général un mouvement plan non permanent n’ad-
met pas & chaque instant de mouvement permanent tangent.

Le § 20 est consacré A certains mouvements plan non permanents
qui jouissent de la propriété suivante : leurs lignes de courant ne
changent pas de forme avec le temps et coincident avec les trajec-
toires, tout comme en mouvement permanent ; en un point donné
seule la grandeur de la vitesse change avec le temps mais non sa
direction.

Les trois paragraphes suivants sont consacrés aux mouvements
pour lesquels le tourbillon ne dépend outre le temps ¢ que d’une
seule coordonnée z, r, ou 0. On a ainsi 'extension au mouvement
plan non permanent cette fois des solutions de M. Jeffery.

Les §§ 24 et 25 sont consacrés aux mouvements qui correspondent,
en mouvement non permanent aux solutions des §§ 7, 8, 9.

B. MOUVEMENT NON PERMANENT DE REVOLUTION. — Au § 26
je donne quelques mouvements admettant & chaque instant un
mouvement permanent tangent.

Les deux paragraphes suivants sont consacrés aux mouvements

1
ou la quantité r—g.qua qui joue le réle du tourbillon au point de

vue structure de ’équation de compatibilité ne dépend outre le
temps que d’une seule coordonnée.

Au § 29 j’étudie les analogues en mouvement non permanent
des solutions du § 12.

C. MOUVEMENT NON PERMANENT SPATIAL. — Le § 31 est con-
sacré au mouvement pseudo-plan de premiére espéce non perma-
2
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nent, c’est-a-dire au mouvement ou les composantes de la vitesse
sont de la forme

u=u{ryzt), v = v(xyz1), w=0.

On trouve en particulier un écoulement non permanent par
droites qui sont & instant donné paralléles dans un méme plan z = z,
(ou elles constituent un courant uniforme) mais * tordues ” les
unes par rapport aux autres dans deux plans différents.

Au § 32 j’étudie le mouvement pseudo-plan de deuxiéme espéce
non permanent, c’est-a-dire le mouvement ot les composantes de
la vitesse sont de la forme :

u=u(zyt), v = vz yt), w = w(zyl).

" On a ici les mémes propriétés que pour le mouvement pseudo-
plan de deuxiéme espéce permanent ; on peut associer & tout mouve-
ment plan non permanent s’effectuant parallélement au plan P un
mouvement spatial de la catégorie actuelle en ajoutant a ce mouve-
men plan un mouvement par droites paralléles normales au plan P.
En particulier on peut prendre comme vitesse du mouvement par
droites parallélesle vecteur tourbillon du mouvement plan primitif.

Les §§ 33 et 34 sont consacrés aux mouvements pseudo-de révo-
lution de premiére de deuxiéme espéce. Enfin au § 35 je cherche
d’une maniére analogue & ce qui a été fait en mouvement permanent
les mouvements dont le tourbillon ne dépend que de t et de z ().

(1) La Bibliographie est placée a la fin du mémoire. Les chiffres en gras y renvoient.
Les ouvrages ou mémoires cités incidemment et qui ne traitent pas du sujet du présent

travail figurent dans les notes au bas des pages et n’ont pas été compris dans la Biblio-
graphie finale.



CHAPITRE PREMIER

GENERALITES
INTEGRALES EXACTES CONNUES

1. Nous nous proposons tout d’abord de rappeler les équations

du mouvement d’un fluide visqueux incompressible. En un point M
> >

de l'espace et au temps ¢ soient V(M, t) la vitesse, y(M, t) I'accé-

->
lération, p(M, t) la pression et F(M) la force extérieure rapportée

a4 Punité de masse ; nous désignons par y. le coefficient de viscosité,
par p la masse spécifique et par

L

e

le coefficient de viscosité cinématique du fluide ; ces trois quantités

sont des constantes. Les équations du mouvement ou équations de
Navier-Stokes s’écrivent sous forme vectorielle (1) :

v =

T

p -
F — vy = grad E—— v.A,V.

A cette équation il faut joindre I’équation de continuité qui se
traduit par la condition :

-
divV = 0.

Nous supposons que la force F dépend d’un potentiel U, c’est-a-
dire que l'on a :

-> —_—
F = —grad U.

En utilisant d’autre part ’expression bien connue de ’accélé-
ration et en posant

(1) Les notations vectorielles employées sont celles de Pouvrage suivant : Chatelet et
Kampé de Fériet, Calcul vectoriel, Paris, 1924.
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les équations de Navier-Stokes prennent la forme :

_>
—_— > > — >

—-gradH —-——+r0t VAV + v.rot, V. (1. 1)

Le symbole rot,, est défini de la maniére suivante :

— — —>
rot, = rot.rot, _,.

—
Le tourbillon ® que nous n’avons pas introduit dans I’équa-
tion (1. 1) est donné par :
. - —>
20 =rot V.
On peut éliminer la fonction H de I’équation (1.1) en prenant
le rotationnel des deux membres ; on obtient la relation :

—> 3V - > > - >

rot ~ + rot | rot VAV | + v.rot; V = 0. (1.2)

Dans cette équation qui exprime la condition de compatibilité
des trois équations (1. 1), ne figurent plus que les éléments cinéma-
tiques du probléme & l’exclusion des éléments dynamiques. Etant

>

donné un champ de vecteurs V(M, ?), ’équation (1. 2) est la con-
dition nécessaire et suffisante pour que ce champ de vecteurs puisse
étre le champ de vecteurs vitesses d’'un mouvement de fluide vis-
queux incompressible. Nous appellerons I’équation (1. 2) : “ I’équa-
tion de compatibilité cinématique

On voit que la détermination compléte d’'un mouvement de fluide
visqueux incompressible se raméne & deux problémes successifs :
d’abord détermination du champ de vitesses par I’équation de com-
patibilité cinématique ; ensuite détermination de la pression, c¢’est-
a-dire de la fonction H par I’équation (1.1), ce second probléme
n’offrant plus aucune difficulté, puisqu’il s’agit de la détermination
d’une fonction H(z y zt) connaissant les valeurs de ses dérivées

dH dH H
partielles —» —> — quand on est assuré que ces valeurs sont
dx dy oz

compatibles ; par ailleurs si on fait abstraction des conditions aux
limites et si on ne considére que les équations indéfinies, la fonc-
tion H n’est déterminée qu’a une fonction additive de ¢ pres.
Remarquons ce fait immédiat sur ’équation (1. 2) que tout mou-
vement potentiel convient & un fluide visqueux incompressible.
Notons encore que §’il s’agit d’un fluide parfait, I’équation du mou-
vement et I’équation de compatibilité cinématique s’obtiennent en
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faisant v = O respectivement dans les équations (1. 1) et (1.2);
on obtient ainsi les équations :

—_ 57 —_— > >
—grad H =¥ + rot VAV,
-+

>3V > >
rot%{—}—rot [rot VAV | =0.

Nous écrirons les équations (1. 1) et (1. 2) dans les trois systémes
de coordonnées suivants -

1o Le systéme des coordonnées cartésiennes rectangulaires 2 y z ;
dans ce systéme les composantes de la vitesse seront désignées res-
pectivement par u, ¢, w et celles du tourbillon par &, v, €.

20 Le systéme des coordonnées cylindriques r 0 z ; les compo-

—> > >
santes de la vitesse suivant les vecteurs unitaires e;, e,, e; de ce

systéme (fig. 1) seront désignées respectivement par ¢,, ¢, ¢g,
celles du tourbillon par &, &,, &,.

Fie. 1. Fre. 2.

3° Le systéme des coordonnées en o; nous appelons ainsi le
systéme de coordonnées ¢ 6 ¢ déduit des coordonnées polaires dans
Pespace ¢ 6 A en remplacant A par son cosinus :

G = COS A.

Les composantes de la vitesse suivant les vecteurs unitaires
> > > ) )
ey, €5, €5 de ce systéme (fig. 2) seront désignées respectivement

par vy, vs, vs, celles du tourbillon par &, &, &5 (1).

(1) Les notations employées pour les composantes de la vitesse et celles du tourbillon
dans les deux derniers systémes ne sont pas homogénes avec les notations du premier
systéme ol nous avons cru devoir suivre I'usage courant.
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Dans le présent travail nous supposerons en général que les
solutions considérées sont réguliéres dans leur domaine d’existence ;
une solution u (xyzt), ¢ (zxyzt), w(xyzt) sera dite réguliére dans
un domaine si les composantes z ¢ w ainsi que celles de leurs dérivées
partielles qui figurent dans I’équation du mouvement et dans
Péquation de compatibilité cinématique sont continues dans ce
domaine. (Il s’agit donc au plus de dérivées partielles du 3¢ ordre).

2. Mouvement plan.

On suppose que les trajectoires sont contenues dans des plans
paralléles au plan 20y et que le mouvement est identique dans ces
divers plans paralléles, ¢’est-a-dire que les composantes de la vitesse

—ne dépendent-pas de z. En coordonnées cartésiennes rectangulaires
ces composantes sont donc de la forme :

u=u(zyl), v=v(zxyt), w = 0.
L’équation de continuité qui s’écrit ici
wm | dv
w oy

montre qu’il existe une fonction de courant ¢(xy?), déterminée
& une fonction additive de ¢ prés et telle que I'on ait :

2 Y

u = — == (2. 1)
Y ox
Les composantes du tourbiilon sont données par
2 =0, 2 =0, 20 = — Ay,
en désignant par A,¢ le Laplacien de ¢ :
%Y W
Ay =— + —.
¥ 22 dy?
L’équation de compatibilité cinématique (1.2) devient ici :
D(kp, A2¢) ’
A 27 (ALY, =0 2.2
vhy + U(z, ) (Agd), ) ( )
ol on a posé
A, = A, A,

L’équation (1. 1) montre que la fonction H ne dépend pas de z :
H = H(zy1),
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et elle donne les deux équations :

Hy = — 4y + e B + v(A9);, (2.3)

H;, = 4’:t + % Apy — v(Aznl));. (2. 4)
Employons maintenant les coordonnées polaires r, 6. Les compo-
— —

santes ¢, v, 03 de la vitesse suivant les vecteurs unitaires e;, ey,
Z (fig. 1) sont de la forme :
vy = v4(r 02), vy = vy(r 01), vg = 0.
L’équation de continuité s’écrit ici :
Arey) | v,

— =0,
or +36

Elle montre qu’il existe une fonction de courant ¢(r 0 ¢) qui
n’est d’ailleurs autre que la transformée de la fonction de cou-
rant ¢ (z y t) ci-dessus, telle que V'on ait :

1 AP
—1.2z = _T. 2.5
T P2 or (2-5)
L’équation de compatibilité cinématique s’éerit :
1 D(¢, Asd) .
D Ak L L), =0 2.6
VA + r D(r, 0) (Az¢), ) ( )

ol A,{ désigne encore le Laplacien de ¢ :

2y 1 1 W
A = .t + ot
2 = or? * roor  r: 202
Enfin les équations (2. 3) et (2. 4) sont remplacées par les sui-
vantes qui déterminent la fonction H = H (r, 6, 1) :

’ 1 ” 4 ’
Hy = =+ 4 Ao+ 2 (A0, 2D)
N i :

SHy = 4o dp . A —u(Ad). (28)

Pour qu’un mouvement soit physiquement acceptable il faut que
dans tout le domaine occupé par le fluide les composantes de la
vitesse et la pression p soient uniformes. Si on suppose que le fluide
s’étend & un domaine ou 0 peut varier de 0 & 2=, il faudra s’assurer
que les formules (2. 5) donnent pour les composantes de la vitesse
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des fonctions uniformes. D’autre part, si nous supposons que le
potentiel U des forces extérieures est uniforme, I'uniformité de la
pression p nécessite I'uniformité de la fonction H. 1l faudra donc
s’assurer que les équations (2. 7) et (2. 8) donnent pour H une fonc-
tion uniforme. Ces conditions d’uniformité & réaliser pourront
imposer dans certains cas a la fonction ¢ de satisfaire & des condi-
tions plus restrictives que I’équation (2. 6).

En mouvement permanent les équations (2. 2) et (2. 6) s’écrivent
respectivement :

D A

vAY + —__(Lq;(x yz)nP) =0, (2.9)
1D !

vAY += (‘l'(r 6)"’ = 0. (2. 10)

On peut déduire de P’équation (2. 2) un résultat touchant la symé-
trie des champs de vitesse de fluides visqueux. On peut considérer
deux sortes de symétrie: d’abord celle ol en deux points symétriques
par rapport & I’axe de symétrie les vecteurs vitesses ont des direc-
tions symétriques mais des sens opposés & ceux que donnerait la
symeétrie ; nous appellerons cette symétrie la symétrie incompléte.
En deuxiéme lieu les vecteurs vitesses en deux points symétriques

An 1o
pm“.’ent avolr les directions et les sens donunés par ia oyuu:m.m ;

nous dirons alors qu’il y a symétrie compléte. Par exemple I’écoule-
ment plan potentiel avec une circulation autour d’un cylindre cir-
culaire, la vitesse au loin étant paralléle & Oz, présente une symétrie
incompléte par rapport & Oy. L’écoulement & la Helmholtz autour
d’une plaque plane placée suivant Oy, la vitesse au loin étant nor-
male a la plaque, présente une symétrie compléte par rapport a Oz.
Enfin le mouvement plan potentiel sans circulation autour d’un
cylindre circulaire, la vitesse au loin étant paralléle & Oz, présente
une symétrie incompléte par rapport & Oy et une symétrie com-
pléte par rapport a Oz.

Pour qu’il y ait symétrie incompléte par rapport a Oy par
exemple, il faut qu’en changeant z en — z, ¢ ne change pas. On
voit facilement sur I’équation (2. 2) que cela n’est pas possible en
général et ne le devient que quand le Jacobien qui figure dans cette
équation est nul, ¢’est-a-dire quand on a affaire & des mouvements
entiérement déterminés par M. Kampé de Fériet (21, 23) (}). —

(1) Les chiffres en gras renvoient A la Bibliographie placée 4 la fin du mémoire.
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Pour qu’il y ait symétrie compléte par rapport & Oz par exemple
il faut qu’en changeant y en — y, ¢ se change en — ¢. On voit
sur ’équation (2. 2) que cela est possible.

En résumé la symétrie incompléte est en général impossible
dans les mouvements de fluide visqueux incompressibles alors que Ia
symétrie compléte reste possible.

3. Mouvement de révolution.

On suppose que les trajectoires sont contenues dans des plans
passant par Oz et que le mouvement est identique dans ces divers
plans, c’est-a-dire que les composantes de la vitesse ne dépendent
pas de 0. En coordonnées cylindriques (fig. 1) ces composantes sont
donc de la forme :

vy = vy (r 2 1), vy, = 0, vg = v3 (razt).
L’équation de continuité s’écrit ici :
Areg) | dreg)
or 2w

0.

Elle montre qu’il existe une fonction de courant { (r, z, t) déter-
minée & une fonction additive de ¢ prés telle que :
12 12
1% by = — 1. 2%, (3.1)

r 2z r o or

vy =

Les composantes du tourbillon sont données par :

1
25»1 = 07 22:2 = ; Dz‘lﬁ 23’;3 = 0,

ou on a posé
Y Y 1
dz2 o r

L’équation de compatibilité cinématique (1. 2) devient ici :

D<¢1 :-_2D2¢>
vDyd + r _D—(r,g_— - (qu’); =0 (). (3.2)

équation ol on a posé :

() Sile fluide s’étend jusque sur Paxe Oz et s’il n’existe aucune singularité sur cet
axe (sources), Oz doit &tre une ligne de courant.
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L’équation (1. 1) montre que la fonction H ne dépend pas de 6 :
=H(rzt)

et elle donne les deux équations :
’ 1 ” 1 ’ v ,
H, = _;¢ﬁ +;§‘1“rD24’ + ;(qu))zy (3.3)

, 1, 1, v p
He = -dy + 54 Doy — - (Dad)ye (3. 4)
r r r
Employons maintenant les coordonnées en ¢. Les composantes ¢;

—> > >
v, vg de la vitesse suivant les vecteurs unitaires e, e, e3 (fig. 2) sont
de la forme :

0p=901(q0t), 0 =0, Vg =03(g0t)
L’équation de continuité s’écrit ici :

AgPy) | dgy/1—0*0y)
_I._
og dc

= 0.

Cette équation montre qu’il existe une fonction- de courant
(g o t) qui n’est d’ailleurs que la transformée de la fonction de
courant (r z t) ci-dessus, telle que I'on ait :

o/

[, = —————-t" (35

vy =

g
QqQ |-¢-
e
Q
—
|
[e]
(3]
&

i
e .
Les composantes du tourbillon sont données par :

1
2%, =0, 2%,=-_-.Dy}, 2=0,
1 2 q\/1;—52 2¢ 3

ou D, est le méme opérateur que ci-dessus; avec les variables
actuelles on a :

22 1 —oc% %
Dy =et ot
q q do6

L’équation de compatibilité cinématique (1.2) devient ici :

1
el
%)

vPay o+ (1= Dz, o]

— (D2$), =0, (3.6)

ou l'on a posé
D4 _ Dz.Dz.
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L’équation (1.1) donne pour déterminer la fonction H(g o)
les deux équations :
, 1 . 1
H, = —&—2-%: + L —o) by Do + (Dz@m 3.7
HI 1 ” 1 ’ D v ' ’
o T[T bt +m-%- z\l/—i — - (Dad)yr (3.8)

Si le mouvement est permanent les équations (3.2) et (3.6)

s’écrivent respectivement :
1
D (kp, = qu;)
0

VD4¢+r—m)———= , (3. 9)

1
o] = ™}
DI, o]

Comme en mouvement plan on peut déduire de I’équation (3. 2)
que la symétrie incompléte par rapport au plan 20y est impossible
4 moins que le Jacobien qui figure dans cette équation ne soit nul.

Par contre la symétrie compléte par rapport au plan 2Oy est pos-
sible.

vDy + (1 — o

— 0. (3.10)

4. Intégrales exactes connues du mouvement permanent.

Nous allons maintenant passer en revue les intégrales exactes
connues des équations de Navier-Stokes, sans insister sur celles qui
sont banales et depuis longtemps classiques. Le paragraphe actuel
sera consacré aux intégrales exactes du mouvement permanent et le
paragraphe suivant aux inlégrales exactes du mouvement non per-
manent. Dans chacun de ces deux cas nous distinguerons les inté-
grales exactes du mouvement plan, celies du mouvement de révo-
lution et enfin celles du * mouvement spatial ”, ¢’est-a-dire du
mouvement qui n’est ni plan ni de révolution.

A. MOUVEMENT PERMANENT PLAN.

L’équation de compatibilité cinématique pour le mouvement plan
permanent s’écrit :

q"a 24’

VA + 2 b(z, )

= 0. 2.9)
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Nous allons passer en revue les solutions exactes connues de cette
équation.

1o On a d’'abord la solution immédiate ou le tourbillon est con-
stant partout, ¢’est-a-dire ot 'on a :

A2¢ = K7

K désignant une constante ; les composantes de la vitesse u(z y),
¢(xz y) sont des fonctions harmoniques.

20 Une solution classique est constituée par le mouvement par
droites paralléles (mouvement laminaire) ; si on prend ’axe Oz
paralléle & la direction commune des trajectoires, la fonction de
courant est de la forme :

$ = Ay® 4 By? 4 Cy, (4. 1)

A B C désignant des constantes arbitraires. Les composantes de la
vitesse sont de la forme :

u = 3Ay® + 2By + C, v = 0.

30 Une autre solution également classique est le mouvement par
cercles concentriques (*); si on suppose les cercles centrés sur ’ori-
gine, la fonction de courant est de la forme :

$ = A.r2logr + Blogr +4 Cr2 (4. 2)
A B C désignant des constantes arbitraires. Toutefois I'uniformité
de la quantité P + U nécessite que 'on prenne dans cette solution
g

A = 0 ; dans ce cas le mouvement est d’ailleurs & tourbillon
constant ; les composantes de la vitesse sont en coordonnées polaires :

B
vy =0, 02:-—2Cr—r-

D’autre part sile fluide s’étend jusqu’au point O, il faut prendre
B = 0 pour éviter la valeur infinie de la vitesse en ce point.

M. Kampé de Fériet a démontré (21) que les trois classes de mou-
vements ci-dessus sont les seuls mouvements plans permanents qui
conviennent & la fois aux fluides visqueux et aux fluides parfaits,
c¢’est-a-dire pour lesquels la fonction de courant § vérifie en méme

(1) M. Cisotti a montré (11) que tout mouvement spatial — permanent ou non —
dont les trajectoires sont des cercles paralléles au plan 2Oy et ayant leurs centres sur Oz
se réduisait nécessairement 4 un mouvement plan.



INTEGRALES EXACTES CONNUES 19

temps ’équation (2. 9) et I’équation analogue pour les fluides par-
faits qu'on obtient en faisant v = 0 dans I’équation (2. 9); autre-
ment dit ¢ doit vérifier les deux équations :

Ay =0
et
D(“h 2"1)
Dz, y)

On peut dire aussi que ces mouvements sont les seuls mouvements
plans permanents de fluides visqueux incompressibles pour lesquels
le tourbillon est constant le long d’une ligne de courant.

40 H. Hamel (16, p. 35) a recherché les mouvements dont les
lignes de courant sont des courbes harmoniques sans que le mou-
vement soit irrotationnel. Si on prend les coordonnées « isomé-
triques » ¢(z y) et y(z y), telles que ¢ 4 iy soit une fonction ana-
lytique de z + iy, ’équation de compatibilité cinématique (2. 9)
prend la forme suivante :

VIAAY 2a(A'¢);P — 26(AY), + (a2 + bHA'Y]

D AW
Doy Al + b =0 43

Dans cette équation on a posé
% 2
AN =—+ —
o dy?
quant aux quantités a et b elles sont définies de Ia fagon suivante.
Posons :
¢+ iy = w(@ + ) = w(z) ;

a + ib est une fonction analytique définie par I’équation :

T Jdw\?
dz
Un calcul facile permet de voir que ’on a d’autre part :
a = (Log Q) — — (Log Q)},

Q = Aj¢ = A,y désignant le premier paramétre différentiel de
la fonction o.

(4. 4)
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L’hypothése de M. Hamel énoncée ci-dessus revient & supposer
que la fonction de courant ¢ ne dépend que de ¢ :

Si on fait cette supposition on peut montrer que I’équation (4. 3)
nécessite que a et b soient constants ; les fonctions ¢ et x ont alors
pour expression en supposant que a? + 5% 7 0 :

2
(a Logr 4 b6), y = ——— (b Log r — ab).

¢ = a® + b2
(4. 6)

S

Sia = & = 0 les fonctions ¢ et y se réduisent respectivement &
z et y:
¢ =z, X =Y. (4. 7)
On obtient donc les mouvements suivants :

10 Le mouvement ou les lignes de courant sont des spirales loga-
rithmiques

a Log r 4+ b6 = Cte,

ayant I’origine comme point asymptote et homothétiques les unes
des autres avec leurs dégénérescences : droites concourantes en O,
cercles concentriques centrés sur O ;

20 Le mouvement laminaire par droites paralléles qui correspond
au casoua = b = 0.

Examinons le mouvement par spirales logarithmiques ; en modi-
fiant légérement les notations la fonction de courant est de la
forme :

¢ = F(a Log r 4+ b6).

L’équation de compatibilité cinématique (2. 9) donne pour la
fonction F I’équation différentielle
v(a® + b)F" — 4avF" + 4VF' + bDF2 = C, (4.8)

C désignant une constante. Ce mouvement a été étudié par divers
auteurs (Cf. 16, pp. 47-70 ; 17, 26, 27).

Dans le cas particulier du mouvement par droites concourantes
la fonction de courant est de la forme :

$ = F(0),
la fonction F vérifiant Péquation différentielle
vF" + 4vF' + F'2 = C.
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Cette équation s'intégre immédiatement par les fonctions ellip-
tiques ; cn obtient :

, i
Fr=—2v+p Vé—;(e*eo);gzgs )
0, g» g5 désignant des constantes d’intégration (Cf. 16, pp. 41-46 ;
7, pp. 19-21).

50 M. Jeffery a cherché (19) les mouvements pour lesquels les
lignes d’équation Ay = C qu’on peut appeler lignes iso-tourbillons
sont des courbes harmoniques, c’est-a-dire pour lesquels on a

Az‘p = f(@)’
ou ¢ est une fonction harmonique :
Ayp = 0.

On trouve (') qu’il n’y a que deux familles possibles (en mettant
de coté le cas banal A,¢ = K), les lignes iso-tourbillens ne pouvant
étre que des droites paralléles ou des cercles concentriques (3);
la fonction de courant est donnée pour la premiére famille par :

$ = w24z + B)y - Cfdx/dx/esz+Bxdx 4 Da? + Ea,
(4. 9)

A B C D E désignent des constantes arbitraires. Si A = B = 0
on retrouve le mouvement laminaire.
Pour la deuxiéme famiile Ja fonction de courant est donnée par :

d 0g r)t g7
"p:"(ZALOg"+B)6+C/l/rdr/eA{Lg’+BL°°i’:
r r

+ Dr? + E Logr, (4. 10)

o AB C D E désignent des constantes arbitraires. Si A =B =0
on retrouve le mouvement par cercles concentriques.

Dans le cas du mouvement (4. 10), si 6 varie de 0 & 2 =, 'unifor-
mité de la vitesse nécessite que I’on ait :

A=0.

(*) Le probléme mathématique a été résolu par G.-N. Watson.

(2 Ceci montre en particulier que les lignes iso-tourbillons ne peuvent étre des droites
concourantes, ¢’est-a-dire que I'on ne peut avoir A, = f(0), (f 3= 0). 11 est facile de
vérifier ce résultat directement.
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L uniformité de 2 - U nécessite que I’on ait de plus :

p
D =0,
et on a finalement les solutions suivantes : si B % — 2,0 :
¢ = vBO + CrB*+? + E Logr (4. 11)
et siB = —2:
= — 2v0 4 C(Log r)®2 4 E Log r. (4. 12)

Ces mouvements ont été aussi rencontrés par M. Hamel (16,
p. 51).
6° M. Oseen généralise I’hypothése (4. 5) de M. Hamel en posant
(28 a) :
¢ = F(o) + Cy, (4.13)

C désignant une constante et ¢ et y les fonctions (4. 6). La fonction F
doit satisfaire & ’équation difiérentielle :

vF" + (2av — C)F” + [v(at2 -+ b%) — aC]F’ — ;—) F2 = K,

K désignant une constante d’intégration, équation qui ne différe
de l’équation (4. 8) que par la valeur des coefficients constants.
M. Oseen considére le cas particulier o 'on a :

C = 2av.

Le probléme s’intégre par des fonctions elliptiques et conduit en
particulier & un mouvement dont les lignes de courant sont curieu-
sement compliquées et qu’on pourrait appeler mouvement « pseudo-
turbulent » (%).

70 M. Rosenblatt (32) a étudié les mouvements pour lesquels
ona:

b = Flo)y + G(o), (4. 14)

o et y désignant des fonctions harmoniques conjuguées; on
suppose que a et b selon la notation (4. 4) sont constants. En mettant
de c6té les mouvements irrotationnels et les mouvements du type
(4. 13), on trouve qu’il faut que I’on ait :

b =0.

(*) Cf. Oseen, Das Turbulenzproblem, Congrés de Stockholm, t. I, pp. 3-22, fig. 1, p. 4.
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SiT’on suppose a % 0 on a alors les solutions de la forme :
¢y = F(Log r)0 4+ G(Log r).

L’équation de compatibilité cinématique montre que les fonctions
F et G satisfont aux équations :
vF¥ — 4VF"” 4 4yF" + F'F” — FF” 4 2FF" = 0,
vG'7 — 4vG" + 4HG" 4+ G'F' — FG” 4 2FG" = 0.

Si le fluide s’étend & un domaine ou 6 varie de 0 a 2=, ’unifor-
mité de la vitesse nécessite que ’on prenne :

F=C,

C désignant une constante et on retombe alors sur les solutions
(4. 11) et (4. 12).

80 Mais on peut supposer que ’on a non seulement b = 0 mais
aussi @ = 0. Dans ce cas (Cf. 1, p. 247), la fonction de courant est
de la forme :

¢ = F@)y + Ga). (4. 15)

L’équation de compatibilité cinématique montre que les fonctions
F et G vérifient les équations suivantes (qui s’intégrent d’ailleurs
immédiatement une fois) :

vF¥ 4 F'F" — FF" = 0, (4. 16)
vG' 4+ G'F" —FG" = 0. (4. 17)
Une fois la premiére de ces équations intégrée, la deuxiéme est
une équation linéaire en G. Cette deuxiéme équation admet d’ail-
leurs la solution particuliére évidente
G=C.F,
C désignant une constante. Une solution particuliére de I’équation
(4. 16) est :
Fo_

x

a laquelle correspond la fonction de courant :
C
¢=—6v?+clx3+—2+9§, (4. 18)
z z T

C, C, C; désignant des constantes.
Le cas oul’on a G =0, ¢’est-a-dire celui ou la fonction de courant
est de la forme

Y = F(z).y
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peut servir a représenter le mouvement d’un fluide visqueux au
voisinage d’un point de stagnation (5, p. 65, cf. aussi 31).

On remarquera que la solution (4. 15) des équations exactes est
en méme temps solution des équations de la couche limite (). A ce
titre 1’équation (4. 16) a été étudiée -et intégrée numériquement
(Blasius, Hiemenz).

B. MOUVEMENT PERMANENT DE REVOLUTION.

1’équation de compatibilité cinématique pour le mouvement
permanent de révolution s’écrit :

1
»D(q»;,—z Dz«#)
D N ——— 0 8. 9
Wod + 1 —— : (3.9)
ou I’on a posé

2y 2y 1

D2¢=3;§+

ot r oo
Les solutions connues sont ici moins nombreuses que dans le cas
du mouvement plan.

10 On a d’abord la solution bien connue constituée par le mouve-
ment par droites paralléles & Oz (mouvement de Poiseuille) ; la
fonction de courant a pour expression :

¢ = Ar?Logr + Br* 4 Cr?, (4.19)

A B C désignant des constantes arbitraires. La vitesse, paralléle
a Oz, est donnée par :

¢g = ——+— = — 2ALog r — 4Br* — (A + 2(C).

Si le fluide s’étend jusque sur l’axe Oz, il faut prendre A = 0
pour éviter la valeur infinie de la vitesse sur cet axe. On a alors
la distribution parabolique de la vitesse.

20 M. Crudeli (13, 14, 15) a déterminé les solutions pour lesquelles
on a :
Doy = Kr?, (4. 20)

(*) A condition d’intervertir z et y si la paroi au voisinage de laquelle se trouve la
couche limite est placée suivant Oz comme on le suppose habituellement.
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K désignant une constante ; on voit facilement que I’équation (3. 9)
est alors satisfaite. Cette solution correspond (du point de vue de
la maniére de satisfaire aux équations) & la solution & tourbillon
constant du mouvement plan. On peut facilement obtenir pour la
fonction de courant un développement formel qui s’écrit :

b = b+ Zr[Adin) + B ][ G + Dyem ],

ol J; et Y, désignent les fonctions de Bessel (1) d’ordre un, de pre-
miére et de deuxiéme espéce, A, B, C, D, des constantes arbitraires,
et ol ¢, désigne une solution particuliére de I’équation (4. 20).
On peut prendre par exemple (M. Crudeli) :

;= Ert + Fr
E et F désignant des constantes.

On remarquera que les deux classes de mouvements ci-dessus
conviennent a la fois aux fluides parfaits et aux fluides visqueux.
On n’a pas observé jusqu’a présent, du moins & ma connaissance,
que le tourbillon sphérique de Hill (%) est un cas particulier de la
classe actuelle et convient par conséquent non seulement aux

fluides parfaits mais aussi aux fluides visqueux. Dans le tourbillon
sphérique de Hill la fonction de courant est de la forme :

¢ = Ar¥fa® — (r2 + 23],
A et a désignant des constantes et par suite 'on a ;
Dy¢ = — 10Ar?
ce qu est bien de la forme (4. 20).

30 M. Strakhovitch cherche (38) les mouvements pour lesquels le
tourbillon ne dépend que de r, ¢’est-a-dire pour lesquels on a :

D¢ = f(r). (4. 21)
On remarquera que cette hypothése est la généralisation de ’hypo-
thése (4. 20). Elle correspond a I’hypothése qui conduit aux solu-
tions (4.9) et (4. 10) de M. Jeffery pour le mouvement plan. On

() Les notations employées pour les fonctions de Bessel dans le présent mémoire
sont celles de 'ouvrage de MM. Whittaker et Watson, Modern Analysis, 4¢ éd., 1927,
§17.

(3 Lamb, Hydrodynamics, 5¢ éd. 1924, § 165, p. 227 ; Villat, Legons sur la théorie des
tourbillons, p. 199. On sait que dans le tourbillon sphérique de Hill on prend le champ
donné ci-dessus & Pintérieur de la sphére ayant pour centre Porigine et pour rayon a.
A Textérieur de cette sphére on prend I'écoulement potentiel avec vitesse uniforme au
loin. Par un choix convenable de la constante A il est possible de rendre les vitesses con-
tinues au passage de la sphére.
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trouve (!) que ces mouvements se composent des mouvements pré-
cédents (4. 20) et de la famille ci-dessous :

¢ = v(2Ar2 + B)z + C/rdrfrl(r)dr + Drt 4 Er?,  (4.22)
ou ABCDE désignent des constantes arbitraires et ou I(r)

désigne la fonction
A B—3
I(r) = / e .r dr

qui n’est autre que la fonction Gamma incompléte (2).

40 MM. Witoszynski et Szymanski (40, cf. aussi 37) ont examiné
les mouvements pour lesquels la fonction de courant est de la
forme :

¢ = A(r)z + B(r). (4. 23)

L’équation de compatibilité montre que les fonctions A et B
satisfont & deux équations différentielles qu’on peut écrire sous la
forme suivante en prenant s = r? comme variable indépendante :

2vsA" + 2vA" — AA" 4 A2 =K,
2vsB” + 2vB”" — AB” + B'A’ = K,,

K, et K, désignant des constantes et les primes des dérivations par
rapport & s. La solution (4. 22) est un cas particulier de la famille
actuelle. (3)

C. MOUVEMENT PERMANENT SPATIAL,

10 Le mouvement par droites paralléles sans symétrie axiale
constitue une solution de la catégorie actuelle ; supposons que ’on
ait pris I’axe Oz paralléle a la direction commune des trajectoires ;
on a pour les composantes de la vitesse :

u =0, v =0, w = w(zy),

(1) J’avais donné moi-méme (30) cette solution sans avoir connaissance du travail de
M. Strakhovitch, & qui appartient la priorité.

(2) Whittaker and Watson, Modern Analysis, p. 341.

(3) 1l convient de citer ici un travail (41) de M. Szymanski ol cet auteur étudie un
mouvement permanent de révolution qu’il utilise pour représenter I’écoulement dans
un cbne circulaire;la fonction de courant est donnée sous la forme d’un développement:

oo

¢ = ZAn.fn(c).q—n,

n=0
les Ay désignant des constantes. On remarquera que cette solution ne rentre pas dans

la définition que nous avons acceptée pour I'intégrale exacte. D’ailleurs M. Szymanski
n’a point démontré la convergence du développement ci-dessus.
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la fonction w(z y) étant solution de I’équation de Poisson :
— + — =K, (4. 24)
ou K désigne une constante ; la pression est donnée par :
p
; + U = VKZ —I"' Kl’

ou K, désigne une constante. Remarquons que ce mouvement con-
vient a la fois & un fluide visqueux et & un fluide parfait.

20 M. Strakhovitch a trouvé (39) certains mouvements spatiaux
en supposant que les trajectoires sont tracées sur des cylindres
d’axe Oz et que les composantes de la vitesse ne dépendent pas
de z. Les composantes de la vitesse sont donc en coordonnées cylin-
driques :

0 =0, vy = f(r 0), vg = g(r 6).
L’équation de continuité qui s’écrit en général :

d(rey) I 0y i d(rvg)

=0
dxr 20 Az

montre que ¢, ne dépend pas de 0 : v, = f(r). On trouve que f
doit &tre de la forme :

C
f=A.rL0gr+Br+;,

ou A, B, C désignent des constantes. Quant a la fonction g elle est
solution de I’équation :

1,
vAg —f-- g = E,
r
ou E désigne une constante et A,g le Laplacien de g. On peut écrire
pour g le développement formel suivant :
g = A, Log r + Byr® + Gy + =", (),
R
ou A,, By, C; représentent des constantes et ou ¢(r) est solution
de ’équation :
| Kk
<P/+;<P'+<——“—)‘>‘P=O‘

r? vr
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On a en particulier le mouvement suivant :
C
vy =0, ¢,=ArLogr + Br+ — V= A, Logr +By? + C,.
(4. 25)

Les trajectoires sont des hélices circulaires tracées sur des
cylindres coaxiaux d’axe 0Oz, les hélices tracées sur un méme
cylindre ayant méme pas; les particules fluides qui se trouvent
sur un cylindre déterminé ne changent pas leurs positions relatives,
chaque cylindre se déplagant comme une surface rigide d’un mou-
vement hélicoidal uniforme d’axe Oz. Ce mouvement par hélices
est trés différent de la solution d’ailleurs non permanente de
M. Caldonazzo a trajectoires hélicoidales [(5.31)] ; en effet ici on
n’a pas

— — —>

rot V.= aAV;
le vecteur tourbillon n’est pas dans la direction du vecteur vitesse
comme dans les mouvements de M. Caldonazzo.

Le mouvement par hélices (4. 25) posséde la propriété de con-
venir aussi bien & un fluide visqueux qu’a un fluide parfait ;
d’ailleurs le mouvement (4. 25) résulte de la superposition du mou-
vement plan par cercles concentriques (4. 2) et du mouvement de
révolution par droites paraiiéles (4. 19) qui jouissent tous les deux
de la méme propriété. L'uniformité de la pression nécessite que I'on
prenne dans les formules (4. 25) :

A=0.

La pression est alors donnée par :

B2 cz 1
P O U=4Bz 421+ 9BCLogr ——-— + K,
e 2 2 r?
K désignant une constante.
32 M. Oseen a étudié (28 b) des mouvements ou les composantes u,
v, w de la vitesse en coordonnées cartésiennes sont de la forme :
u=ulz,y), ¢v=0(x,y), w= wi(@, y) + z wy(2, y). (4. 26)
La condition de continuité donne :
u, + v, + wy =0. (4. 27)
M. Oseen pose

u=F,—G,, v =F, + G,
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F = F(z y) et G = G(z y) désignant deux fonctions de x et y.
M. Oseen considére alors une solution particuliére du probléme
en supposant que F et G ne dépendent que de ¢, ¢ et x étant les
fonctions harmoniques conjuguées déja rencontrées :

o= (aLogr+ 59), x (bLogr—a0). (4.6)

2

B T

On obtient alors pour déterminer les fonctions F(g) et G(¢) un
systéme de deux équations différentielles du quatriéme ordre non
linéaires. Une fois F et G déterminés, w, est donné par ’équation
(4. 27) ; pour déterminer w; on a une équation linéaire aux dérivées
partielles du second ordre du type elliptique.

Quand w, = 0, M. Oseen pose :

w; = H(p) + Ky ;

H(p) désigne une fonction de ¢ et K une constante. On obtient
alors pour déterminer la fonction H une équation différentielle
du second ordre linéaire. Dans ce cas le mouvement dans le plan zOy
est le mouvement (4. 13) de M. Oseen.

Quand w, 5~ 0, M. Oseen pose :

w, = H(e) ;

on obtient encore pour déterminer H une équation différentielle

A
du second ordre.

40 M. von Karman a donné (24, p. 244) une solution pour le
mouvement autour d’'un disque indéfini tournant d’une maniére
uniforme autour d’un axe normal & son plan dans un fluide illi-
mité. Employons les coordonnées cylindriques ; M. von Karman
cherche & satisfaire ’équation de compatibilité cinématique par le
champ de vitesses suivant :

op=r1f(2), vy =rg(z), ¢35 = h(z). (4. 28)
Les projections des trajectoires sur un plan z = z, sont des spi-
v
rales logarithmiques puisque le rapport -2 est constant pour z = z,,
v

1
L’équation de continuité donne :

of + &' = 0.
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L’équation de compatibilité cinématique fournit les deux équa-
tions :

1
vh" — hR" + 3 h'2—2g%2 = K,

vg' + kh'g—hg' =0,
K désignant une constante. Si on suppose de plus que la pression

ne dépend que de z, il faut prendre K = 0 et la pression est alors
donnée par I’équation :

Phv=w—1rzic
o 2

C désignant-une constante arbitraire.
Le mouvement de rotation n’est notable que dans une couche
mince au voisinage du disque mobile ; I’épaisseur de cette ‘‘ couche

3
limite ” est de 'ordre de <——> ’) @ désignant la vitesse angulaire
()]

du disque.

Si on admet que la solution ci-dessus représente d’une maniere
suffisamment approchée le mouvement autour d’un disque fini, on
peut calculer le couple résistant pour ce disque fini ; on trouve que
le couple résistant est proportionnel & /2 (1).

5. Intégrales exactes du mouvement non permanent.
A. MOUVEMENT NON PERMANENT PLAN,.

Rappelons que ’équation de compatibilité cinématique s’écrit :

D A
vagy + 23 B (2.2)

D(z, y)
10 On a d’abord le mouvement a tourbillon constant ; la fonction
de courant (z y t) satisfait & I’équation :
A2q“ = K)
K désignant une constante absolue ; les composantes de la vitesse
u(zyt), ¢ (xyt) sont des fonctions harmoniques par rapport & z
et y.

() Un mouvement analogue & celui de M. von Karman mais non permanent a été
examiné par M. Batteman (1, pp. 283-285).
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20 Une solution classique est celle qui est constituée par le mou-
vement par droites paralléles ; prenons ’axe Ox paralléle ala direc-
tion commune de ces droites ; la fonction de courant ne dépend
quedey,t: ¢ = ¢ (y,t) et satisfait & ’équation :

wit — gyt = 0.
On peut encore écrire ¢ sous la forme :
b = a(t)y + o(y1), (5. 1)
a(t) désignant une fonction arbitraire detet la fonction ¢ satisfaisant
a I’équation
v<p;, — ¢, =0, 5. 2)

ce qui est I’équation de la chaleur.
La pression est donnée par

5- + U = —a(t)z + k).

Si on veut que la pression reste partout finie il faut que ¢’ = 0

d . .
et finalement la vitesse u = SE vérifie I’équation :
Y

” ’
it — uy = 0.

3¢ Une autre solution classique est constituée par le mouvement
par cercles concentriques ; si on suppose les cercles centrés sur I’ori-
gine la fonction de courant {(r, t) satisfait & I’équation :

VAAY — (Ad); = 0,
ol on a posé :

N
Aq):('l"r'_*—;q”r'

Mais si on écrit que la quantité p + U doit étre uniforme on
P

obtient :
vAy — ¢, = 0. (5. 3)
La fonction de courant doit donc satisfaire a cette équation plus
restrictive que la premiére.
40 M. Taylor a observé (42) que P’équation (2.2) admet les
solutions suivantes

Yz yt) = e* . Flzy), (5. 4)
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la fonction F satisfaisant & I’équation
AF = k.F. (5. 5)

On remarquera que dans les mouvements par droites paralléles,
dans ceux par cercles concentriques et dans les mouvements de M.
Taylor les lignes de courant ne changent pas de forme avec le
temps et coincident avec les trajectoires bien que le mouvement
soit non permanent.

M. Kampé de Fériet a démontré (23) que les quatre classes de
mouvements ci-dessus sont les seules pour lesquelles le tourbillon
est constant le long de chaque ligne de courant, c¢’est-a-dire pour
lesquelles les termes non linéaires disparaissent d’eux-mémes de
Péquation de compatibilité cinématique (2. 2).

50 M. Hamel (16, pp. 50-54, cf. aussi 22) étudie les solutions dela
forme :

b =CO + f(r, 1), (5. 6)

C désignant une constante. Ici encore I'uniformité de la pression
donne une équation plus restrictive que I’équation de compatibi-
lité, & savoir :

, G ”
V(Az‘P)r '—; A24’ - q’rt = 0:

¢’est-a-dire
, G
AP, — = Af — [y = 0. 6.7)

Si on suppose que f ne dépend pas de ¢, c’est-a-dire que le mou-
vement est permanent, on obtient les solutions (4. 11) et (4. 12).
En mouvement non permanent M. Hamel pose

rfe = €. xalr) (5.8)

on voit alors que la fonction y, s’exprime par les fonctions de
Bessel :

1 (1) = CrM s (@) + CrI_ (), 5.9)
ou ’on a posé

1
n\ 2 C
og=<———> 'I', 7\=1+'—'
2v

Si A n’est pas entier les deux solutions r*J 4, sont linéairement
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indépendantes. M. Hamel a aussi obtenu une représentation des
solutions de I’équation (5. 7) par des intégrales définies.

6° M. Oseen a cherché (29, p. 148) des solutions de la forme :
¢ = Fla) + ¢.G(x) + Ky,

ou
t
oL = Log r—z‘l

et ou ¢ et y désignent les fonctions harmoniques conjuguées (4. 6) ;
K est une constante. On obtient pour les fonctions F et G deux
équations différentielles non linéaires du quatriéme ordre (). M.
Oseen intégre ces équations dans divers cas particuliers.
M. Oseen cherche aussi (29, p. 151) des solutions de la forme :

$ = P WF(a) 4+ ¢(A 4+ Ba) + Ky,  (5.10)
A et B désignant des constantes. Mais il est aisé de voir que ’expres-
sion (5. 10) est de la forme :
$ = (m Logr + n)6 + f(r, t),
et il est plus commode de ’aborder directement (cf. § 22).

7° M. Bateman cherche (1, p. 247, cf. aussi 31) des solutions de
la forme

¢ = Az, tly + B(z, 1). (5. 11)

L’équation de compatibilité cinématique montre que les fonc-
tions A (z, t) et B (z, t) doivent vérifier les équations :

VALY — AA", 4 ALA%, — A", =0, 5. 12)
vBY — AB", + B/A’, — B, = 0. (5. 13)

Une fois la premiére équation intégrée, la deuxiéme est une équa-
tion linéaire en B. Cette deuxiéme équation admet la solution
particuliére évidente B = K. A, K désignant une constante. Les
équations (5. 12) et (5. 13) peuvent d’ailleurs étre intégrées une fois
par rapport a z.

M. Bateman cherche des solutions des équations (5. 12) et (5. 13)
qui soient de la forme :

A = F(x + o), B = G(z + at),

(*) Ces équations ne sont pas algébriques. Cette solution ne rentrerait donc pas dans
le cadre de I'intégrale exacte telle que nous ’avons définie.
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o désignant une constante. En posant
H =F(@ + a) + «,
on obtient les équations :
vHY 4+ H'H" — HH" = 0, (5. 14)
vG¥ + G'H" — HG" =0, (5. 15)

qui ne sont autres que les équations (4. 16) et (4. 17). La fonction
de courant s’écrit :

Y = —ay + Hz + at)y + Gz + at). (5. 16)

L’équation (5. 14) admet les solutions particuliéres suivantes :
6

H=—2, (5. 17)
S

H = va + Ce%, (5. 18)

ou lon a posé £ = z 4 «f et ou a et C désignent des constantes.
Pour la solution (5.17) I'équation (5. 15) devient une équation
d’Euler et on peut facilement expliciter la solution ; on trouve
finalement pour la fonction de courant :

¢ = —[Gv(x + at)™t 4 a]y + Cyz + at)® + Cylz + at)™!
+ Cs(z + at)™*  (5.19)

C; C, C; et o désignant des constantes (). Pour la solution (5. 18)
I’équation (5. 15) se réduit aprés quelques transformations & une
équation de Laplace.

8o M. Bateman cherche (1, pp. 248-250) les mouvements dont la
fonction de courant satisfait a la relation :

¢ = z.a(t) + Ad.5(1), (5. 20)

a(t) et b(t) désignant deux fonctions de #. On trouve que b doit
se réduire & une constante ; la fonction de courant est donnée par :

¢=xma+ﬂwmy+/%m, . 21)

k désignant une constante et ® une fonction qui satisfait & I’équa-
tion
A,D = k.

(Y On verra plus loin (§ 6) le lien qui unit la solution (5. 16) & Ia solution (4. 15) et
en particulier la solution (5. 19) & Ia solution (4. 18).



INTEGRALES EXACTES CONNUES 35

On peut expliciter de nombreuses solutions de cette équation ; en

posant
hh=y+ f adt,

on a par exemple les développements formels suivants pour @ :

si n?>k: ®=3(A,+B,e™)C, cos Ay, + D, sin Ay,) (5. 22)
avec N=n2—Fk;

si nt<k: ®=3(A "+ Be™)(C,eM + D,e ) (5.23)
avec 22 =k —n?;

enfinsi n2=%k: @ = (Ae™ 4 Be ™) Cy, + D). (5. 24)

Les grandes lettres désignent des constantes.
Considérons les variables r; et 0, définies par les relations :

rycos 6, =z, rysin 6, = y,.
En posant k = — a2 on a pour ® le développement formel :
= z(A cos n6; + B, sin nel)[ ary) + DnYn(ocrl)] (5.25)
3 (ory) et Y, (ar,) désignant les fonctions de Bessel d’ordre n de

premiére et de deuxiéme espéce. En posant k = « on a de
méme le développement :

® = (4, cos n8; + B, sin 16, [Cnln(ocrl) + DnKn(ocrl)] (5. 26)

o
L. (ary) ct K {«r,)) désignant les fonctions de Bessel modifides

d’ordre n de premiére et de deuxiéme espéce (1).

Les expressions (5. 25) et (5. 26) montrent qu’on a en particulier
les solutions suivantes :

® = Clo(ary) + DYy(ary),
® = Cly(ar,) + DKy(ary).

M. Bateman cherche aussi d’une maniére analogue a (5. 20) les
mouvements dont la fonction de courant satisfait & la relation :

§ = r2a(t) + Ayd. b(e). (5. 27)

On trouve que a(t) et b(t) doivent se réduire & des constantes a,
et by ; la fonction de courant est de la forme :

§ = agr® 4 O(r, 0 + 2a4t)e’, (5. 28)

(1) Whittaker and Watson, Modern Analysis, §17. 7.
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1 .
ol on a posé k = 5 et ou @ désigne une fonction qui satisfait &
]
1’équation :
AD = k.

Posons 0; = 0 + 2agt ; on a pour ® les développements formels
(5. 25) et (5. 26) ou il suffit de remplacer r; par r ().

B. MOUVEMENT NON PERMANENT DE REVOLUTION. .
Rapypelons I’équation de compatibilité cinématique :
D4, 5 Dt
rz
D(r, 2)
ol le symbole D, désigne 'opérateur

22 22 1
W r o

vDey + 1 — (Do), =0 (3.2)

2 =
10 On a d’abord le mouvement par droites paralléles & Oz; la
fonction de courant ¢ = {(r t) doit étre de la forme :

b = a(t)r + o(r, 1),
a(t) désignant une fonction arbitraire de ¢ et ¢ satisfaisant a l'équa-
tion

» 1 7’ ’
v <'Pr’—_; ‘Pr> — ¢ = 0.
La pression est donnée par :
P LU= 2z + b,
P

b(t) désignant une autre fonction arbitraire de t.

20 D’une maniére analogue a (4. 20) on peut avoir des solutions
(r z t) telles que :
DZ(‘I) = Krz, (5. 29)

K désignant une constante absolue. Ces mouvements conviennent

4 la fois aux fluides visqueux et aux fluides parfaits.

(') On verra plus loin (§ 6) le lien qui unit les solutions (5. 21) et (5. 28) & la solution
(5. 4) de M. Taylor.
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C. MOUVEMENT NON PERMANENT SPATIAL.

1o Le mouvement par droites paralléles sans symétrie axiale
est une solution de la catégorie actuelle. Prenons I’axe Oz paralléle
& la direction commune des trajectoires. On a pour les composantes
de la vitesse en tenant compte de la condition de continuité :

u =0, v =0, w = w(xyt).

L’équation de compatibilité cinématique montre que la fonec-
tion w doit satisfaire & ’équation :

vAw — %’ — K(), (5. 30)

K(z) désignant une fonction arbitraire de ¢. La pression est donnée
par

?-; + U = K(#t)z + Ky(),

K,(t) désignant une autre fonction de ¢.

20 M. Caldonazzo (9) a trouvé un mouvement non permanent o
les trajectoires sont des hélices circulaires tracées sur des cylindres
d’axe Oz. En employant les coordonnées cylindriques les compo-
santes de la vitesse sont :

pr =0, 0, =Ae V] (ar), v3 = Ae V] (ar). (5.31)
Dans ces formules J; et J, indiquent les fonctions de Bessel de
premiére espéce d’ordre zéro et un, A et a sont des constantes abso-
lues. Ce mouvement jouit de ia propriéié suivante : le vecteur tour-
billon a méme direction que le vecteur vitesse (%) :
—_ —> —
rotV = a.V,
Les particules fluides qui se trouvent sur un cylindre déterminé
ne changent pas leurs positions relatives, le cylindre se déplacant
comme une surface rigide d’'un mouvement hélicoidal ; le cylindre

de rayon r tel que ar soit une racine de J, est animé d’un mouvement
de translation seul, celui dont le rayon r est tel que ar soit une racine

(*) Les mouvements qui jouissent de cette propriété ont été étudiés pour la pre-
miére fois par Beltrami, Considerazioni idrodinamiche, Rend. Ist. Lombardo, vol. 22,
1889, pp. 121-130. Beltrami ne s’occupe que de fluides parfaits. M. Caldonazzo, & la suite
de Beltrami, appelle mouvements hélicoidaux les mouvements qui jouissent de la pro-
priété ci-dessus ; il ne semble pas que cette dénomination soit A conserver : le mouve-
ment de M. Strakhovitch (4. 25) montre en effet qu’il peut exister des mouvements a
trajectoires hélicoidales ou le vecteur tourbillon n’est pas dirigé suivant le vecteur
vitesse.
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de J, est animé d’un mouvement de rotation seul. Remarquons
enfin que les lignes de courant et les trajectoires coincident quoique
le mouvement ne soit pas permanent.

30 La solution précédente rentre dans une famille plus générale

qui a été indiquée par M. Trkal (43) et qui est la suivante :
—_ =

V = a(z y z) e 7, (5.32)

->
ol k désigne une constante absolue et a(z y z) un vecteur qui satis-
fait & ’équation :

—> —> -

rota = k.a. (5. 33)

Dans ce mouvement (1) les lignes de courant ne changent pas de

forme avec le temps et coincident avec les trajectoires bien que le
mouvement soit non permanent. Quant & la pression elle est donnée
par :

i
-5 + U = — @™ ),

f(t) désignant une fonetion arbitraire de i.
Remarquons qu’on déduit de I’équation (5. 33) :

—> >
ANya = k2. a.

On notera ’analogie formelle de la solution actuelle et de la solu-
tion (5. 4) de M. Taylor ; ces deux solutions sont cependant essen-
tiellement différentes ; dans la solution de M. Taylor le vecteur
tourbillon est normal au vecteur vitesse ; dans la solution de
M. Trkal il est dirigé suivant le vecteur vitesse.

40 M. Caldonazzo a étudié (8 b, p. 408) les mouvements symé-
triques parrapport aun axe (cf. § 17 et § 34) tels que le mouvement
dans le plan méridien soit potentiel. On trouve que le mouvement
dans le plan méridien est régit par la fonction de courant :

Y = (ar? + b)z + a,r? + b, (5. 34)
a b ay by désignant des fonctions arbitraires de ¢ ; la composante
de la vitesse normale au plan méridien, soit f(r, #) satisfait & une
équation aux dérivées partielles qu’on peut écrire en posant rf = &
et en prenant r* = s comme variable indépendante :

4vsk, — 2(as + b)h, — k, = 0. (5. 35
s S t

(1) Strictement parlant la solution de M. Trkal ne ferait pas partie de ’ensemble des
intégrales exactes tel que nous I'avons défini. Par ailleurs Péquation (5. 33) est trés
simple et bien connue.



CHAPITRE 11

TRANSFORMATION OBTENUE PAR LA METHODE
DES AXES MOBILES

6. Le but de ce chapitre est d’établir la proposition suivante qui
permet de déduire de nouvelles intégrales des équations de Navier-
Stokes & partir d’intégrales connues :

Considérons une solution :
w'(zyzt), vi(zyzt), w(ryzt)

des équations de Navier-Stokes ; soient d’autre part six fonctions
arbitraires de t () : les trois fonctions a(t), b(t), c(t) et les trois fonc-
tions qui servent a déterminer le tableau de cosinus directeurs (2) :

o"l(t)a ﬁl(t)a Yl(t)a
a(?), Ba(2), Ya(2),
ag(?), Bs(?), Ys(t) 5

sotent P(t), Q(t), R(t) trois fonctions de t qui se déduisent de ce tableau
par les relations :

" P(t) = agxy + PaBy + YaYa
Q) = “1“; + Blp:; + 'Y1Y9:,
R(t) = «po; + BBy + Ya¥s s

supposons que la solution des égquations de Navier-Stokes considérée
satisfasse aux équations :

il dut dut
P.— — + R.— =P,
T Q W TR
I ! 0t
P.— — R.— =0
o+ Q v + > Q,
,I b I a I
P2 L 0 R
dx W z

(1) Blles sont assujetties seulement 4 certaines conditions de régularité.
{2) Ces trois fonctions peuvent étre par exemple les angles d’Euler.
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alors les fonctions :

u (xy 2 t), v (zyzt), wl (xy zt)

définies par les relations :
wi(zyzt) = a’ + Qy(z—c)— Ro(y— b) +wi( XY Zt)or, + v{(XY Zt)ar, + wi(XY Zt)ary,
va(zyzt) = b + Ry(z— a)— Po(z— ) + u(X Y Z4)3, + v(X Y Z2)3, + wi(X Y Z2)B,,
wi(xyzt) = ¢ + Pyly— b)— Qp(z—a) + u(XY Zt)y, + vi(XY Zt)y, + wi(XYZi)vs,
constituent une nouvelle solution des équations de Navier-Stokes ;
dans ces formules X, Y, Z se déduisent des variables x, y, z par les
relations :

X = (z—a)y + (y — )y + (2 — )1y,

Y = (z —a)ay + (y — 0)fy + (2 — )7z,

Z = (x—a)ug + (y — b)Bs + (2 —¢)vs,
et les fonctions Py(t), Qo(t), Ry(t) se déduisent du tableau de cosinus
directeurs par les relations :

Po(t) = Byy: + Bavs + Bavs
Qo(t) = Y1°°; + 'Y2°"2 + Ya“:;a
Ro(?) = “1@1 + “2% + “3[3; M-

*
® %k

Considérons un mouvement ou les composantes de la vitesse
par rapport aux axes fixes Oz, Oy, Oz sont :

u(x y 2 1), vz y zt), wxyzt); (6. 1)
supposons que ce mouvement soit un mouvement de fluide vis-
queux incompressible, ¢’est-a-dire
qu'il satisfasse a I’équation de
compatibilité cinématique.

Soit maintenant un systéme
d’axes mobiles 0,X, 0,Y, O,Z ;
considérons le mouvement ou la
vitesse relative par rapport aux
axes 0,X, 0,Y, O,Z a pour compo-
Fie. 3. santes selon ces mémes axes :
w(XYZt), (XY Zi), w(XYZt),

u(z y zt),... désignant les fonctions (6. 1). Ce second mouvement
ne sera pas en général un mouvement de fluide visqueux incom-

(1) La proposition ci-dessus est vraie non seulement pour un fluide visqueux incom-
pressible mais aussi pour un fluide parfait incompressible.
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pressible ; on concoit en effet que 1’équation de compatibilité ciné-
matique écrite avec les vitesses relatives et en axes mobiles con-
tiendra des termes qui dépendront du mouvement du systéme
d’axes mobiles : les équations aux dérivées partielles qui traduisent
cette équation de compatibilité cinématique ne seront pas identique-
ment celles qu’on obtiendrait en remplagant z y z respectivement
par X Y Z dans les équations qui correspondent au cas des axes
fixes. Nous nous proposons de rechercher les cas exceptionnels ou
le mouvement obtenu par le procédé ci-dessus est encore un mou-
vement de fluide visqueux incompressible.

Fixons d’abord quelques notations. Soient a(t), b(t), ¢(t) les coor-

> > >
données de l'origine O, du systéme mobile. Désignons par i, j, k

les vecteurs unitaires des axes 0;X, 0,Y, O,Z et soient respective-
ment :

o B1 Y1
o Bz Yo

o3 Bs Ya,

> > >
les composantes des vecteurs i, j, k, composantes qui forment un

tableau de cosinus directeurs. Les coordonnées X Y Z d’un point M
dans le systéme mobile sont données en fonction de ses coordonnés
x y z dans le systéme fixe par les formules :

— X =(r—a)y + g —b)Br+E—0)T.,
Y = (z —a)ey + (y — 0B, + (2 — ¢)Y2, (6.2)
L= (x—a)s+ (y —b)Bs + (z— ¢)vs.

— -
Soient V(t) la vitesse du point O, et Q(?) la rotation instantanée

—_
en O,. Les composantes de V() sur les axes fixes sont :
a(t), '@, @)

Soient P(t), Q(t), R(t) () les composantes selon les axes mobiles
—>

de larotation instantanée Q(t) et soient Py(t), Qo(2), Ry(t) ses com-
posantes selon les axes fixes ; ces composantes sont données comme

® Contrairement 4 I'usage nous ne désignerons pas ces composantes par p ¢ r pour
éviter la confusion avec la pression p.
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il est bien connu par les formules suivantes :

-> -
—> dj = dk , , ,
k. a — = gty + Bafy 1+ YsY2

P@t) = 7.
dt
= — (“2“; + sz; + Yz‘Y;),

....................

Py(t) = BIYII + BzY’z + BaY; = (Y13,1 + Yz@é + Ysﬁ:,;),

...................

Ces notations étant choisies, écrivons I’équation du mouvement
d’un fluide visqueux incompressible et I’équation de compatibilité
cinématique sous la forme :

—_ p —> — >
— grad (U + —> =1y -+ v.rot,V, (6. 3)
e
—_— —_ —>
rot y + v.rot; V=20 (6. 4)
—_
Soit V, la vitesse relative rapportée au systéme mobile O; XYZ
—> - -

et soit V, la vitesse d’entrainement. Soient de méme vy, et v, les
accélérations relative et d’entrainement. On a les relations :

- — >
V=V,+V, (6.5)
- - - -> >

Y=Y+ v+ 2QAV,. (6.6)

—
Ecrivons les composantes de la vitesse d’entrainement V, dont
nous aurons besoin. On a :

— _ > ——>
V. (M,t) =V, + QAOM

—
les composantes de V, selon les axes Oz, Oy, Oz sont donc respecti-
vement :

o' + Qolz —¢) — Roly — b),

b" + Ro(x — a) — Py(z —¢),

¢ + Poly — b) — Qo(z — a).
On en déduit immédiatement que I’on a :

— >

—
— AV, =rot, V, = 0. 6 7
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Introduisons les expressions (6.5) et (6.6) dans les équations
(6. 3) et (6. 4) en tenant compte de (6. 7). On obtient ainsi les équa-
tions suivantes :

— N\ > - -> —> — >
— grad <U + ?3) =y, + v. +2QAV, + v.rot, V,, (6. 8)

—_ —_ > > —

- =
rot v, -+ v.roty V, + rot v, + 2 rot (Q/\VT> =0. (6.9)

»
Considérons maintenant un mouvement V* dont les composantes
selon les axes Oz, Oy, Oz sont respectivement :
w(zyzt), (zyazi), wi(zyzt),

et supposons que ce mouvement soit un mouvement de fluide vis-
queux incompressible, ¢’est-a-dire qu’il satisfasse a ’équation de
compatibilité cinématique (6. 4); on a donec :

— > —_—

rot y' + v.rotg VI = 0. (6. 10)

— -
A ce mouvement V' associons un second mouvement V! tel

-
que la vitesse relative V' par rapport aux axes O,XYZ dans ce
second mouvement ait pour composantes selon ces mémes axes :
ul(XYZt)y=u(XYZt), ¢ (XYZt)=¢(XYZ1),
wr (XY Zt) = w' (XY Z1). (6. 11)

-
Nous cherchons & quelle condition le mouvement V¥ est un
mouvement de fluide visqueux incompressible.
Par suite de 1’équation (6. 10) on a :

— > — =
rot y' + v.rotg Vi = 0.

Si ’on se reporte alors & ’équation (6. 9), on voit que la condition

—
nécessaire et suffisante pour que le mouvement V* soit un mouve-
ment de fluide visqueux incompressible est que I’on ait :

— > — (> >
rot vy, + 2 rot (Q/\V},I> = 0. (6.12)

-
La vitesse absolue dans le mouvement V' est définie par :

—> - —
VI =V, + VI
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les composantes de la vitesse selon les axes Oz, Oy, Oz sont donc
pour ce mouvement :

u'(zyzt) = a' + Qo(z —¢) — Ro(y — b)
+ (XY Zt)o, + ¢ (XY Z )y + #"(XY Zt)ag,

p(xyzt) = b 4+ Ry(x — a) — Py(z —¢)
+ u(XYZ)B + o XYZt)B, + w(XY Z1)Bs, (6.13)

wi(zyzt) = ¢ + Poly — b) — Qolz — a)
+ u (XY Zt)yy, + XY Zt)y, + w{(XY Z )y,

Dans ces formules il faut remplacer X Y Z-par leurs expressions
données en (6. 2).

Nous avons donc déja obtenu le résultat suivant :

Soit donnée une solution uw'(zy zt), ¢z y zt), w (zyzt) des
équations de Navier-Stokes ; supposons en outre que la condition
(6. 12) soit satisfaite ; alors les fonctions u™(zy zt), V" (zy 2t),
w'(z y zt) constituent une nouvelle solution des équations de
Navier-Stokes.

Nous appellerons la solution u', ¢!, w', la solution primitive et la

solution u™, o™, w™ la solution dérivée (1).
—
Explicitons la condition (6. 12). L’accélération d’entrainement vy,

a pour expression :
-> > J?z —_> > — —
Yo= ot S AOM + 0 A (V,— V),
av,
—
en désignant par v, = —dt—ol’accélération du point O,. Calculons le

—_
rotationnel de v, ; on obtient facilement :

>

— > 0 a0

rot y, =2, —-
dt

(1) Nous dirons aussi : mouvement primitif ou mouvement dérivé pour : solution
primitive ou solution dérivée.



TRANSFORMATION PAR LA METHODE DES AXES MOBILES 45

L’équation vectorielle (6. 12) projetée sur les axes mobiles O,X,
0,Y, O,Z fournit les trois relations :

dul dull st
P'al;( +Q. a\? + R YA =

o0r Y 0
S A

b II a I1 b I
P2y 0

On peut écrire ces trois relations sous la forme suivante ou figurent
les dérivées des composantes uzyzt), ¢(zyzt), w(zyzt) de la
solution primitive :

it dut dul

P.— .—+R.— =P,
dr +Q Y + 2
! ! 0t

P.— —4+R. —=0 6. 14
v Q > +R. o Q, (6. 14)
dw! ! !

P.— .—+ R.— =R/
o +Q Yy + 32

On voit que la transformation que nous avons obtenue s’applique
a toute solution u'(zyzt), ¢v'(xyzt), wi(xyzt) qui vérifie les
équations aux dérivées partielles (6. 14).

La proposition énoncée au début du présent paragraphe se trouve
donc complétement démontrée.

I1 subsiste un grand arbitraire dans la solution dérivée (6. 13) ;
il y figure en effet 6 fonctions arbitraires du temps soit les 3 fonc-
tions a(z), b(t), c(t) et les 3 fonctions qui fixent le tableau des cosinus
directeurs «; B; v; (donc la rotation instantanée) ; les 3 derniéres
fonctions doivent seulement étre telles que les équations (6. 14)
soient satisfaites ().

Passons maintenant a la partie dynamique du probléme et cher-

chons comment la pression p ou plutét la quantité 4 + U relative
e

(1) Sil’on se borne & la considération de solutions réguliéres les 6 fonctions arbitraires
dont il est parlé ci-dessus devront étre assujetties & certaines conditions de régularité
afin que, la solution primitive ux, ¢1, wI étant réguliére il en soit de méme de la solution
dérivée um, o1, wi, On voit facilement que ces conditions sont que les 6 fonctions en ques-
tion soient continues ainsi que leurs dérivées jusqu’au second ordre.
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a la solution dérivée est liée 4 la quantité analogue relative a la solu-
tion primitive. Posons pour simplifier :

Pyu=F.

P
Soit F'(zy zt) la fonction F de la solution primitive. L’équation
(6. 3) du mouvement s’écrit :

—> - — >
— grad F' = y' 4 v.rot, V., (6. 15)

Soit F*(x y zt) la fonction F de la solution dérivée. L’équation
(6. 8) du mouvement prend la forme :

— - — - —-> >
—grad F" = v + vorot, VI' 4 v, + 2Q A VE. (6. 16)

- —-> -

La fonction vectorielle y, + 2Q AV a par hypothése son
rotationnel nul en vertu de I’équation (6.12); elle est donc le
gradient d’une fonction scalaire que nous désignerons par G :

—>

- e
grad G = vy, + 2QA V. (6.17)

Projetons cette égalité vectorielle sur les axes mobiles O,X,
—
0,Y, O,Z. L’accélération d’entrainement y, a pour expression :

> > d£_2> _— > (> ——>
YezYo‘f‘Tit‘/\OlM‘l’Q/\(Q/\OlM)
-

—->—-—>\—>

> dQ > ( , >
=Yo+—&‘t"/\01M+ Q.OlM/Q——Q.OlM.

—
Les projections de l’accélération v, du point O; sur les axes
fixes sont a”b”c” ; soient ef g ses projections sur les axes mobiles
qui s’en déduisent bien simplement ; les composantes de I’accélé-

—_—
ration d’entrainement y, selon les axes mobiles sont done :
e~ QZ—RY + (XP+ YQ+ ZR)P — (P* + Q* + R¥)X,

........................
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Finalement 1’égalité vectorielle (6. 17) projetée sur les axes 0,X,
0,Y, O,Z permet done d’écrire les trois équations suivantes :
d
b%=e+ QZ—RY+ (XP+YQ+ ZR)P
— P2+ Q2+ RYOX + 2Qw (X Y Z1t) — 2Re(X Y Z 1),

)G

= e .. (6.18)

G
e R R I I

L’équation (6. 16) s’écrit quand on y introduit G :

—_— -> —_ > —
— grad F" = y;' + v.rot, Vi' 4 grad G. (6. 19)

Rapprochons maintenant les équations (6. 15) et (6. 19) en pre-
nant en considération les équations (6. 11) par lesquelles nous avons

—
défini VI'; on en tire :
Fzyzt) = F(XYZt) —G(X YZ1), (6. 20)

ou la fonction G est donnée par les équations (6. 18) ; il faut rem-
placer au second membre X Y Z par leurs expressions en fonction
de zy z données en (6. 2). On devrait ajouter au second membre
de ’équation (6. 20) une fonction arbitraire de ¢ ; cela est toutefois
inutile puisque les fonctions F' et F" et la fonction G ne sont
déterminées qu’a une fonction additive de ¢ prés. La relation (6. 20)

fournit le lien entre la quantité P 4+ U = F relative & la solution
1

dérivée et celle relative a la solution primitive.
Nous allons maintenant examiner la transformation que nous
venons d’obtenir dans quelques cas particuliers.

1. Mouvement plan.

Considérons le cas ou le mouvement primitif et le mouvement
dérivé sont tous les deux plans. Dans ce cas'on a :

P(t) = Q(t) = 0.
Les équations (6. 14) se réduisent alors & :

R =0,
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ce qui montre que 'unique composante R de la rotation instan-
tanée doit étre égale & une constante o :

R = o.

Nous venons donc d’obtenir le résultat suivant : la transformation
est applicable & tout mouvement plan sans exception ; la rotation
instantanée R est constante.

Le mouvement des axes mobiles O,X, O,Y est défini par les

y coordonnées a(t) et b(t) de Porigine O, et
Y

par I'angle 0(2) des axes Oz et O,X.
La rotation instantanée R est donnée
en général par :

do

o x = E)
Fre. 4.

en choisissant convenablement 1’instant
initial on a donc :
0 = ot.
Les formules (6. 2) deviennent ici :

X = (x —a) cos ot + (y — b) sin o, (6. 21)
Y = — (z —a) sin ot -+ (y — b) cos wt. )

Enfin les formules (6.13) qui donnent la solution dérivée u™(x y t)
¢™(x y t) associée a la solution primitive u'(z y t), v(z y t) s’écrivent :
uMzyt) =a — oy —b) + u (X Y #) cos ot — (X Y t) sin wt,
vHzyt) =0 + ox—a)+ v (X Y1) sin ot + ¢(X Y 1) cos ot}

(6. 22)

dans ces formules il faut remplacer au second membre X et Y par
leurs expressions (6. 21).

Le résultat obtenu peut donc s’énoncer dans le cas actuel de la
maniére suivante :

Soit donnée une solution u'(xy t), vi(x y t) des équations de Navter-
Stokes pour le cas du mouvement plan ; les fonctions u™(x y t), v¥i(x y t)
données par (6.22) constituent une nouvelle solution de ces équations.

On voit que la solution dérivée contient deux fonctions arbi-

traires de ¢ : a(t), b(t) et une constante arbitraire o (1).

(%) SiI’on se borne 4 la considération de solutions réguliéres les fonctions a(z) et b(z)
devront étre assujetties 4 étre continues ainsi que leurs dérivées jusqu’au second ordre.
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Passons maintenant 4 la partie dynamique du probléme ; la

relation (6. 20) entre les quantités F = 4 + U prend ici la forme :
e

Fizyt) = FYX Y 1) — G(X Y ©).

Les équations (6. 18) dont I'intégration donne la fonction G(X Y ¢)
se réduisent aux suivantes :

s—;}( =e— !X — 20 ¢(X Y1),
G (6.23)
—_— = f— ? 20 ut .
~ f oY + 20u(X Y 1)

Tous ces résultats peuvent également s’exprimer en utilisant la
fonction de courant §(z y t) liée aux composantes de la vitesse par
les relations :

d
u=_¢, ___..D_.LB-
dY dx

Soit '(x y t) la fonction de courant de la solution primitive ; les
équations (6.22) montrent aisément que la fonction de courant
¢"(z y t) de la solution dérivée a pour expression :

ve(zyt = oy —vo— G| e—ar + gy |
+ 4;1[(05-— a) cos ol + (y—>b) sin wf, — (x— a)sin et + (y — b) cos wt, t]. (6.24)
Si on utilise la fonction de courant le résultat que nous avons

obtenu s’exprime donc de la maniére suivante :

Soit donnée une solution J'(x yt) de U'équation de compatibilité
cinématique (2. 2) ; la fonction {"(x y t) fournie par (6. 24) est une
nouvelle solution de cette équation.

Quant a la partie dynamique du probléme, les équations (6. 23)
s’integrent immédiatement si on utilise la fonction de courant et
on obtient pour la fonction G en remplacant X et Y par leurs
expressions (6. 21) :

2
G =ar+ by— % [(m-—-—a)‘*’ + (y— b)2]
+ 2 oy![ (2 — a) cos of + (y— b)sin of, —(z— a)sin of + (y— b) cos ot ¢].

I1 est facile de voir ce que devient ’expression (6. 24) si on emploie
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les coordonnées polaires r et 6 au lieu des coordonnées cartésiennes ;
soit J*(r 0 ¢) la solution primitive ; posons :

p? = (x —a)® + (y — b)?,
y—5b

tg o =
B ="

La solution dérivée a pour expression :
Y 00) = a'y — bz — 2.0t + Pilp, @ — o, 1); (6.25)

le second membre de (6. 25) est fonction de r 0 ¢ par I'intermédiaire
de z, 9, p et @ qui s’expriment bien simplement en fonction de r 6 .

Nous allons maintenant appliquer la transformation a quelques
mouvements plans connus pour eu tirer des mouvements nouveaux.

10 Prenons d’abord comme mouvement primitif le mouvement
plan permanent par droites paralléles ; on a :
¢ = Ay® + By? + Cy, (4.1)

A B C désignant des constantes arbitraires. La solution dérivée qui
s’en déduit s’écrit d’aprés (6. 24) :

¥ =ay — be— @ —a? + g — 0] + AP + B + Cf,
(6. 26)

oua = a(t) et b = b(t) désignent des fonctions arbitraires de ¢ et ou
I'on a posé

f=—(z—a)sinwt + (y — b) coswt.

Dans le nouveau mouvement (6. 26) que nous venons d’obtenir
la fonction de courant est un polyndme du 3¢ degré en z et ¥, les
coefficients étant des fonctions de t. Le mouvement (6. 26), tout
comme le mouvement (4.1) dont il dérive, posséde la propriété
de convenir aussi bien & un fluide parfait qu’a un fluide visqueux.

20 Prenons comme mouvement primitif le mouvement plan per-
manent par cercles concentriques ; on a :

¢' = Ar2Logr + B Logr + Cr? (4. 2)

A B C désignant des constantes arbitraires. D’apres (6. 25) la solu-
tion dérivée s’écrit :

Y = a'y — b’z + Ap®Log p + B Log o + Cp?, (6.27)
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ou a et b désignent des fonctions arbitraires de ¢ et ol p est donné
par
PP = (x—a)® + (y — b)%

Le mouvement (6. 27), tout comme le mouvement (4. 2) dont il
dérive, posséde la propriété de convenir aussi bien & un fluide par-
fait qu’a un fluide visqueux (*).

3° Prenons comme mouvement primitif le mouvement perma-
nent par droites concourantes ; on a :

y' = F(6),
la fonction F(0) satisfaisant & ’équation différentielle :
vF" + 4vF' + F'2 = C,

ou C désigne une constante ; comme on I’a vu, F’ s’exprime d’ailleurs
par la fonction elliptique pu. Si nous appliquons la transformation
a4 ce mouvement, nous obtenons d’aprés (6.25) le mouvement
dérivé :

U = a'y —b'x — .(;. 0% + F(p — ot), (6. 28)

ol a et b désignent des fonctions arbitraires de ¢t et ot p et ¢ sont
donnés par :

=@+ — b, g =arctg i,
z—a
4° On peut encore appliquer la transformation aux mouvements
(4. 9) et (4. 10) de M. Jeffery : la fonction de courant du mouvement
dérivé s’écrit immédiatement. De méme on pourrait prendre comme
mouvement primitif le mouvement (4. 13) de M. Oseen : on obtien-
drait un mouvement ‘¢ pseudo-turbulent *’ non permanent.

50 Prenons comme mouvement primitif le mouvement (4. 15) ;
ona:

' = Fla)y + G(a), (4. 15)

les fonctions F(z) et G(z) satisfaisant aux équations différentielles

(%) Ilest aisé de voir que e fait que nous venons de constater sur les solutions (6. 26) et
(6. 27) est général : la transformation n’altére pas la propriété du mouvement de convenir
a la fois aux fluides parfaits et aux fluides visqueux ; si le mouvement primitif posséde
cette propriété, il en est de méme du mouvement dérivé. La chose est évidente d’aprés
une remarque précédente (3¢ note du présent paragraphe).
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(4. 16) et (4.17). Appliquons la transformation a ce mouvement ;
d’aprés (6. 24) la solution dérivée s’écrit :

¥ = ay — b — @ —ap + (y — 0] + FXY + 6(X),
(6. 29)
ol a et b désignent deux fonctions arbitraires du temps et ouPon a:
X = (x —a) cos of + (y — b) sin i,
Y = — (z — a) sin ot 4 (y — b) cos wt.
La solution (5. 16) donnée par M. Bateman n’est qu'un cas par-

ticulier de la solution (6. 29); prenons en effet dans cette derniére
solution :

o =20, a=—at, b=0,
o désignant une constante ; elle s’écrit :

" = —ay + Fx + at)y + Gz + «t),

ce qui est bien la solution (5. 16). Cette derniére est donc la trans-
formée dans la transformation actuelle de la solution (4. 15); en
particulier la solution (5.19) est la transformée de la solution (4. 18).

6° Prenons comme mouvement primitif le mouvement (5. 4) de
M. Taylor ; on a done :

¢ = *.F(z y) (5. 4)
la fonction F satisfaisant & ’équation :
2F  F
— + — =kF. (5.5)
2z Yy

Appliquons la transformation a ce mouvement ; d’aprés (6. 24y
la solution dérivée s’écrit :

p—ay—ve—3 @—of + (=07 |
+ ¢ | F [(z—a) cos ot + (y—b)sin of, —(z—a)sin ot + (y—b)cos wt], (6.30)

ol a et b désignent deux fonctions arbitraires de ¢.

La solution (6. 30) que nous venons d’obtenir peut aussi s’écrire
sous une autre forme si on utilise les coordonnées polaires ; la solu-
tion primitive est dans ce cas de la forme

U = et F(r 0),
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la fonction F vérifiant 1’équation :

2F 1 1 ¥F

— 4+ -— 4+ —— = kF. 55a

ar? + roa  rt a2 ( )

D’apres (6. 25) la solution dérivée s’écrit :
$% = a'y — bz —%’-92 + F(p, o — at),  (6.31)
oul’on a posé
p? = (z—a)P + (y —b)?
y—5b

= arc t
¢ r gx~a

Les mouvements (5. 21) et (5. 28) donnés par M. Bateman ne sont
que des cas particuliers de la solution que nous venons d’obtenir.
Supposons en effet que ’on prenne :

a =20, w=20;
la solution (6. 30) s’écrit :
"= — b’z + . F(x, y — b),
la fonction F vérifiant ’équation (5. 5); or ceci n’est autre aux

notations prés que la solution (5. 21) (1).
De méme prenons

a=0b=0
dans Ja solution (6. 31) ; on a alors :
p=r, p =0
et la solution (6. 31) s’écrit :
P = — g—-ﬂ +-e%t F(r, 6 — wt),

() On obtient une famille un peu plus générale que la famille (5. 21) de M. Bateman
en généralisant ’hypothése qui y conduit et en posant au lieu de (5. 20) :
$ = a,(t)z + axtly + b(1). Ay,

On trouve encore que la fonction b(z) doit se réduire A une constante ; la fonction de
courant s’écrit tous calculs faits :

b= ez + ay + VHO(z— faudt, y + [adr), (5.21 @)
Ik désignant une constante et la fonction @ satisfaisant a I’équation :
A = k®.

Cette solution plus générale que (5. 21) se déduit comme elle de la solution (5. &) de
M. Taylor par la transformation ci-dessus ; il suffit de faire ¢ = 0 dans la solution (6. 30)
pour Pobtenir.
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la fonction F vérifiant I’équation (5.5 a), ce qui n’est autre, aux
notations prés, que la solution (5. 28).

Les solutions (5. 21) et (5. 28) de M. Bateman sont donc les trans-
formées de la solution (5. 4) de M. Taylor.

2. Mouvement non plan.

Si le mouvement n’est pas plan la transformation s’applique a la
classe des mouvements qui satisfont aux équations (6. 14). Cette
classe est trés générale comme on va le voir sur les cas particuliers
suivants.

—_
10 Supposons que la rotation instantanée Q soit nulle, c¢’est-a-
dire que I’on ait :

autrement dit le mouvement des axes mobiles se réduit & une trans-
lation. Dans ce cas les équations (6. 14) sont satisfaites quelle que
soit la solution primitive uNzyzt), v(zyzt), wi{(ryzt). La
solution dérivée donnée par (6. 13) est constituée ici par :

wMzyzt)=a +u'lx —a, y—>b, z—e¢,t),
vV Nzyzt) =b + v —a,y—b, z—ec,t), (6.32)
wHzyzt)y=c + wx—a, y—>b, z—e¢, t);

dans ces expressions a = a(t), b = b{t), ¢ = c(t) désignent des
fonctions arbitraires de . On a done le résultat suivant :

Soit uzyzt), ¢ (zyzt), w(xyzt) une solution quelconque
des équations de Navier-Stokes ; les fonctions u™(z y z ¢), v (z y 2 1),
w™(z y zt) données en (6. 32) constituent une nouvelle solution
de ces équations.

20 Supposons ensuite que les composantes P Q R de la rotation
instantanée soient des constantes absolues, indépendantes du temps.
Sans restreindre la généralité de la question on peut toujours sup-
poser qu’on a fait un changement d’axes de telle maniére que I’on
ait :

P=Q=0,

la composante R étant seule différente de zéro (et constante). Les
équations (6. 14) se réduisent alors a :
dut w2t

———._—:——-._—:_0,

2z 03 2
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c’est-a-dire que u’, ¢', w' doivent étre de la forme :
u'=u'(zy1), ol = oz y 1), w' = w'(z y t).

11 s’agit 14 d’une classe de mouvements que nous rencontrerons
plusloin (§ 15 et § 32) et quenous appellerons mouvements ‘ pseudo-
plans de deuxiéme espéce ”. La transformation est donc applicable
a tous les mouvements de cette classe pourvu que 1’on prenne :

P=Q=0, R—_—Cte.

La solution dérivée s’obtient par les formules (6. 13) ; elle n’est
d’ailleurs elle-méme un mouvement pseudo-plan de deuxiéme espéce
que si la direction invariable de ’axe mobile O,Z est paralléle & Oz.



CHAPITRE III

NOUVELLES INTEGRALES EXACTES
DU MOUVEMENT PERMANENT

A. MOUVEMENT PERMANENT PLAN.

7. Soient ¢ et x deux fonctions harmoniques conjuguées ; nous
nous proposons de rechercher les solutions pour lesquelles la fonc-
tion de courant est de la forme

¥ = F(e) + G(»). (7. 1)

Nous supposons de plus que @ et b selon la notation de M. Hamel
sont constants ; rappelons que les quantités a et b sont définies
par I’équation :

d2
o2%

A
wbz

de\2
<dz
ou w(z) = w(x + iy) désigne la fonction analytique ¢ 4 iy.

Quand a et & sont constants les fonctions ¢ et y ont pour expres-
sion :

a -+ ib = (4. &)

2 2
—m(aLOgr + 80), x = m(b Logr—a0) (4.6)

(P =
si a2+ b2 £ 0 et
¢ =2, X=Y (4.7)
si a et b sont tous les deux nuls.
Supposons d’abord qu’aucune des deux quantités ¢ et b ne soit
nulle. Nous allons voir que dans ce cas on est conduit comme seule
possibilité & la solution de M. Oseen :

¢ = F(g) + Cx. (4. 13).
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En portant I’expression (7.1) dans I’équation de compatibilité
cinématique (4. 3) on obtient I’équation :
vF¥ 4 2avF" + v(a? + b%)F" — bF'F”
+ vG'7 — 26vG" + v(a® + bA)G" — aG'G”
+ F/(Glll N, bGI!) - GI(FIII + aFI/) — 0’
(7. 2)
Dérivons cette équation d’abord par rapport & ¢ et ensuite par
rapport & x. Nous obtenons : .
FII(GIV - bGlll) — GII(FIV + aFI/I)’ (7‘ 3)
Deux cas sont possibles :
10 F” =0 ou G" = 0 ; on a alors la solution (4. 13) ;
20 F".G" # 0 ;’équation (7. 3) donne alors les deux suivantes :
F% + aF” — KF” = 0, (7. &)
GV — bG" — KG" = 0, (7. 5)
ou K désigne une constante. Si on tient compte de ces deux rela-
tions, ’équation (7.2) se décompose en deux autres dont nous
n’écrivons que la premiére :
vF¥ + 2avF" + v(a® 4 b2)F" — bF'F” 4+ AF’ = B, (7.6)
A et B désignant des constantes. Il est facile maintenant de voir
que les équations (7. 4) et (7. 6) ont pour seule solution commune :
FII — C,
C désignant une constante, ceci en supposant comme nous l’avons
dit qu’aucune des deux quantités a et b n’est nulle. A cette solution
ne correspond d’ailleurs qu’'un mouvement irrotationnel.
Donc quand aucune des deux quantités a et b n’est nulle la seule
solution possible est la solution (4. 13).
Supposons maintenant que I'une au moins des deux quantités a

et b soit nulle. Si I'une de ces quantités seulement est nulle I’expres-
sion (7. 1) peut s’écrire :

¢ = F(Log r) + G(6). (7. 7)
Si a et b sont tous les deux nuls I’expression (7. 1) s’écrit :
¢ = F() + G(y). (7. 8)

Nous allons examiner ces deux cas dans les deux paragraphes
suivants.



58 SUR LE MOUVEMENT D’UN FLUIDE VISQUEUX

8. Considérons d’abord le cas o la fonction de courant est de la
forme :

. ¢ = F(Log r) + G(9). (7. 7)
L’équation de compatibilité cinématique s’écrit :
vEY — 4vF” + 4VF" 4 vGTY - 4vG" 4 2G'G”
+ F'G" —G'(F”"—2F")=0. (8.1)
Dérivons d’abord par rapport 4 Log r, ensuite par rapport 4 6 ;
nous obtenons :
FII. GIV — GI/(FIV - 2FIII)- (8‘ 2)
Trois cas sont possibles :

10 G" = 0 ; dans ce cas il est facile d’expliciter la solution qui
rentre dans une famille connue ; en effet le tourbillon ne dépend que
de r puisque I’on a en général :

1
Azq} J— r_z (FI/ + Gll).

On a les mouvements suivants qui sont des cas particuliers de
la solution (4. 10) :

¢ =vBO +Cr®B*? 4+ Dr2  E Logr si B % —2.
et = —20 + Clogr)?-+Dr2 4+ ELogr s B=-—2

On a déja vu que si on désire que la quantité P + U soit uni-
14

forme, il faut prendre D = 0 dans ces solutions.

20 F” = 0 ; dans ce cas la fonction de courant est de la forme :
¢ = A.Log r + G(6), (8.3)

A désignant une constante et la fonction G(0) satisfaisant a I'équa-
tion :
vG" + AG" + 4G’ 4 G2 = K. (8. 4)

Si le fluide s’étend & un domaine ol 6 peut varier de 0 & 27 'uni-
formité de la vitesse exige que G’ soit uniforme ; la pression est
alors elle-méme uniforme.

Remarquons que cette solution (8. 3) est du type (4. 13) mais
ne rentre pas dans les catégories effectivement examinées par
M. Oseen puisqu’il faudrait poser pour obtenir (8.3) a = 0 dans
les formules (4. 6) ce qui entrainerait avec ’hypothése C = 2av
de M. Oseen : G = 0.
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3° Enfin supposons que 'on ait F”. G" % 0. Alors ’équation
(8. 2) donne les deux relations :
F" —2F" = KF’ 4+ N, (8.5)
G" = KG' + M, (8. 6)
K M et N désignant des constantes. En portant ces expressions
dans I’équation (8. 1) on voit que 1’on doit avoir :
(K + 4vG" + 2G'G" — NG' =P,
P désignant une constante. On se convainc facilement que cette
équation et I’équation (8. 6) ne sont compatibles (en mettant de

c6té une solution & tourbillon constant) que si G" = 0, ce qui a été
exclu.

Finalement on voit donc qu’outre des solutions connues on
n’obtient comme solution du type (7. 7) que la solution (8. 3)-(8. 4).

9. Cherchons maintenant les solutions pour lesquelles la fonction
de courant est de la forme

¢ = F(z) + Gy (7. 8)
L’équation de compatibilité cinématique s’écrit :
V(FIV _+_ GIV) + F'G" — G_/F/// = Q. (9 1)

Une dérivation par rapport & z suivie d’une dérivation par rap-
port & y donne :

F'G" = G"F".

Les cas possibles sont les suivants :

10 G" = 0 ; alors A,y ne dépend que de z ; on a donc un cas par-
ticulier de la solution (4. 9) ; d’une maniére précise la fonction de
courant a pour expression :

{ = vBy + Ce®* + Da? + Ez, 9. 2)
B C D E désignant des constantes arbitraires.

20 F” = 0 ; on a encore un mouvement du méme genre ; la fonc-
tion de courant est :

§ = vBx + Ce B 4 Dy2 + Ey. 9. 3)

30 F”.G" # 0 ; alors on a les deux équations :

F¥Y — KF” =0, G —KG" =0,
K désignant une constante. Trois cas sont possibles :

a) K = 0; on a affaire & un mouvement ou A,{ et le Jacobien
de I’équation (2. 9) s’annulent séparément, ¢’est-a-dire & un mouve-
ment qui convient a la fois aux fluides visqueux et aux fluides par-
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faits. On ne peut donc avoir que des mouvements & tourbillon
constant (ici ¢ = Az? + By? + Cz 4 Dy), des mouvements par
droites paralléles ou enfin des mouvements par cercles concen-
triques qui ici sont d’ailleurs & tourbillon constant.

b) K = w? o désignant une constante réelle. Les fonctions F
et G sont de la forme :

F = Ae® + Be 9% + Cz, G = A + By + Cyy, (9. 4)

les grandes lettres désignant des constantes.
En portant les expressions (9. 4) des fonctions F et G dans ’équa-
tion (9. 1) on obtient les mouvements suivants (%) :

$ = vo(r + y) + Cie®* + Cue™ Y,
$ = vl —y) + Cie™ + Cpe™Y,

On obtient en outre des cas particuliers des solutions (9.2) et
(9. 3).

¢) K = — o?; on voit facilement que dans ce cas on n’a aucune
solution nouvelle.

Les solutions du type (7. 8) sont ainsi complétement examinées ;
les seuls mouvements nouveaux obtenus sont les mouvements
(9.-5). En méme-temps le probléme-de la recherche des solutions
du type (7. 1) se trouve complétement résolu.

9. 5)

10. Proposons-nous de rechercher des mouvements résultant de
la superposition de deux champs de vitesses dont nous supposons
le premier potentiel ; le second champ pourra étre considéré comme
une ‘ perturbation ’’; nous nous efforcerons de déterminer cette
perturbation par des conditions aussi simples que possible.

La fonection de courant pour un tel mouvement sera de la forme :

Y =9+ u,
la fonction ¢ correspondant au mouvement potentiel :
Ach = 01

et u étant la perturbation. L’équation de compatibilité cinéma-
tique s’écrit :
D(e, A D(z, A

(@7 Zu) (u7 2u') — 0. (10. 1)

D(z, y) D(z, y)

v +

(1) Les deux solutions (9. 5) se déduisent 'une de l’autre par une rotation des axes

1
de§-
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Si nous imposons & la perturbation u la condition relativement
simple :
A2u’ = f(u')y
on voit que P’équation (10.1) devient linéaire en u. Le systéme
d’équations & satisfaire est finalement le suivant :

Ao = 0, (10.2)
VA4u + Pii)q()’w——Ayi)u—) =0, (10. 3)
A = f(u). (10. 4)

D’ailleurs on pourrait remplacer I’équation (10. 2) par la suivante :
Do =k, (10. 5)

k désignant une constante sans changer les deux autres équations.
Nous allons donner deux solutions particuliéres du systéme ci-
dessus.
Considérons d’abord le cas particulier ou ’on a :

¢ = ax,

@ désignant une constante arbitraire. La fonction u doit satisfaire
aux deux équations :

A = f(u), (10. 4)
vAg + a b‘?;“) — 0. (10. 6)

Nous choisissons une solution particuliére de ce systéme en rem-
plagant I’équation (10.6) par la suivante :

d
vAu + a2 — 0. (10. 7)
oy
La comparaison des équations (10. 4) et (10. 7) montre que la
fonction u est de la forme :

u = F(?/ + “)7

F désignant une fonction arbitraire de son argument et « une fonc-
tion arbitraire de z :

o = a(x).

Si on porte cette expression de u dans ’équation (10. 7), on voit



62 SUR LE MOUVEMENT D’UN FLUIDE VISQUEUX

en mettant de coté les mouvements irrotationnels ou & tourbillon
constant, que u est de la forme :

u = f(z)e,

f(z) désignant une fonction de x et K une constante non nulle.
Enfin la fonction f(x) se laisse elle-méme facilement déterminer
et on obtient les solutions suivantes :

aK K
10 s1 K2+—<0 en posant o)z——<K2+a )

¢ = az + (C, ch wz + C, sh wx)ekV; (10. 8)

K
2°s1K2+———>O en posant % = K2+[i—:

¢ = ax + (C; cos wzx + C, sin wr)eX? ; (10. 9)

30 enfin si K 4+ 2 =0
v

$ =ax + (Cix + Cz)e VY (10. 10)

Dans ces solutions () C; et C, désignent des constantes arbi-
traires. Des calculs faciles donnent pour chaque cas la pression. On

trouve pour la pression, ou plutét pour la quantité 4 4+ U corres-

pondant respectivement aux solutions (10. 8), (10. 9) et (10. 10)
les expressions suivantes :

P iU = 20,0 0™ 1

e

1
+U= 35 (€ + CD ™ 4- Cy,

o iI" oI

1 3
+U=—2CY 4 s

Dans ces formules C; désigne une constante arbitraire. On voit

que la quantité 2 + U ne dépend que de y.
e

(1) Les solutions (2.5) rencontrées précédemment sont des cas particuliers de la solu-
tion (10.8) soumise préalablement a un changement d’axes.
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Nous allons maintenant indiquer une autre solution particuliére
du méme genre que la précédente. Nous considérons cette fois les
équations (10. 3), (10. 4) et (10. 5) au lieu de (10. 2) et nous prenons
pour ¢ la solution particuliére suivante de I’équation (10. 5) :

— 2
cp—ar,

a désignant une constante arbitraire.
La fonction u doit satisfaire aux deux équations :

Ay = f(u), (10. 4)
vAu + 2a b(ﬁgu) = 0. (10. 11)

Nous choisissons une solution particuliére de ce systéme en rem-
placant I’équation (10.11) par la suivante :

vAsu + 2a % =0. (10. 12)

La comparaison des équations (10. 4) et (10. 12) montre que u
doit étre de la forme :
u = F(0 + a),

F désignant une fonction arbitraire de son argument et « une fonc-
tion arbitraire de r :
o = ofr).

En portant cette expression de u dans I’équation (10. 12) on voit
en mettant de c6té les mouvements irrotationnels que l’on doit
avoir :

F’ — KF' =0,

K désignant une constante réelle. Si K = 0 on obtient un mouve-
ment ol le tourbillon ne dépend que de r, c’est-a-dire un cas parti-
culier de la solution (4. 10). Supposons K 3£ 0 ; la fonction u est
de la forme :

w = f(r)ex®,

la fonction f(r) satisfaisant a I’équation :
1 2K K?
Pt (T“L?)f:()' (10. 13)

Finalement on a donc la solution :

$ = ar? + f(r)eX9, (10. 14)
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la fonction f(r) satisfaisant a I’équation (10. 13) qu’on peut écrire

. . 2aK\ %2
en prenant comme variable indépendante R = (T .
@ 1 df Ke _
,71?2+ﬁd7{+(1+m>f*°’

la solution de cette équation s’exprime par des fonctions de Bessel
d’ordre purement imaginaire. Quant & la pression on trouve I’expres-
sion :
K2
P4+ U=— 2
2y 51+ (5 +

K
g—)ﬁ]ezKe + 4afe®® 4 2422 + C.
v

Si le fluide s’étend & un domaine ot O peut varier de 0 & 2x les
vitesses fournies par la solution (10. 14) ne sont pas uniformes (%).

B. MOUVEMENT PERMANENT DE REVOLUTION.

11. En mouvement permanent plan ou I’équation de compati-
bilité cinématique s’écrit :
D({, Aqd)
VA4‘.IJ + —_— =1,
D(z, y)
si on suppose que le tourbillon ne dépend que de z seul ou de r seul
c’est-a-dire si on fait les hypothéses :

Ay = flz)  ou Ay =f(r),
on obtient les solutions (4. 9) ou (4. 10) de M. Jeffery. Proposons-
nous d’appliquer le méme procédé au mouvement permanent de
révolution. L’équation de compatibilité cinématique s’écrit ici
en coordonnées cylindriques :

1
D (LIJ’ "‘_2. D2¢>
D ——— =0, 3.
vDyg 41 D(r, 2) (3.9)
On voit qu’au point de vue structure de I’équation ce qui joue
maintenant le réle de A,y c’est la quantité :

1
—- Dyt

72

(1) Les solutions (10. 8), (10. 10) et (10. 14) pourraient aussi étre obtenues en faisant
en mouvement permanent des hypothéses analogues aux hypothéses (5. 20) et (5. 27) de
M. Bateman.
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Les hypothéses qui correspondent a celles de Jeffery sont donc
les suivantes :

1
r—z'Dz‘P = f(r), (11. 1)
1
;E'D2‘I' = f(2). (11. 2)

Les intégrales qui correspondent & la condition (11.1) ont été
toutes déterminées [(4. 22)]. Proposons-nous d’examiner les mouve-
ments qui satisfont a la condition (11. 2). Si on introduit cette con-

dition dans I’équation de compatibilité cinématique, celle-ci fournit
la relation :

wrf” + ¢..f = 0. (11. 3)
Deux cas sont possibles :
10 ou bien I'on a f' = 0, ¢’est-a-dire :
D,y = Kr?
K désignant une constante : c’est 1a une classe de mouvements déja
rencontrée [(4. 20)];
2¢ ou bien l'on a f' 5% 0 ; dans ce cas 'équation (11. 3) montre
que la fonction de courant doit étre de la forme :
¢ = F(z).r2 4+ G(2). (11. 4)
Examinons directement les mouvements du type (11.4) sans

faire ’hypothése (11. 2). En tenant compte de la condition (11. 4)
Péquation de compatibilité cinématique fournit les deux relations :

vEV 4+ 2FF" = 0, (11. 5)
G’ = 0.

7

11 s’ensuit que 1’on a :
Dy} = F'(2).r?,

c’est-a-dire une relation de la forme (14. 2) : tous les mouvements
du type (11.4) satisfont donc également a la condition (11.2).
Finalement nous avons donc la solution nouvelle :

¢ = F(z).r? + Az, (11. 6)

A désignant une constante arbitraire et la fonction F(z) satisfaisant
a I’équation (11. 5) qu’on peut d’ailleurs intégrer une fois et écrire :

va + 2FFII - FIZ — B ; (11 7)
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B désigne une constante arbitraire. La pression se laisse facilement
calculer ; on trouve en désignant par C une nouvelle constante
arbitraire :

p B, Al ,
- =—r2— —— —2WF' —2F2 4 C.
5 + U 57 75 v +
L’équation (11. 7) admet la solution particuliére
2v
F = —,
z

a laquelle correspond pour la fonction de courant I’expression :
r
¢ = 2v.— + Az (11.8)
z

En faisant A = 0 on a en particulier la solution :

r2
g =2v—- (11. 9)
z
Cette solution peut servir & représenter I’écoulement & travers
un vase parabolique percé dun
z orifice en son sommet. Les trajec-
toires sont des paraboles d’axe Oz
A et de sommet O ; au point O la
vitesse est infinie. Le mouvement
est tourbillonnaire ; la compo-
sante unique du tourbillon nor-
male au plan rz et dirigée dans le
r  sensdes 0 croissants a pour valeur:

r
Fic. 5. az — 2V.—"'
4

Si on suppose que la parabole OA d’équation
2
"k

z

est une paroi, le débit 4 travers le paraboloide de révolution de
méridienne OA est donné par :

Q = 4nvK.

A chaque vase correspond donc une seule valeur du débit. Il
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y a glissement sur la paroi; la grandeur de la vitesse y est donnée
par :
4K 16v2

V2

28 z2

On voit que pour un débit donné cette vitesse est aussi petite
qu’on le veut pour des valeurs suffisamment grandes de z ; d’autre
part pour un méme z I’adhérence est d’autant plus parfaite que le
débit est plus petit. La pression est donnée par :

Prua g
[*] ¥4
C désignant une constante.

12. On sait qu’en mouvement plan il existe des solutions de la
forme

Y = F(e).x + Glo), (4. 14)

¢ et y désignant deux fonctions harmoniques conjuguées. Le role
du Laplacien dans le mouvement plan est joué dans le mouvement
de révolution par Popérateur D,. Essayons donc de trouver des
mouvements de révolution de la forme (4. 14) ol les fonctions ¢ et y
au lieu d’étre harmoniques conjuguées seront astreintes a étre
solutions de 1’équation

Dyu =0

de plus les courbes ¢ = Cte et y = Cte seront supposées orthogo-
nales.
Si on considére les coordonnées cylindriques on peut prendre :

@ =r2, X = 2
On a donc les solutions de la forme :
‘p = F(r)z "I" G(l'),

qui ont été rencontrées par MM. Witoszynski et Szymanski [(4. 23)].
On a aussi les solutions de la forme :

¢y = F(z)r2 + G(z) ; (11. 4)

elles ont été étudiées au paragraphe précédent.
Si nous passons aux coordonnées en o, on peut prendre :

¢ =o, X =4
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On a les mouvements o 1a fonction de courant §’écrit :
¢ = F(6) ¢ + G(o). (12. 1)

Nous allons examiner ces mouvements. Si nous portons cette
expression de ¢ dans I’équation de compatibilité cinématique (3. 10),
nous obtenons les équations :

v[(i — )F"|" + FF” 4 2vF” + 3F'F" =0, (12. 2)
F'G' = 0, (12. 3)
G" = 0. (12. 4)

L’équation (12. 3) montre que I'on a ou bien F” = 0, ou bien
G’ = 0. Si 'on prend F” = 0 le mouvement est irrotationnel ; en
effet de (12. 1) on déduit que :

(1 — 6®F’ 4 1 — Gz)G”,

Dy = 2
q q
et en tenant compte de I’équation (12. 4) :
1 — o2
Dy = —~.F”.

Reste donc la possibilité G’ = 0 ; dans ce cas on peut prendre
G = 0 puisque la fonction de courant n’est déterminée qu’a une
constante additive prés. Finalement on voit que la fonction de
courant est de la forme :

y = F(o).q, (12. 5)

la fonction F satisfaisant a I’équation différentielle (12. 2).
L’expression (12. 5) montre que les lignes de courant sont des
courbes homothétiques de 'une d’entre elles, le centre d’homo-
thétie étant O.
L’équation (12. 2) s’intégre immédiatement trois fois et devient
une équation de Riccati :

2v(1 — o¥)F’ 4 4voF + F2 = Ac? 4+ Bo + C, (12.6)

A B C désignant des constantes arbitraires (1).

() Mon manuscrit était achevé quand j’ai eu connaissance du contenu d’un court

travail de M. Slioskin. — Uber einen tntegrierbaren Fall der volistéindigen Bewegungs-
gleichungen einer zihen Fliissigkeit, Wiss. Ber. Moskauer Univ. H. 2, pp. 89-90 (1934)
ol cet auteur fait I’hypothése (12. 5) et obtient une équation équivalenie a (12. 6).
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>
Les composantes de la vitesse suivant les vecteurs unitaires e,
-+ -
et ¢, (fig. 2) ont pour expression :

! — .
01="F’ V3 = — = —————

Si on ne veut pas que 1’axe Oz soit une ligne de sources, il faut
que 'on ait :
F(=x1)=0.

L’équation (12. 6) montre qu’une condition nécessaire pour qu’il
en soit ainsi est que les constantes A B C satisfassent aux relations :

B =0, A=—C (12.7)
L’équation (12. 6) devient alors :
2v(1 — 6®F' + 4voF + F2 = A(c® —1). (12.8)

Supposons d’abord que 1’on ait

A=0.
La fonction de courant ¢ a alors pour expression :
1 —o?
= 2. :
b= 2v.———y,

a désignant une constante. En particulier si on prenc
fonction de courant s’écrit en revenant aux coordon:

C quE
q} —ZV._7

c’est la solution déja rencontrée en (11. 9).
Supposons maintenant que

A #0.
L’équation (12. 8) admet comme solution particuliére :
F, = —4vo
pourvu que l'on ait : A = 8v2; la fonction de courant a dans ce
cas pour expression :

—1
g = 8vq[(1 — o?) Logi e + b1 —o% 4 26| —4bvgo

— G

ou b désigne une constante.
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Si on ne s’astreint pas aux conditions (12. 7) on a des écoulements
olt Paxe Oz constitue une ligne de sources. Par exemple I'équa-
tion (12. 6) admet la solution particuliére

F, = 2v¢,
¢ désignant une constante pourvu que l’on ait :
A =0, B = 8v%, C = 4v3c2,

On obtient alors pour la fonction de courant ’expression :

k(o
¢ = [2vc +2v(1 —6% + k((c)):lq’

ou la fonction h(s) est telle que

—_{\¢
W) = (:+ 1> '

On pourrait d’une maniére analogue et sans difficulté expliciter
la solution qui correspond aux valeurs des constantes A, B, C pour
lesquelles I’équation (12.6) admet une solution particuliére de la
forme :

F,=ac+ b
a et b désignant des constantes (*).
13. Si on considére I’équation de compatibilité cinématique (3. 10)
écrite en coordonnées en o, I'hypothése anaiogue & {(i1. 1)-{11.2)
consiste & poser :

Dy = ¢*.f(0), (13.1)
ou bien
Doy = (1 — a¥f(g)- (13.2)
En faisant ces hypothéses on constate que I’on est conduit &
Dyy = Kr?;

on n’a donc aucune famille nouvelle.
On pourrait aussi comme en mouvement plan (§ 9) essayer de
trouver pour le mouvement de révolution des solutions de la forme :
¢ = F(r) 4+ G(2). (13. 3)

Des calculs faciles montrent que la seule possibilité est :

Do = f(r).
On ne trouve donc que des solutions entiérement déterminées
[(4. 22)].

(1) On trouvera plus loin (§ 29) une solution de la famille ci-dessus rencontrée inci-
demment,



INTEGRALES EXACTES DU MOUVEMENT PERMANENT 71

C. MOUVEMENT PERMANENT SPATIAL.
14. Mouvement pseudo-plan de premiére espéce.

Un mouvement plan est celui qui par définition satisfait aux deux
conditions suivantes :

10 les trajectoires sont situées dans des plans paralléles (par
exemple) au plan zOy, c¢’est-a-dire I'on a :

w=0;

20 le mouvement est identique dans les divers plans paralléles,
c’est-a-dire les composantes de la vitesse ne dépendent pas de z.

Ces deux propriétés ne sont pas nécessairement liées ; on peut
examiner les mouvements qui ne possédent que 'une d’entre elles.
On obtiendra deux classes de mouvements dont chacune comprendra
comme cas particulier la classe de s mouvements plans proprement
dits. On aura d’abord les mouvements ou les trajectoires sont
situées dans des plans paralléles au plan 20y, ¢’est-a-dire ott ’'on a :

w =0,

mais ol les composantes u et ¢ de la vitesse peuvent dépendre de z :
nous appellerons ces mouvements les mouvements  pseudo-
plans de premiére espéce ”’. Ensuite on aura les mouvements ou les
composantes de la vitesse ne dépendent pas de z, les trajectoires
pouvant étre gauches : nous appellerons ces mouvements les mou-
vements * pseudo-plans de deuxiéme espéce . Ces derniers mouve-
ments seront étudiés dans le paragraphe suivant ; le paragraphe
actuel sera consacré aux mouvements pseudo-plans de premiére
espéce.

Pour ces mouvements les composantes de la vitesse sont donc
de la forme :

u = u(x y 32), v = oz y 2), w=0.
La condition de continuité s’écrit :

du v

w ’
elle implique D’existence d’une fonction de coursnt ¢ = {(z y z)
telle que ’on ait :

2 2

U = — = ———

oY dx
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Cette fonction ¢ est déterminée & une fonction additive de z prés.
Le tourbillon n’est plus en général normal au plan zOy comme en
mouvement plan proprement dit ; ses composantes sont données
par les formules :

D% 2 )2 2
g == ¢ ’ 2ﬂ = ¢ ? 20 = — —Jk —:g .
22z dydz 2 P

Ecrivons maintenant ’équation de compatibilité cinématique.
Elle fournit les trois équations suivantes :

V(Ad), + ‘!)x + e — (4 Aeh); =0, (14.1)

V(AW — 5 (§5 + 4% + ($2-Aed); = 0, (4. 2)
’ u(¢7 2¢)
vA (A ) 4 U(x 2 = (. (14. 3)

Dans ces équations ’on a posé :

az[ J2
A = 322 + __!l)’
334» 4» *¢
Asb = ba,z dz%

Les équations (14. 1) et (14. 2) s’intégrent une fois par rapport 4z
et s’écrivent en désignant par F(z y) et G(zy) deux fonetions arbi-
traires qui dépendent de z et y 4 'exclusion de z:

’ 4 1 2 I ’
V(A + 5 (b + )y — 4y 80 =Flzy), (14.4)

!
v(Azd)y ——é(tb + )% + Yo Do = Glzy). (14.5)

Si on dérive ’équation (14. 4) par rapport a z, I’équation (14. 5)
par rapport & y et si on ajoute les résultats, on obtient en tenant
compte de (14.3) :

OF G
0% oY a



INTEGRALES EXACTES DU MOUVEMENT PERMANENT 73

Il s’ensuit que ®(z, y) désignant une fonction arbitraire de z et y
les équations (14. 4) et (14. 5) s’écrivent :

’ 7 1 2 N ’ ’
V(Azq")x + i(q’x + 4’y2)y - ‘l»'y-Az‘-ll = d)yv (14. 6)

’ 1 ’ 9\’ ’ ’

Commeléquation (14. 3) est une conséquence des équations (14. 6)
et (14.7), on voit finalement que ces équations (14.6) et (14.7)
constituent les conditions de compatibilité cinématique de la classe
de mouvements envisagée.

Quant i la partie dynamique du probléme on obtient facilement :

% + U = Oz y). (14. 8)

On voit que la quantité P + U ne dépend pas de z tout comme
P

en mouvement plan proprement dit.

*
* ¥

On obtient une premiére solution particuliére des équations (14. 6)

et (14.7) en supposant que les composantes u et ¢ de la vitesse ne
dépendent que de z :

u = u(z), v = ¢(z);
cela revient & poser pour la fonction de courant :
¢ = Fa)y + G(z)z. (14.9)
Les équations (14. 6) et (14. 7) deviennent :
W6 = — D,
vF’ = @,
On en tire pour les fonctions F, G, ® les expressions :
F =az?2 + bz + ¢,
G =a2% + bz + ¢,

@ = 2v(axz — ayy),
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a b cet a, b, ¢, désignant des constantes arbitraires. Finalement on
voit que I'on a :

$ = (az® + bz + ¢)y + (a,2® + bz 4 ¢)x;
u=u02+bz+c ¢v=—(a22+ bz+¢), w=0;\(1410)
P41 U =2vaz — ay).

p

Les composantes du tourbillon sont données par :
28 = 2a,2 + by, 2y = 2az + b, 2 =0.

Le mouvement dans chaque plan z = z, est un courant uniforme
paralléle & une certaine direction dont ’angle ¢ avec Oz est donné
par :

a2y + bizg + ¢;
?
azd + bzy + ¢
mais quand on passe d’un plan z = z, & un autre cette direction
varie. On a ainsi un écoulement par droites, paralléles dans un méme

plan z = z, (ou elles constituent un courant uniforme), mais ¢ tox-
dues 7 les unes par rapport aux autres dans des plans différents.

tg o =—

*
* 3k

Proposons-nous de rechercher comme en mouvement plan pro-
prement dit [(4. 15)] les solutions pour lesquelles la fonction de
courant ¢ est linéaire en I'une des coordonnées z ou y ; choisissons y
par exemple ; on a donc :

Y = Fz2)y + G(z 2). (14 11)

Remarquons que le mouvement (14.10) est un cas particulier
des mouvements actuels.

Si on porte I’expression (14.11) de la fonction de courant dans
les équations de compatibilité cinématique (14. 6) et (14. 7), celles-ci
s’écrivent :

[WF; + FL), + F2 —FFL]y
+ WGy + Gj); + G.F, — FGL. = — O, (14.12)
vF,. + F;) —FF, = @, (14, 13)
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En dérivant la premiére de ces équations par rapport a z, la
seconde par rapport & y et en ajoutant les résultats ou si 'on veut
en portant I’expression (14. 11) dans I’équation (14. 3), on obtient :

V(F;e + F:g); + F;Z _— FF;: = a’ (14- 14)
WGy + GL), + G.F, — FG). = b, (14. 15)

a et b désignant des constantes ; & ces équations il faut joindre
I'équation (14. 13) qui s’écrit en désignant par ¢(z) une fonction de
x seul :

v(Fu + F) — FF, = ¢o'(z) ; (14. 16)

la fonction @ a pour expression :
a
® = —zy* — by + ofa).

Les équations (14. 14), (14. 15) et (14. 16) constituent les condi-
tions de compatibilité cinématique des mouvements du type
(14. 11).

Des équations (14. 14) et (14. 16) on tire facilement :

2Fr=a—¢",
ce qui montre que
F7, = 0.
La fonction F(x z) doit donc &tre de la forme :
F(z 2) = f(2) + g(2).

En portant cette expression dans’équation (14. 16) et en dérivant
par rapport & z ’équation obtenue il vient :

vg" —f.g =0 (14.17)
Cette équation montre que deux cas sont possibles :
1o g’ = 0 ; alors la fonction F ne dépend que de z :
F =F(2); (14. 18)

20 g' 5£0; Péquation (14. 17) montre alors que l'on a en désignant
par K une constante :

vg—=_f’=K.

’

g
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On déduit pour F I’expression :
F(zz) = Kz + Ae* + Aze“‘7‘z + Bz2+ Cz + D,

ou les grandes lettres désignent des constantes et ou I'on a va? = K.
Reportons cette expression de F dans Péquation (14. 16) ; on voit
que F doit étre de I'une des deux formes suivantes :

F=Bz2+4+Cz+ D, (14. 19)
F =AM+ Aye™ + Kz + D. (14. 20)

Nous allons maintenant examiner séparément les cas (14. 18),
(14. 19) et (14. 20).

Supposons d’abord que ’on soit dans le cas (14. 18). La fonction
de courant est de la forme :

Y = F(a)y + G(z 2) ; (14. 21)
la fonction F(z) vérifie 'équation (14. 13) qui s’éerit (1) :
vF” 4+ F'2 — FF' = a (14. 22)

et la fonction G vérifie ’équation (14. 15). La pression est donnée
par:

1
U= 0=—14p— by + vF —_F2 4
[ 2 2

¢ désignant une constante arbitraire.

Supposons maintenant que F soit de la forme (14. 19). La fonc-
tion de courant s’écrit alors :

$ = (Bz? 4 Cz + D)y + G(z 2), (14. 23)

la fonction G(z z) vérifiant I’équation (14. 15) qui s’intégre une fois
par rapport a z et qui devient :

WG + GL) ~- (B2 + Cz + D)G), = bz.  (14.24)

En écrivant cette équation on a utilisé le fait que la fonction
de courant ¢ et par conséquent G ne sont déterminés qu’'a une
fonction additive de z prés. La pression est donnée par :

I_)+U=(I)=——by+2va+c,
e

¢ désignant une constante arbitraire.

(1) L’équation (14. 22) n’est autre que P’équation (4. 16).
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Supposons enfin que F soit de la forme (14. 20). La fonction de
courant s’écrit :
= (Ae” 4 Ape™ + Kz + D)y + G(z 2), (14.25)
la fonction G(z z) vérifiant I’équation (14. 15) qui s’intégre une fois
par rapport a z et s’écrit :
WGy + Gy) — (A1e* + Ae™ + Kz 4 D)G;, + 2KG = ba.

(14. 26)
La pression est donnée par :

§+U =0 =--I23<x2+y2)——by——KDx+c-
¢ désignant une constante arbitraire.

On se trouve ainsi avoir épuisé tous les cas. On voit que les mou-
vements pseudo-plans de premiére espéce du type (14. 11) se com-
posent des trois familles (14. 21), (14. 23) et (14. 25).

On pourrait expliciter de nombreux cas particuliers de ces solu-

tions. Contentons-nous de considérer le cas ou la fonction de courant
est de la forme :

¢y = Cy + G(z z), (14. 27)

qui est un cas particulier de chacune des familles (14. 21), (14. 23) et
(14. 25). La fonction G satisfait & ’équation :

v(Gy + Gy —C.G), = br. (14. 28)

La pression est donnée par :

Pivu——w+e
e
Posons :
P -G +b 2+va.
(@2) = Glw2) + 3o + 575

la fonction % satisfait a I’équation suivante qui se déduit aisément
de (14. 27) :
v(hy + k) — Ch, = 0.
On pourrait expliciter de nombreuses solutions de cette équation.
On a par exemple pour % le développement formel suivant :

C
h=e""(Pz + Q) + T(M,e®* + N,e@) (Pe™ + Qe ™),

ou w; et w, sont les racines de 1’équation :

vo? —Co + w2 =0,
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et ol les grandes lettres désignent des constantes arbitraires.
L’expression correspondante pour la fonction de courant est :
c

= C b 2 vb v
¢ = y-—i—éx-—@x—ke (Pz 4 Q)

+ B(M,e@F + N,e%) (P, + Qe™). (14. 29)

*
% %

Nous venons de déterminer les solutions pour lesquelles la fonc-
tion de courant est linéaire en 'une des coordonnées z ou y. Pro-
posons-nous maintenant de rechercher les solutions pour lesquelles
la fonction de courant est linéaire en z, c’est-a-dire ot 'on a :

b = Az y)z + B(z y). (14. 30)

Si on introduit I’expression (14. 30) dans les équations de com-
patibilité cinématique (14.6) et (14.7), on obtient les équations
suivantes :

~ (AJA), — 2A7. A =0, (14. 31)

(A4), — 24, . AA =0, (14. 32)

v(AA), + [Ay(A, B)], — A/ AB — B . AA = 0, (14. 33)

vAA), — [AA, B)I, + ALAB + BL.AA =0,  (14.34)
’ 1 ’ ’ ’

v(A,B), + 5 (AB), —B,.AB = — @, (14.35)

1
WAB), — 5 (AB), + BL.AB =@, (14.36)

Dans ces équations les symboles ont leur signification usuelle :
AA=AL+ AL MA=AT+HA,  AAB)=AB +AB,

En dérivant I’équation (14.31) par rapport & y et I’équation
(14 32) par rapport & x et en retranchant membre & membre les
équations obtenues on a :

D(A, AA)
— = 1=0. 14. 37)
Dz, y) (
Multiplions Péquation (14. 31) par A, et Péquation (14. 32) par
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A, et retranchons membre & membre les équations obtenues ;
il vient :
D(A, A\A) 0
D(z, y)
Enfin dérivons I’équation (14. 35) par rapport & z et I’équation
(14. 36) par rapport 4 y et ajoutons les résultats, on obtient :

DB, AB) _
D(z, y)
L’équation (14. 39) montre que la fonction B(z y) est la fonction

de courant d’un mouvement plan proprement dit.

Les équations (14.37) et (14. 38) montrent que ou bien A se
réduit a une constante, ou bien I’on a I’un des cas suivants :

A = A(z),
A= A(I‘).

Si A se réduit & une constante, comme { est déterminé a une
fonction additive de z prés, on peut prendre cette constante nulle
et on retombe sur un mouvement plan proprement dit. Si I'on a
A = A(r) I'une ou l’autre des équations (14. 31) et (14. 32) montre
que A doit se réduire & une constante. Il ne reste donc que le cas
ou A = A(z). Les équations (14.31) et (14. 32) sont alors satis-
faites d’elles-mémes. L’équation (14. 34) se réduit &

A'.B, = 0.

Nous laissons de coté le cas ou I’on a A’ = 0, c’est-a-dire o A

se réduit & une constante. On a donc :
B, =0,

(14. 38)

vAB + (14. 39)

c’est-a-dire :
B = F(z)y + C(z).
On voit donc que la fonction de courant est d’une forme exami-
née ci-dessus, elle est linéaire en y :

¢ = F(z)y + A(z)z + C(z). (14. 40)
On a donc affaire & un cas particulier de la solution (14. 19). Les
fonctions F(z), A(z), C(z) vérifient les équations :
vF” 4 F'2 — FF" = a,
vA” 4+ F'A’ —FA" = 0, (14. 41)
vCIII + FICI —_— FC/// —_— b,
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a et b désignant des constantes. La pression est donnée par :
a 1
Piv=eo = —sy — by — F +o
P

¢ désignant une nouvelle constante.

La seule solution du type (14. 30) est donc la solution (14.40)-
(14. 41).

15. Mouvement pseudo-plan de deuxiéme espéce.

Nous allons examiner maintenant les mouvements que nous
avons appelé au début du paragraphe précédent mouvements
pseudo-plans de deuxiéme espéce ; ce sont les mouvements pour
lesquels les composantes de la vitesse ne dépendent pas de z sans
d’ailleurs que les trajectoires soient assujetties & étre planes. Les
composantes de la vitesse sont donc de la forme :

= u(x ?/), v = V(x y)1 w = W(.’I) y) (l)'
L’équation de continuité fournit la condition :
ou 1 ¢
T oY -
I1 s’ensuit que P’on a en désignant par ¢ = {(z y) une fonction
de z et y déterminée & une constante additive prés :
2y Ll
= — g = — —:
0y dT

On voit donc que le mouvement dans les plans paralléles au
plan 20y est encore régit par une fonction de courant ¢ liée aux
composantes u, ¢ de la vitesse par les mémes formules qu’en mou-
vement plan proprement dit.

Le tourbillon n’est plus normal au plan 20y comme dans le mou-
vement plan proprement dit ; ses composantes sont données par :

dw ow

2 = — 2 _ — - 2 =_A .
g Y | by g 2

(1) En fluide parfait les solutions de cette forme ont été étudiées par M. Cisotti, Mosi
fluidi spaziali basati sopra moti piani, Atti della Pontif. Accad. Sc. Nuovi Lincel, t. 86,

pp. 430-457 (1933) : M. Cisotti suppose en outre que la quantité E + U ne dépend pas

non plus de z (c’est-a-dire que K = 0) ; il s’occupe surtout des mouvements pour lesquels
le mouvement plan primitif (cf. plus loin) est irrotationnel.
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Ecrivons ’équation de compatibilité cinématique ; elle fournit
ici les deux équations :

D($, Ad)
D(y, w)
vAw + by — & (15. 2)

K désignant une constante arbitraire. L’équation (15. 1) qui n’est
autre que ’équation (2. 9) montre que ¢ est la fonction de courant
d’un mouvement plan proprement dit.

Une fois ¢ déterminé, ’équation (15. 2) est une équation linéaire
aux dérivées partielles du second ordre en w. Si on fait K = 0
Péquation (15. 2) est satisfaite en particulier par 'expression :

w = C.Ay, (15. 3)

C désignant une constante.

Les mouvements de la classe actuelle apparaissent done comme
la superposition :

10 d’un mouvement plan ordinaire s’effectuant parallélement au
plan zOy et que nous appellerons mouvement plan primitif ;

20 d’un mouvement par droites paralléles & Oz de vitesse w.

Dans le mouvement spatial résultant, les trajectoires sont des
courbes gauches dont les projections sur le plan 2Oy sont les tra-
jectoires du mouvement plan primitif.

Une fois le mouvement plan primitif connu, la détermination
de w revient a P'intégration d’une équation aux dérivées partielles
linéaire du second ordre du type elliptique. On a donc 14 un moyen
relativement commode pour associer 4 toute solution exacte connue
du mouvement plan une solution exacte du mouvement spatial ;
cette solution n’aura pas en général de symétrie axiale, ¢’est-a-dire
qu’elle appartiendra a la classe pour laquelle on connait le moins
d’intégrales exactes.

Si le mouvement plan primitif n’est pas irrotationnel, on peut
prendre en particulier pour w DPexpression (15.3), c’est-a-dire &
une constante multiplicative prés le tourbillon du mouvement plan
primitif () : on voit qu’on peut ainsi associer 4 tout mouvement plan

() Dans ce cas on peut méme dire que le vecteur vitesse du mouvement par droites

paralltles n’est autre (4 une constante multiplicative prés) que le vecteur tourbillon du
mouvement plan primitif.



82 SUR LE MOUVEMENT D’UN FLUIDE VISQUEUX

connu un mouvement spatial sans qu’il y ait d’autre calcul a
effectuer que celui du tourbillon du mouvement plan.

Passons maintenant a4 la partie dynamique du probléme ; des
calculs faciles montrent que la pression est donnée par :

5; + U = Kz + Ozy), (15. 4)

la fonction ®(z y) n’étant autre que la quantité P + U du mouve-
P

ment plan primitif (1) ; en d’autres termes si ’on pose
L )
H=9o+ 2(4‘:: + “py2)7

on a les équations suivantes qui ne sont autres que les équations
(2. 3) et (2. &) écrites pour le mouvement permanent :

H:c = ‘;‘;‘AZ‘I/ + V-(Az‘P);,
H; = kp;-quJ — V(Az‘p);c-

Nous allons maintenant passer en revue les principales solutions
connues de I’équation (15. 1), c’est-a-dire les principales solutions
connues du mouvement plan et nous examinerons les mouvements
spatiaux qu’on peut leur associer en prenant pour w soit 'expres-
sion (15. 3), soit une autre solution de ’équation (15. 2).

1. Supposons d’abord que le mouvement plan primitif soit
irrotationnel, c’est-a dire que I’on ait :

By =0;
la composante w satisfait & I'équation :
D(¢, w)
A + ——— =K (15. 2)
D(z, y)

(1) Sion prend K = 0 on voit donc que la pression dans le mouvement spatial est la
méme que la pression dans le mouvement plan primitif. (Pour simplifier nous supposons
qu’il 0’y a pas de forces extérieures ) Considérons alors un solide cylindrique de généra-
trices paralleles & Oz immergé dans le fluide ; nous supposons qu’au loin le mouvement
est par exemple un courant uniforme paralléle & Oz. On voit alors facilement que la
résistance éprouvée par le cylindre {et aussi la portance) dans le mouvement plan est la
méme que celle éprouvée dans le mouvement spatial associé¢ a ce mouvement plan : en
effet les seules composantes du tenseur des efforts qui interviennent dans le calcul de la
résistance et de la portance & savoir Pyg, Py, Py ont les mémes valeurs dans les deux
mouvements.
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on n’a point ici la solution (15. 3). Les composantes du tourbillon
sont données par :

26 = w,, 20 = — w, 20 = 0.
Le vecteur tourbillon est donc contenu dans le plan zOy. La pres-
sion est donnée par I’équation :

1
B+U+i(u2+02)=Kz+K1,
[

K, désignant une constante ; si K = 0 cette équation se réduit a
fa formule de Bernoulli. Dans le cas ou I'on prend K =0,
Péquation (15. 2) peut d’ailleurs s’écrire sous une forme plus simple
si on emploie les coordonnées isométriques ¢ et ¢, ¢ désignant la
fonction harmonique conjuguée de ¢, telle que ¢ -+ i soit une
fonction analytique de z + iy ; ¢ est le potentiel des vitesses du
mouvement plan primitif. L’équation (15.2) devient avec ces
variables g et { :
RBw w1 w
202 2 v dp
Cette équation admet les solutions formelles suivantes :

w = Z(A,€"® 4 B,e"?) (Ce?¥ + Dye— M), (15. 5)
A

w = X(A\e"? + B,e"?) (Cy cos Ay + D, sin Ad), (15. 6)
A

w = (Aelvq’ + B) (CY + D), (15. 7)

ot les grandes lettres désignent des constantes et ou ry et ry sont les
racines de I’équation
2 —r 4+ va2 =0

pour la solution (15. 5) et de I’équation
vr—r—v2 =20
pour la solution (15. 6).

2. Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement
par droites paralléles :

¢ = Ay® + By®* + Cy. (4. 1)
L’équation (15. 2) devient :

vA,w — (3Ay? + 2By + C)%‘: = K.
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Cherchons une solution w de cette équation qui ne dépende que
de y ; on obtient :

w= Ay + By + C,,

A, B, C, désignant des constantes dont la premiére est liée a K par
la relation :

2A,v = K.

Cette solution contient comme cas particulier celle qu'on aurait
en prenant ’expression (15. 3). Finalement les composantes de la
vitesse dans le mouvement obtenu sont :

u=23Ay2+ 2By +C, ¢=0, w=Ay®+By+C,

Avec des notations différentes cette solution n’est autre que
celle déja obtenue en (14. 10).

3. Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement par
cercles concentriques :

¢ = A.r*Logr 4+ B Log r + Cr2. (4. 2)
L’équation (15. 2) devient :
B d
vA,w + | 2A Logr + - + A + 2C]—W= K.
r2 20
Cherchons une solution w de cette équation qui ne dépende que
de r ; on obtient :
w = A, Logr 4+ B2 + C,,

A, B, C, désignant des constantes dont la deuxiéme est liée & K par
la relation :
4B,v = K.
Cette solution contient comme cas particulier celle qu’on aurait
en prenant I’expression (15. 3). Finalement les composantes de la

vitesse en coordonnées cylindriques dans le mouvement ainsi
obtenu sont :

C
v, = 0, 02=A0.rLogr—}—Bor+—r9,

ws =w = A, Logr 4 By 4 C,.

Ce mouvement n’est autre que le mouvement par hélices circu-
laires (4. 25) de M. Strakhovitch.
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4. Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement par
droites concourantes. La fonction de courant est de la forme :

$ = F(0),
la fonction F(0) satisfaisant & I’équation :
vF” + 4vF’ + F'2 = A,

A désignant une constante ; F’' s’exprime par la fonction elliptique

pu:
)
F'=—2v+ P[\/ﬁ(e—eoﬂgz’ ga]'

A ce mouvement plan primitif associons un mouvement spatial
en prenant pour w I’expression (15. 3) ; nous obtenons :

Finalement les composantes de la vitesse en coordonnées cylin-
driques dans le mouvement obtenu sont :

1 C
o=~ F, 0y =0, bo=w=—-F. (I5.8)

Les trajectoires sont contenues dans des plans passant par Oz ;
le mouvement n’est d’ailleurs pas un mouvement de révolution
proprement dit puisque les vitesses dépendent de 6: c’est un
mouvement ** pseudo-de révolution de premiére espéce ” (§ 16).

5. Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement par
spirales logarithmiques ; la fonction de courant est de la forme :

¢ = F(a Log r + 59),
la fonction F vérifiant Péquation différentielle :
v(a® + bYHF"” — bavF" + 4VF' + bF'2 = A,  (4.8)

ol A désigne une constante.

Associons & ce mouvement plan primitif un mouvement spatial
en prenant pour w ’expression (15. 3) ; nous obtenons :

C, désignant une constante. Les trajectoires sont tracées sur des
cylindres ayant pour section droite des spirales logarithmiques.
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6. Prenons pour mouvements plans primitifs les mouvements
(4. 9) et (4.10) de M. Jeffery. Considérons d’abord le mouvement
(4.9):

¢ = ¥(2Az + B)y + C/dx/dx/eAx’+Bxdx 4+ Dz2 + Ex.
(4.9)

Associons & ce mouvement plan un mouvement spatial en prenant
pour w une solution de Yéquation (15. 2) qui ne dépende que de z ;
on trouve :

o — _I_{.—/'eAx2+Bx[/e—Ax’—Bxdx]dx i F/gAx” +Bxdx +G,
v

(15. 9)

F et G désignant des constantes arbitraires. Cette solution con-
tient comme cas particulier celle qu’on aurait en prenant pour w
I’expression (15.3). Dans le mouvement spatial (4. 9)-(15. 9) les
composantes du tourbillon ne dépendent que de z, tout comme
dans le mouvement plan (4. 9) de M. Jeffery.

Dans le cas particulier ou A = 0, les expressions de ¢ et de w
deviennent :

¢ = vBy + CeB* + Da2 + Ez,

7

w:Ex—{—FeBx—{—G.
v

On remarquera que dans cette solution les trois composantes
de la vitesse ne dépendent que de z : les plans x = z, sont des
surfaces isotachyques.

Passons maintenant a la solution (4. 10) :

d 0gr)? I
Y = v(2AL0gr+B)e+C/—r/rdrfeA(L )*+BL gr(ﬁ'
r r

+ Dr2 4 E Logr. (4. 10)

Associons & ce mouvement plan un mouvement spatial en prenant
pour w une solution de I'équation (15. 2) qui ne dépende que de r ;
on trouve pour w ’expression :

K alr) —a(r) o)
w=— e /e dr clr+F/e dr + G, (15.10)
%4

ou a(r) = A (Logr)® 4 (B — 1) Log r et ou F et G désignent des
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constantes arbitraires. Cette solution contient comme cas particulier
qu’on aurait en prenant pour w I’expression (15. 3). Dans le mouve-
ment spatial (4. 10)-(15. 10) les composantes du tourbillon en coor-
données cylindriques ne dépendent que de r, propriété analogue &
celle du mouvement plan (4. 10) de M. Jeffery.

Si le fluide s’étend & une région ou 6 peut varier de 0 & 2x, ’'uni-
formité des vitesses fournies par la fonction de courant (4. 10) néces-
cite que I’on prenne

A=0.

Dans ce cas particulier la solution (4. 10)—(15. 10) se réduit aux
trois solutions suivantes ou ¢, ¢, ¢ désignent les composantes de la
vitesse en coordonnées cylindriques :

v=", v,:A,'r3+Blr+%, v=w=A Togr +By? + Gy

2v Log r
‘”1=’—71 v, = A -

C, A,
+B1"+',’71, ‘Ua='772+Bz"2+02; (5. 11)

o= v, = Ajrst+1 4 By + -0;1, vy = Ay 4B, + Gy

7

les grandes lettres désignent des constantes arbitraires; dans la
derniére solution on suppose que

B#—2 0, +2.

Le cas B = 0 est exclu car alors la solution (4. 10) se réduit au
mouvement par droites paralléles et on retombe sur la solution
(4. 25).

Dans les mouvements que nous venons d’obtenir les trois com-
posantes de la vitesse en coordonnées cylindriques ne dépendent
que de r; les cylindres d’axe Oz sont des surfaces isotachyques et
le champ des vecteurs vitesses admet une symétrie de rotation par
rapport & Oz : les mouvements (15. 11) rentrent dans la catégorie
des mouvements pseudo-de révolution de deuxiéme espéce (§17).

Notons enfin que I'uniformité de P =+ U nécessite que I’on prenne
e
B; = 0 dans les solutions (15. 11).

7. Prenons pour mouvement plan primitif le mouvement (4. 13)
de M. Oseen :

b = F(e) + Cx; (4.13)
C désigne une constante, ¢ et y les fonctions harmoniques conju-

guées (4. 6) et la fonction F satisfait & une équation différentielle
du 3¢ ordre.
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Associons a ce mouvement plan un mouvement spatial en prenant
pour w 'expression (15. 3) ; on obtient :

w = égF (15. 12)
r

A désignant une constante.

La fonction F a été évaluée par M. Oseen dans divers cas ; la
solution spatiale que nous venons d’obtenir se trouve toute déter-
minée dans ces cas (1).

Les trajectoires du mouvement spatial (4. 13)—(15. 12) sont des
courbes gauches tracées sur des cylindres dont les sections droites
sont des trajectoires tortueuses du mouvement ‘ pseudo-turbulent
de M. Oseen ; ce mouvement spatial est donc au moins aussi * tur-
bulent ” que le mouvement de M. Oseen.

8. Prenons pour mouvement plan primitif le mouvement (4. 15):
b = F(2)y + G(2) ;

les fonctions F(x) et G(x) satisfont aux équations (4. 16) et (4. 17).
Ainsi qu’on I’a remarqué ce mouvement satisfait aux équations

de la couche limite plane. -
Associons & ce mouvement plan un mouvement spatial en prenant

pour w Vexpression (15. 3) ; on obtient :
W = C(Flly + GI/)'
En particulier & la solution (4. 18) on peut superposer la vitesse :

2C, 6(13]

z3 4

w=C [- 12v.g+ 6Cyx +

9. Prenons en dernier lieu comme mouvements plans primitifs
les mouvements (10. 8) a (10. 10). Associons-leur des mouvements
spatiaux en prenant pour wI’expression (15. 3). On obtient les solu-
tions suivantes :

10 $ = ax + (C, ch wzx + C, sh wx)eX¥,

K
w = k(Cy ch oz + Cysh wr)e®, o = — KZ_"T;

(1) M. Oseen a aussi donné une solution analogue & la solution (4.13)-(5.12) ainsi qu’on
Pa noté au § &4 (G, 3°); mais la détermination de w dans cette solution, différente de la
solution (4.13)-(5.12), nécessite I'intégration d’une nouvelle équation.
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20 $ = az + (C; cos oz + C, sin wz)e®y,
aK

w = k(C; cos ox + Cysin wz)e¥?, o= K2+ —;

30 ¢ =az + (Cx + Cz)e—%ya w = k(Cyx + Cz)e—:’y;

dans ces expressions k désigne une constante arbitraire.

16. Mouvement pseudo-de révolution de premiére espéce.

De la méme maniére que nous avons défini au § 14 a coté du
mouvement plan les mouvements pseudo-plans de premiére et de
deuxiéme espéce, nous allons maintenant définir a c6té du mouve-
ment de révolution les mouvements ¢ pseudo-de révolution de
premiére et de deuxiéme espéce .

Un mouvement de révolution est celui par définition qui possede
les deux propriétés suwvantes :

10 les trajectoires sont contenues dans des plans passant par Oz ;

20 Je mouvement est identique dans les divers plans méridiens.
Utilisons les coordonnées cylindriques ; la premiére propriété
se traduit par la condition

02=07

la deuxiéme par le fait que les composantes ¢, et ¢; ne dépendent
pas de 0.

Les deux propriétés ci-dessus ne sont pas nécessairement liées ;
nous allons considérer les mouvements qui ne possédent que 'une
d’entre elles ; nous aurons ainsi les deux classes suivantes de mou-
vements qui comprendront chacune comme cas particulier la classe
des mouvements de révolution proprement dits :

10 les mouvements dont les trajectoires sont contenues dans des
plans passant par Oz, les vitesses pouvant d’ailleurs dépendre de 0 ;
nous appellerons ces mouvements les *‘ mouvement pseudo-de
révolution de premiére espéce ' ;

20 les mouvements pour lesquels les composantes de la vitesse
en coordonnées cylindriques ne dépendent pas de 0, les trajectoires
n’étant d’ailleurs pas nécessairement contenues dans des plans
passant par Oz ; nous appellerons ces mouvements les ‘‘ mouvements
pseudo-de révolution de deuxiéme espéce ™.

Laissant pour le paragraphe suivant les mouvements pseudo-de
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révolution de deuxiéme espéce, nous nous occuperons dans le pré-
sent paragraphe des mouvements pseudo-de révolution de premiére
espéce.

Pour un tel mouvement les composantes de la vitesse en coor-
données cylindriques sont de la forme :

v = ¢,(r 6 2), vy =0, vy = vg(r 0 2).

L’équation de continuité fournit la condition
d d
— (re — (reg) =0
= (1) + = (reg) = 0,

qui implique Pexistence d’une fonction de courant ¢ = §(r 0 z)
telle que 1’on ait :
_ 1 1

n=I T
cette fonction ¢ est déterminée & une fonction additive de 9 prées.
Le tourbillon n’est plus en général normal au plan méridien rz
comme en mouvement de révolution proprement dit ; ses compo-
santes sont données par les formules :

1 ., 1 1 .,
2&1 = —';é'q’re'l 222 = ;'D2“l” 2&3 = —’-.é'q’ze'

Ecrivons maintenant I’équation de compatibilité cinématique.
Par un calcul analogue a celui qui a conduit en mouvement pseudo-

plan de premiére espéce aux équations (14. 6)et-(147); on voit que
Péquation de compatibilité cinématique se traduit par les deux
équations suivantes :

. 4 1 ’ 7 ’ 1 ’
V(qu))r + 'i; (“I‘r2 + q’z2)z - ,__q"z' D2¢
2v » 2V ” ’
+ 7%: + ;‘5'%* =-—r.0, (16.1)
7 4n\? 1 ’g ro\? 1 g ’ 1 ,
V(DQ.“I))z _'2_’, (‘pr + q’z )r + l‘_z (q'r + q’zz) + ;‘l’rDz‘l’
2v ., by , ,
— 2y S =10 (16.2)

Dans ces équations @ désigne une fonction arbitraire de r et z &
’exclusion de 6 :
O = q)(r) z) 3
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les symboles D, et D,J ont les significations suivantes :
Dab = 4o+ ¥ — 45
DU = ¥+ Yo — 2t + 5 b
Des calculs faciles donnent la pression ; on trouve :

2Lu=24 1+ o). (16.3)
e r

On voit que 4 + U ne peut dépendre de 6 que par 'intermédiaire
e

de {,. Si le fluide s’étend & un domaine o 6 peut varier de 0 & 2,
) . oy r . , . ’ ’ . .
I'uniformité des vitesses nécessite que ¢, et ¢, soient uniformes ;

s’il en est ainsi P + U est également uniforme.
e

*
* %

Une premiére famille de solutions des équations (16. 1) et (16. 2)
analogue a la solution (14. 9) du mouvement pseudo-plan de pre-
miére espéce, s’obtient en posant

¢ = F()z + G{b)r ; {i6. &)

les composantes de la vitesse ont alors pour expression :

v = %-F(e), vy = —%‘-G(O).
Les équations (16. 1) et (16. 2) se réduisent a :
vF” + 4VF 4 F2 = K, (16. 5)
vG" 4+ vG + FG =0, (16. 6)

K désignant une constante ; la fonction @ est donnée par :
K
O =— 57‘2 + Kl’

K, désignant une autre constante. La pression est fournie d’aprés
(16. 3) par la relation :

2 K
Pru=2Fo)—or+ K,
P r 2



92 SUR LE MOUVEMENT D’UN FLUIDE VISQUEUX
L’équation (16. 5) s’intégre immédiatement & 1’aide de la fonction
elliptique pu de Weierstrass. Elle admet en particulier la solution
F=A,
A désignant une constante. Dans ce cas I’équation (16. 6) permet
d’expliciter G et on a finalement pour la fonetion de courant :
1os5i A<—v:

$ = Az + (C,e®® 4 Cpe 0, (16.7)
A
avec m2=—<1 —|—;>;
20851 A=—v: .
$ = —vz 4+ (C;0 + Cy)r; (16. 8)
s A>—v:
$ = Az + (C; cos w0 4 G, sin wb)r, (16. 9)
avec
A
w?=1+—
v

Dans les deux premiéres de ces solutions les vitesses ne sont pas
uniformes quand 6 varie de 0 & 2= ; dans la derniére les vitesses sont
uniformes, Pour toutes ces solutions les trajectoires dans chaque
plan 6 = 0, sont des droites paralléles &4 une certaine direction,
mais quand on passe d’un plan 6 = 0,4 un autre, cette direction

varie ; "axe Oz est une ligne ae sources.

*
* %

Proposons-nous de rechercher comme pour le mouvement de
révolution proprement dit [(4. 23)] les solutions pour lesquelles la
fonction de courant § est linéaire en z ; on a donc :

$ = F(r 0)z + G(r 6). (16. 10)

Remarquons que les solutions (16. 4) précédemment examinées
counstituent un cas particulier de la famille (16. 10).

Portons ’expression (16. 10) dans les équations de compatibilité
cinématique (16. 1) et (16. 2). Si nous posons pour plus de simplicité :

4 1 ’ ” 1 ’ 1 "
AF = FT’ b -FT’ AIF _ FT’ —_ "‘F,’. + -2F6'7
r r r
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les équations de compatibilité cinématique fournissent les deux
équations :
o A, 1 2v _,
[v(A F), + ;Ff — —r-F. AF + = Fe,]z
’ 1 X4 1 2 4 ’
+ [v(A’G), + ;FrG, — ;F- AG + r—: Ge,:l = —rQ®,,
2v

1, 1 , 4 ,
yA'F — -FF, 4 -F* — 2F, + °F — r@/.
r r2 r r?

Ces deux équations sont de la forme :
M(r 6)z + N(r 6) = — r®y(r z),
P(r 6) = r®,(r z).

11 est aisé d’en déduire que 1'on a, en désignant par a et b deux
constantes et par ¢(r) une fonction de r seul :

7’ 1 7 1 ”
WAF), + ~F—~F-AF + fi; F. = ar, (16. 11)

1 1
WAG); + ~F,G — -F-AG + QGS, =br, (16.12)

1 1 2 4
v.AF —~FF, + < F? —Z'FL 4+ 2 F = o(r). (16.13)
r= r T

La fonction ® a pour expression :

1
® — /_.w)dr_g.za—- ba. (16. 14)
r

Les équations (16. 11), (16. 12) et (16.13) constituent les con-
ditions de compatibilité cinématique des mouvements du type
(16. 10).

Les équations (16. 11) et (16. 13) vont nous permettre tout d’abord
de préciser la forme de la fonction F. Dérivons I’équation (16. 13)
par rapport & r puis retranchons-la de I’équation (16. 11); de
Péquation ainsi obtenue retranchons 1’équation (16. 13) ; il vient :

’ r 7
Fr2=§(ar_(9)—q’a .
d’ou on déduit :
F;g = 0.
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La fonction F est donc de la forme :
F = f(r) + g(0).

Si nous reportons cette expression dans I’équation (16. 13) et si
nous dérivons I’équation obtenue d’abord par rapport a 6, ensuite
par rapport & r, nous obtenons :

1
g/ <]u/ . f/> = 0.
r

Deux cas sont donc possibles :
10 g’ = 0 ; la fonction F ne dépend alors que de r :

F=F¥F({r);

1
20 f" — —f" = 0 ; en désignant par A une constante la fonction F
r

est alors de la forme :
F = Ar? + g(0). (16. 15)
Nous allons examiner ces deux cas séparément.

10 Supposons d’abord que F soit fonction de r seul ; la fonction
de courant est alors de la forme :

$ = F(r)z + G(r 6) ; (16. 16)

la fonction F doit satisfaire & I’équation (16. 11) qui s’écrit :
R |
HAF) -+ . -F"’*'—~";F-‘-AF"= ar, (16.17)
et la fonction G(r 0) & I’équation (16. 12) qui devient :

P S 2y
ANG), + -F'G; —-F-AG + Z.Gh = br. (16.18)
r r

Quant a l’équation (16. 13) elle n’introduit dans le cas actuel
aucune condifion supplémentaire et sert simplement & définir la
fonction ¢.

La pression est fournie par 1’équation (16. 3) qui donne :
1

p v a
-4+ U=-F——F2—_22—p .
p+ r 2r? 2z 5t ¢

On voit que 4 + U ne dépend pas de 0, tout comme en mouve-
°

ment de révolution proprement dit.
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20 Supposons maintenant que F soit de la forme (16. 15); la
fonction de courant s’écrit :

b=[Ar+ ®)]z + G 0); (16.19)
’équation (16. 13) montre que la fonction g vérifie I’équation :
vg" + bvg + g2 = K, (16. 20)

qui s’intégre par la fonction elliptique pu ; la fonction G vérifie
Péquation (16. 12) qui devient :

1 2y .,
WA'GY, + 2AG, — - (Ar® + g)AG + r—:Geﬂ — b, (16.21)
r

Quant a ’équation (16. 11) elle se réduit a :
a = 4A2
La pression se calcule aisément ; on trouve :

2 A2 K 1
’—;+U — g0 — ot — o —2A%—bi t g,

¢ désignant une constante arbitraire.

Nous avons ainsi épuisé tous les mouvements du type (16. 10)
qui soient possibles : ils sont constitués par les deux familles (16. 16)
et (16.19).

On peut expliciter de nombreux cas particuliers de ces solutions (1).
Supposons par exemple que ’on prenne dans la solution (16. 19) :
A=20;
si ’on suppose de plus b = 0, on peut trouver des solutions de

I’équation (16. 21) de la forme :
G = r.h,(9), (n #0);
la fonction A(0) vérifie ’équation différentielle :
vh' + (n —2) [v(n —2)— g(e)] k= 0.

On a donc pour la fonction de courant le développement formel :

b = g(6)z + Zrh,(0). (16.22)

(1) Parmiles mouvements pseudo-plans de deuxiéme espéce nous avions obtenu un mou-
vement (15. 8) qui était un mouvement pseudo-de révolution de premiére espéce. Il est
facile de voir que ce mouvement (15. 8) est un cas particulier de la famille (16. 19) on
Pon a posé A = 0.
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En particulier pour » = 2 on a la solution :
b = g(0)z + (C;0 + Co)r?,

C, et C, désignant deux constantes arbitraires.
Si I’on prend pour g la solution particuliére

g =k,

(k désignant une constante) de ’équation (16.20), les solutions
(16. 22) deviennent :

k
10 si n est intérieur 4 'intervalle <2, 24 —> :
v

$ = kz + Zr* (Ce™® + Cpe™9), (16. 23)
n
avec
k
m? = (2 —n) <n—2——;>;

. k
20 si n est extérieur & P'intervalle <2, 2 + -) :
v

¢ = kz + Zr™(C, cos m8 4+ C, sin m0), (16. 24)

avec
k
m? = (n —2) (n—2—~—>;
v
. k
3% enfinsil’lonan =2o0un =2 4 -:
v

$ = kz 4 r¥C,0 + C,),

k
$=kz+ V(00 + Gy ;
dans toutes ces expressions C, et C, désignent des constantes arbi-
traires. Les solutions (16. 7), (16. 8), (16.9) sont des cas particuliers
des solutions ci-dessus.
Pour toutes les solutions (16. 23) & (16. 25) la pression est donnée
par :

} (16. 25)

p k1
p+U—- 2’.—2+C.

17. Mouvement pseudo-de révolution de deuxiéme espéce.

Nous allons maintenant examiner les mouvements pseudo-de
révolution de deuxiéme espéce, c’est-a-dire les mouvements pour
lesquels les composantes de la vitesse en coordonnées cylindriques



INTEGRALES EXACTES DU MOUVEMENT PERMANENT 97

ne dépendent pas de 0, sans que les trajectoires soient assujetties
a étre contenues dans des plans méridiens. Ces mouvements ne
sont autres que les mouvements ¢ symétriques par rapport & un
axe ” des auteurs italiens.

Les composantes de la vitesse sont donc de la forme :

0y = vy(r 2), 0y = 0y(r 2), vg = v(r 2).
L’équation de continuité s’écrit ici :

3(rvy) d(rvs) —

0.
or pYA

On en déduit, en désignant par ¢ = {(r z) une fonction de r et z
déterminée & une constante additive prés, que ’'on a :

Y R

nE=rN T TR

On voit que le mouvement dans le plan méridien est encore
régit par une fonction de courant ¢ liée aux composantes ¢, et ¢g
de la vitesse par les mémes formules qu’en mouvement de révo-
lution proprement dit.

Le tourbillon n’est plus normal au plan méridien comme en mou-
vement de révolution proprement dit ; si I’on désigne par f la com-
posante de la vitesse normale au plan méridien :

0 — fr 7\
] I\~

les composantes du tourbillon sont données par :
, 1 1
2 =—", 2E2:;'D2‘I” 2%, =fr+;f

Ecrivons maintenant I’équation de compatibilité cinématique ;
des calculs faciles montrent qu’elle fournit les deux équations :

oo )

VD4\1) + r —T)(r_;g—)— + 2ff; = 0, (17. 1)
1 D
WD) + - b‘(“; ’ ? — K, (17.9)

ou K désigne une constante. D’autre part si nous écrivons I’équation
du mouvement elle-méme, nous voyons que la fonction H est de la
forme :

H = K6 + Hy(r z),
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ou K est précisément la constante de I’équation (17. 2). Si donc le
fluide s’étend & un domaine ol 6 peut varier de 0 & 2x, 'uniformité
de la fonction H nécessite que 1’on prenne :

K = 0.

Finalement les équations de compatibilité cinématique de la
classe de mouvements envisagée sont donc :

1
D<"p7 iy D2¢>
WDy o r g+ 24 = 0, (7. 1)
1 D(, rf)
VD2(rf) + ;"m =0 (17. 3)

On voit qu’ici a la diftérence de ce qui se passe pour le mouve-
ment pseudo-plan de deuxiéme espéce, la fonction de courant ¢
qui régit le mouvement dans le plan méridien ne satisfait point &
la méme équation que dans le cas du mouvement de révolution
proprement dit : ’équation (17.1) différe de I’équation (3. 9)
par le terme 2ff,. Par conséquent le procédé de superposition uti-
lisé pour les mouvements pseudo-plans de deuxiéme espéce ne
s’applique pas ici en général.

Quant & la partie dynamique du probléme, des caleuls f
conduisent aux deux équations suivantes dont 'intégration donne
la fonction H = H(r z) :

7 3 1 1 ’ ’
= (1 4+ 17) + 50 Dab + - (Dub
’ 4 1 4 v ’
Hz = ffz + ;2'4)2' Dz‘l’ —;'(D2q))r'

Parmi les intégrales exactes des équations de Navier-Stokes qui
ont été énumérées au § 4, celles qui rentrent dans la catégorie actuelle
sont :

1° le mouvement par hélices circulaires de M. Strakhovitch ol
les composantes de la vitesse sont données par :

G
v =0, 02=ArL0gr—|—Br—l—;,

vg = A; Logr 4+ By2 4+ Cy (4. 25)

20 le mouvement (4. 28) de M. von Karman.



INTEGRALES EXACTES DU MOUVEMENT PERMANENT 99

On vérifie aisément que ces mouvements satisfont bien aux équa-
tions (17.1) et (17. 3). Des mouvements pseudo-de révolution de
deuxiéme espéce ont aussi été donnés en (15, 11).

Proposons-nous maintenant de déterminer les solutions des équa-
tions (17. 1) et (17. 3) telles que la composante ¢, = f de la vitesse
ne dépende que de r. Dans ce cas I’équation (17. 1) devient préci-
sément identique & 1’équation (3. 9) et ¢ est la fonction de courant
d’un mouvement proprement dit. Posons :

k(r) =r.f;
I’équation (17. 3) s’écrit :

1
VB — B T YLK = 0. (17. 4)
r r

Deux cas sont possibles :
10 A’ = 0 ; alors I’équation (17. 4) est satisfaite et I’'on a :
C

02=f=;7

C désignant une constante. On obtient donc le résultat suivant :
on peut superposer & tout mouvement de révolution proprement dit
le mouvement irrotationnel :

vy =0, 02—:(—:, vg =103 (17. 5)

on obtient encore une solution exacte ; le champ (17. 5) n’est autre
que le champ de vitesses d'un tourbillon ponctuel en mouvement
plan.

20 ' 5 0 ; I’équation (17. 4) montre que ¢ est de la forme :
b =F(r)z + G(r),

c’est-a-dire que le mouvement dans le plan méridien n’est autre
que le mouvement (4,23) de MM. Witoszynski et Szymanski.
L’équation (17. 4) donne pour & l’expression :

t [T
h=r/=K/er'dr.rdr+K1, (17. 6)

K et K, désignant des constantes arbitraires. Ainsi & tout mouve-
ment de révolution du type (4. 23) on peut associer un mouvement
spatial de la catégorie actuelle en ajoutant au premier mouvement
une rotation ¢, = f ol f est donné par I’équation (17. 6).
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Congidérons par exemple le mouvement (4.22) qui est un cas
partif¢ulier de la famille (4. 23) :

{ = v(2Ar® + B)z + C/rdr/rdrfe“’.r}“‘”‘.dr + Dr¢ 4 Er2.

(4. 22)
L’équation (17. 6) donne dans ce cas pour f I’expression :
K . K
bp=f=— AT B~ ldr 71- (17.7)

18. Proposons-nous de rechercher les mouvements tels que les
composantes du vecteur tourbillon en coordonnées cartésiennes
rectangulaires zyz ne dépendent que d’une seule coordonnée,
x par exemple ; pour un tel mouvement en tous les points d’un
plan z = z, les vecteurs tourbillons sont équipollents. Si on fait la
méme hypothése en mouvement plan, on est conduit & la solution
(4. 9) de M. Jeffery.

-
Soient u(z y z), v(x y z), w(z y z) les composantes de la vitesse V
—_ >
et a(x), b(x), c(x) celles du vecteur rot V. La condition

giv (10t V) = 0

exige que a(z) se réduise & une constante a,. L’équation de compa-
tibilité cinématique fournit ensuite les trois équations suivantes :

g, + bu, + cu, = 0, (18.1)
agvy + bo, + co; — b'u + vb” =0, (18. 2)
awy + bw, + cw, —c'u + v¢" = 0. (18. 3)

D’autre part, en exprimant que @, b, ¢ sont les composantes

-
du rotationnel de V(u, ¢, w) on obtient les trois équations :

W, — 0, = ay, (18. 4)
u, —w, = b, (18. 5)
¥y — U, = C. (18. 6)

Enfin la condition de continuité s’écrit :
u, + a; + w, = 0. (18.7)

1l s’agit de résoudre le systéme (18. 1)~(18. 7). Commengons par
noter quelques relations assez simples qui découlent des équations
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(18. 1)-(18. 7). Dérivons ’équation (18. 2) par rapport & z et I’équa-
tion (18. 3) par rapport a y, retranchons membre & membre les
relations obtenues; 1l vient :

¢u, — bu, = 0. (18. 8)

Dérivons (18, 7) par rapport a z, (18. 6) par rapport a y et (18. 5)
par rapport a z et ajoutons membre & membre les relations obte-
nues ; il vient :

Uye + Uy + ug = 0. (18.9)

On voit que la composante u de la vitesse est harmonique. De
facon analogue on obtient les relations

Vo + 0 + o =0, (18. 10)
W;s + W;l + W:a == - b’. (18- 11)

Supposons d’abord que b et ¢ se réduisent 4 des constantes b, et
¢y, C'est-a-dire quele vecteur tourbillon soit constant ; dans ce cas
on peut toujours choisir les axes de maniére que I'on ait :

Ay = bo = 01

et on voit facilement alors que le mouvement se réduit au mouve-
ment plan & tourbillon constant. Ce cas, qui est une solution immé-
diate et banale du probléme, étant mis de coté, des calculs faciles
montrent que le systéme (18. 1)—(18. 7) n’admet des solutions que
daus les deux cas suivants :

Cas I : u = K, K désignant une constante ;
Cas II : ay = 0.
Dans toutes les autres éventualités on aboutit & des impossibi-

Lités. Nous allons maintenant considérer en détail les deux cas
ci-dessus.

Cas I. — u = K les équations (18. 6) et (18. 5) donnent alors
respectivement :

7 =/cdx -+ fly 2), w = ——/bdx + gy z), (18.12)

f et g désignant des fonctions arbitraires (pour le moment) de
leurs arguments. Si on porte les expressions (18.12) dans les
équations (18. 4) et (18. 7), on obtient :
g,', — [, = a,, (18. 13)
fy +g=0. (18. 14)
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Enfin les équations (18. 2) et (18. 3) donnent :
bf, + ¢f, = Kb — agc — vb”, (18. 15)
bg, + cg, = K¢’ + agh — ve'. (18. 16)

On déduit des équations (18.13) & (18. 16) les expressions sui-
vantes pour les fonctions fet g :

f=Ay+Bz+C,
g = (B + a)y — Az + D,

A B C D désignant des constantes arbitraires. On a donc finale-
ment pour les composantes de la vitesse les expressions suivantes :

u =K, (18.17)
¢ = ¢;(x) + Ay 4+ Bz + C, (18. 18)
w=—>"byx) + (B + a)y — Az + D, (18.19)

b, et ¢, représentant respectivement les primitives de & et de ¢:

by = / bdz, ¢ = f cdz,

et les fonctions b et ¢ satisfaisant aux équations :
vb" — Kb 4 Ab + (B 4 ag)c =0,  (18.20)
v¢" — K¢ 4 Bb— A¢ = 0. (18. 21)

Suivant les valeurs des constantes A, B, a,, K qui figurent dans
ces deux équations, on obtient pour la fonction b,(z) ’une des expres-
sions suivantes :

by = Cie"® 4 Coe™™* + Cge™* + C e,
b, = (Cyzr + Cz)e;{—vx 4 Cge™™ 4 Cye™*,
b, = (Cyx + c2)e%’c + Cg22 + C,z,

by = Cyzt + Cya® 4 Cyz? 4 Cyz,

et pour la fonction ¢,(x) des expressions analogues ; dans ces for-
mules C; C, C3 C4 sont des constantes arbitraires, ry ry rgry sont
les racines de I’équation :

virt —2Kwd + Ko —[A* + BB + a)| =o.
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Des calculs faciles donnent la pression ; elle est fournie par une
équation de la forme :

P4 U=y + N2 4 Py + Q2 + R,
P

M N P Q R désignant des constantes dont les quatre premiéres
sont liées d’une maniére simple aux constantes qui figurent dans
le champ de vitesses, la derniére étant arbitraire.

Dans le cas particulier ou I'on a K = 0 le mouvement (18. 17)-
(18. 19) est un mouvement pseudo-plan de premiére espéce (§ 14).

Cas II. — Passons maintenant au cas a, = 0. Les équations
(18. 1) et (18. 8) montrent que I'on doit avoir ou bien
u, = u, =0, (18. 22)

ou bien une autre condition ; mais quand cette derniére est réalisée
on retrouve encore (18. 22) ; u ne dépend donc que de z. L’équation
(18. 9) montre alors que u doit étre de la forme :

v = Kz + K,
K, et K désignant des constantes arbitraires. Les équations (18. 6)

et (18.5) donnent respectivement pour ¢ et w les expressions :

y = chd:c + f(y 2),
w = —fbdx + 8y 2),

f et g désignant des fonctions arbitraires (pour le moment) de leurs
arguments. En portant ces expressions dans les équations (18. 4),
(18. 7), (18. 2) et (18. 3), on obtient les relations suivantes :
g; - f; =0,
7;4,1 + g; = K17
bf, + ¢f, = (Kyz + K)b' — vb’,
bg, + cg, = (Kyz + K)e' — vc”.

Ces relations montrent que les fonctions f et g sont de la forme :

f= Ay + Bz + C,
g =By —(A 4+ Kyz + D,

A B C D désignant des constantes arbitraires, On a donc finale-
8
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ment pour les composantes de la vitesse les expressions suivantes :

v =Kz + K, (18. 23)
v = ¢;(z) + Ay + Bz + C, (18. 24)
w=—byz) + By — (A + K}z + D, (18.25)

b, et ¢, représentant respectivement les primitives de b et ¢ :

b, = f bdz, ¢ = f edz,

et les fonctions b et ¢ satisfaisant aux équations suivantes qui sont
des équations de Laplace :

vb" — (Kyz + K)o + Ab <4 Be = 0, (18. 26)
ve'! — (Kyz + K)e! +Bb— (A + Kype=0. (18.27)

On remarquera que le cas précédent [(18. 17) & (18. 21)] n’est pas
un cas particulier du cas actuel : quand on fait K; = 0 dans la
solution (18. 23)~(18. 27) on n’obtient pas exactement la solution
(18. 17)-(18. 21).

Des calculs faciles donnent la pression ; elle est fournie par une
équation de la forme :

§+U=Lx“"+My2+Nyz—l—Pzz—!—Qx—{—Ry—,L Sz+ T

les grandes lettres désignant des constantes qui, la derniére exceptée,
sont liées d’une maniére simple aux constantes qui figurent dauns le
champ de vitesses.

Le probléme proposé est ainsi complétement résolu ; les seuls
mouvements dont les vecteurs tourbillons ne dépendent que de z
sont les deux familles (18. 17)-(18. 21) et (18. 23)—(18. 27).

On vérifie facilement que le mouvement plan (4. 9) dont le tour-
billon ne dépend que de z est un cas particulier des mouvements
(18. 23)~(18. 27). On remarquera que les mouvements obtenus
possédent la propriété d’étre composables avec un courant uni-
forme paralléle & une direction quelconque du plan yOz, ceci en
vertu de la présence des constantes arbitraires C et D dans les
formules (18 18), (18. 19) et (18. 24), (18. 25).



CHAPITRE IV

NOUVELLES INTEGRALES EXACTES
DU MOUVEMENT NON PERMANENT

A, MOUVEMENT NON PERMANENT PLAN.

19. Proposons-nous de rechercher les mouvements plans non
permanents tels qu’a chaque instant leur champ de vitesses soit le
champ de vitesses d’'un mouvement plan permanent. On peut dire
des mouvements non permanents qui jouissent de cette propriété
qu'ils admettent & chaque instant un mouvement permanent
tangent.

Soit (z y t) 1a fonction de courant du mouvement non permanent
admettant & chaque instant un mouvement permanent tangent ;
elle satisfait d’abord & I’équation de compatibilité cinématique pour
le mouvement plan non permanent, c’est-a-dire a ’équation :

. D(d, Asd)
VA 5 (Bad — 0. (2.2)

D’autre part, d’aprés I’hypothése faite, sion y considére z comme
un parameétre, $(z y t) doit étre la fonction de courant d’un mouve-
ment permanent, quelle que soit la valeur de ¢; elle doit donc
satisfaire a ’équation :

D(¢, Az¢)
WA+ D = (2.9)
Des deux équations (2. 2) et (2. 9) on déduit quel’on a :
AAey) _
A1 ’
c’est-a-dire que
Ay = afz y), (19. 1)

a(z y) désignant une fonction de z et y & ’exclusion de ¢t. On peut
donc déja affirmer le résultat suivant : un mouvement plan non
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permanent ou le tourbillon en un point donné varie avec le temps
ne saurait admettre & chaque instant un mouvement permanent
tangent.

Nous allons maintenant déterminer toutes les fonctions ¢ du
probléme, c’est-a-dire toutes les fonctions ¢ qui satisfont aux con-
ditions (2. 9) et (19. 1).

Dérivons I’équation (2.9) par rapport au temps ¢ en tenant
compte de (19. 1) ; il vient :

D @) _ .
D(z,y)
on en déduit que I’on a :
2y
~ = H(x, 1),

d’ou pour la fonction de courant une expression de la forme :
¢ = F(a, 1) + G(z, y). (19.2)
On en tire pour le Laplacien de ¢ :
Agly = F.Aja + Fo . Ay + AG.

Ecrivons que A, ne dépend pas de ¢ ; il vient :

F;”zl .Ala + F;t . Azm = O. (19. 3)
Nous écartons ie cas ou I’on aurait :
A =0,

¢’est-a-dire ou A,{ = « se réduirait a4 une constante, ce qui est
une solution banale et immédiate du probleme. Alors Péquation

(19. 3) montre que F",‘,ztne dépend que de «, c’est-a-dire que la

ot
fonction F(«, t) est de la forme :

F(at) = f(t). g(a) + A(x),

en négligeant une fonction additive de ¢, ce qu’on peut faire puisque
la fonction de courant ¢ n’est déterminée qu’a une fonction addi-
tive de ¢ prés. Pour étre satisfaite I’équation (19. 3) exige d’ailleurs
que ’on ait ou bien

f()) =0;

mais alors ¢ ne dépendrait plus de ¢, nous laissons ce cas de coté ;
ou bien que

g" Ao+ g Aje =0,
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c’est-a-dire que

Ag = 0.
Finalement I’expression (19. 2) s’écrit donc :
b = f(t).8(«) + o(z y), (19. 4)
avec
Ayg =0,
et
a = A = Aye.

La condition (19. 1) est maintenant satisfaite ; il reste ’équation
(2. 9) ; portons-y I’expression (19. 4) ; on obtient :

D(e, Azp) _
D(z, y)

Done la fonction ¢ satisfait & ’équation (2. 9). D’autre part de:

vAo +

g = g(a),
on tire :
a = a(g),
¢’est-a-dire
Azf\o = (I)(g),

g étant d’autre part harmonique. La fonction ¢ est done la fone-
tion de courant d’un mouvement plan permanent et son tourbillon
est fonction d’une fonction harmonique ; or toutes les fonctions
qui satisfont & ces conditions ont été déterminées dans le mémoire
de M. Jeffery (19) ; il n’y en a que deux a savoir :

¢ = v(2Az + B)y + C/dxfdx/e“x“”’xdx + Da? + Ez,

d . d
¢ = v(2A Log r + B)6 + C/_f/,.dr/eA(Logr) +BLOgr__’_?
r

+ Dr2 + E Logr,

les grandes lettres désignant des constantes; ces fonctions ne sont
d’ailleurs autres que les fonctions (4. 9) et (4. 10). La fonction g
a respectivement pour valeur dans ces deux cas :

g =1

g = Logr.
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Si on se reporte maintenant a ’expression (19. 4) on voit que I’on a
pour la fonction de courant ¢ les deux expressions :

¢ = v(2Az + By + C / dz / dz f A% +Bxgy | Da? + f(t)a,
(19. 5)

d
\p = V(2A LOgr _+_ B)e + C/(E‘/rdr/‘eA(Logr)'+BLogr'7’.
r

+ Dr? + f(t) Logr; (19.6)

dans ces expressions les grandes lettres désignent des constantes
arbitraires et f(t) une fonction arbitraire de ¢.

Notre probléme est ainsi résolu : les seuls mouvements plans non
permanents qui admettent & chaque instant un mouvement per-
manent tangent sont donc :

10 les mouvements ou1’on a :

AZ“]} = K,
K désignant une constante absolue ;

20 ]Jes deux mouvements (19. 5) et (19. 6).

A part ces classes assez restreintes de mouvements, on voit donc
que les mouvements plans non permanents ne peuvent admettre &
chaque instant un mouvement permanent tangent.

On remarquera I’analogie des solutions (19. 5) et (19. 6) avec les
solutions permanentes (4. 9) et (4. 10) (%).

Si Te fluide s’étend & un domaine ou 6 peut varier de 0 & 2 =, I'uni-
formité de la vitesse nécessite que 1’on prenne dans la solution
(19. 6) : A = 0. Cette solution s’écrit alors si B £ — 2, 0 :

¢ = vBO + Cr® 2+ Dr2 4 f(t).Log r,
siB=—2:
¢ = —2v6 4 C(Logr)® + Dr2 4 f(t) Logr,
et enfinsiB = 0:
¢ = Cr2Logr + Dr?2 + f(t) Logr;

ce dernier mouvement est un mouvement par cercles concentriques.

(1) La solution (19. 5) est un cas particulier de la transformée par la transformation
du § 6 de la solution (4. 9). En effet, appliquons & la solution (4. 9) cette transformation
ol 'on a pris : @ = 0, @ = 0; expression (6. 24) de la solution dérivée montre que
Pon obtient précisément la solution (19. 5).
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D’autre part D'uniformité de 4 —+ U nécessite que ’on prenne
P

dans les 3 solutions ci-dessus respectivement :
f (@) = — 4vBD, f{t) = 8vD, f () = 4vC.

20. En mouvement non permanent les lignes de courant ne coin-
cident pas en général avec les trajectoires et elles changent de forme
avec le temps. Il existe cependant des mouvements non permanents
ol les lignes de courant ne changent pas de forme avec le temps et
coincident avec les trajectoires : en un point donné la grandeur du
vecteur vitesse change avec le temps mais non sa direction. Comme
on I’a déja remarqué, c’est ce qui a lieu pour les mouvements non
permanents par droites paralléles ou par cercles concentriques et
pour les mouvements (5.4) de M. Taylor. Nous nous proposons
d’indiquer quelques nouvelles solutions de cette catégorie en exami-
nant les mouvements ol la fonction de courant est de la forme :

Uz yt) = G).Flzy), (20. 1)

mouvements qui possédent la propriété énoncée, comme on le voit
immédiatement (1).

Portons Vexpression (20.1) dans I’équation de compatibilité
cinématique (2. 2) ; nous obtenons I’équation :

D(F, AF) G
AF + G 1220 7 AF =0. 20.
VAF 4 G =i JF =0 (20. 2)

Dérivons cette équation par rapport a ¢; nous voyons que l'on

doit avoir :
GI 1
<a> = K6,

K, désignant une constante absolue ou encore :

GI
G = KiG + K, (20. 3)

(1) Il est facile de voir que la condition générale pour qu’il en soit ainsi est que la
fonction de courant soit de la forme :

\l’ = ‘D(OC, t)
o = afz y) désignant une fonction de z et ¥ seuls.
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K, désignant une nouvelle constante absolue. L’intégration de
Péquation (20. 3) est immédiate ; elle donne pour la fonction G les
résultats suivants en désignant par C et 7, des constantes arbitraires :

10 si Kl =0: GzceKzt,
1
28 K, #20,K=0: G=—o-—"
! * Kyt —to)
i K, CeX+
30 si KI.KZ#OI G':Kl'm?{—;'

Il reste maintenant 4 déterminer la fonction F. En tenant compte
de I’équation (20. 3) on voit que I’équation (20. 2) donne les deux
suivantes :

vAF — Ky . AF = 0, (20. 4)

D(F7 AZF)

2 2e) g AF —o. 20. 5)
Dy e (

La fonction F doit satisfaire & ces deux équations. Supposons
d’abord que I’on ait K; = 0; on a alors :

D(F, AF)
D(z, y)

k]
c’est-a-dire

D(‘I” 2‘1’)
Dz, y)

Or tous les mouvements plans non permanents qui satisfont a
cette condition ont été déterminés par M. Kampé de Fériet (23) ;
ceux qui conviennent ici sont : la solution (5. 4) de M. Taylor et des
cas particuliers de la forme (20. 1) des mouvements non permanents
par droites paralléles ou par cercles concentriques.

Supposons maintenant que K, 5 0 ; I’élimination de A,F entre
les deux équations (19. 4) et (19. 5) donne :

K, D(F, A,F)
K, Dy

Cette équation est de la méme forme que 'équation de compati-
bilité cinématique ¢2.9) pour le mouvement plan permanent :
il suffit de multiplier dans cette derniére le coefficient de viscocité
cinématique v par une constante pour obtenir I’équation (20. 6).
On congoit done que de toute solution de ’équation de compati-

vAF — (20. 6)
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bilité cinématique (2. 9), on puisse tirer une solution de I’équation
(20. 6).

Qutre la coudition K, # 0 supposons que K, 5= 0 ; alors les
équations (20. 4) et (20. 5) sont équivalentes aux équations (20. 6)
et (20. 4). Par conséquent on voit que de toute solution de I’équation
de compatibilité (2.9) — c’est-a-dire de tout mouvement plan
permanent — qui vérifie en outre une équation de la forme (20. 4),
on peut tirer sans aucun calcul une solution de la catégorie actuelle.

La solution permanente (10.8)—(10. 10) donnée précédemment
vérifie justement une équation de la forme (20. 4). On peut donc
en tirer, en aménageant convenablement les constantes qui y
figurent, une solution des équations (20. 4) et (20.5). On obtient
facilement pour la fonction F les expressions suivantes :

. K} K, K, K2

10 §5i ———<0, en posant 2 = —— —:
a? v ’ P v a?

K,
F = azx + (C; chwz 4 Cysh wx)ee?;

2 K K2 K
20 si —=——2>0, en posant %= — — —>:
a? v a? v
K,
F = az + (Cy cos wzx + Cysin wz)ee’;
2
a® v

K,
F = ar + (CIIL' + Cz)e-a U.

Dans ces expressions a, C,, C, désignent des constantes. Les
expressions correspondantes de la fonction de courant

¢ = Gl(2). F(z y)
sont les suivantes (1) :

K, CeXt 1 Xy
= T CoKd ax + (Cy choz 4+ C, shoz)ea ]; (20. 7)
L L
K, Ce®t T £
= K_z'i"’i(?;—“ ax + (C coswz + C, sin wx)e?”]; (20. 8)
L1 — i
K, Ce¥¢ r X,
b= | @+ Gt Gt (20-9)

3

(1) Les solutions (20. 7) & (20. 9) sont des cas particuliers de la solution (6. 30) déduite
de la solution de M. Taylor par la transformation du § 6.
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21. En mouvement plan permanent si on suppose que le tour-
billon ne dépend que d’une coordonnée z ou r, ¢’est-a-dire que'on a :

Agh = f() ou Agd = f(r),

on est conduit aux mouvement (4.9) et (4.10) de M. Jeffery.
D’autre part I’hypotheése

A = f(6)

conduit & une impossibilité, si on met de c6té bien entendu le cas
banal du tourbillon constant.
En appelant lignes iso-lourbillons les lignes d’équation

A2q) = Ctev

les hypothéses qui conduisent aux mouvements (4 9) et (4.10)
reviennent & supposer que les lignes iso-tourbillons sont des droites
paralléles ou des cercles concentriques.

En mouvement plan non permanent on est conduit d’une maniére
analogue 4 examiner les mouvements ou le tourbillon ne dépend
que d’une seule coordonnée z, r ou 0 et en outre du temps ¢ ; ¢’est-
a-dire les mouvements ou la fonction de courant (x y t) satisfait
a 'une des conditions :

Azq’ = f(xv t)) A2“p = f(r, t)? Az‘l’ = f(e7 t)'

Pour ces monvements les lignes iso-tourbillons sont & chagque
instant soit des droites paralléles, soit des cercles concentriques,
soit des droites concourantes. La deuxiéme et la troisiéme hypo-
thése seront examinées dans les deux paragraphes suivants. Dans
le paragraphe actuel nous supposerons que l'on a :

Agb = f(z, 1). (21. 1)

Introduisons la condition (21.1) dans ’équation de compati-
bilité cinématique (2. 2) ; celle-ci s’écrit :

Vo — by fo—fi = 0. (21.2)

Deux cas sont possibles :

10 f,. = 0; dans ce cas on voit que f doit se réduire 4 une cons-
tante absolue K ; on retrouve la solution banale du probléme :

Ay =K

20 f. #% 0 ; alors léquation (21.2) montre que la fonction de
courant ¢ doit étre de la forme :

¢ = F(z, t)y + Glz, 1).
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Pour que la condition (21.1) soit satisfaite on doit d’ailleurs
avoir :
F(z, 1) = a(t)x + b(t),
a(t) et b(t) désignant des fonctions arbitraires de ¢. On a donc affaire
4 un cas particulier de la solution (5. 11)—(5.13).
La fonction de courant s’écrit :
y = [att + b(t) |y + G(z, 1),
la fonction G(z, t) vérifiant I’équation :
VG — [a(t)x - b(t)] Gy — Gy =03

cette équation s’intégre d’ailleurs immédiatement deux fois par
rapport & x et en posant :

G(z, t) = c(t)z + g(xi 0,
ol ¢(¢) désigne une fonction arbitraire de ¢, on voit que la fonction

g(xt) doit vérifier I’équation aux dérivées partielles du second ordre
du type parabolique :

g — la(t)z + b(t)] g, — g + 2a(t)g = 0. (21.3)
Finalement la fonction de courant s’écrit :
¢ =[al)z + b0 |y + et + gz, 0,  (21.4)
la fonction g(z, t) étant solution de 1’équation (21. 3).

La seule solution pour laquelle les lignes iso-tourbillons sont &
chaque instant des droites paralléles, c’est-a-dire pour laquelle
on ait

Az‘-[‘ = f(xv t))
est donc, en mettant de coté le cas banal A,y = K, la solution
(21. 4) (V).

On peut expliciter de nombreuses solutions de I’équation (21. 3) (?).
Nous le ferons dans deux cas particuliers. Supposons d’abord que
les fonctions a(t) et b(t) se réduisent & des constantes a, et b,.
L’équation (21. 3) admet alors des solutions de la forme :

g(x’ t) = ekt'fh(x)’

(") La solution (21. 4) a été obtenue par une voie différente (superposition d’un mou-
vement par droites paralléles et d’un mouvement potentiel) par M. Kampé de Fériet
dans son Cours d’Aérodynamique et d’Hydrodynamique Supérieures (année 1930-
1931) ; il en est de méme de la solution (27. 7).

(®) La solution (19. 5) précédemment rencontrée et qui admet un mouvement perma-
nent tangent est un cas particulier de la solution (21. 4) ; on I’obtient en supposant que
1a fonction g ne dépend que de z.
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ou k désigne une constante et ou la fonction f,(x) est solution de
I’équation :

vf" —(agz + bo)f' + (2a9 — k)f = 0,
qui est une équation de Laplace. On a donc pour la fonction de
courant le développement formel suivant :

Yz y 1) = (az + by + clt)x + ZeM.f(z). (21.5)
Supposons ensuite que 1'on ait "
a(t) = 0,
b(t) restant une fonction arbitraire de z. Cette fois ’équation (21. 3)
admet des solutions de la forme :

Ax + VAt — A f bdt
g(xv t) =€ j

A désignant une constante et 1’on a pour la fonction de courant le
développement formel :

Uz yt) = bdy + etz + =M Ao
A

. (21.6)

22. Passons maintenant 4 la deuxiéme hypothése énoncée au
début du § 21, c’est-a-dire aux mouvements pour lesquels la fonc-
tion de courant J(r 0 t) satisfait a la condition :

Ag = f(r, 1) ; (22.1)

autrement dit les lignes iso-tourbillons sont-& chaque instant des
cercles concentriques.

Portons la condition (22.1) dans 1’équation de compatibilité
cinématique (2. 6) ; on obtient :

” 1 ’ 1 ’ ’ ’
V(ir’ + ';jr> —;%Jr—ft: 0. (22.2)
Deux cas sont possibles :
o f. =0 ; on est alors conduit & la solution banale
A2¢ = Kv

K désignant une constante absolue ;

20 £ 0; dans ce cas I’équation (22.2) exige que la fonction
de courant { soit de la forme :

¢ = F(r, )6 4 G(r, t).
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Pour que la condition (22.1) soit satisfaite la fonetion F(rt)
doit étre de la forme :

F(r, t) = a(t) Log r + b(z),

a(t) et b(t) désignant des fonctions arbitraires de ¢. La fonction de
courant s’écrit done :

b=[a0 Logr + 000 + Gr);  (22.3)

ona:
PR
f == AzG = Grz + ;.GT
et la fonction f satisfait & I’équation
¥ 1 ’ ’
vin— [a(t) Log r + b(t) — v] “h—fi=0. (22.4)
Sile fluide s’étend & un domaine ot 6 peut varier de 0 a 2, 'uni-

formité de la vitesse nécessite que I’on prenne dans la solution
(22. 3) :

a(t)y = 0.
L'uniformité de 2 ~+ U nécessite de plus que ’on ait :
e
. b "
V(AzG’)r —_— 'r—' A—J —_— Gn — 0, (22 5)

équation qui est un cas particulier de I’équation (22. 4).
Finalement la fonction de courant est donc de la forme :

¢ = b(t)0 + G(r, 1), (22. 6)

la fonction G(r, t) satisfaisant a I’équation (22.5). Or les mouve-
ments (22. 6), si on y fait la restriction b(t) = Cte, ne sont autres
que les mouvements (5. 6) de M. Hamel.

Tous les mouvements qui correspondent & I’hypothése (22.1)
sont donc déja connus.

23. Enfin occupons-nous des mouvements qui correspondent a
la troisiéme hypothése faite au début du § 21 :
Ay = £(8,1) ; (23.1)

les lignes iso-tourbillons sont ici & chaque instant des droites con-
courantes.



116 SUR LE MOUVEMENT D’'UN FLUIDE VISQUEUX

Portons la condition (23.1) dans ’équation de compatibilité
cinématique (2. 6) ; on obtient :

” 1 ’, » 7
%-fm +sdefo—f=0. (23. 2)

Cette équation montre que deux cas sont possibles :

10 fo = 0; on aboutit encore aux mouvements & tourbillon
constant ;

20 fo # 0 ; Péquation (23. 2) montre alors que ¢ est de la forme :
¢ = F(0, t) Log r 4 G(6, t)r2 -+ H(O, 7).
Pour que la condition (23. 1) soit satisfaite il faut que les fonctions
F(6, t) et H(O, t) soient de la forme :
F(0,t) = a(t)0 + b(2),
H(0, t) = ¢(2)6,
a(t), blt) et c(t) désignant des fonctions arbitraires de z. Finalement
la fonction de courant s’écrit done :
§ = [a(t)e + b(t)] Logr + G(6, t)r2 + ¢(t).0; (23.3)
Pon a d’autre part
Ayy = Gg. + 4G = f. (23. 4)
Portons D’expression (23.3) dans l’équation de compatibilité
(2. 6) ; on obtient les deux équations :
vfgs + a0 + b(1) |fo = 0, (23. 5)
2G.fg —f, = 0. (23. 6)
La fonction G doit donc satisfaire & ces deux équations auxquelles
il faut joindre I’équation (23. 4) qui fournit la relation entre f et G ;

nous allons voir que cela la détermine complétement. Nous distin-
guerons trois cas :

10 Supposons d’abord que l’on ait :
a(t) = 0, b(t) = 0.
L’équation (23. 5) montre alors que la fonction f est de la forme :
18, 2) = m()6 + n(?),

m(t) et n(t) désignant des fonctions arbitraires de t, L’équation (23. 4)
donne ensuite pour G ’expression :

G(6, 1) = Cy(t) cos 20 + Cyft) sin 26 + ’_”[i_t? . %f)
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C,(2) et Cy(t) désignant des fonctions arbitraires de ¢. Il reste enfin
I’équation (23. 6) ; quand on y porte les expressions ci-dessus de
f et G on obtient les relations suivantes entre les fonctions arbi-
traires :

m.C,=0, mCy=0, m?=2m/, mn=2n'

Ou bien ’on a:m(t) =0 ; mais on retrouve alors le mouvement
a tourbillon constant ; ou bien I’on a m(t) # 0; d’aprés les relations
ci-dessus on a alors :

K
2
to—‘t

C1=Cz=07 m=t0——t1

K et ¢, désignant des constantes d’intégration. Finalement la fonc-
tion G(0, t) a pour expression :

1
G(6, 1) = ‘27;‘—7(6 + K),

o T )
et la fonetion de courant s’écrit :
0+ K .
= e, )6 - 23.
b= 5" 09 (23.7)

dans cette solution figurent une fonction arbitraire ¢(t) et deux con-
stantes arbitraires K et ¢, (*). Si le fluide s’étend & un domaine ol 6
peut varier de 0 a 2m, la solution (23. 7) fournit des vitesses qui ne
sont pas uniformes.

20 Supposons maintenant que a(f) = 0 mais que b(t) % 0. De
Péquation (23. 5) on tire pour f ’expression :

T
(0, 1) = m(t)e ¥~ + n(t),

m(t) et n(t) désignant des fonctions arbitraires de t. L’équation
(23. 4) donne ensuite pour G :

G(6, ) = Cy(t) cos 20 + C,(t) sin 20 + v .m(t)e_ge + a8
b? + 4v? 4
Il reste enfin I’équation (23. 6) ; elle exige que
m() =0;
dans ce cas on retombe sur le cas banal :
Ay = K,

(*) La solution (23. 7) posséde la propriété de convenir aussi bien a un fluide parfait
qu’a un fluide visqueux.
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K désignant une constante. Excepté ce cas, il n’y a donc aucune
solution avec ’hypothese a(t) = 0, b(t) # 0.

30 Supposons enfin que a(t) #% 0. On est également conduit a
une impossibilité dans ce cas. Des calculs un peu longs, mais sans
difficultés, permettent de s’en rendre compte de la fagon suivante.
De I’équation (23. 5) on tire :

Q. b
f6=Cmf{®°+ﬂl (23.8)

C(t) désignant une fonction arbitraire de ¢, non nulle. L’équation
(23. 6) donne alors pour G :

. 1 6=+
= %5 ° (23. 9)

Considérons I’équation (23. 4) dérivée par rapport a 6:
Gg. -+ 4G5 = fo

et portons-y I’expression (23. 9) de G. On obtient tous calculs faits
une relation de la forme :

,_ 1 —a(Fenle) ( 6 +30)
=_.e / 2v 23. 10
ft P3 + 1)3 ( )
P; et P, désignant des polynomes en 6 dont les degrés sont indiqués
par les indices. Enfin comparons les deux expressions de fg, tirées
respectivement des relations (23.8) et (23.10); nous voyons
facilement que l'on doit.avoir

a(ty = 0.

L’hypotheése a(t) = 0 conduit donc & une impossibilité.

Nous avons ainsi épuisé tous les cas. Si 'on met de coté la
solution banale a tourbillon constant, on voit donc que la seule
solution dont les lignes iso-tourbillons sont & chaque instant des
droites concourantes est la solution (23, 7).

24. En mouvement permanent nous avons trouvé (§ 9) des solu-
tions de la forme :

¢ = F(z) + G(y).

D’une maniére analogue nous nous proposons de rechercher en
mouvement non permanent les solutions de la forme :

¢ = F(z, t) + G(y, t). (24. 1)
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Introduisons la condition (24.1) dans I’équation de compatibi-
lité cinématique (2. 2) ; on obtient :
VF;‘: + VG’;JY I F_;”at - G.Z’zt + F;-GZ: - G’;-F;’; = O. (24. 2)
Dérivons cette équation d’abord par rapport & z, ensuite par
rapport & y ; il vient :
F;:.z- lllY = G;s- ,;Y. (24. 3)
Trois cas sont possibles :

10 G, = 0 ; alors le tourbillon ne dépend que de z et ¢ :

Aqu = I(x1 t)'

On a donc affaire & un cas particulier des mouvements rencontrés
au § 21. Pour obtenir les mouvements de la catégorie actuelle
on doit faire ¢ = 0 dans la solution (21. 4). La fonction de courant
a donc pour expression :

b= bty + c(t)x + gz, 1), (24 4)

la fonction g vérifiant I’équation :

Vg — b(t).8, — g = 0.
On a en particulier les solutions formelles (21. 6).

”

20 F .= 0; alors le tourbillon p’est fonction que de y et ¢;
ce cas ne difféere du précédent que formellement.

30 F..G,. # 0 ; dans ce cas I’équation (24. 3) fournit les deux
suivantes :

FI — o(t).Fl = 0, Y g(t).Gl =0, (24 5)

vt y?
a(t) désignant une fonction arbitraire de ¢.

Supposons d’abord que a = 0; les équations (24. 5) montrent
que les fonctions F et G sont des polynémes du 3¢ degré en x ou
en y, les coefficients étant des fonctions de ¢. Si on porte ces poly-
ndmes dans I’équation (24. 2), on s’aper¢oit qu'outre des cas parti-
culiers des cas précédents, on n’obtient que le mouvement a tour-
billon constant.

Supposons maintenant que la fonction a(t) ne soit pas nulle.
En posant

a = o?
« pouvant étre imaginaire, les équations (24. 5) fournissent pour
les fonetions F et G les expressions :

F = Cy(£)e®* + Cy(t)e—%% + Cq(t)z, (24. 6)
G = D,()e® + Dy(t)e—V + Dy(t)y, (24.7)

9
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les C; et les D; désignant des fonctions arbitraires de ¢ (qui ne sont
pas nécessairement réelles). Portons ces expressions dans I’équation
de compatibilité cinématique (24.2); on obtient comme premier

résultat que la fonction (), donc la fonction a(t) doivent se réduire
a des constantes.

Si la constante a est positive, « est réel et on a pour F et G les
expressions (24. 6) et (24. 7) ou les C; et les D, désignent cette fois
des fonctions arbitraires réelles. Portons ces expressions dans I’équa-

tion (24. 2) ; on voit que les fonctions C, et D, vérifient les équations
suivantes :

Ci— (vo? — wDg)C; = 0, D] — (ve? + «wCy)D; = 0, (2. 8)
C; — (vo? + wDy)Cy = 0, Dj — (voo? — wCg)D, = 0. '

Finalement la fonction de courant a pour expression :
§ = Ca(t)z + Cy(2)e™™ + Coft)e™ "
+ Dy(2)y + Dy(t)e®Y 4 Dy(t)e™ Y, (24.9)

ou « désigne une constante arbitraire et ot les 6 fonctions C; D;
sont seulement assujetties & vérifier les équations (24. 8). Si par
exemple 'on se donne arbitrairement Cg(f) et Dy(¢), les équations
(24. 8) fournissent C; Cy D, D, avec pour chacune d’entre elles une
constante multiplicative arbitraire.

Supposons maintenant que la constante a soit négative ; posons

a=— w?;

w désigne une constante réelle ; les équations (24. 5) montrent que
les fonctions F et G ont pour expression :

F = Cy(t) cos wx + Cy(?) sin wx + C4(t)z,
G = Dy(¢) cos wy + Dy(?) sin wy + D4(t)y,

les C; et D; désignant des fonctions arbitraires de ¢. Portons ces

expressions dans I’équation (24. 2) ; on voit queles fonctions C; et D;
vérifient les équations suivantes :

C; 4+ vo?2Cy + ©DsCy, =0, D] + ve?D; — wC3D, = 0, (2. 10)
Cz + vo?Cy — wDgC; = 0, Dj + ve?D, + wCsD; = 0.
Finalement la fonction de courant a pour expression :
§ = Ca(t)x + C,(2) cos wx + Cy(t) sin wzx
+ Dy(t)y + Dy(t) cos wy + Dy() sin wy, (24 11)
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0l « désigne une constante arbitraire ou les 6 fonctions C; D, sont
seulement assujetties & vérifier les équations (24. 10) (%).

Nous avons ainsi épuisé Iexamen de tous les cas. Les seules
solutions possibles sont, en mettant de coté le mouvement a tour-
billon constant :

1° le mouvement (24. 4), cas particulier des solutions du § 21 ;
20 les mouvements (24. 9) et (24. 11).

25. En mouvement permanent nous avons examiné (§ 8) des
mouvements de la forme :

¢ = F(Log r) -+ G(6).

D’une maniére analogue nous sommes conduits en mouvement
non permanent a chercher les mouvements de la forme :

¢ = F(Logr, t) + G(9, ?). (25. 1)
Posons pour simplifier I’écriture :
s = Logr.
Le tourbillon est donné par :

1 ” ”
Ay = 5 (Fy + Gge). (25. 2)
Portons l’expression (25.1) dans I’équation de compatibilité
cinématique (2. 2) ; nous obtenons I’équation :
V[FIY — 4F,, + 4F 5 + Gt + 4Gg.] + F..Gg.
— Gg[Fs — 2F g — 2Gg.] — e* [Fuy + Ggo] = 0. (25. 3)

Dérivons cette équation d’abord par rapport a s, ensuite par
rapport & 0; on obtient :

e[ Fy.. G — (FY — 2F})Gg. | — 268, = 0. (25.4)
Dérivons cette équation par rapport 4 s ; il vient :
(Fyo — 2F)GH. = (FL. — 4FY + 4F2)Gy.. (25. 5)
L’équation (25. 5) montre que trois cas sont possibles :

10 Supposons d’abord que Gg, = 0 ; alors ’expression (25. 2)
montre que le tourbillon ne dépend que de r et ¢ :

Azq’ = ﬂra t)'

(*) Les solutions (24. 9) et (24. 11) sont des cas particuliers de la solution (6. 30) qu’on
déduit de la solution (5. 4) de M. Taylor par la transformation du § 6 ; plus précisément
elles sont des cas particuliers de la solutions (5. 21 a).
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On a donc affaire & un cas particulier des mouvements du § 22.
Il faut prendre a(t) = 0 dans la solution (22. 3) pour avoir les mou-
vements de la catégorie actuelle.

20 Supposons ensuite que F, — 2F,, = 0; la fonction F(s, t)
a alors pour expression :

F = a(t)s + b(t)e™. (25. 6)

Si on porte cette expression dans ’équation (25.3) on voit
d’abord que la fonction b(t) doit se réduire 4 une constante B et on
obtient les deux équations :

vGit + a(t)Ggs + 4vGy: + 2GyGg: = 0, (25.7)
2B.Gle”| - G’é/zt - O. (25. 8)

L’équation (25. 8) montre que la fonction G est de la forme :

G = ¢(6 + 2Bt) + ¢(2)0. (25.9)

Portons cette expression de G dans ’équation (25.7) ; celle-ci
s’écrit :

vo'¥ + a(tyo” 4+ 4vo” + 2(9”[@’ + c(t)] = 0. (25.10)

Dans cette équation 6 -+ 2B¢ d’une part et ¢t d’autre part sont
des variables indépendantes ; dérivons I’équation par rapport a
la deuxiéme variable indépendante ¢ ; on obtient :

a.¢" + 2¢.¢" = 0. (25. 11)
—Cette équation montre que trois cas sont possibles :
o) ¢" = 0 ; mais alors on voit sur l'expression (25.9) de G que

Gg:. = 0 ; on retombe dans le cas examiné ci-dessus.

B) " #0, a = 0; I'’équation (25.11) montre que l'on a
alors ¢/ = 0. Donc les fonctions a(2) et ¢(f) se réduisent & des con-
stantes A et C ; la fonction G a pour expression

G = ¢(0 + 2Bt) + C6, (25. 12)
la fonction ¢ satisfaisant a I’équation différentielle :
vo'Y + A" + 4vg” + 2¢"(¢’ + C) = 0. (25.13)

La fonction de courant { et par conséquent la fonction G ne sont
déterminées qu’a une fonction additive de ¢ prés; on peut done
ajouter a ’expression de G en (25. 12) une fonction convenable de ¢
et écrire :

G = ®(0 + 2By), (25. 14)
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la fonction @ vérifiant I’équation suivante qu’on déduit facilement
de (25.13) :

vO - AD" 4 4y + 20'D" = 0.

Cette équation s’intégre immédiatement une fois et devient en
désignant par K une constante absolue :

vO” + AD" + 4v®' + @2 = K, (25. 15)
Finalement la fonction de courant ¢ = F + G s’écrit en utili-
sant les expressions (25. 6) et (25. 14) de F et G :
¢ = A Logr + Br2 + ®(6 4 2Bt), (25. 16)
la fonction @ satisfaisant & I’équation (25. 15).
v) Enfin on peut avoir ¢” 7 0, @’ 7 0 ; dans ce cas I’équation
(25. 11) montre que I’on a :
cP//l — k(p”, % = — kbl,

k désignant une constante absolue. Mais alors I’équation (25. 10)
montre que ’on doit avoir ¢” = 0.
L’examen du cas F,, — 2F . = 0 est ainsi achevé.

3° Supposons pour terminer que 'on a :
Gg. # 0, Fi.—2F,. #0.

Nous allons voir que I’on n’obtient dans ce cas aucune solution
nouvelle. L’équation (25. 5) donne en désignant par «(f) une fonc-
tion arbitraire de ¢ :

GH. = «(t).Gps (25.17)
[F «(t) = FL. — 4FY + 4F0.  (25.18)
En utilisant ces deux équations I’équation (25. 4) donne la rela-
tion :
2Gg, + B(t).Gg: = 0, (25. 19)

ou PB(t) désigne une fonction arbitraire de t. Enfin si on utilise les
relations (25.17), (25.18) et (25.19) I'équation (25.3) fournit
deux équations dont nous n’écrivons qu’une :

VGF. + 49Ggs + ()G + 2GpGh. = 3(t),  (25. 20)

y(t) et §(t) désignant des fonctions arbitraires de ¢. Il ne subsiste
maintenant aucune difficulté pour voir que les équations (25. 17),
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(25. 19) et (25. 20) admettent comme seule solution commune :
Gg. =0
on est ramené au cas examiné en premier lieu.
Les cas possibles sont ainsi épuisés. On voit que les seuls mouve-
ments du type (25. 1) sont les suivants :

10 un cas particulier des mouvements du § 22 oul'on a :

Bgd = f(r, 1) ;
20 le mouvement (25. 16) :
¢ = A Logr + Br? + ®(0 4 2Bt), (25. 16)

ou la fonction @ vérifie ’équation (25. 15).

La solution (25. 16) est la transformée par la transformation du
§ 6 de la solution (8. 3) qu’on obtient avec I’hypothése analogue a
(25. 1) en mouvement permanent. En effet, prenons dans la trans-
formation du § 6 : @ = b = 0 ; Pexpression (6. 25) de la solution
dérivée déduite d’une solution primitive ¢'(r 6 t) devient :

Y00 = — 7+ Y, 0 — oty 1),

o désignant une constante arbitraire. Appliquons cette trans-
formation & la solution (8. 3) ; nous obtenons précisément la solution
(25. 16) ; ’équation (25. 15) n’est autre que ’équation (8. 4).

B. MOUVEMENT NON PERMANENT DE REVOLUTION.

26. D’une maniére analogue & ce que nous avons fait en mouve-

ment plan (§ 19), proposons-nous de rechercher les mouvements de
révolution non permanents tels qu’a chaque instant leur champ de
vitesses soit le champ de vitesses d’un mouvement de révolution
permanent ; autrement dit, nous nous proposons de rechercher les
mouvements de révolution non permanents qui admettent a chaque
instant un mouvement permanent tangent.

Le raisonnement dans le cas actuel est trés analogue a celui qui
a été employé dans le cas du mouvement plan. Soit {(r z t) la fonc-
tion de courant du mouvement de révolution non permanent
admettant a chaque instant un mouvement permanent tangent ;
la fonction ¢ doit satisfaire & I’équation de compatibilité cinéma-
tique pour le mouvement de révolution non permanent :

o(n404)

Se D=0, G2

vDop +r
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et aussi, quelle que soit la valeur de ¢, & I’équation de compatibilité
cinématique pour le mouvement de révolution permanent :

1
D (4 5D0)
Dz

Finalement la fonction ¢ doit donc satisfaire a I’équation (3. 9) et
4 la suivante :

vDy +r 3.9

2w _
ot
d’ou1 il résulte que :
1
5-Dob = alr, 2), (26. 1)

«(r z) désignant une fonction de r et z & 1’exclusion de t. Dérivons

Péquation (2. 9) par rapport au temps ¢ en tenant compte de la con-
dition (26. 1) ; il vient :

Didin o) _
D(r, 2)
On en déduit que 1’on a :
o
.3—.',. = H(“w %),

d’ot pour la fonction de courant une expression de la forme :
¢ = F(a, t) + G(r, 2). (26. 2)
On en tire pour D,{ I'expression :
D, = Fo..Aj + F,.Dya -+ D,G,
ol A« désigne le premier paramétre différentiel de « :
A = o + o
Ecrivons que D,{ ne dépend pas de ¢ ; il vient :
Fou. Ay + Foyp. Do = 0. (26. 3)
Nous écartons le cas ou on aurait :
Ay =03
dans ce cas on a « = K, K désignant une constante, c’est-a-dire :
Dy = Kr2.
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m

Ce cas mis de c6té, I’équation (26. 3) montre que F—%" ne dépend
ot
que de a, c’est-a-dire que la fonction F(a, ) est de la forme :

F(a, t) = f(t).g(«) + h(x),

en négligeant une fonction additive de ¢. Si on porte cette expres-
sion de F dans ’équation (26. 3) on voit que I’on doit avoir, ou bien

f'(#) =0,
mais alors le mouvement est permanent, § ne dépendant plus de ¢,
ou bien
g" Ao + g Dyx = 0,
c’est-a-dire
Dyg = 0.

Finalement, I’expression (26. 2) de la fonction de courant prend
donc la forme :

b = f(1).g(a) + o(r, 2), (26. 4)
avec
D2g _ Oa
et o = i,. Do = '15 Do
re r

La condition (26. 1) est maintenant satisfaite ; il reste ’équation
{3. 9); portons-y Yexpression (26.4) ; onobtient I'¢quation :

1
D<<P,r—2Dz<p>

D —_— =0
. e A T ’
qui n’est autre que ’équation (3. 9) elle-méme. D’autre part de :
g = 8w,
on tire
x = «(g),
c’est-a-dire
1
2 Dae = (g, (26. 5)

g satisfaisant d’autre part a I’équation :

D,g = 0. (26. 6)
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Finalement il s’agit donc de trouver une fonction ¢ qui est la
fonction de courant d’un mouvement de révolution permanent et
qui satisfait en outre aux conditions (26. 5) et (26. 6). Voici quelques
solutions du probléme.

10 Supposons d’abord que la fonction g ne dépende que de z;
la condition (26. 6) montre qu’il faut prendre, en négligeant des
constantes, ce qui ne change rien a ¢ :

g =z

La condition (26. 5) devient :

1
;é.D2<P == (I)(Z).

Or les mouvements qui satisfont & cette condition ont été déter-
minés au § 11. L’expression de ¢ est donnée en (11. 6) :
¢ = F(z)r? 4 Az, (11. 6)
A désignant une constante arbitraire et la fonction F(z) satisfai-
sant & I’équation différentielle
vF” 4+ 2FF” — F'2 = B, (11.7)
ou B désigne une constante arbitraire. La fonction de courant du

probléme actuel, donnée par (26. 4), s’écrit donc :

0
\

=

b = Fizyr® + f{t)z, 7)

ou f(t) désigne une fonction arbitraire de ¢. En particulier & la solu-
tion :

2
¢ = 2v.— + Az, (11. 8)
z
cas particulier de (11. 6) correspond ici la solution :
2
§ = 2v.’; + )z (26. 8)

20 Supposons que la fonction g ne dépende que de r ; Péquation
{26. 6) montre qu’on a alors, en supprimant des constantes qui ne
changent rien au résultat :

g =r3

La relation (26.5) prend la forme :

1
;E‘ D2<P == (I)(r).
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Or les solutions de I’équation (3. 9) qui satisfont & cette condition
ont été déterminées et ont pour expression :

¢=wMﬂ+mz+q/mj%y/&ﬂﬁ*w

+ Drt + Er?,  (4.22)

ou les grandes lettres désignent des constantes. L’expression de la
fonetion de courant qui y correspond pour le probléme actuel est
d’aprés (26. 4) :

§ = v(2Ar? + B)z + Cfrdrfrdr/eA".rB‘3dr
1+ Drt 4 fo)r, (26.9)

ou f(t) désigne une fonction arbitraire de ¢ (1).

Nous avons ainsi trouvé deux solutions non permanentes : la
solution (26. 7) et la solution (26.9) qui jouissent de la propriété
d’admettre 4 chaque instant un mouvement permanent tangent (2).

27. En mouvement plan nous avons généralisé les hypothéses :

Azq' = f(x)7 A2¢ = f(r), (27. 1)

et examiné (§§ 21, 22, 23) les mouvements ot ’on a I'une des condi-
tions :
Ay = f(z, 1), A = f(r, ), Az‘l’ = f(6, 9).
En mouvement de révolution, étant donnée la structure del’équa-
tion de compatibilité cinématique, ce qui correspond aux hypo-
theses (27-1) cesont lessuivantes, comme on’a vuau § 115

1 1
D4 =10, DY =f@ @2

Les intégrales qui correspondent & la premiére de ces conditions
ont été données par M. Strakhovitch [(4. 22)] et celles qui corres-
pondent a la deuxidme condition ont été étudiées au § 11.

() La solution (26. 9) se déduit de la solution permanente (4. 22) par la transformation
du § 6. Considérons en effet le cas particulier de cette transformation donné en (6. 32)
et faisons-y @ = b = 0; si on lapplique & un mouvement de révolution, on voit que
de toute solution primitive ¢i(r z ¢), on peut déduire une solution dérivée s’exprimant de
la facon suivante :

Ya(rzy = — %'.rz + §1(r, z— ¢, 1),

ol ¢ = ¢(t) désigne une fonction arbitraire de ¢. Si on applique cette transformation &
(4. 22), on trouve précisément la solution (26. 9).

(?) On rencontrera plus loin (29. 8) un autre mouvement de révolution non permanent
qui jouit de Ja méme propriété.
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Généralisons maintenant les hypothéses (27.2) en mouvement
non permanent ; nous sommes conduits & rechercher les mouve-
ments de révolution non permanents pour lesquels la fonction de
courant §(r z ¢) satisfait & I’'une des conditions :

1 1
;5’ D,y = f(r, 1), r—z‘qu’ = (2, 7).

La deuxiéme condition sera examinée au paragraphe suivant ;
le présent paragraphe sera consacré aux mouvements ou I’on a :

1
& Do = f(r,1). (27.3)

Introduisons la condition (27.3) dans I’équation de compati-
bilité cinématique (3. 2) ; nous obtenons I’équation :

v(rfys + 3f)) — 4. fp —1fy = 0. (27.4)
Cette équation montre que deux cas sont possibles :

10 f. = 0 ; f se réduit alors & une constante K et on retombe sur
les mouvements ou P’on a :

Dy = Kr?,

ce qui est une solution banale du probléme ;
20, #0; alo
courant est de Ia

g
i

s Péquation (27. 4) montre que la fonction de
forme :

v =F(r, )z + G(r, t).
Pour que la condition (27. 4) soit satisfaite il faut que la fonction F

soit de la forme :
F(r, t) = a(t)r® + b(t),

ou a(t) et b(t) désignent deux fonctions arbitraires de ¢. La fonction
de courant est donc de la forme :

$ = [a(t)r2 + b(t)]z + G(r, 9). (27. 5)

Portons cette expression dans’équation de compatibilité (3. 2) ;
nous voyons que la fonction G vérifie une équation qu’on peut
écrire en prenant comme variable indépendante 72 = s au lieude r:

4vsGLY + 8vGlh — 2[a(t)s + b(z)](;;". — Gy = 0.

Cette équation s’intégre immédiatement deux fois par rapport
4 s et si on pose :
G(s, t) = c(t)s + gls, 1),
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ou ¢(?) désigne une fonction arbitraire de £, on voit que la fonction g
vérifie I’équation du type parabolique :

bvsgl — 2| a(t)s + b(t)]g; — g, + 4ag = 0. (27.6)
Finalement la fonction de courant s’écrit dong :

¢ = [alr® + b ]z + ctor* + g% (7.7

la fonction g(s, ¢) vérifiant I’équation (27. 6) (1).

Le seul mouvement du type (27. 3) est donc en dehors des mou-

vements oul'on a
D¢ = Kr?,
le mouvement (27. 7) (?).

On peut expliciter de nombreuses solutions de ’équation (27. 6).
Supposons par exemple que les fonctions a(f) et b(t) se réduisent
a des constantes a, et b, ; '’équation (27.6) admet des solutions
de la forme :

g = . fy(s)
ou k désigne une constante et ou la fonetion f, (s) satisfait a ’équa-
tion différentielle :
hvsf" — 2ags + bof' + (4ay —k)f =0,
qui est une équation du type de Laplace. On a done pour la fonction
de courant le développement formel :

$ = (ag? + bo)z + c(t)r? + Zekif(s).
K
28. Passons maintenant aux mouvements ou I'on a :
1
5 Do = f(z, ?). (28.1)
Si nous portons cette expression dans l’équation de compati-
bilité cinématique (3.2), nous obtenons 1’équation :
wrfy 4+ $n.f, —rf, = 0. (28. 2)

Deux cas sont possibles :

10 f, = 0 ; on retrouve une fois de plus les mouvement oul'on a :
Dy¢ = Kr2;

(1) Cf. la solution (21. 4), note.

(* Le mouvement (26. 9) précédemment rencontré et qui admet un mouvement tan-
gent est un cas particulier de la solution (27. 7).
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20 f £ 0; alors P’équation (28.2) montre que la fonction de
courant est de la forme :

$ = F(z)r2 4+ G(z t). (28. 3)

Faisons directement cette hypothése sans faire 1’hypotheése
(28.1) ; en portant ’expression (28. 3) dans I’équation de compa-
tibilité cinématique on obtient tout d’abord :

G, =0;
on a done :
Doy = Fl..r2
c’est-a-dire que la condition (28. 1) est réalisée ; la condition (28. 3}

entraine donc la condition (28. 1). Finalement la fonction de cou-
rant s’éerit :

$ = F(zt)r? + a(t)z, (28. 4)
a(t) désignant une fonction arbitraire de ¢ et la fonction F(zt)
vérifiant I'équation :
vFII + 2FF,, — F,, = 0. (28. 5)

~ La seule solution du type (28.1) est done, en dehors des solu-
tions ol l'on a D,y = Kr2, la solution (28. 4) (%).
L’équation (28. 5) admet des solutions de la forme :

G’.I
F=5+¢P+w@
ol «(t) désigne une fonction arbitraire de ¢, la fonction @ vérifiant
I’équation
vor - 209" =0
qui s’intégre une fois et s’écrit, en désignant par B une constante :
v@" + 209" — @2 =B;

cette équation n’est autre que ’équation (11.7). La fonction de

courant s’écrit :
7

¢=%ﬂ+®k+aﬂﬂ+wm

Cette solution n’est d’ailleurs que la transformée de la solution
(26. 7) par la transformation du § 6 {cf. § 26, 1re note].

(*) La solution (26. 7) précédemment rencontrée et qui admet un mouvement tangent
est un cas particulier de la solution (28. 4).
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29. Proposons-nous d’examiner les mouvements ou la fonction
de courant est de la forme :

} = F(o, )g + G(o, 1). (29. 1)

Cette condition est Panalogue en mouvement non permanent
de la condition (12. 1).
On a d’abord :

1 —a)Fg, (1 —o¥Gp.
Dy ¢ ;)°+( qc:)c.

Portons la condition (29.1) dans l’équation de compatibilité
cinématique (3. 6) ; nous obtenons les 4 relations :

Gl =0  FLG,=0 Fu =0 (29.2)
v[(1 — oFG. |, + 29F G + FFg + 3FFg = 0. (29.3)

La deuxiéme équation (29.2) montre que I'on a F_. =0 ou
bien G;=0. Si 'on a Fg. =0, on voit que D,y =0 et le
mouvement est irrotationnel. Supposons donc que Gy = 0; G se
réduit & une fonction de ¢ seul ; mais on peut négliger cette fonction,
puisque la fonction de courant n’est déterminée qu’a une fonction
additive de ¢ prés. Finalement la fonction de courant affecte donc
la forme :

¢ = F(o t)g,
la fonction F vérifiant 1’équation (29. 3) et la troisiéme équation
~(29. 2).Ces deux équations vont nous permettre-de la—déterminer.
Dérivons ’équation (29. 3) par rapport a ¢ en tenant compte de la
troisiéme équation (29. 2) ; on obtient :

F;.ng + 3F;‘ .F;z = O.

Si on multiplie cette équation par F2, elle s’intégre immédiate-
ment par rapport a ¢ ; il vient :

F..F3= a(t), (29. 4)

«(t) désignant une fonction arbitraire de ¢{. En combinant cette

équation avec 1’équation
Foy =0, (29. 5)

on voit que la fonction F(c, t) doit étre de la forme :
F(s, 1) = f(t) (6 — o) + g(o),

o, désignant une constante.
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En reportant cette expression dansl’équation (29. 4) on obtient
pour la fonction g(c) ’expression :

a

g(c) = + bo + ¢

6 — o,

a b ¢ désignant des constantes. Finalement la fonction F(o, t)
a donc pour expression :

F(o)t) = f(t)(c — o) +

a

+ ¢

G—Go
Les équations (29. 4) et (29.5) sont vérifiées. Portons cette

expression de F dans I’équation (29. 3) ; on voit que cette équation
est satisfaite pourvu que I’on ait :

a = 2v(1 — o),
¢ = —4va,,.
La fonction de courant a donc pour expression :
2(1 — o))

G—co

g, 0, 1) = [i(t)(c — o)+ _ zmo]q (29.6)
ou f(t) désigne une fonction arbitraire de ¢ et 6, désigne une constante.
La seule solution du type (29. 1) est donc la solution (29. 6) (1).
Remarquons que le tourbillon de la solution (29. 6) ne dépend
pasdet;ona:
(Do) .
A

0.

On peut d’ailleurs voir ce fait grace & la premiére et & la troisiéme
équation (29. 2). On a donc affaire 4 un mouvement de révolution
non permanent admettant & chaque instant un mouvement per-
manent tangent (§ 26). On se rappelle que ’on a montré que pour
un tel mouvement la fonction de courant est de la forme suivante :

Ug o t) = f(t).gla) + (g o), (29.7)
ou f(t) désigne une fonction arbitraire de ¢, ou I’on a
Dyg = 01

et ou « est donné par:

1
% = r—z'Dz@ = ﬁi——oz)ﬂDw’

(*) Si on fait o, = 0 dans la solution (29. 6) et si on revient aux coordonnées cylin-
driques r et z, on voit facilement que I’on obtient la solution (26. 8).
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¢ étant d’autre part la fonction de courant d’un mouvement per-
manent. La solution (29. 6) est bien de la forme (29. 7) et I'on a :

g = q(c — o),
(] — 62
(P == M —_— 4V°'0_|q,
G — T R
Al — op)

" ¢*c — 60)3-

D’autre part cette remarque nous permet d’affirmer que la fone-

tion
_ 2
b = [M — 4vco:lq (29. 8)

est une solution de I’équation de compatibilité cinématique pour
le cas permanent. La solution (29. 8) est de la catégorie examinée
au § 12 ; elle est bien de la forme (12. 5) et on constate que la quan-
tité entre crochets vérifie I’équation (12. 6).

80. On pourrait essayer de trouver les mouvements de révolution
non permanents qui satisfont & I’'une des conditions :

Doy = ¢*.f(o 1),
Doy = (1 —o¥)f(q 1),
analogues aux conditions (i3. 1) et (13. 2) en mouvement de révo-
lution permanent. On voit facilement qu’on est conduit comme
seule possibilité a :
Doy = Kg*(1 — 0% = Kr?,
K désignant une constante ; on n’a donc aucune famille nouvelle.

On pourrait aussi comme en (13. 3) chercher les solutions ou la
fonction de courant est de la forme :

¢ = F(r, 1) + G(3, 1).

Des calculs faciles montrent que ’on doit avoir alors :

D2¢ = f(ra t) >
on a donc affaire & un cas particulier des solutions du § 27.

C. MOUVEMENT NON PERMANENT SPATIAL.

31. Mouvement pseudo-plan de premiére espéce.

Comme en mouvement permanent (§ 14) nous allons examiner
les mouvements pseudo-plans de premiére espéce, ¢’est-a-dire les
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mouvements dont les trajectoires sont contenues dans des plans
paralléles au plan 2Oy, les composantes de la vitesse pouvant

d’ailleurs dépendre de z. Ces composantes sont donc de la forme
suivante :

u=uzyzt), v=v(xyzl), w =0,
La condition de continuité s’écrit :

o
0T Dy_

elle implique I’existence d’une fonction de courant ¢ = Y(x y z ¢),
déterminée & une fonction additive de z et ¢ prés et telle que 'on ait :
) LU

b P

= —

% @

Le tourbillon n’est plus en général normal au plan 2 O y comme
en mouvement plan proprement dit ; ses composantes sont données
par:

2 324, ‘ 2y 2 — <bz & bz¢>

= 29 = )
2wz i Yoz oyt

Ecrivons maintenant ’équation de compatibilité cinématique.
Elie donne les trois équations suivantes :

” 1 o\ ’ ’ m
V(A;q’)xz + -(4’ + 4' 7 (q’y'A?‘l‘)z q’xxt = 07 (31. 1)
2

) 1 m
V(Az‘;/)uz - '2_(4' + "pzz)xz + (4’ AZ‘I’)Z ‘*pyzt = 07 (31' 2)

, DY, Axd) ,
VA ALY) e — (D)), = 0. (31. 3)
A B) + [ — (A
Dans ces équations 'on a posé :
¥y 324;
A24" sz + 2

N m L

A = bxz by2 222

Les équations (31.1) et (31.2) s’intégrent par rapport & z et
10
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s’écrivent en désignant par F (z y ¢) et G(z y ¢) des fonctions arbi-
traires qui dépendent de z, y, t & Pexclusion de z:

RV TIPS ror 7 , .
V(A2¢)x + é(d."o: + q}yz)y - (‘py' A2"I" - q)xt = F(.’E ?/ t), (31' 4)

A ror s , ”

Si on dérive I’équation (31. 4) par rapport a z, '’équation (31. 5)
par rapport & y et qu’on ajoute les résultats, on obtient en tenant
compte de I’équation (31.3) :

WF G

— 4+ — =0

T Y

Il s’ensuit que, ®(x yt) désignant une fonction arbitraire qui
dépend de z, y, ¢t & Pexclusion de z, les équations (31. 4) et (31. 5)
s’écrivent :

4 ’ 1 75 12 ’ ’ » ’
V(AZ"P)x + i(!‘pxz + ‘py )y - “.byAE‘l) - “I’xt = (I)vv (31’ 6)

’ ’ 1 72 N 4 L4 ’
V(A::q/)y - '2_(4)3: + ‘p;)x + ‘Py'Az“l’ - "pyt = (I)x' (31' 7)

Comme 1'équation (31.3) est une conséquence des équations
(31. 6) et (31.7), on voit finalement que ces équations (31.6) et
(31. 7) constituent les conditions de compatibilité cinématique de
la classe des mouvements pseudo-plans de premiére espéce non
permanents.

Quant a la partie dynamique du probléme, on obtient facile-
ment :

‘;—’+ U= 0@y (31. 8)

On voit que la quantité P + U ne dépend pas de z, tout comme
e

en mouvement plan proprement dit.

*
% &

On a une premiére solution particuliére des équations (31. 6) et
(31. 7) en supposant que les composantes de la vitessc ne dépendent
quede zet t:

u = u(z (), v =ve(zt);
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la fonction de courant est donc de la forme :
¢ = F(z, hy + Gz, t). (31.9)

Cette solution est I’analogue de la solution permanente (14.9).
Les équations de compatibilité cinématique (31.6) et (31.7)
deviennent avec ’hypothése (31.9) :

VF:z - F; = (D‘;,

VG:: - G; = - d);.
On en tire pour la fonction @ Vexpression :

d) = a(t)x - al(t)y1

a(t) et a,(¢) désignant des fonctions arbitraires de ¢. Les fonctions F
et G satisfont aux équations suivantes du type parabolique :

vF,. — F} = a(?), (31.10)
VG’:: — G; == al(t)' (31 11)

Finalement la fonction de courant est donnée par ’expression
(31.9), les fonctions F et G satisfaisant respectivement aux équa-
tions (31. 10) et (31. 11). Les composantes de la vitesse sont données
par :

u=F(z1), v = — G(z 1).

Le mouvement dans chaque plan z = z, est un courant uniforme
paraliéie & un instaut i & une direciion qui faii avee Oz un angie ¢
donné par :

G(zlh t) .

tg Cp = I FaY
{29, b}

3

mais, toujours pour un méme instant ¢, quand on passe d’un plan
z = 2, & un autre cette direction varie. On a ainsi un écoulement
non permanent par droites qui sont paralleles dans un méme plan
z =z, & un instant déterminé, mais qui sont ‘‘ tordues ” les unes
par rapport aux autres dans des plans différents, toujours a un
méme instant.

*
% %

Proposons-nous de rechercher comme en mouvement permanent
[(14. 11)] les solutions pour lesquelles la fonction de courant ¢ est
linéaire en 'une des coordonnées x ou y ; choisissons y par exemple ;
on a done :

.

v = F(x 20y + Glx z1). (31. 12)
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Remarquons que le mouvement (31. 9) précédemment examiné
est un cas particulier des mouvements (31. 12).

Portons I'expression (31. 12) dans les équations de compatibilité
cinématique (31. 6) et (31. 7) ; nous obtenons les deux équations :

| W(Fy + Fo), + F2 — FF — FL]y
+ Gl + Go), + F.G, — FGL, — G

‘= — @, (31.13)
WFl + F) — FF, —F, = @, (31. 14)

Dérivons la premiére de ces équations par rapport & z, la seconde
par rapport & y et ajoutons les résultats ou, si 'on veut, portons
Pexpression (31.12) dans ’équation (31. 3) ; on obtient les deux
équations :

WF% + FL). + F2 —FF. —F,, = a(t), (31.15)
WGr. + GL), + F.G, — FGL, — G7, = b(z), (31.16)

a(t) et b(t) désignant des fonctions arbitraires de ¢ L’équation
(31. 13) est satisfaite et donne pour la fonction @ :

=— —-(—)y — b(Q)y + e(x).

Il faut joindre aux équations (31.148) et (31 18) Déquation
(31. 14) qui devient :
WFy +FL) —FF,—Fi=¢, (3.1

Les équations (31. 15), (31. 16) et (31. 17) forment les conditions
de compatibilité cinématique des mouvements du type (31. 12).

Les équations (31. 15) et (31. 17) vont nous permettre tout d’abord
de préciser la forme de la fonction F(z z t) ; nous tirons de ces deux
équations :

27 = ¢ — ¢
ce qui montre que l'on a :
F,, =0.
La fonction F(z z t) est donc de la forme :
F =f(z1) + glz0).

Portons cette expression dans équation (31.17) ; il vient :

(fx’ gz)— i+g)f~c—‘ft‘¢gt‘—cpx
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Dérivons cette équation par rapport & z ; on obtient :
11 ” ’ ’
V8 — Bt — ngx = 0. (31. 18)
Deux cas sont possibles :

10 g, = 0 ; alors la fonction F ne dépend que de z et ¢ :

F=F@xi); (31. 19)
20 g’ 5 0 ; alors I’équation (31. 18) montre que l’on a :
V8o — &t _ o
i L N —Y
8:

m(t) désignant une fonction arbitraire de ¢ ; la fonction f est donc
de la forme :
f = m(t)z + nf1),

et la fonction g(z ¢) vérifie I’équation :

Ui

VZs — 8y — m{t)g; = 0.

Cette équation s’intégre une fois et finalement la fonction F est
de la forme :

F =m@)x + n@t) + 5(z 1), (31. 20)
la fonction g(z ¢) satisfaisant & ’équation du type parabolique :
g, — g — m(t)g = 0. (31. 21)
Examinons maintcnant sépardmont les deux cas (31.19) «t
(31. 20). Si Pon est dans le cas (31.19) la f nctwn de courant
s’écrit :
y=Flztly +Gxz1); (31. 22)

la fonction F(x t) satisfait & I’équation (31. 15) qui devient :
JFl + F2 — FFl — Fly = a(0),

et la fonction G(z z t) vérifie I’équation (31. 16). L’équation (31. 17)
n’apporte aucune condition supplémentaire et fourunit simplement
Pexpression de la fonction ¢.

Supposons maintenant que 1’on soit dans le cas (31. 20). La fone-
tion de courant s’écrit :

= [mo)z + n(t) + gz 0) |y + Gz z1), (31.23)

ou la fonction g(z¢) satisfait & P'équation (31.21) et G(zz1t) a
I’équation (31. 16) qui s’intégre une fois par rapport & z et s’écrit :

WG + GL) — [m(t)x + n(t)](}; — G; + 2m(t)G = b(t)z.
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L’équation (31. 15) se réduit a :

m?—m' = a,
et Péquation (31.17) ne donne aucune condition supplémentaire
mais fournit ’expression de la fonction ¢.

Les seules solutions du type (31. 12) sont donc les deux solutions
(31. 22) et (31. 23).

Examinons le cas particulier de la solution (31 23) — qui est
d’ailleurs aussi bien un cas particulier de la solution (31.22) —
oul'on a:

¢ = Ky + G(z 2 1),
K désignant une constante absolue. La fonction G satisfait & I'équa-
tion :
v(G + Gy) — KG, — G} = b(t)z.
On peut expliciter de nombreuses solutions de cette équation.
Posons :
h(x z t) = G(z z 1) — e(t)x — d(1) ;
la fonction A(z z t) vérifie ’équation
Wi+ K) — KE, — I, = 0,
pourvu que l'on ait ¢’ = — b, d' = — Ke.
On a par exemple pour % le développement formel suivant :
h = ehl Z(Ale"’”‘ 4 B;\e“”x) (C)\C"z + Dxe"h),
A

k et A désignant des constantes et w, et w, étant les racines de
I’équation :
vl — Ko + vA2—k=0;

les grandes lettres sont des constantes arbitraires. L’expression
correspondante de la fonction de courant est :

¢ = Ky + c(t)x + €* Z)T\.(A;‘e“’"‘ + B,e®®) (C,6M + Dye™3).

32. Mouvement pseudo-plan de deuxiéme espéce.

Nous allons examiner les mouvements pseudo-plans de deuxiéme
espéce non permanents, ¢’est-a-dire les mouvements pour lesquels
les composantes de la vitesse ne dépendent pas de z, sans d’ailleurs
que les trajectoires soient assujetties & étre planes. Les composantes
de la vitesse sont donc de la forme :

u = u(xyt), v = v(zyt), w = wxyt).
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L’équation de continuité s’écrit :
d v

X Yy

elle montre qu’il existe une fonction de courant ¢ = (z y t), déter-
minée 4 une fonction additive de ¢ prés et telle que I’on ait :

oy oy
u = —, = ——
oY dx

Ecrivons ’équation de compatibilité cinématique ; elle fournit
les deux équations :

sy 4 Dl As)

¢+ —m — (Ayd), = 0, (32.1)
D
vwwﬁﬁg—@=Ma (32. 2)

ou K(t) désigne une fonction arbitraire de t.

L’équation (32. 1), qui n’est autre que I’équation (2. 2), montre
que ¢ est la fonction de courant d’un mouvement plan proprement
dit. Une fois ¢ déterminé, I’équation (32. 2) que vérifie w est une
équation linéaire aux dérivées partielles, du second ordre. Si P'on
prend K(t) = 0, on voit que I’équation (32. 2) est satisfaite en parti-

0‘!‘;'\7‘ am e
VL1041 l}ﬂl .

w = C.0, (32. 3)

C désignant une constante absolue.
D’autre part, st K(t) £ 0 Véquation (32.2) admet la solution
particuliére :

w = M),

ou A(?) désigne une fonction arbitraire de ¢ liée 4 la fonction K(t)
par la relation :

N = —K.

En ajoutant cette solution w = A(t) & la solution (32. 3) on voit
que I'équation (32. 2) admet la solution :

w = C.A) + A(2). (32. 4)

Les mouvements de la classe actuelle apparaissent ainsi comme
la superposition :
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10 d’un mouvement plan ordinaire (non permanent) s’effectuant
parallélement au plan zOy et que nous appellerons mouvement plan
primitif ;

20 d’un mouvement par droites paralléles & Oz de vitesse w.

Dans le mouvement spatial résultant les trajectoires sont des
courbes gauches dont les projections sur le plan 2Oy sont les tra-
jectoires du mouvement plan primitif. De méme les lignes de courant
du mouvement spatial & un instant ¢ sont des courbes gauches dont
les projections sur le plan 2Oy sont les Jignes de courant du mouve-
ment plan primitif & instant ¢.

Une fois le mouvement plan primitif connu, la détermination
de w revient a l'intégration d’une équation aux dérivées partielles
linéaire du second ordre du type parabolique. On a donc la un
moyen relativement commoede pour tirer de toute solution exacte
connue du mouvement plan une solution exacte du mouvement
spatial ; cette solution n’aura pas en général de syméirie axiale,
c’est-a-dire qu’elle appartiendra & la classe pour laquelle on connait
le moins d’intégrales exactes.

Si le mouvement plan primitif n’est pas irrotationnel, on peut
prendre en particulier pour w l’expression (32.3), c’est-2-dire &
une constante multiplicative prés le tourbillon du mouvement plan
primitif : on voit qu’on peut ainsi associer & tout mouvement plan
cOnniu un mmouvernent spatial, sans qu'il y ait d'autre calcul &
effectuer que celui du tourbillon du mouvement plan primitif.

Passons maintenant & la partie dynamique du probléme ; des
calculs faciles monirent que la pression est donnée par :

PLu=xKuz+ oy,
e

la fonction ®(z y 7) n’étant autre que la quantité P + U du mou-
e

ment plan primitif ; en d’autres termes sil'on pose :
1‘ 7 7
H=® + i(q)xz + q"y‘)1

on a pour la fonction H les équations suivantes qui ne sont autres
que les équations (2. 3) et (2. 4) :

H; = ‘L’;t + ¢;-A24’ + V-(Az‘!’};;
v "I";t + \l"y Ay — V(Az‘p);-

=
I
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Nous allons maintenant passer en revue les principales solutions
connues de Péquation (32. 1), ¢’est-a-dire Jes principales solutions
connues du mouvement plan non permanert (!) et nous examine-
rons les mouvements spatiaux qu’on peut leur associer en prenant
pour w une solution de P’équation (32. 2).

1. Supposons d’abord que le mouvement plan primitif soit irrc-
tationnel, c’est-a-dire que I’on ait :
Ay =0;
la composante w satisfait & I’équation
Dy, w)
L(z, y)

on n’a point ici la solution (32. 3) mais il serait facile d’écrire d’autres
solutions de ’équation (32. 2). Les composantes du tourbillon sont
données par :

2 = w,, 2y = — w, 20 = 0.

vA,w + w, = K(1) ; (32. 2)

x?

Le vecteur tourbilion est donc contenu dans le plan #0y. La pres-
sion est donnée par ’équation :

1
5; + U+ 5@ + ) = Kz — ol y ) + Ky, (32.5)

ot K,(f) désigne une fonction arbitraire de t et o(z y t) le potentiel
des vitesses pour le mouvement plan primitif : ¢ + ¢ est une fonc-
tion analytique de  + ty. Si 'on prend K(t) = 0 P’équation (32. 5)
n’est autre que le théoréme de Bernoulli pour le mouvement plan
primitif.

2. Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement plan
non permanent par droites paralléles. On a :

¢ = a(t) + oy 1), (5.1)

a(t) désignant une fonction arbitraire de ¢ et la fonction ¢ gatis-
faisant a I’équation :
v, — @y = 0. (5. 2)

(*) On pourrait aussi prendre des mouvements plans primitifs permanents : ¢ = (= )
ot leur associer une composante w = w(z y t) non permanente ou inversement associer
4 des mouvements plans non psrmanents ¢ = ¢(z y¢) un composante w = Wiz y)
permanente.
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Associons & ce mouvement plan primitif un mouvement spatial
en prenant pour w la solution (32. 4) ; il vient :

w = Ci.qp + A1),
ce qu’on peut encore écrire en vertu de I’équation (5. 2) :
w = C.o, + A1)

Finalement les composantes de la vitesse dans le mouvement
pseudo-plan de deuxiéme espéce que nous venons d’obtenir sont :

=9, +at), ¢=0, w=Cq + Ao

Les trajectoires dans ce mouvement sont planes : ce mouvement
est donc pseudo-plan de premiére espéce. Ce n’est d’ailleurs autre
aux notations prés que le mouvement (31.9)—(31. 11) ; I’équation
(5. 2) montre en effet que les composantes u et w satisfont aux équa-
tions :

Yy, — Uy = — a'(t),
Wy — wp = — (1)

3° Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement par
cercles concentriques. La fonction de courant {(rt) satisfait &
I’équation :

vAAY — (AY); = 0, (5. 3 a)

” 1 ’ . . .
ou P’on a posé Ay = ¢, + -¢,. Si on veut que L + U soit uni-
r p
forme, ¢ doit vérifier 'équation :
Ay — ¢, =0, (5.3)

qui est un cas particulier de I’équation (5. 3 a).
Associons 4 ce mouvement un mouvement spatial en prenant
pour w la solution (32. 4) ; il vient :

w = Cl-Aq} + A(t),
ce qu'on peut encore écrire en utilisant I’équation (5. 3) :
w = C.{¢; + A).

Les composantes de la vitesse pour le mouvement que nous venons
d’obtenir sont donc en coordonnées cylindriques :

vy = O, Yg — — (p;., Vg = C.q': + )\(t). (32. 6)

la fonction ¢(r t) satisfaisant a 1’équation (5. 3).
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Les lignes de courant sont & chaque instant des hélices circulaires
tracées sur des cylindres d’axe Oz. Le mouvement est un mouve-
ment pseudo-de révolution de deuxiéme espéce (§ 34).

On peut obtenir des développements formels pour la fonction
de courant ¢ qui vérifie ’équation (5.3). On a par exemple les
développements suivants :

Ur, 1) = Ay Logr + Z[AkJo(kr) + BkYo(kr)]e—vk“t, (32. 7)
k=1

$(r, t) = Ay Log r + Z[Ahlo(kr) + BkKo(kr)]e"””, (32. 8)
R=1

o Ay, A, et B, désignent des constantes arbitraires, J, et Y, les
fonctions de Bessel d’ordre zéro, de premiére et de deuxiéme espéce,
I, et Kg les fonctions de Bessel modifiées d’ordre zéro, de premiére
et de deuxieme espéce. On en déduit pour le mouvement spatial
associé (32. 6) les solutions formelles :

ki

(L) | o— VRt
e

g = A(t) + cZkz [AhJo(kr) + ByY,(kr) | e, (32.9)
k=1

et :
Ao d

=0 o=—"t— ék [Akll(kr) + ByKy(kr) | e,

vy = At) + cZkz [Aklo(kr) + BkKo(kr)] e*t (32.10)
R=1
Pour écrire ces expressions on a utilisé les relations connues :

?j“z [3e@] = — 52, %[Io(z) | =1L, ..

Le mouvement par trajectoires hélicoidales (5. 31) de M. Caldo-
nazzo n’est qu'un cas particulier de la solution (32. 9). Faisons en
effet dans la solution (32. 9) :

Ay =0, M) =0

prenons un seul terme dans le développement en laissant la con-
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stante k indéterminée et enfin prenons B, =0, C.k=1. On
obtient le champ de vitesses :

o =0, 0y = kA (kr)e™", 03 = kARJo(kr)e ™,

ce qui est bien aux notations prés le mouvement (5. 31).

Plus généralement si on cherche toutes les solutions du type
(32. 6) dont les trajectoires sont des hélices circulaires, on trouve
les deux cas particuliers svivants des solutions (32. 9) et (32. 10) :

0, = 0, 0, = [AkJI(kr) + Ble(kr)] e
3= C [AkJo(kr) + BhKo(kr)] e (32, 11)

0, =0, 0y = [Ahll(kr) + B,K 1(kr)] i
03 = CJA(kr) + BuK(kr) | (32.12)

La solution de M. Caldonazzo est un cas particulier des solutions
a trejectoires hélicoidales (32. 11) et (32.12). D’ailleurs quand
C2? 5= 1, on n’a point dans ces solutions :
— > —
rot V=iV,
comme dans la solution de M. Caldonazzo.
4° Prenons comme mouvement plan primitif la soluti

M. Taylor :

Yay t) =" Bz y), (5. 4)
la fonction F satisfaisant & 1’équation :
AF = EF. (5. 5)

Associons & ce mouvement un mouvement spatial en prenant
pour w ’expression (32. 4) ; il vient :

w = Cie"" . AF 4 A1),
ou en utilisant ’équation (5. 5) :
w = Ce"™.F 4 A@t).
Finalement nous avons obtenu le mouvement spatial suivant :
u=e"F, ¢=—e"F, w=CeF+ ), (32.13)

ou la fonction F vérifie ’équation (5. 5).
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Si on prend dans la solution (32. 13) : A(t) = 0, on a un mouve-
ment dont les lignes de courant ne changent pas de forme avec le
temps et coincident avec les trajectoires bien que le mouvement soit
non permanent. Si I’on prend

At) =0, = — C2,

on voit que I’'on a
-_— -
rot V=C.V;

d’autre part :
- ->
V=™ azy);

on a donc affaire & un cas particulier du mouvement (5. 32) de
M. Trkal.

5° Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement
(5. 6) de M. Hamel ; on a :

¢ = CO + f(r, 1), (5. 6)

ot la fonction f satisfait a I’équation (5. 7).
Associons & ce mouvement un mouvement spatial en prenant
pour w P'expression (32. 4) ; on a pour w :

w =K (ﬂ- + 1f;) + \),
r

K désignant une constante arbitraire. Les composantes de la
vitesse dans le mouvement spatial obtenu sont en coordonnées
cylindriques :

C , S U
==, = —fy W =e;=K (\j,z + ;lr) + A1), (32. 14)

On remarquera que les trois composantes de la vitesse en coordon-
nées cylindriques ne dépendent que de r et t. Ce mouvement est
donc un mouvement pseudo-de révolution de deuxiéme espéce (*).

6° Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement
(b.11);0na:

¢ = A(z t)y + B(z 1) (5. 11)

() Le mouvement (32. 6) précédemment obtenv est un cas particulier du mouvement
(32. 14) gu’on obtient en faisant C = 0.
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les fonctions A(z t) et B(z t) satisfaisant aux équations (5.12) et
(5. 13).

Associons & ce mouvement un mouvement spatial en prenant
pour w 1’expression (32.4); on obtient le mouvement spatial
suivant :

n=A4, ¢=—(Aly+B), w=K(ALy + BL) + ).

(32. 15)
7° On pourrait prendre comme mouvement primitif les mouve-

ments (5. 21) et (5. 28) de M. Bateman. Prenons plutét le mouve-
ment plus général (6. 30). On a donc :

U= a'y — bz — ;i[(z — @ + (y — b | + eM.F(X, Y), (6.30)

ou X et Y sont donnés par:
X = (x — a) cos ot + (y — b) sin wt,
Y = —(r —a)sin ot + (y — b) cos wt;

w désigne une constante arbitraire, ¢ = a(t) et b = b(t) deux fone-
tions arbitraires de ¢, la fonction F(X, Y) vérifie I’équation :
2¥F  %F
XE T aYE

e

= kF.

___Associons & ce mouvement un mouvement spatial en prenant
pour w ’expression (32. 4) ; il vient :

w = Ce"™ . F(X, Y) 4 A). (32. 16)

On a ainsi obtenu un mouvement spatial donné par (6. 30) et
(32. 16) ().

(1) La sclution spatiale (6. 30)~(32. 16) a été obtenue :

1° en appliquant a la solution (5. 4) de M. Taylor la transformation du § 6, ce qui donne
(6. 30) ;

20 en associant a (6. 30) un mouvement pseudo-plan de deuxiéme espéce par ’expres-
sion (32. 4).

Mais on pourrait aussi obtenir cette solution (6. 30)-(32. 16) en iaversant lordrs de
ces deux opérations, c’est-a-dire :

10 en associant & la solution (5. 4) un mouvement pseudo-plan de deuxidme espéce
par Pexpression (32. 4) : on obtient le mouvement (32. 13) ;

2° en appliguant & ce mouvement la transformation du § 6 ot I'on pose P = Q = 0,
R =  ; on sait en effet (§ 6, in fine) que dans ces conditions la transformation du § 6
Yapplique aux mouvements pseudo-plans de deuxiéme espéce. On prendra de plus €arns
sa transformation [Cf. (6. 18)] : oty = B3 = Q.



INTEGRALES EXACTES DU MOUVEMENT NON PERMANENT 149

33. Mouvement pseudo-de révolution de premiére espéce.

Nous allons maintenant examiner comme en mouvement per-
manent (§ 16) les mouvements pseudo-de révolution de premiére
espéce non permanents ; ce sont les mouvements dont les trajec-
toires sont contenues dans des plans passant par Oz sans que le
mouvement soit identique dans ces divers plans.

En coordonnées eylindriques les composantes de la vitesse sont
donc de la forme :

vy = 0(r B z0), vy = 0, vy = v4(r0zt).
L’équation de continuité s’écrit :

drey) Areg)
r 2

0;

elle montre qu’il existe une fonction de courant ¢ = {(r 0z ¢)
telle que i’on ait :

t prés.

Ecrivons maintenant Péquation de compatibilité cinématique.
Par un calcul analogue & celui qui a conduit en mouvement perma-
nent aux équations (16. 1) et (16. 2), on obtient les deux équations
suivantes qui constituent les conditions de compatibilité cinéma-
tique de la classe de mouvements envisagée :

’ I 1 IZ l2 ’ 1 ¥
WD, + o (47 + 42— 4 Ded
2 ” 2 ” » ’
+ 24 S — = — 0, (33.1)
r r
’ I3 1 ’ 1o\ 7 1 9 2 1 ’ n
V(qu))r —i;(q"r + d?z.‘)r + ’B(q)r + 4’:) + ;“q"r ,qu)

ey =0l (33.9)
r r2
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Dans ces équations @ désigne une fonction arbitraire qui dépend
de r zt a Pexclusion de 0 :

O = O(r, 2, 1) ;
les symboles Dy¢ et Dy¢ ont les significations suivantes :
” ” 1 ’
Dyt = 4’2‘ =+ ‘Lr‘ ——; "l"n

’ ” ” 1 ’ 1 ”
Dz‘l’ = 4’:5 + ‘l‘r* _; q"r + ,'é 4’9“'

Des calculs faciles donnent la pression ; on trouve :

2 7
+U =S4+ O 2. (33.3)

o I

On voit que P + U ne peut dépendre de 6 que par l'intermé-
o

diaire de {§,. Si le flvide s’étend & un domaine ot 6 peut varier de
0 a 2x, Puniformité des vitesses nécessite que ¢, et ¢, soient uni-

formes ; 8’il en est ainsi P + U est également uniforme.
[

*
* ¥

Si on cherche une solution des équations (33. 1) et (33. 2) ana-
logue a la solution (16. 4), c’est-3-dire de la forme :

¢ = F(0¢t)z + G(O t)r,

on aboutit soit & un mouvement irrotationnel, soit & un mouvement
permanent, c’est-a-dire précisément a la solution (16. 4).

Plus généralement cherchons comme en (16. 10) les mouvements
pour lesquels la fonction de courant est linéaire en z ; nous suppo-
serons que ¢ est de la forme :

$=F0Otz+G(rby),; (33. 4)

nous faisons donc la restriction supplémentaire consistant en ce que
F ne dépend pas de r. Portons I’expression (33. 4) dans les équations
de compatibilité cinématique (33. 1) et (33. 2) ; par un calcul ana-
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logue a celui qui a conduit aux équations (16. 11) a (16. 13), nous
obtenons les deux équations suivantes :

VFg + 4VF + F2 — 12F, = r2.9(rt),  (33.5)
n 1 ”
W(AGY. + :_2 Gig— ~F.AG — G, = b()r,  (33.6)

” 1 ’ .
oul'on a posé AG = G,. — - G,. La fonction ® est donnée par :
r

d
) =/<p(rt)-7r — b(t)z. (33.7)
De I’équation (33. 5) on tire les deux relations :
Fg, =0, (33. 8)
(vFo: + 4vF + F2)g = 0. (33.9)

L’équation (33. 8) montre que la fonction F est de la forme :
F = f(6) + g().

Si on porte cette expression dans 1’équation (33. 9) et qu’on dérive

VA~

Péguation obtenue par rapport a ¢, on obtient :
f'.g =0.

On voit que la fonction F deit étre fonction soit, de 8 seul; soit.
de ¢ seul. Nous allons examiner ces deux cas séparément.

10 Supposons d’abord que F soit fonction de 6 seul ; la fonction
de courant est alors de la forme :

¢ =F(0)z + G(r 07¢), (33. 10)
la fonction F satisfaisant a I'équation (33. 9) qui s’écrit :
vF’ + 4F + F2 = K,

K désignant une constante; cette équation n’est autre que 1’équa-
tion (16. b) et s’intégre par la fonction elliptique pu de Weierstrass ;
quant & la fonction G elle vérifie ’équation (33. 6). Il est facile

d’obtenir ¢, @, puis P + U par I’équation (33. 3) ; on trouve :
e
2 K1
Etu=2 R0 — 5 — b0z + <),
P r 2 r?

c(?) désignant une fonction arbitraire de .
11
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2° Supposons maintenant que la fonction F ne dépende que de ¢ ;
la fonction de courant s’écrit :

$ =F(t)z + G(r 61); (33. 11)

la fonction F(¢) est arbitraire et la fonction G(r 0 t) vérifie I’équation
(33. 6). On calcule aisément ¢ et ® et I’équation (33. 3) donne pour

2—{— U:

P
p 1
S+ U=—F'".Logr— —-F2— b(t)z + c(2).
[ 2"2

Les seuls mouvements du type (33. 4) sont donc les mouvements
(33. 10) et (33. 11). On pourrait en déduire pour la fonction de cou-
rant ¢ de nombreuses expressions explicites. Contentons-nous
d’examiner le cas — qui est un cas particulier du cas (33. 10) comme
du cas (33. 11) —oulona:

$ = Kz + G(r 09, (33. 12)

K désignant une constante absolue. La fonction G vérifie I’équation
(33. 6) qui s’écrit :

, K ”
VAG). + Z.Gly — —AG — Gy, = by (33.13)
ré g

La pression est donnée par :
K2
P U= —bt)z + o).
P 2r?

Si Pon prend b(t) = 0 Péquation (33.13) admet des solutions
de la forme :

G = e*.f(r). g().
On en déduit pour ¢ le développement formel :
$ = Kz + Ze®.f,(r).(Ape®® + Be9),
R
ou k désigne une constante réelle, w une constante réelle ou ima-

ginaire pure, A, et B, des constantes arbitraires, la fonction f,
vérifiant I’équation linéaire :

K + K4+ v+ vo? ,
Vf”l—— - Vf”‘i"[ \;2 . :lf = 0.
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34. Mouvement pseudo-de révolution de deuxiéme espéce.

Occupons-nous maintenant comme en mouvement permanent
{§ 17) des mouvements pseudo-de révolution de deuxiéme espéce
non permanents, c’est-a-dire des mouvements pour lesquels les
composantes de la vitesse en coordonnées cylindriques ne dépendent
pas de 0, sans que les trajectoires soient assujetties & étre contenues
dans des plans méridiens. Les composantes de la vitesse en coor-
données cylindriques sont donc de la forme :

vy = 04(r 2 1), ve =0T 2t), vy = 04(r z t).
1’équation de continuité s’écrit :

Aroy) | dreg) 0-

or uw ]

elle montre qu’il existe une fonction de courant ¢ = §(r z ¢) déter-
minée & une fonction additive de ¢ prés et telle que I'on ait :

Nous désignerons par f la composante de la vitesse normale au
plan méridien :

vy = f(rzt).

Ecrivons I'équation de compatibilité cinématique ; des calculs
faciles montrent qu’elle fournit les deux équations suivantes :

D (4, 5Dt -
vDyd + 1 T S (DoY); + 2ff, = 0, (34.1)
1D ,
WD) + D‘(q; L ’)’ — (=0 (34.2)

En écrivant 'équation (34. 2) on a annulé au second membre une
fonction arbitraire de t, ce qui est nécessaire pour assurer l'uni-

formité de 2 + U quand 6 varie de 0 & 2.
P

L’équation (34. 1) difféere de ’équation (3. 2) par le terme 2ff, ;
la fonction de courant ¢ qui régit le mouvement dans le plan méri-
dien n’est donc pas la fonction de courant d’un mouvement de révo-
lution proprement dit. On ne peut donc en général appliquer ici
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un procédé de superposition comme en mouvement pseudo-plan
de deuxiéme espeéce.

Quant & la partie dynamique du probléme, des calculs faciles
montrent que la fonction H = H(r z t) satisfait aux équations :

’ ’ 1 1 ” 1 , v ,
Hr = f<ir + ;f) ‘_;"pzt + r_z"‘PrD2q) + ;'(D2¢)za
’ ’ 1 ” 1 ’ v ,
Hz = sz + ;' q)rt + ,Tz'dl)z'Df‘p - ;'(qu")r'

Parmi les intégrales exactes des équations de Navier-Stokes qui
ont été énumérées au § 5, celles qui rentrent dans la catégorie
actuelle sont les suivantes :

10 le mouvement par trajectoires hélicoidales (5. 31) de M. Cal-
donazzo ;

20 le mouvement (5. 34)-(5. 35) de M. Caldonazzo.

Des mouvements pseudo-de révolution de deuxiéme espéce non
permanents ont été aussi trouvés en (32. 6) et (32. 14).

Proposons-nous maintenant de déterminer les solutions des
équations (34.1) et (34. 2) telles que la composante v, = f de la
vitesse ne dépende que de ret ¢:

Vg == f(ra t)'

L’équation (34. 1) se réduit alors a I’équation (3.2) et ¢ est la
fonction de courant d’un mouvement de révolution proprement dit.
Posons :

h =rf;
I’équation (34. 2) s’écrit :

”n 1 ’ 1 ’ ’ ’
Whfs — =) — 4B — by = 0. (34. 3)

Cette équation montre que deux cas sont possibles :
10 A" = 0 ; alors ’équation (34. 3) est satisfaite et on a :

C(t) désignant une fonction arbitraire de ¢. On obtient donc le résul--
tat suivant : on peut superposer a tout mouvement de révolution
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proprement dit non permanent le mouvement irrotationnel :

C(t
vy =0, vy = —:—), v3=20; (34. 4)

on obtient encore une solution exacte ; le champ (34. 4) n’est autre
que le champ de vitesses d’un tourbillon ponctuel en mouvement
plan.

20 b’ # 0 ; alors I’équation (34. 3) montre que la fonction ¢ est
de la forme :

b = F(r, t)z + G(r, ?). (34. 5)

Il s’agit d’une classe de mouvements de révolution analogues
aux mouvements (4. 23) mais non permanents. Les fonctions F(r ¢)
et G(r t) doivent vérifier deux équations qui s’écrivent en prenant
pour variable indépendante r?2 = s :

bvsFy + 4vF — 2FF,, + 2F2 —F;, = K (1), (34. 6)
bvsGl + 4Gy — 2FGL. + 2F.G, — G, = Ky(?), (34.7)

K.(t) et K,(t) désignant deux fonctions arbitraires de . T’équation
(34. 3) s’écrit :
bvshy, — 2F(s, t)h, — hy; = 0. (34. 8)

Ainsi & tout mouvement de révolution du type (34. 5) ou les fone-
tions F et G satisfont aux éqnatinns (34 6) ot (34 7) on peufv g8c0-
cier un mouvement pseudo-de révolution de deuxiéme espéce en
ajoutant au premier mouvement une rotation :

h

vy = —»
r

ou la fonction & est solution de I’équation (34. 8).

85. D’une maniére analogue & ce que nous avons fait en mouve-
ment permanent (§ 18), nous nous proposons d’examiner les mou-
vements non permanents pour lesquels les composantes du vecteur
tourbillon en coordonnées cartésiennes rectangulaires x y z ne
dépendent que d’une seule coordonnée, z par exemple, et en outre
du temps ¢ ; pour un tel mouvement en tous les points d’un plan
x =z, et & un instant déterminé les vecteurs tourbillons sont
équipollents. Remarquons qu’en particulier en mouvement plan
I’hypothése conduit aux mouvements du § 21 oul’on a :

A2"[) = f(x7 t)'
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Soient u(zryzt), v(xyzt), w(zxyzt) les composantes de la

> —_— > o
vitesse V et a(x t), b(z t), c(x t) celles du vecteur rot V. La condition

— >
div (rot V) = 0

exige que a(z t) ne dépende que de ¢. L’équation de compatibilité
cinématique fournit ensuite les trois équations suivantes :

aul, + bu, + cu, —a, =0, (35.1)
avy, + boy, 4+ eo, — by.u + Vb — by =0,  (35.2)
aw, + bw, + cw, —c..uw + ve. — ;= 0. (35.3)
D’autre part en exprimant que a, b, ¢ sont les composantes du

—>
rotationnel de V(u, ¢, w), on obtient les trois équations :

w, — v, = a, (35. 4)
u, — w, = b, (35. 5)
Ve — U, =c. (35. 6)

Enfin la condition de continuité s’écrit :
z ’ ’
u, + ¢, + w, =0. (35.7)
Les équations (35. 1)—(35. 7) constituent les conditions de coi-
patibilité cinématique de la classe de mouvements envisagée.
Commencons par noter quelquesrelations assez simples qui découlent
des équations ci-dessus. Dérivons ’équation (34.2) par rapport

a z et I’équation (34. 3) par rapport & y, retranchons membre &
membre les relations obtenues, il vient :

¢ty — bi.uy, = 0. (35. 8)

Dérivons les équations (35. 7), (35.6) et (35. 5) respectivement
par rapport & z, ¥ et z et ajoutons membre & membre les relations
obtenues ; il vient :

Uye + Uy + u, = 0. (35.9)

On voit que la composante u de la vitesse est harmonique par
rapport aux variables z y z. De fagon analogue on obtient les équa-
tions :

‘};a + 0;2 + V;Iz = C;:, (35. 10)
Wia + Wy + wp = — b (35. 11)
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Nous nous contenterons d’étudier le cas olt u ne dépend que de z
et t:

u = u{z t).

Ce cas correspond aux deux cas seuls possibles pour le probléme
analogue en mouvement permanent (§ 18).
L’équation (35. 9) montre que u doit étre de la forme :

w = K,()z. + K(),

K, (t) et K(t) désignent des fonctions arbitraires de t. L’équation
(35. 1) donne alors pour a I’expression :

o — aoejx..dt

?

ol q, désigne une constante arbitraire. Des équations (35. 6) et
(35. 5) on tire ensuite pour ¢ et w les expressions :

v = [ devdz+ iy z0),
w = —J[ bz iz + gly 2 1),

ou f et g désignent des fonctions arbitraires (pour ie moment) de
leurs arguments. Portons ces expressions de ¢ et w dans les équa-
tions (35. 4), (35. 7), (35. 2) et (35. 3) ; nous obtenons les relations :

’

g, — I = alt),

fu + 8. = — Ky,
bf, + cf, + vbe — (Kyz + K)b, — b; + ac = 0,
bg, + cg, + v — (Kyx + K)e, — ¢; — be = 0.

De ces quatre équations on tire d’abord que les fonctions f et g
sont de la forme :

f = AWy + Bz + CQ,
¢ = [BO + at) Jy — [A®) + K, ]z + D,

ou A(t), B(t), C(t) et D(t) désignent des fonctions arbitraires de t.
On voit d’autre part que les fonctions b(xz t) et ¢(x t) vérifient les
équations :

vb,. — (Kyz + K)b, — b, + Ab + (B + a)c = 0,
ve,. — (K2 + K)e, —¢; + Bb — (A + K, )e = 0.
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Finalement, si on résume tous les résultats, on voit en modifiant
légérement les notations qu’on a obtenu le champ de vitesses
suivant :

u = Ky(t)z + K(2),

v = y(z 1) + Alt)y + B(t)z + C(),

w =—pt) + [BW) + a) ]y — [A®) + Ki9)]z + D),
oul'on a :

at) = aoele'dt

et ou les fonctions B(z t) et y(x ) vérifient les deux équations sui-
vantes du type parabolique :

vB — (Kyz + K)B, — B, + (A + Ky)B + (B + o)y = E,

v — (Kyz + K)y, — v, + B —Ay = F,

E = E(t) et F = F(¢) désignant des fonctions arbitraires de ¢.
On vérifie facilement que les mouvements plans (21. 3) consti-
tuent un cas particulicr de la solution ci-dessus.
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