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ETUDE DE L'EQUATION FONCTIONNELLE
DE CHAPMAN-KOLMOGOROFF

DANS LE CAS D’UN DOMAINE D’INTEGRATION ILLIMITE
A UNE DIMENSION

INTRODUCTION.

L’étude mathématique du mouvement brownien et du phéno-
méne de la diffusion, dans le cas ou le fluide n’est pas homo-

gene, a conduit S. Chapman [1] & introduire I'équation fonc-
tionnelle.

Yy fle, r+rer, ) ::ff(p’, rar ) f(p—o, ry, r+p, t+rydp.

B. Hostinsky [1] en étudiant I’équation fonctionnelle de
Smoluchowski, pour le méme probléme a observé que 1'équa-
tion fonctionnelle de S. Chapman généralisait 1’équation fonc-
tionnelle de Smoluchowski et il a trouvé des solutions géné-
rales de ’équation fonclionnelle de S. Chapman en utilisant
la méthode d’intégration des substitutions due a V. Volterra.

A. Kolmogoroff a mis I’équation fonctionnelle de Chapman
sous la forme plus symétrique

b
(II) f(:L'i, Zyy Ly, [3) :f f(xl) Zs, 4y, tz)f("l’az Ly, Ly, ttl) d.l‘2
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équivalente a celle de Lhapman pour le cas ou l'espace dans
lequel s’effectue la diffusion n’a qu’une dimension.

D’autre part, le méme auteur a considéré directement une
équation fonctionnelle, trés générale, valable pour un domaine
a un nombre quelconque de dimensions, se réduisant & 1’equa—
tion (1I) dans le cas d’une dimension et qui peut étre consi-
dérée comme une forme trés générale de 'une des conditions
qui se présente dans le probléme des probalités en chaine
étudié par Markoff.

De plus, A. Kolmogoroff avait donné des solutions particu-
lieres de I’équation (II) et montré que des classes trés étendues
de ses solutions vérifient des équations aux dérivées partielles
linéaires et du second ordre du type parabolique, et c’est lui
qui a généralisé 1'équation fonctionnelle de Chapman hors du
probléme spécial de la diffusion, aux probabilités en chaine.

Pour les raisons exposées ci-dessus, il serait peut-étre plus
indiqué d’appeler I’équation (II) 1’équation fonctionnelle de
Chapman-Kolmogoroff.

Mais toutefois, la solution la plus générale de ’équation de
Chapmann n’avait pas été donnée.

M. Fréchet a aussi donné des solutions trés générales, de
formes différentes des formes données par les auteurs précé-
dents, de ’équation fonctionnelle de Chapman-Kolmogoroff.

M. Fréchet a découvert deux méthodes, dont la premiére[1],
[2] est basée sur un procédé employé en physique mathéma-
tique et la seconde [3], [4] réduisant la recherche des solu-
tions les plus générales qui sont de carrés doublement som-
mables & une recherche analogue dans le cas discontinu.

Du reste, les deux méthodes fournissent deux formes dis-
tinctes et dont I’équivalence n’est ni apparente ni certaine.

Dans le premier chapitre, nous exposons les résultats géné-
raux relatifs & 'espace & v dimensions, en suivant la premiére
méthode de M. Fréchet[1], [2].

Dans les chapitres suivants, nous nous proposons d’étudier
en détail des exemples eHectlfs de solutions trés générales
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dans le cas d’une seule dimension. Le cas d'un intervalle fini
ayant été déja traité par M. Fréchet [1], [2], nous considérerons
le cas d’un domaine infini dans les deux sens ou dans un sens.

Nous examinons d’abord, dans les Chapitres 111 et IV, le cas
ou le domaine d’intégration est 'intervalle (— oo, 4 oo).

A cet effet, il nous sera utile de rappeler d’abord, dans le
deuxiéme chapitre, quelques propriétés des polynomes d’Her-
mite et de ceux de Laguerre.

Le Chapitre V est consacré a I'étude de I’équation fonction-
nelle Chapman-Kolmogoroff relative au domaine (o, - ).
La méthode est analogue mais fait intervenir les polynomes de
Laguerre.

Enfin dans le Chapitre VI, en revenant au domaine
(— @, o), nous emploierons une autre méthode pour résoudre
I'équation fonctionnelle de Chapman-Kolmogoroff en essayant
de prendre pour la solution une exponentielle de la forme

( III) A (s, t) e—lals, )+ Ab(s, LYy +c¢(s,0) 52 .

Nous verrons que cette derniére méthode nous donne
I'expression la plus générale des solutions qui ont la forme
exponentielle (II') et nous montrerons que cette solution con-
tient la solution de L. Bachelier comme cas particulier.

Nous remercions notre maitre, M. le professeur M. Fréchet,
qui nous a accueilli avec une grande bienveillance et n’a
jamais cessé de nous prodiguer ses précieux conseils et sugges-
tions. Qu'il veuille bien accepter I'expression de notre plus
haute reconnaissance el de notre profonde gratitude.






CHAPITRE 1.

RESULTATS GENERAUX RELATIFS A L’ESPACE
A v DIMENSIONS.

1. Généralités. — Considérons un systéme matériel dépen-
dant d’'unnombre fini, v, de paramétres et qui peut prendre tous
les états Q, formant un certain ensemble V (qu’on peut consi-
dérer comme unerégion del’espace 4 v dimensions). On suppose
alors qu'il existe une probabilité déterminée @ (M, s; ¢, ¢) pour
que le systéme passe de I'état M a I'instant s & un quelconque
des états d’un ensemble ¢ a I'instant z.

La fonction w(M, s5; ¢, t) est, en vertu du théoréme des pro-
babilités totales, une founction additive de ’ensemble ¢. Il est
clair que

(1) (M, s; ¢, s) = 08(M, ¢),

en désignant par 8(M, ¢) un nombre égal a 'unité, si M appar-
tient & ¢, et a zéro, si M n’appartient pas a ¢. Quand s < ¢, on
peut considérer le cas simple (qui n’est pas nécessairement le
seul) ol la fonction additive de I’ensemble ¢ peut étre repré-
sentée par une intégrale de Lebesgue

(2) (M, s; 0, z):ff(M, 55 Q, £)dQ

<dans laquelle dQQ est un élément de 'espace & v dimensions et
ol f est une intégrale v—uple> .

Quand on fait cette hypothése, on trouve qu’en appliquant
les théorémes des probabilités totales et composées, la fonc-
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tion f satisfait & I’équation fonctionnelle de Chapman-Kolmo-
goroff

(G f(M, s; P, t)::ff(M,s;Q, u) f(Q, u; P, 8)dQ
v

et qui doit étre vérifiée pour s <u < 1.

Pour obtenir une solution trés générale de I'équation fonc-
tionnelle (C), nous allons employer une méthode qui est due a
M. Fréchet [1], [2]. Cette méthode qui est fondée sur I'emploi
d’un procédé trés fréquemment usité en Physique mathéma-
tique, consiste & chercher d’abord une solution particuliére,
sous la forme d'un produit de deux fonctions A, B ne dépendant
pas des mémes variables. Les variables intervenant dans le pro-
bléme sont réparties en deux groupes, la fonction A dépendant
d’un groupe, la fonction B de 'autre. Alors une solution plus
générale est obtenue comme somme d’un nombre fini ou infini
de ces produits.

Dans le probléme des probabilités en chaine, f(M,s; P,z)dP
est la probabilité élémentaire pour que 1’état d'un systéme
physique, déterminé par v paramétres, et représenté par M a
Pinstant s, devienne a l'instant ¢ 'un des états d'un certain
ensemble élémentaire dP d’états. Naturellement, dans ceite
interprétation la fonction f(M, s; P, ¢), densité de probabilité,
devra étre assujettie & des conditions particuliéres telles que
S(M, s;P, )20 etl'on devra supposer s < u < ¢.

- Mais pour le moment, nous faisons abstraction des conditions
relatives des probabilités en chaine et nous cherchons seulement
a vérifier I'équation fondamentale de Chapman-Kolmogoroff.

2. Solutions sous formes de sdmmes d’'un nombre fini de
produits. — In appliquant & I'équation fonctionnelle de
Chapman-Kolmogoroff la méthode précédente, nous sommes
ramené a chercher s'il existe des solutions de Péquation (C)
de la forme

(3) JOML 55 P8 :Z*Ai(hll s)Bi(P, ).

i=0
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Si cette fonction f n’est pas identiquement nulle, il est
toujours possible de supposer que les fonclions A,(M,s), ...,
A,(M, s) sont linéairement indépendantes pour au moins une
valeur de s quand M se déplace sur ¢; et de méme pour les B..
Il suffit de substituer ’expression (3) dans I’équation (C)
pour s’assurer que la condition nécessaire et suffisante pour
qu’une fonction de la forme

(3) f(M,s; P, ‘):2 A(M, s)Bi(P, 2)

i=0

vérifie U'équation fonctionnelle
(© SO P 0= [ (M5 Q) f(Q us P, 0)dQ

est que, pour les valeurs de u telles que s < u<t, les fonctions
A;(Q, u) et B(Q, u, forment un systéme biorthonomé sur V,
c’est-a-dire que l'on ait

(1 81—,

) [AQ ©)B(Q w =3y aveo dij={ 15 =

Nous voyons que des solutions de la forme (3) sont, sans se
préoccuper de toutes les conditions qui se présentent dans le
probléme des probabilités en chaine, des solutions de 1’équa-
tion fonctionnelle (C).

Quand nous voudrons faire intervenir les conditions propres
au probléme des probabilités en chaine, nous verrons que les
solutions (3) ne peuvent convenir, et qu'il faut faire intervenir
des séries au lieu de sommes d’un nombre fini de termes. Mais,
néanmoins, M. Fréchet [2] a signalé un cas ol les solutions que
nous venons de trouver sont les plus générales qui vérifient
’équation fonctionnelle de Chapman-Kolmogoroff, quel que
soit I'ordre de grandeurs relatives des valeurs s, u et z. 1l suffit
pour le voir de recourir a l'artifice que M. Fréchet a utilisé
dans une Note aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de

1

Paris ('). Cet artifice consiste a transformer ’équation de

(1) Comptes rendus, 198, 1934, p. 2053.
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Chapman-Kolmogoroft de fagon & pouvoir lui appliquer un des
résultats de la théorie de Fredholm. A cet effet, effectuons avec
M. Fréchet, d’abord surs, u et ¢ une méme transformation

S=1(s),
U==2x(u),
T=1u(¢),

ol A(s) est une fonction continue et croissante de s et qui varie
de zéro al'unité quand svarie de — oo & + ac. Alors /(M,s; P, 1)
devient une fonction dela forme F(M, s; P, T) et 'équation (C)
devient
(5)  F(M,S; P, T)= [F(M, S;Q, UYF(Q, U; P, T)dQ.
Jy

Cela étant, cherchons maintenant celles des solutions de
Péquation (C) qui sont vérifiées, quel que soit 'ordre de gran-
deurs relatives des valeurs s, u, t. [Dans le probléme des pro-
babilités en chaine, on n'impose & f(M, s; P, ¢) la condition
de vérifier (C) que si s < u < ¢, de sorte queles solutions qu’on
va chercher ne sont peut-étre pas toutes celles qui résolvent ce
probléme. ]

Dans I'hypothése faite la variahle U qui figure dans (5) peut
varier de zéro & 1 quand S et T sont fixeset I'on a, en intégrant
dans ces limites par rapport a U,

At :
rOLS; P T = [fF(M, $;Q, UYF(Q, Us P, T)dQJ AU,
0 A

On peut écrire cette équation en appelant «, 3, v les

couples M, S; P, T; Q, U et en désignant par W la région de
I'espace & v+ 1 dimensions décrite par y quand Q décrit V et
U varie de zéro a 1 et en posant K, («, 3)=1(M, S; P, T).
On a alors
Ki(o, Y=} K, (o, V) K, (y, B)dy.
W

En considérant K, (a, ) comme un noyau de Fredholm le
second membre n’est autre que le premieritéré K, de K, sur W.

Aiunsi lorsque f(M, s; P, ¢) vérifie I'équation fonctionnelle
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de Chapman-Kolmogoroff quel que soit u (le raisonnement
subsiste si cette équation cesse d’étre vérifiée pour des valeurs
isolées de u, par exemple pour u=s et u=t, ce qui a son
intérét par la suite), le noyau correspondant K, («, 3) est égal
a son premier itéré sur W, et par suite aussi a tous ses itérés
sur W. ’

Quand le domaine W et la fonction K, sont tels que la théorie
de Fredholm s’applique, on sait que I’égalité de K, et de K, ne
peut avoir lieu que si K, (o, $)est derang fini, c’est-a-diresi K,
est de la forme d’une somme d’un nombre fini de termes de la
forme

K, (a0, B) =D\ du(a) i (3).

i

Dans ce cas, f(M, s; P, t) est nécessairement de la forme (3)
et nous avons vu qu’alors les conditions (4) sont nécessairement
vérifiées et suffisent pour que (3) soit une solution.

On ne connait pas de conditions simples a la fois nécessaires
et suffisantes pour que les théorémes fondamentaux de Fredholm
s’appliquent. Mais on connait des cas trés généraux ol ils sont
applicables. C’esl par exemple ce qui a lieu, si w étant borné,
K, est bornésur W ou si plus généralement, l'intégrale multiple
de son carré, étendue a W,

f“, fw[Ki(“: §)) dad

est finie. Clest aussi ce qui a lieu quand W étant borné et
K, («, B) étant borné quand la distance «f est supérieure & un

nombre positif, I'ordre de K, est inférieur a celui de W[),,—Tl-

D’aprés M. Giraud (') il en est encore ainsi quand W étant
borné et fermé et K, («, ) étant continu pour « £ (3, on a

K1<a,@)<%§%,

(*) Bull. Soc. math. France, C. R. des séances, 61, 1933, p. 28.
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. g(t)

t“l‘_'l

. L. ‘ o(1) | ,
est une fonction décroissante et ou fi(t—)a’t est une
1]
intégrale convergente.

Ea retournant & V et f, on voit que la forme (3) obtenue est,
moyennant les conditions (4), la forme la plus générale de celles
des solutions de [’équation de Chapman-Kolmogoroff vérifiée
quels que sotent s, u, t, dans le cas ou le domaine NV étant borné,
on se limite aux solutions [ de (C), qui sont assujetties aux
conditions trés générales suivantes :

(I). f(M, s; P, t) reste borné quand M, P varient sur V et
que s et ¢ prennent toutes les valeurs possibles ou, plus
généralement,

(II). L’intégrale multiple

-+ + » -
f f ds dt // 2O\, 53 P, £) dM dP
—» —_— Yy VY

est finie, ou encore

(III). f(M, s; P, t) restant borné et continu quand la
distance MP ou la quantité ¢ — srestant supérieure A un nombre
positif arbitraire, on a
< SMP 4t —s])

S{MP 4|t —si]

(M, 55 P, 0)

- 8()

. < . \ (1) -
ou S5 est une fonction décroissante et ou f#d)\ est une

0 B
intégrale convergente, ou enfin, plus généralement
b ’ p ki

(IV). Toutes les fois que V sera tel et que la fonction
cherchée f sera supposée telle, que le noyau K,(a, 3) soit
justiciable des théories de Fredholm sur le domaine W.

3. Conditions générales, des fonctions f, relatives au pro-
bléme des probabilités en chaine. — Si I'on avait été conduit par
une voie purement mathématique au probléme de la résolution
de I’équation (C), on se serait tenu comme trés satisfait du
résultat précédent, ou les conditions imposées & f(M, s; P, 1)
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auraient paru assez liches pour se préter a toutes les appli-
cations.

Cependant, comme M. Fréchet [2] I'a démontré, aucune
d’elles ne convient au probléme des probabilités en chaine, et
aucune des solutions sous la forme (3) de la somme d’un
nombre fint de produits ne sont alors acceptables.

Comme la fonction f(M, s; P, ¢) supposée continue repré-
sente la densité de probabilité pour le passage de I’état M a
I'instants & I’un quelconque des états P d’un certain ensemble ¢
d’états & 'époque ¢, elle doit satisfaire a 1'équation fonction-
nelle (C). Elle sera en outre positive ou nulle

(P) S\, 5P, 8) 20

pour tous les états M et P dans V et pour toute valeur positive
desetdez.

Si le systéme matériel mobile se meut d’une maniére
continue, il ne peut franchir une distance finie MP que pendant
un temps ¢ fini et différent de s, par conséquent si les étals M
et P sont deux états différents, on a

(6) J(M,s;P,s)=o0

pour t=set M£P.

S1 I'état P coincide a I’état M, la fonction f(M, s; M, 7)
ne sera plus continue, et elle deviendra infiniment grande
pour t=s,

(7) f(M, s; M, s) =+ 0.

Nous voyons que, ’hypothése de I'existence d'une probabi-
lité élémentaire f(M, s; P, 1) dP ne peut étre acceptée entiére-
ment. Une exception devra étre faite pour le cas ou ’on a, a la
fois, s=tet M=P.

Ceci étant, revenons a la probabilité qui pourra étre
représentée sous la forme (M, s; ¢, t). 1l est bien clair que,
pour s=1¢, cette probabilité sera égale a l'unité quand M
appartient & ¢, et & zéro dans le cas contraire. Une hypothése
différente reviendrait & admettre la possibilité de sauts instan-
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tanés (qui, comme les chocs et percussions, ne peuvent étre que
des conceptions approchées des phénoménes réels).

Demandons-nous si 'on peut représenter (M, s; ¢, s) sous
la forme d’une intégrale de Lebesgue

(M, s; 0, 8) :ff(M, s; P, s)dP;

on remarque que s1 P, =M el si ¢, entourant P, est assez petit
pour ne pas contenir M, on aura

ff(’M, s: P, s)dP =o.

Si f est continue en P, prés de Py, et si ¢ tend a se réduire
a Py, cette égalité nous montre que

(8) JOL 53 Py, s) =0

pour M=P,. v
On en conclut qu’il est impossible de représenter @ pour s =1
sous la forme

(M, 55 9, 5) :/f(M, s; P, 5)dP

quand M appartient d ¢. En effet, dans ce cas, le premier membre
est égal a 'unité et le second membre f(M, s; P, t) est nul
quand P varie sur tout le domaine d’intégration ¢, sauf peut-
¢tre quand P vient en M. Mémessil'on attribuaita f(M,s; M, s)
une valeur infinie, I'intégrale du second membre serait nulle et
I'on arriverait a I’égalité 1 = o. Dés lors nous voyons bien qu’il
est possible de faire les hypothéses simplificatrices; que

(8 bis) w(M, s; 0, 8) :ff(M, s; P,t)d,

et que f(M, s; P, t) est par rapport & P une fonction continue,
mais & condition d’introduire une exception pour la possibilité
de la représentation (8 bis) de (M, s; ¢, ¢) quand M apparte-
nant a ¢, s est égal a ¢, et pour f(M, s; P, ¢) quand, a la fois,
M =P et s=1t, cas o l'cxistence méme de [ doit étre déniée,
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sans qu'il suffise de supposer f discontinu ou méme infini pour
cet ensemble d’égalités.

I1 en résulte en particulier qu'il n'y a pas non plus lieu de
supposer 1'équation de Chapman-Kolmogoroff vérifiée quant
a la fois M=P et s =t¢, ni méme de supposer qu’elle ait dans
ce cas une signification.

En envisageant le cas des probabilités en chaine nous allons
montrer (') que la solution (3) doit étre rejetée. En effet,
remarquons qu’en vertu des conditions (4) on a

Aj (P, Ay(M, 5)B,(P, P =" 3,A(M, s)=A,;(M, s).
fvu s)[z (M, 5) By( s)]c D AN, 5) A0 )

i=0 i=0

Or, en vertu de (8) le crochet est nul quand P est distinct
de M, si ce crochet représente f(M, s; P, ¢). La quantité sous

le signefétant nulle sur V, sauf peut-étre quand P vient en M

I'intégrale est nulle et par suite A;(M, s) serait nul quel que
soit s, quel que soit M sur V et pour toute valeur entiére de J
depuis o jusqu’a n. Par suite, contrairement & 'hypothése, les
fonctions A ;(M, s) ne seraient pas linéairement indépendantes.

Donc la représentation de f(M, s; P, ¢) par une somme de
la forme (3) composée d'un nombre fin: de termes (le cas de
M =P et s=1 doit étre exclu) est tmpossible dans le cas des
probabilités en chaine.

4. Solutions sous formes de séries de produits A,(M, s)
B:(P, t). — Cherchons donc s'il existe des solutions de 1’équa-
tion fonctionnelle (C) qui seraient de la forme

+ o

(9) SO, 55 P, 0) =Y Au(M, 5) Ba(P, 2),

n=>0

I'égalité n’ayant pas lieu quand les couples M, s et P, ¢
coincident, cas ot f n'est pas définie.

(') Voir M. Frteser [2].
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Les termes du second membre seront encore définis dans ce
cas, mais la convergence pourra cesser sans inconvénient,
quand les couples M, s et P, ¢ coincident. Puisque dans le cas
ou f(M, s; P, t)dP est une probabilité élémentaire, on
suppose s<7, la convergence de la série du second membre
pourra aussi cesser sans inconvénient pour s > ¢.

Nous serons enfin naturellement conduits 4 nous limiter au
cas o, comme précédemment, les fonctions A,, B,, forment
encore un systéme biorthonormé sur V, c’est-a-dire vérifient
les conditions (4).

Mais alors on pourrait recommencer le raisonnement pour
prouver que les A, sont tous nuls si 1’on supposait qu'il y eut
convergence uniforme de

2 Ad(M, s) B(P, s5)

pour chaque valeur finie de s.

En sorte que nous sommes conduit a nous limiter aux solu-
tions de la forme (3) vérifiant les conditions (4) et pour
lesquelles la série

B

o
XY a /v vy N
z A (M, ) B,(1, &)

0

est supposée converger uniformément vers f(M, s; P, 7), quand
M et P varient indépendamment sur V pour chaque couple de
valeurs fixes de s et ttelles ques < t, On aura alors d’apres (8 bis)

pour s <,
s(M, 53 0, ¢) :2 A(M, 5B, (v, £)

=0

avec

B, (¢, ) :f[&l(P, &) dP,
el pour s =17 on posera
(10) w(M, s; 0, s)=0(M, ¢),

ot 3(M, ¢) =1 si M appartient a ¢ et &(M, ¢)=o dans le cas
contraire.
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Nous avons vu que la fonction f(M, s; P, 7) (la densité de
probabilité) doit étre constamment positive ou nulle

P f(M,s; P, t)2o.

Dans le probléme des probabilités en chaine on doit assu-
jettir la fonction f & une autre condition

(T) ff(M,s;P, £)dP —1.

5. Calcul des fonctions A (M, s), B,(P, ). — Si I'on sait
que f(M, s; P, ¢)est de laforme (9g)est-il possible de déterminer
les fonctions A ;, B, connaissant f.

Nous supposons que les A ;,; B; soient biorthonormées sur V,
et la série () est uniformément convergente sur V poursett
fixes tels que s <t. On voit que chaque fonction A;(M, s) est
une des solutions de I'équation fonctionnelle

() X(M, s) :fﬂM, 53 Q, 1) X(Q, u)dQ,

quel que soit le nombre u > 5. De méme chaque fonction B,(P, t)
est une des solutions de l’équation fonctionnelle associée

() Y, 0= [ £(Q us P, ) ¥(Q, ) dQ,
v
ouu < t.

Inversement, supposons seulement que f(M, s; P, ?) soit
une solution non identiquement nulle de I'équation (C) pour
s < u <1, sans savoir si f est de la forme (g). Cela suffit pour
assurer l'existence de solutions non identiquement nulles de
(H) et de (H'). En effet, puisque f n’est pas identiquement
nulle, il existe M, s,, et P, ¢,, tels que f(M,, 5,5 P, ¢,) =<0,
on aura alors la solution particuliére, non identiquement nulle,
de (H)

X(M, s) =/ (M, 55 Py, &),

au moins pour s< u<t,, et de méme, on aura la solution
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particuliére, non identiquement nulle, de (H')

Y(P, ) =f(M,, so; P, 2),

au moins pour s, < u <.
Connaissant une solution X(M, s) de (H), on en déduit une
infinité d’autres en la multipliant par un nombre indépendant

de M et de s. Et méme, sil’on connait plusieurs solutions (en
nombre fini ou infin1) de (H),

Xo(M, 5), X, (M, s),
 toute combinaison linéaire de ces solutions
@, Xo (M, 8) + a, X, (M, s) +. ..

(supposée uniformément convergente sur V quand leur nombre
estinfin1) a coefficients @, a,, ... indépendants de M et s, sera
ausst solution de (H). Nous énoncons ici une propriété évidente,
qui appartient aussi aux solutions d’une équation homogéne de
Fredhiolm, mais on notera que I’équation (H) n’est pas de ce
type bien qu’elle lui ressemble beaucoup.

En faisant varier P, ¢, la fonction f(M, s; P, ¢,) fournit
une infinité de solutions. On observera que ces solutions ne
peuvent se rédulre a une seule par muiiiplicaiion d’une
constante. Et méme, st l'on suppose que f(M, s; P, t) est unc
densité de probabilité, solution non identiquement nulle de I’équa-
tion fonctionnelle (C), on peut en déduire I'cxistence et la _forme
d’'une infinité de solutions de (H)) qui sont linéairement indépen-
dantes.

Nous savons (') que pour chaque choix du couple P, tquand
celui-ci est fixé, la fonction ‘

X(M, s)=f(M, s; P, £)
est solution de I’équation (H).

Remarque. — Il n’existe aucune solution X(M, s) de (H)

(1) Pour les démonstrations de tout ce qui suit, dans ce paragraphe,
woir M. Fricuer [2], p. 525-530.



qui soit orthogonale sur V a toutes les solutions de (H"), sans
étre identiquement nulle. Et de méme, il n’existe aucune solu-
tions Y (P, ¢) de (H') qui soit orthogonale sur V a toutes les
solutions de (H) sans étre identiquement nulle.

Ceci étant, revenons maintenant au cas, ou, de plus, f est de
la forme (9). Alors, parmi les solutions linéairement indépen-
dantes, en nombre infini de (H), on pourra en choisir une suite
formant un systéme complet de solutions de (H), c’est-a-dire
un systéme de solutions de (H) en nombre infini.

Xi(M,5), Xyo(M,s), ...
telles que :

1° Aucune combinaison linéaire d’'un nombre fini ou infini
(et alors supposée uniformément convergente sur V) ne soit
identiquement nulle sans avoir tous ses coefficients nuls.

2° Toute solution non identiquement nulle de (H) soit une
combinaison linéaire des X,.

De méme I'équation (H') possédera au moins un sysltéme
complet de solutions

Yi(Po), Yo(P,t), ..., Yu(P, 1),

Nous avons déja vu qu'aucune des solutions X(M, s), non
identiquement nulles, de (H) ne pourra étre orthogonale a
toutes les solutions de (H') et de méme en permutant (H) et (H).
En vertu d’une propriété connue, il en résulte alors que, con-
naissant les X, Y,, on peut former, par un procédé régulier
connu, des combinaisons linéaires de ceux-ci constituant éga-
lement des systémes complets de solutions de (11) et de (H"), mais
qut seront biorthonormés sur V-

En résumé, nous voyous que :

1° 8¢ une densité de probabilité f(M, s; P, t) satisfait a
U’équation fonctionnelle de Chapman-Kolmogoroff, chacune des
équations fonctionnelles (H) et (H") admet une infinité de solu-
tions linéairement indépendantes, et aucune solution non identi-

THESE GHAFFARI 2
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quement nulle de une n'est orthogonale a toutes les solutions de
Cautre.

2° Pour qu’une densité de probabilité f(M, s; P, t), satisfai-
sant a 'équation de Chapman-Kolmogoroff, puisse étre mise, au
moins d’une fagon, sous la forme

(9) JOL s; P, =Y Aj(M, $) Bj(P, 1),

i=0

ott la convergence est uniforme pour s<t, et ot les Aj, By
Jorment un systéme biorthonormé sur NV, il faut et il suffit que
parmi les systémes de solutions de (H) il en existe un qui sout
complet, et de méme pour (H'). Si cette condition est réalisée on
saura par un procédé régulier connu, déduire de ces deux
systemes, deux systemes brorthonormés grice auxquels on pourra
mettre f sous la forme (9).

D’ailleurs il existe (p. 60) des solutions f ne satisfaisant pas
a la condition ci-dessus.

Pour appliquer la condition précédente, il faut pouvoir
déterminer toutes les solutions de (H) et de (H").

6. Calcul des solutions de (H) et de (H'). — Nous connais-
sons déja les solutions particuliéres non identiquement nulles
X(M, s)=7(M, s; Py, £,)

et
Y(P, t)=f(M,, s,; P, ¢).

On peut déterminer toutes les solutions de (H) et de (H')
valables pour s et ¢ dans un intervalle déterminé (a, ) de la
maniére suivante.

Toute solution X(M, s) de (H) dans cet intervalle sera
telle que

X(M, 5)= [ f(M, 55 P, B)X(P, ) aP.

Inversement, prenons pour X(P, 3) une fonction arbitraire
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de P, soit ®(P) et considérons la fonction

X(M, s):fj’(M, 5; P, B) ®(P)dP.
Elle définit pour s << {3 une fonction bien déterminée de M

et de 5. Cette fonction vérifie l’équatibn (H) pour sTu<f.
Carona

X(M, 5) —[f(M,s; Q, )X (Q, u)dQ
— j\ff(M, 5; P, 3) ®(P)dP
~ [ronsi0, u)[f‘_f(Q,u; P,ﬁ)fb(P)dP]dQ
= f 'gf(M,s; P,6)— [ 100,5.Q,wf(Q, s Pg)dQ|@(P)aP=o.

De méme, on obtiendra la solution la plus générale de (H')
pour t > a, sous la forme

Y(P, c):ff(M, o; P, ¢) G(M) dM,

ot Y(M) est une fonction arbitraire de M.



CHAPITRE II.

CAS DE L'ESPACE A UNE DIMENSION.

7. L’équation fonctionnelle de Chapman-Kolmogoroff dans
un domaine illimité a une dimension. — Nous allons étudier, en
détail, des cas effectifs des solulions trés générales dans le cas
d’une seule dimension (v=1).

En employantles notations ordinaires , y et 5 au lieu de M,

P et Q l'équation fonctionnelle de Chapman-Kolmogoroff
s'écrit

() Sz 850, )= [f(x, s; 2, u) f(s, u;y, t)ds.

Conformément ala théorie générale, exposée dans le premier
Chapitre, nous cherchons comme solutions formelles de 1'équa-
tion (C) des solutions de la forme

{11) Sz, 550, I)ZZAH(:L', By, 1),

ne=0

ou les A, et B, forment un systéme biorthonormé sur V;ony
arrive en particulier en prenant

A,,(x, S) = an(s) (,Dn('x)’
Bn(_}/, t) = bll(t)(,oll(y)!

ou les ¢, forment un systéme orthonormé dans l'intervalle V,
c’est-a-dire que I’on ait

f(Pm(x) c?u(“") dxr = 8m,n
v
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et
v= [ 8@, 9 Bale, ) do = () bu(s);
d’ou
P . I
bn(S) —_— an(s) s
par suite
(12) fl@, s5 7, 0= zzgg%(w)%()')

n=—y

Un exemple de solution ayant été déja fourni dans le cas
ou V est un segment fini, nous allons chercher des exemples
de solutions dans le cas ot le domaine V d’intégration s’étend
a I'infini, soit dans les deux sens, soit dans un sens.

a. Cherchonsun systéme orthonormé simple sur (— = + ),
un tel systéme, entre autre, est comme nous le verrons plus
loin (p. 25).

42

2

¢ Tl (z) e TH,(z)

9u(2) = ——=x= —
\/2”n Wr VY

ot H,(x) est le n'* polynome d’'Hermite, défini par la rela-
tion (16) ci-dessus et ot on a posé y,— 2"n ! \/E.
Done

An(z, s)= ap(s)o,(r) = a,(s) 6_”&.1‘_),

I
Vin
(4) .

52
NN L1 oe THL(y)
\ bn(‘)r, t) - bn(t)wn(}) — m‘ T

par conséquent (12) devient

22

an(S) 6’—? lln(x) e—>?flll(y>
an(t) VYn \/ﬂ

(13) fla, siy =3

n==0

= e-“—'ﬁjyi i an(s) H"(w) H"(”T) .

an(t) Y

n=0
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b. Comme nous verrons dans la suite (p. 34) le sysliéme

X

1\‘_; N x
Yooy = ) TR @) (o, 1,3, e 2> 1)

[ (n-+a-+1)

est un systéme orthonormé sur (0, +), et L'* () est le n**
polynome de Laguerre qui sera défini par la suite (p. 30).
Nous avons donc

-
TR e,

I‘f_-’(n 1)
-

n+o+1)

Lig (#),

e

Az, s) = a,($)YP () = au(s)
(B)

o

20 (y);

X
B

1
3 T(n+1)

an(t) I‘%(n 4 a—41)

e

B.(y, 6)=10.(¢) u];‘,f‘)(y):

par suite, la relation (12) devient

W) fesno=Y o (@) Yy

n=0

Ty () Li® () Liw
—¢ T (ay)? Za ((;; (“))n )

n=0

avec
T'(n+oa-+1)

do== T(n+1)

Dans la suite, nous aurons besoin de quelques propriétés des
polynomes d'Hermite et de ceux de Laguerre, par conséquent,
nous allons les rappeler sommairement.

RAPPEL DE QUELQUES PROPRIETES
DES POLYNOMES D’HERMITE ET DE CEUX DE LAGUERRE.

8. Les polynomes d'Hermite & une variable. — Hermite [1]
a introduit une famille de polynomes & une variable qu'il définit
comme les coefficients des puissances successives de « dans le
développement de la fonction e**—* (dite la fonction généra-
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trice d’Hermite)

4 2ax—n% — 8 ar
(1) e _EmHn(x)

n=0

pour z quelconque dans (—ec ) et |a| < oo.
Hermite a montré que le polynome H,(x) s’exprime d'une
maniére élégante par la dérivée n'*™ de la fonctiou e

(16) H.(2)=(— 1)’16“5%—(6—‘“).

xll
De cette derniére relation on tire
(17) Hy(— x) =(—1)"Hy(2).

On voit que les polynomes H, () sont pairs ou impairs sui-
vant que l'indice n est pair ou impair.
Certains auteurs ont considéré les polynomes d’Hermite

22

2

H,(x), avec le poids e ® , définis par

Zodn [ —Z)
! e n 2 2 °
(16") Hy(z)=(—1)"e g <e )

9. Formules de récurrence et équation difiérentielle des
polynomes H,(x). — I[.’'une des propriérés remarquables des
polynomes H,(x) est que la suite de polynomes H,(x) forme
une sutte harmonique, au sens de Niels Nielsen [1], c’est-a-dire
que la dérivée de 'un d’eux est égale au polynome antécédent
multiplié par un facteur constant.

En effet, en dérivant la fonction génératrice (15) par rapport
ax, puis en remplagant dans le premier membre I’exponentielle
par son développement, on obtient la relation

(18) Cile—;@ =2nH,, (=), n=i1,2,3, ....

Ea dérivant la fonction génératrice (15) par rapport au para-
meétre a, et en identifiant dans les deux membres le coefficient
de "', on obtient une relation de récurrence liant trois poly-



nomes consécutifs H,, H,_, et H, ,
(19) Hp(z)—2a2H,_(z)+2(n—1)Hey(z)=0 (n=2,3, ...).

Niels Nielsen [1]a démontré que laseule suile de polynomes,
vérifiant simultanément ’équation fonctionnelle (18) et 1’équa-
tion aux différences finies (1g), était la suite des polynomes
d’Hermite, de sorte que I’ensemble des deux relations (18) et
(19) est caractéristique des polynomes d’Hermite.

Connaissant les polynomes H; =1, H, =2 la relation (19)
nous donne, de proche en proche, les polynomes H,, ...,
H,, ..., et I'on obtient aisément l’expression générale du
polynome H, ()

n(n—ri)

Hn(x) - (gx)”v_ _I_._——_2. (2x)iz—2+ ..
ou
(20) Iln(x) = Z (— I)l‘ r([{ — I) }’Z:_:)Zh — 1) (2‘ZA)1L-‘QI\‘
K—=o0

Donc H,(«) est un polynome de degré n qui ne contient que
des termes de méme parité que z".
En remplacant dans la relation (19) les polynomes H,_, (x)
et H, ,(x) par les expressions équivalentes
H,(x) . HY, (a)

2n hr(n—1)

On voit que le polynome H, vérifie I'équation différentielle
du second ordre et homogéne

(21)  Hj(x) — 22l (z) +2nH,(x)=0 (n=o,1,2,...).

Dans la formule (13) figurent des fonctions

a2

(22) Da(z)=e H,(x),

de telles fonctions sont appelées souvent sous le nom de fonc-
tions du cylindre parabolique, elles s’introduisent dans I'inté-
gration de I'équation de Laplace AU =o (cas de 'espace a
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trois dimensions) dans le systéme des coordonnées paraboles
homo focales.

L’équation différentielle (21) se ramene, en introduisant la
fonction du cylindre parabolique, définie par (22), 4 la forme
réduite
(23) Di(x)+[(2n+1)— 2] Dp(x) =o,

c¢’est I'équation d'Hermite ou de Weber.
Par suite les fonctions
¢ THL(2) _ Du(a)

g ()= L2 L
\'7/n \/n

satisfont a I’équation différentielle d’Hermite

(23 bis) on(x) +[(2n+1)— 2|0, (xr) =o.

10. Orthogonalité des polynomes H, (x). — Hermite a étabhi
pour ses polynomes H, () une propriété d’orthogonalité

+w
(2%) f eI, (2) N (2) dr =o, avec mz“n

et

=
(25) J e~ U2 (2)dz=o"n'\ T, avec m=—n
pour m,n=0,1,2,....

En tenant compte de ces relations on peut voir facilement
que les fonctions D,(x) forment un systéme orthogonal sur
(— o2, 4+ ).

La relation (25) nous permet de trouver le facteur v, pour
normaliser les fonctions ¢,(x).

Ceci étant, rappelons que la suite

Ql)(x): (?1(1'); RS Q’I(x)‘

est une suite illimitée de fonctions qui forme un systéme ortho-
normé ct complet (ou fermé) sur (— =, -+ ), ¢’est-a-dire que :

a. Les fonctions o¢,(x) sont de carrés intégrables sur
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(— %, + =), en d'autres termes

[ oamyan

—®

est finie;

b. Ona
-
f G‘)m(x)Qn(fl:) dx:sm_n;

c. Le systéme de fonctions ¢,(x) est complet (*) sur (— o,
—+ @), c’est-a-dire que pour toute fonction F(x) de carré som-
mable sur (— o, + ), on a I’égalité de Parséval

f P (@) dz =Y C3

i=0
avec

C,-:f F(x)¢;(z)dx.

Remarquons que (*) 'intégralité bien connue

(26) 1, (2) = O fﬂ]

L Ve |
est valable pour x quelconque dans (—x, 4-); cela veut
dire que

n,
(27) 'TLE)— < K,

et\/arn!

’1\/’—1‘

- ot K est une constante indépendante de , sa valeur est calculée
par C. V. L. Charlier [1], a, p. 52, b, p. 57,

K ==1,086435,

on voit méme qu’elle est indépendante de n.

(*) On trouvera des indications sur ce point dans le livee de G. Vitant
et G. Satsone [1], p. 25, 211.
(*) Voir E. Kocserraanrz (1], p. 140 et M. Jacos [ 1], p. 6.
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Observons enfin que F. G. Mehler |1} a trouvé la relation

L _0 o2 0y

l'n,(sl/)]l/t(]) e 1—0
28 —~ nn— —® z 5 )
(29 Z 20\ VE(l— 7%) (8, 5, 9)

n=0

ot |0 <r.

11. Les polynomes d'Hermite & deux variables. — Les poly-
nomes H,(x) sont définis par le développement

-
=9 =l — -0 v v
i
n=0

]L n
n!

H,(z),
ot o(x) est une forme quadratique & une variable
o(x)=u«’.

Introduisons la forme quadratique a deux variables

o(.))=u?+)*
définie et positive.
L’invariant ou plutét le discriminant de o(x, y) est

A—=1>o0.

Sil'on prend le développement de I'exponentielle

—o r—l, v —/
e—9 Tl ,

selon les puissances des constantes / et £ (arbitraires) comme
fonction génératrice de polynomes a deux variables, qu’on
désigne (d’aprés Hermite) par le symbole H,, ,,(z, ¥),

mofn
(39) e ==/ memv Y 2 h t Hm,n('ﬁ7 .})

m' nl
avec
o(x, ) )= 1+ 1%

Sil'on applique la formule de Taylor & (29) on aura

71

3 ]Illl n 1 —_—={— mn ol )
(30) (« 2 ) (—r1) e T d) _

[e—(-r +v“)].
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analogue a

(16) H, (z) =(— 1)11(3"""%(8‘”2),

La forme o(z, y) est identique & son adjointe (') par consé-
quent H,, (2, y) se confond avec son polynome adjoint, au
sens d’Hermite, et H,, ,(x, y) dégénére en un produit des
polynomes H & une variable

(31) o (z, ) = Hu(2) Hy(y).

En se reportant au (31) on voit que, quand I'un des indices
est nul, H,, ,.(z, y) s’exprime simplement par un polynome H
a une variable

Hm_.n<'z" J) - H,,L(.Z'), car HO(,}’) =1,
Hon (2, y)=H, (¥), car H,(z)=1.

12. Orthogonalité des polynomes H,, ,(z, ). — La propriété
d’orthogonalité des polynomes H,(«) s’étend aux polynomes
H,. .(z, ) par un raisonnement facile on peut démontrer que

i + =
[ Jf e~ HE (2, ¥y)drdy =2 "m!nlrT.

—w

D’une facon générale I'intégrale

- + = .
/ f e N, A (2, ¥) H,,, (2, y)dz dy

—_—=

est nulle tant que I'on n’a pas a la fois
m=np, n=—ygq.

Il est bon de remarquer qu’en général le polynome H,, ,.(x,y)
vérifie un systéme de deux équations aux dérivées partielles du
second ordre données par Hermite, mais grace a la forme par-
ticuliéve de la forme quadratique ¢ (x, y) = 2* + y*, lesysiéme
d’équations aux dérivées partielles du second ordre dégénére a

(") Voir Ileraire (1]; Aveei et Kamrei pE Frrier (1], p. 363 et suiv.
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un systéme d’équations différentielles linéaires du second ordre
et homogénes

( 02 IIm'n(.’ZI. :}') . Z‘T()Hm,n(xy .)’)

~-2m llm n(f, )) =0,

(32) da? dx o
92 {
o2 IInLn Z, Y ()Hm al\Z, Y
()).(: 2)_ 2) ’()ﬁ’ ) 4+ 2n Hpa(z, ) =o.

Tandis que ces deux équations contiennent séparément les
indices m, n I'équation obtenue en faisant la somme

0* lInl,ll(‘T) ,}') i 02 I‘Im,n(x~ )/)
ox? ! dy?

dan n(x) y)
-2 [9& ox

(33)

ol n(.x, )
-+ dy

—+ z(m —+ ’l) Hm,n(‘Ta .)) =0,

ne dépend que du degré (m—+-n) de ce polynome, I’équation (32)
est donc vérifiée par les polynomes H,, ,,(z, y)d’'undegré (m—n)
donné.

Si l'on considére seulement la premiére équation de (32),

(29") 2 H":;;(;l" Y) zde"l ZE:’ 2) +2mHpa(z, y) =0,

elle est vérifiée par

Hy(2) ¢ ().

Si 'on substitue cette solution dans la deuxiéme équation
de (29), on voit que

() =Ha(y),
de fagon que

Hpn(2) Ha() = Hma(2, )

est une intégrale du systéme (32) et par suite de (33).
Si nous posons

v? 492
-

Dm,n(x,y) —_=e - H,,,,,L(x, )’),

et si nous substituons D, ,(x,y) dans le systéme (32), nous



aurons
o? Dnz,n
ox?
()2 D)I).,7l
dy?

“+ [(2m—+1)—2*]1D,,,=o,
(32")

-+ [(')"1 -+ 1) ——)/z] DnL,n,: 0O.

En faisant la somme on a

7 o? Dm.n 0? Dm,u . 2 2 .
(33) S e +l2(m+n—+1)—(2*+ )] D =o0.

On peut montrer, comme précédemment, que

Ra P

(34) Dun(z,y)=¢ * Hupula,y)

x )2

=e¢ THu(x)e * Hi(y)=Du(2)Da(y)
est une intégrale du systéme (32') et de ’équation (33').

3. Les polynomes de Laguerre. — On définit les polynomes
de Laguerre comme les coefficients des puissances de s dans le

zy

développement de la fonction génératrice (1 — z)™*e '~

(35)  (—a)yerve =3 L(a) stk 3 L (2) &

n=0 n=1

pour x quelconque dans (o, + ) et |z|<1; on trouve que
(36) (=o)L

n
xn (e+n)(a+n—1)...(x+n—m-+r1)
5B

— ‘xll—lll‘
m!(n—m)!
m=1
ou encore
n
T+ n-+1) .
36/ — 1) L(ot) @ :Z __\m pn—ne
(367 (—nr L (@) (=1 mi(n—m!T(a+n—m-+1)

m=0

(n=1,2,3,...),

ou I'(«) indique la fonction Gamma, appelée aussi intégrale
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eulérienne de seconde espéce, définie par
't
1‘(7):f = e~ du,
)
pour # > 0.

Pourz =o,0n a

(v4+n)(a+n—i1)(a+n—2)...(x+1)
n' -

(37) L} ()= A,
ot Al est le coefficient de z" dans le développement de binome
(1~—35)" >,

La relation (36’) nous permet de trouver (') 'expression
diftérentielle des polynomes Li¥ ()

n

(38) L,‘,’"(x):‘%%(w”*“e—t) (n=1,2,3,...).
Sil'on pose

(39) S P

on awura

(o) (=2 R =[(a 1) (1—2) — 2],

En dérivant la relation (35) par rapport au paramétre z et
en identifiant dans les deux membres, en tenant compte des
relations (39) et (40), le coefficient de 5", on aura

(4r) (n+1)LiH (z)— (2n+a+1—2)Li¥(2) + (n+a) LI¥, () =0
(n=o0,1,2,...).

en convenant que

L (z)=o.
Comme
L@ (z)=1
et
_ Ly = 2 ),

1 1!

(!) On consultera surtout pour tout ce qui concerne les polynomes de
Laguerre le livre de G. Virawr et G. Sansone [1] (p. 183-242); de
Lacuerre (1] ainsi que les trois memoires (1], [2], [3], de E. KoeBETLIANTZ.
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la relation récurrente (41) permet de calculer de proche en
proche les polynomes L*(x).

14. Relations difiérentielles entre les polynomes L (z). —
a. En dérivant la relation (36') par rapport a z, on a

) (e

7n—1i

:v (___ l)/n 1‘(0 +n— I)L) zu—m—-l
do n!l(n--m—1T(a+n—m)

m=0

et aussl

d
(==t 2L, ()

n—2
e y (__ 1)'” F( i n) qr-m—=2,
e ml{n—m-—2) (a+n—m)

=)

Si 'on somme ces deux relations, on aura

{(— I)’L (, [L‘M(l’) — L u—l (J’)]

= > (=1 P(a + 1) =1
mliin m YT (s ) ’

1j.a o+ 7 — i)

=l
c’est-a-dire

63 TR ()= T LE o) —Lp@)] =0, 1,2...).

b. Remarquons que le second membre de (42) représente

(——I)" lfq"di ’
on a donc

64 FUR@ =g (me,n, ..,

par suite, nous voyons que la suite des polynomes de Laguerre
Li¥ () ne forme pas une « suite harmonique », au sens de Niel

Nielsen (p. 23).

c. Dérivons ’expression (41) par rapport & x et tenons
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compte de relation (43), on a

(45) 2 Lp(@) = nL(@) — (n + @) L, (2).

Les deux relations (43) et (45) nous donnent
(46) (n+a) ;, Li# (=nL*(z)+(n+a—x) T Li® (2).

Ea dérivant (45) par rapport 4 x et en remplagant
n—+o )—L“"’ a) par sa valeur tirée de (46) on aura I’équa-
P

tion différentielle des polynomes L% (x)

G LM oy ) 2y =,
(n=o0,1,2, ...)
ou encore
(Oﬂ
(48) d_d;z—; [xa-H e dL (-T)J + ne=T2*L{®¥ (2) = o.

15. Orthogonalité des polynomes L{*' (). — La relation (48)
nous permet de démontrer les deux relations suivantes :

%
(49) f e~ L) () LY () dar = o
1]

(m=n;a>—1)
et

e T(rn+a+1)
— o [ T,(0) Sy — N T T Ala)
(50) [ e~*x* [ Li¥ (2) P de = INCI) = AT (e +1)

(e>—1,n==0,1,2...).
Cette derniére relation nous permet de trouver le facteur

L(n4-a-+1)

ho== I'(n+1)

pour normaliser les fonctions {!*'(2) que nous avons intro-
duites (p. 22).
Ceci étant, rappelons que la suite illimitée de fonctions

Y (2), W), ..., (),

THESE GHAFFARI 3
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L
I'Z(n+1) ¢ i L ()

VB ()= —
T (n + o +1)

forme un systéme orthonormé et complet (ou fermé) sur (o, -+ ),
c’est-a-dire que

a. Les fonctions /¥(x)sont de carrésintégrables sur (o, -+ ),
ou ce qui revient au méme

+w
[ @y
0
est finie;

b. Ona
+ %
f L(’%) (x) L(/?) (.Z') dz— 8m,n3
1}

c. Lesystéme de fonctions L{(x) est complet (*) sur (o, + ),
c’est-a-dire que, pour toute fonction G(x) de carré sommable
sur (0, + ), on a la relation de fermeture

+ 3 *
f G2 (z) (lx:ZC}-’-
0 j=0

avec
+@»
c,-:f G (2) U () da.
Yo

Récemment E. Kogbetliantz [1], (p. 149-158); a démontré
I'inégalité

(51) L <x>=0[ W_c (g)%—l‘],

qui est valable pour toute valeur de « et quel que soit @

() Voir G. Viravut et G, Saxsoxe [1], p. 210.
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dans (o, + ). On voit de méme que

Lo
(32) i) o,

e?

=G

ou T est une constante indépendante de x.
Remarquons enfin que, d’aprés E. Kogbetliantz [3], p. 113
on a

(53) 2 r(n('f—:il)L‘fz’"W) L () 6"

: ¥
_(bay) * M L a(bay)?
T1—08 * i—6 |

s
. 200zy)? s
en posant 5 = ——=;~ le symbole I.(z) désigne comme tou-
jours la fonction de Bessel
I, (3) =% J4(i5), avec i—\—1

ou encore, d’aprés une propriété des fonctions de Bessel (*),
, aap P

- (I >oc+2n
T i 2"
(54) L(z)=i"Ja(iz) = E TRCETIN
n==>0
ot z est positif et a est un entier.
Si nous prenons, en particulier, pour o des entiers positifs

ou nuls, auquel cas correspondrait
La(s) =1a(2),
on voit d’aprés (54) que le premier membre de (53) sera bien

positif.

16. Sommabilité des séries d'Hermite et de celles de
Laguerre. — Dans les chapitres qui vont suivre nous rencon-

(') Voir E.-T. Warrraker and G. N. Warson [1], Chap. XVII,
p- 372-373.
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trerons des séries dites des séries-noyaux telles que

< Ha(2) Hu(y) ,
(H) nzzz 2"1;!\/1? (Z72)
et
W S LU eien) @y as—,

et T (12 + ot 4 1)

n==0

relatives aux systémes de polynomes d’Hermite H,(x) et de
ceux de Laguerre L'”(x) dont les premiers sont orthogonaux
avec le poids e=** dans I'intervalle ( — o0, +0) et les deuxiémes
avec le poids x*¢~* dans lintervalle (o, +w), en suppo-
sant & >—1.

E. Kogbetliantz [2] a démontré que ces séries (H) et (L)
représentent zéro partout, pourvu que l'on ait x>£y. En
effet, bien qu’elles soit divergentes, elles sont néanmoins som-
mables par la méthode des moyennes arithmétiques et som-
mables avec une somme nulle

5 Ha(@) Ha(y) ,
T z”n'\/n' ~e (27 )

n=0

(35)
et

(56) ZI‘(I‘(_,:_;_X:l)Lsg)(a’)LS?)()’)NO (.Z’#‘y,oc>__x)‘

n—o

Observons en passant que ’étude des séries-noyaux des diffé-
rents systémes orthogonaux a abouti jusqu’a maintenant au
méme résultat qui parait étre général, une série-noyau du
type (H) ou (L) représente zéro pour x £y, méme si elle
diverge, car elle est sommable par tel ou tel procédé de som-
mation réguliére avec une somme nulle.

Il serait extrémement important de former un systéme de
fonctions orthogonales tel que la série-noyau correspondante a
ce systéme soit sommable pour x>y, mais avec une somme
non nulle partout, car un tel systéme, s’il peut exister, présen-
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terait sirement des propriétés bien curieuses en ce qui concerne
les développements suivant les fonctions de ce systéme.

Remarquons enfin que, d’aprés le méme auteur, pour z =y
les séries-noyaux (H) et (L) divergent essentiellement c’est-
a-dire que

o [Ha(2)]
et -
T
(58) Zal‘(n(—?—jl‘)l) [LE (@)= co.

L’étude des différents systémes orthogonaux indique que
les séries-noyaux du type (H) et (L), généralement divergentes,
sont sommables pour xs£y avec une somme nulle, sauf
pour x =y quand elles divergent essentiellement.

——— Q ———



CHAPITRE I11.

SOLUTION DE L’EQUATION FONCTIONNELLE |
DE CHAPMAN-KOLMOGOROFF SOUS FORME DE SERIE
DE PRODTUITS DES POLYNOMES D'HERMITE.

17. Solution sous forme de série de fonctions du cylindre
parabolique. — En tenant compte de la relation (34),
f(x,s;y,t) se met sous la forme

(59) fla iy, 0=, ;:g;i Dn<w>yj>no'>,

n=0

ou D,(z) est une fonction du cylindre parabolique, définie
par (22).

Reprenons la relation
(12) f(‘z: S5, 0) :2 ZZE;; cP"(x)(P"(y):

n=0

ou le systéme ¢, est un systéme orthonormé et complet sur
(— o, + ).

En posant
a,(s)

G,L(S, t) = an([),

la série (12) s’écrit

(60) f(@, 5335 6) =" bals, 1)9u(@) pu(2)-

n=0

18. La convergence uniforme. — Avant d’aborder la ques-
tion de convergence uniforme de série (60) pour s < ¢, faisons
quelques remarques générales sur les fonctions a,(s).

Les fonctions a,(s) étant supposées toujours différentes de
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zéro [pour qu’on puisse former le rapportg—”—((%J » si 'on veut
n
se borner au cas simple ol elles sont continues, ces fonctions
seront d’'un méme signe constant. Et comme la série (60) ne
change pas en remplacant les a,(s) par — a,(s) on pourra sup-
poser que toutes les fonctions a,(s) sont constamment positives.
Puisque nous cherchons seulement un exemple, nous nous

contentons de prendre le cas ou

(61) (s, 0= S = (605, )
avec

/ _a(s)
(62) j(S, t)—m)

quel que soit n, et en supposant les fonctions a(s) positives et
constamment croissantes.

En tenant compte de ces considérations la série (60) devient

(63)  f(@ 830, )=, 6%(s, )ou(2@)9u(5)

n=0

J’T‘*Z’ 'a(s)]n H,(z)H,(y)
= e 2 —
a(t) ann /7
n=»0
24

N < [a(5)7" Bu(@) Ha(y)
=2 [E ] e,

Occupons-nous maintenant de la convergence uniforme de
la série (63) pour s < ¢, puisque c’est ce cas qui se présente
dans le probléme des probabilités en chaine.

Comme a(s) est une fonction différente de zéro positive et
croissante on a

a(s)<<a(t) pour s<C¢.
Donc

par suite 6°(s, t) tend vers zéro lorsque n — oo.
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Cela étant, d’aprés les inégalités (26), (27) on a

!e 5 7 1,,() |< (‘/zf"

donc
x? 1
L on(2)| = | 2I;I( ) <K(z’;n!) n_%i
VYn n
ensuite
amnpl -1 K o
n(2) 0 <Kl—p ‘=" —
[ en(2)on(¥)] - 7 Vn
et
K on(s, ) _ K*
87 (s, Yop(z) o, z — 2 < s, ).
(s, )on(z) 9 7z Vn \/E(’)

La série 5 Xp=K

ST
géométrique de raison inférieure a l'unité, la série (63) est
absolument convergente. Comme 0(s,?) est indépendante
de z, y, la série (63) est normalement convergente, au sens
de R. Baire, quand s, ¢ restant fixes, et y varient arbi-
trairement.

20"(.9, ¢) étant une progression

En résumé, nous voyons que la sériec (63) est normalement
convergente, donc uniformément et absolument convergente
pour s, t fixes et s < t, x, y variant arbitrairement.

19. Conditions (P) et (T). — Comme le cas de s <¢ se pré-
sente en calcul des probabilités en chaine, voyons si la fonc-
tion f(x, s; y, t), représentée par la série (63), vérifie les
conditions (P), (T).

Pour se rendre compte que la fonction f(x, 53y, t) vérifie la

condition (P) pour s <¢, remarquons que, d’aprés la formule
de IF. G. Mehler [1], on a

_9*x‘—291y‘+0’31
=0 Hr () Ha(y)
8 (i 1] 5 ,6 :e—'—-__——._——_——-——- ——————’—'6"
(28) (7,9 VR —6?) Z 2nnl T
pour [8] <.

n=0
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4=

En multipliant les deux membres de (28) par ¢ * , on
aura
_('c°+wﬁ+0*‘1,“—20'u+0?1“) et o
e 3 _ PR _, 5 2 ll,l(w)H,Lﬁy)gu
VE (L —6) o amnlym ’
ou encore en prenant 6 =0(s, t)
02 ey 28 7) ot 2 H, H,(y
(64) e S MOy,
V(1 — 6%) ot a1
_ i
=f(zs;y. )=e * @¥(2,1,9)
avec
X 2 149
T T2 =0T a(—6?)
et
b
= 1— 42

Le premier membre de (64) est évidemment positif quelles
que soient les valeurs finies de « et y, par suite la fonction
Sf(2, 53y, t) est bien d’un signe constant et positif.

La série (63) est bien uniformément convergente et par suite

intégrable terme a terme, néanmoins elle ne vérifie pas la
condition (T').

Remarque. — Maintenant que la convergence de la série (63)
est établie, pour s<¢, observons que, d’aprés la facon dont
nous avons obtenu la fonction f(z, s5; y, t), sous la forme (13),
elle satisfait & I’équation fonctionnelle de Chapman-Kolmo-
goroff

Q) flz, 857, ) :f [z, 855, u) f(z, u; y. t)ds
pour s u< t.

Mais on peut s’assurer de ce fait par une vérification directe.
En effet, en substituant & £, au second membre de (C), son
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expression (13), on a

f [Za,l(s) = H,(a )W:Hn( )

—z

wlt

z2

X? . (3) ——H,(2) | ds
= oa/ U)\//' ’ “/)( )\/Y/J ! )J

n—w 22

T makd p== —TI] __i:H
= / 2 an(s)Z In(z) e "/(f)
-z n=o \/Y't a"(u)\ M
~ p=90

52 42

e TH,(z)e 2 H,(y)
, 4 ) Y ds.
> aple) \/Yp a,(t) \/Y P :

Nous avons déja démontré que les sériesE,Esous le signe f
n P
sont uniformément et absolument convergentes, par consé-
quent leur produitz est aussi uniformément et absolument
n,p
convergent. Admettons un instant que la sérieZsous le signef
n,
puisse étre intégrée terme a terme. Alors I'expression précé-
dente devient

N=— »
p=o» w7

by [ e T Ha(x) e 5 H,(z) Hp (3) e ¥ > H,(» )J
dd an(S) — an( ) Iz
=t Ve a0 Vi ad v

—w

n= r
n=z At

N @(s) € P Hu(r) a,(n) ¢ T H,y) e H,(s)H, (=)

= ) — — ds.
n=—Q a”(ll) \/'{n (6/,(t) \/Yl’ @ \/QI’IIY/’

pP=9

%3

Mais en tenant compte des relations (24 ), (25) 'expression
précédente s'écrit
» 2 )?

an(s) € TH,(x) e * W (y) )
2 an(?) \/% \/Y_n —f(x'; $305 1)

n=p={
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Nous voyons que la série intégrée est la série (13), par suite,
elle est uniformément et absolument convergente.
Reste a prouver que

(65) > :,j [

Or le théoréme relatif a 'intégration des séries cesse d’étre
exact lorsque le domaine d’intégration s’étend a l'infini. Mais
toutefois nous allons voir qu'on peut démontrer la rela-

tion (65).
Auparavant rappelons le lemme suivant (') :

Lemme. — Soit la série Zu, (). Supposons que u,(x) 2o pour
toutes les valeurs de n et de x et que

(66) f‘{ 2 u"(x)}f/x :2 \/: () da

pour toutes les valeurs de ¢ < b (ou pour toute valeur finie de c).
On a alors

(69) j{l‘b{Zun(ap)}dx:Z fab wy(x}ydx

[Olt

—+- -+ »
(67 a) f {2 u,l(x)}dxzz f w,(x) da,
dans le second cas] , pourvu qu’un membre de l'équation soit con-
vergent.
On peut laisser de coté la condition u,(x) > o si les séries
qui figurent dans (67) et (67 @) sont absolument convergentes.

Dans ces conditions on peut résumer la proposition précédente
de la maniére suivante :

Les résultats précédents restent vrais pour les fonctions u,(x)
de signe positif ou négatif, ou ayant les deux signes, pourcu

(*) Vour E. C. Tircivarsn [t], p. 43-45.



que U'une des expressions

fb {Zlun(x)!%dx, be | un(2) | dx
[ou

dans le second cas] soit convergente.

f+w{2!un(:c)\}dx, E/a‘_'_”{lln(m)‘dx

a

En appliquant ce lemme aux séries doubles nous obtenons
précisément le méme résultat.
Cela étant, nous avons vu que

w +»

forsinn=3, [

np=0 _°

est uniformément et absolument convergente, par conséquent
d’aprés le lemme qui précéde la relation (65) est bien prouvée.

20. Solution de carré doublement sommable. — Remarquons
que la fonction f(x, s; y, ), définie par (64), est de carré double-
ment sommable sur (— o, -+ oc) pour s < t, cela veut dire que
I'intégrale double

(68) IGs, t)zf“fmfﬂ(x, $; 5, t)dz dy

est finie pour s <z [la fonction I(s, #) étant bornée ou non].
En effet, nous avons vu que f(x, s; y, t) peut se mettre sous

la forme finie
e— *Hxt+y7) +28 vy

x, 8y, t)= =
Sz, 55, 8) N
avec
o 1462
CTah—)
0
ﬁ:I——-e?',
O(s,t):a—(i)<x.

a(t)
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On a donc
e— XM+ Y+ 2By
s . ty————F———
[ (@ 830, 0) n(i—5)
ou
1+ 62
RP—ool— ——
o o 1 — a:’
, 2§
=20 = )
ﬁ B I — 697

ensuite la relation (68) devient

- -+ »
I(s, t):f dxf Sfi(x, sy 0, t)dy

1 + + %
— —— e—o’.’z.‘c’ sz’ e—(“’“ﬂ—‘lﬁ’my)d
) f_ i y

—_—

ou encore

-+ » -+ w
I(s, t)ym(x—62) :[ e—*x dx/ e— =2y gy,

o — >

Mais
+ B
f e~(@y—2Ba) gy — \—/;E e,
24

donc

N I G et 7 m
I(s, ) m(x =)= ——,—f e * Tdr— = =m;

“ ). VA =Bt aym

par conséquent
I(s, ) (1 - ) =1

ou
1 =
(SJ t) I— 63
Comme
a(s
(s, t):a—ét; <1 pour s < ¢,
on a

I(s, Z)ZZ gn(s, t) = I—l i
n=o

Cette derniére relation nous montre que I(s, ¢) est finie pour
s < t.

ST ) e



CHAPITRE IV.

RETOUR AU PROBLEME DES PROBABILITES EN CHAINE.

21. Conditions supplémentaires. — Comme nous1’avons déja
indiqué f(x, s; y, t) représente la densité de probabilité, par
conséquent elle doit satisfaire 4 un certain nombre de conditions,
cités dans le premier Chapitre, que nous allons vérifier dans la
suite.

Nous avons démontré que f(x, s; ¥,1), définie par (63), est
une série uniformément et absolument convergente pour s, ¢
fixes et s < ¢, x et y variant arbitrairement.

Cela étant, voyons ce que devient la série (63) quand =+
et z £ y. Dans ce cas la série (63) se met sous la forme de la
série

(69) [z 5;7,9) :2 ou(®) @n(y) = e_ﬂ:y?z- mB .

ann!\m

n=0 n=90

Or nous avons vu (p. 36) que la série-noyau

»

(55) PR o (@)

2nnly\/z

n=—4e

représente zéro, étant sommable avec une somme nulle
pour x<y. Pour |z —y|2e la sommabilité de la série-

22432
2

noyau (55), multipliée par ¢
uniforme dans (— o, + ).

On en conclut que la série (69), étant divergente, est sommable,
uniformément dans (— o, + ), par la méthode des moyennes

arithmétiques avec la somme nulle partout, pourcu que ['on

c’est-a-dire la série (6g) est
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ait x =~ y. Donc

(70) flz,s50,8)=0  (xz#y).

I1 est important de signaler que la série-noyau (55) n’est pas
sommable par les procédés d’Euler et Borel a cause dela lenteur
d’oscillation de la suite de ses sommes partielles quand » croit.

Reste le cas ol on a & la fois =75 et x =y (cas qui doit étre
exclu dans les probabilités en chaine), dans ce cas la série (63)
se mettra sous la forme

H3(2)
2"12!\/1_:_

(71) flz,s;2,5) =N 9h(@) =" Y

n=0 n=—~=0

En tenant compte de la relation (57), on aura bien
(72) [z, s:2,8) =+ o,

par suite les deux conditions supplémentaires (6), (7) sont bien
satisfaites ainsi que la condition (P).

22, Limite quand le temps s'écoule. — Reprenons la série (63)
et étudions-la lorsque ¢ croit indéfiniment, a(r) étant positive et
croissante, on a deux cas a distinguer :

a(s)

a(t)

tend vers

1° a(¢) tend vers I'infini avec ¢, alors 6(s, 7) =
zéro.

Donc quand x, y, et s restant invariables, ¢ croit indéfini-
ment, on a en vertu de (63),

22412

(73) lim f(x,s;y,t):-—I:e L
I>t=n V’R

cette limite dépend de = et de y. La limite de probabilité
@ (x, 53 ¢, t) qui ne peut dépendre que de x, de ¢ et de s.

e

: I By e 2 3
(74)  lim w(z,s;0, t):‘:fe T dy = fe T dy
t>+w \/'n' o \/7? R

ne dépendra que de 1'état initial caractérisé par x. Nous sommes
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dans le cas non oscillatoire ('), puique & tend vers une limite,
au sens ordinaire du mot, quand ¢ - - .

2° Mais quand ¢ croit, a(¢) peut aussi tendre vers une limite
finie (positive), /, et c’est la scule alternative. Dans ce cas 0(s, ?)

a(s)

tendra en croissant vers la quantité a,(s) = —~ qui sera posi-

tive et inférieure a 1'unité, on aura donc
b

. .y — t?+“ : n n(.Z‘)Hn(})
(95) ,Sinif(%svﬁ,t)-—e Z[“ (5)] 2"n‘\/7r

n=0

cette limite et par suite la limite de probabilité @ dépendent
complétement de Pétat initial caractérisé par x et s. Nous sommes
encore dans le cas non oscillatoire.

23. Une solution particuliére. — Supposons que a(s) croisse
de zéro a4 + o quand s croit de — o a + o, on pourra poser

a(s)=eS,

S sera une variable croissant avec s. En posant

a(ty=eT
et

s=1h(8),

t=21(T),
Oon aura

§—eS-T,

Alors f(z, s; y, t) devient une fonction de la forme
F(x, S; y, T) et I'équation fonctionnelle de Chapman-
Kolmogoroff s’écrit

(€ F(.;r:,S;)',T):f F(z,8;5 U)F(5 Uy, T)ds,

quand on repére les époques s, ¢ par les nombres S et T.

(*) Voir M. Frecuer [5], p. 10.



Et la série (63) devient & son tour

(76) f(z, 857, O)=[[%1(8);5, N(T)]
“TEE N s Hn(2) Ha(9)
:F(.Z‘,S;)’,T):B = 26 8 L)W'

Seulement dans ce cas, quand ¢ «, on aura deux cas a
distinguer : ou bien T — o, ou bien T (restant négatif, ainsi
que S) tend vers zéro.

Il n’y a plus rien d’arbitraires dans F(z, S; y, T), définie
par (76), qut est une solution particuliére de I’équation fonction-
nelle de Chapman-Kolmogoroff (C’). On en déduit la solution la
plus générale

(77) Sz, 857, 8) =F [z, 5(s); 0, B(O)],

ot 3(s) = L a(s) est une fonction variant de — o 4+ « et qui
a part cela est arbitraire.

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE
AUXQUELLES SATISFONT LES SOLUTIONS
DE L’EQUATION DE CHAPMAN-KOLMOGOROFF.

24. Les équations aux dérivées partielles de A. Kolmogorofi.
— A. Kolmogoroff a montré [1] (p. 415-458); qu’en assujet-
tissant les solutions de 1’équation fonctionnelle de Chapman-
Kolmogoroff a certainesconditions trés générales (concernant
les ordres de grandeurs des moments), on obtient une classe de
solutions de I’équation de Chapman-Kolmogoroff qui satisfont
aux deux équations aux dérivées partielles de la forme

o
(78) B‘z(x, S)%f(‘l‘, $3¥s t)
a d
+A(w,s)dva(x,s;y, t) + Ef(x,s;y, t)y—o,

(79) B0 0f— A0 01— F =0,

THLSE GHAFFARI 4
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ou les fonctions A et B? sont définies par

May =limg [ (r=a)f(ey,ne+andy
=0 e«
(80) . .
Bi(a, ) =lim 5 [ (= 2)fie g, b M) dy

sous la condition que le rapport du moment d’ordre 3 de la
fonction f et du moment d’ordre 2 tende vers zéro pour
limt=o.

Remarque. — Nous allons montrer que : la solution de I’équa-
tion fonctionnelle de Chapman-Kolmogoroff que nous avons
donnée sous la _forme (63), n’appartient pas a la classe de solu-
tions considérée par A. Kolmogoroff.

En effet si elle lui appartenait, il y existerait deux fonc-
tions A, B telles que notre solution vérifie une équation du

type (78). Or en dérivant 'expression (63) de fon a

12 Ly2 r
df —e 2 Zn@n—l 0_6 M
Js < ds  orply/m

Il=0

v 2 n
;if — e Y @y — rH )R]
L4 2"nlym

n20 /

dzf a?492

d?:e— 3 2 2nn'\/_ H! (2} — 22 Hy (2) + (22— OH,(2) ] Ha(y).

Car les séries ohtenues en dérivant terme a terme la série (63)
sont uniformément convergentes quand x, y varient dans l'in-
tervalle (— o, 4 ) et gqnand, ¢ restant fixe, s reste dans un
intervalle borné et en outre s < ¢. En substituant dans 1'équa-
tion (78) on aurait

r’+y5

D Ha()

n>0

X{n % H,(z)+ 6 [A(H (#) — zH,(z))+ B*(H} ()

fn—1
~ 2z Hy(x) + (22— I)H,,(.'p))}} m =o.



Si pous désignons par U,.(=, 5, ¢) la quantité entre accolades
Dexpression précédente s’écrit

(80) T () { Unla, 9) )

n2o

"n'\/ﬂ:

La relation (81) ne peut avoir lieu pour toute valeur de y
entre — o et 4 o que si chacune des accolades est nulle, c¢’est-
a-dire pour chaque valeur de n, U, (x, s,¢) doit étre nulle; d’ou

299y () + A, (2)— aH,(z))

b s
+ B[ H), (z) — 22l (2) + (- ) H,(2)] =

ou en divisant par H,(x)
n 09 H,,( 1:)

,(x) RACD) s _
+ B l“”(x) 2 ””’(x)—k(x ——1)]_0

pourn=o0,1,2, ....

Cela n’est possible que si A(x, s) et B(«,s) sont identique-
ment nulles.

En effet, en faisant n = o dans la relation (82), on aura

(83) 2

et puis en faisant successivement, dans la mémerelation, n =1,

e 9 .
n=2et en ehmmantg %; entre les deux relations obtenues,

on aura

(84)

A w(x?-;l)(zxi—l)
B hat— x>+ 2

»-

—

qui différe du rapport (83), ce qui prouve bien que la rela-
tion (82) n’est compatible que si A(z, s), B(x, s) sont identi-
a(s)
a(?)

qui est contraire & I’hypothése que a(s) est une fonction posi-
tive et croissante.

quement nulles. Et alors § = —— serait indépendant de s, ce



~
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25. Equation aux dérivées partielles du second ordre a
laquelle satisfait la solution (63). — D’aprés A. Kolmogoroff
toute fonction qui satisfait & 1’équation fonctionnelle de
Chapman-Kolmogoroff satisfait 4 une équation aux dérivées
partielles du second ordre.

Il est tout naturel de se demander qu’elle est ’équation aux
dérivées partielles du second ordre a laquelle satisfait notre
solution donnée sous la forme (63) ou (64).

F. G. Mehler [1] a montré que la fonction ®(x, y, 0),
définie par (64), satisfait & I'équation aux dérivées partielles
linéaires du second ordre suivante
7*P 0® o

-+ 26 —

(85) 7 v i

La relation (64) donne

a?--y?
(86) D(x, y,0)=e * flz, s;y,1¢),
ol
Z(_Q<[ our s<t
a(t) pout a=~

En dérivant expression (86) de ® on a

J’+}’
00 _ Eof

a4 T a5’

dd) . 71+1’ df

:, a +W2

dx- = Id = -,—?x—— (x*+ I)f].

En substituant dans I’équation (85), on aurait

e [3;f+263‘g+(1—x’)f]=0

ou encore

(87) daf+ 9—f~ (1—a*)f=o.
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a(s)
a(¢)

of _9f 09 _ df a'(s),
9s 09 0s 99 a(t)’

En remarquant que 6(s, )= »ona

d’ou
of _ a(¢) of
05 — d/(s) 0s
et
af _  a(s) df
290—9 __2—(1,(3) 75’

par suite I’équation (87) devient

a2
(88) gl (@533, 0+ 3 5 S fa s 5,0

+(I—x2)f(x:s;y1 t):O'

Nous voyons que, si I'on suppose t, y fixes, la fonc-
tion f(x, s;y, t) satisfait & I’équation aux dérivées partielles
du second ordre (88).

D’autre part, nous remarquons que, I’équation aux dérivées
partielles du second ordre (88) a laquelle satisfait notre solu-
tion (64) différe de I’équation (78) a laquelle satisfait la classe
de solutions considérée par A. Kolmogoroff.

26. Equation fonctionnelle de Smoluchowski. — Dans le cas
parliculier ou la fonction f(z, s; v, ?) ne dépend que de @, y et
de la différence ¢—s, I’équation fonctionnelle de Chapman-
Kolmogoroff se réduit a 1’équation fonctionnelle de Smolu-
chowski

N
() fwmﬂ+w:ijAwﬂ&%ﬂ%-

27. Cas de Bachelier. — L. Bachelier a trouvé (*) une solu-
tion particuliere qui entre dansla classe de solutions considérée
par A. Kolmogoroff, il a considéré le cas ou f(x,s;y,t)
dépend de s, z et de la différence y — x. Dans ce cas les fonctions

(') Math. Annalen, 104, 1931, p. 415-458.
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A(z, s), B(z, ) de I'équation (78) dépendent seulement de s

et de méme les fonctions A(y, t), B(y, t) de I'équation (79)
dépendent seulement de z.

Pour le cas particulier ou A(f)=o0, B(¢)=1, on ala solu-
tion non négative de (79) donnée par la formule de Laplace

I _ly—x2
=
e [ V),

(89) J(s 6y —w)=

pour s < ¢.
Cette solution satisfait aux deux conditions (P) et (T).

2VT(t—5)

e



CHAPITRE V.

SOLUTION DE L'EQUATION FONCTIONNELLE .
DE CHAPMAN-KOLMOGOROFF SOUS FORME DE SERIE
DE PRODUITS DES POLYNOMES DE LAGUERRE.

28. Convergence partout. — Reprenons la formule (14) du
deuxiéme chapitre

(16) J(@, 550, )= 2 0.5, ) Y U2 (3),

n=90
\

ou

Ou(s, £) = Z—%’

et ou la suite illimitée de fonctions

A
I’(n+1y -3 2
e *2°L{¥(x) (o0>—1,n=0,1,2, ...),

Y () =
T (n+ o —+1)

forme un systéme orthonormé et complet sur (o, -+ ).
En prenant
6u(s, £)=1[06(s, O)]",
avec

O(s, t)= -Z——((—‘;—; <1 pour s<C¢,

et en faisant les mémes hypothéses sur a(s) que dans le troi-
sitme chapitre f(z, s; y, t) s’écrira sous la forme de la série

~

(90) J(@, 5, y, 6)=267(s, )PP (2) YA ().

n=0

Occupons-nous maintenant de la convergence de cette série

pour s < ¢.
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En vertu des inégalités (51), (52) du deuxiéme chapitre,
nous aurons
|

wlR

& T %1
x2L‘,?”(x)l<V——n‘2 ;
X

d’ou

1

% (o @ 1

| (2) ] < = D) i

Va IP’(n+a—+1)
et

=

T2 I'(n—+1) a—
—
Vx} r(n'+‘0!—|—l)

| (=) ¢ () | <
par suite

T T(n-+1)
n (2 ()<
on (s, ) Y () o (y)<¢/;; T(n—+o-+1)
T2

< 5=
Vay

1
a—?
v 207(s, t)

1
P 6n(s, t);
car

T'(n-+1) T(n-+1) . 1
Frntarn) Trhanl(a+DAP AP (at1) ="

pour « entier positif ou nul, hypothése qui n’est pas incompa-
tible avec la condition o > —1.
ii est visibie que la série

—~ T2 at T2 «— 22—
(91) Y o==n" ==Y 2" g
27 Vo &

est convergenle pour s < et &, y variant arbitrairement dans
I'intervalle (e, 4 ), ¢ étant fixe et positif, par suite la série (go)
est absolument convergente dans le méme intervalle. De plus
nous allons voir que la série (go) est convergente partout
sur (0, +). En effet, nous venons de montrer que la série (go)
est absolument convergente sur (e, + ), cette convergence
subsiste lorsque ¢ tend vers zéro ou bien lorsque « et y varient
arbitrairement sur (o, + o). Il suffit pour le voir d’observer
que chaque terme de la série (go) contient x et y en facteur.

29. Unifornité de la convergence. — Il faut rechercher
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maintenant s’'il y a l'uniformité de la convergence de la
série (go) pour s<zet z, y variant arbitrairement sur (g, + ),
¢ étant fixe et positif. Pour cela revenons a la série (gr), nous
voyons qu’elle est convergente pour s < ¢ quelles que soient les
valeurs de x et y dans 'intervalle (¢ 4- o), ce qui nous montre
que la série (go) est absolument et uniformément convergente
pour s < t el &, y variant arbitrairement sur (e, -+ o).
En résumé nous voyons que :

1° La série (9o) est convergente partout sur (0, + o) pours,
t fixes et s < t.

2° La série (9o) est absolument et uniformément convergente
pour s, t fixes et s<t, x et y variant arbitrairement en restant
toute fots supérieurs @ un nombre positif fizxe ¢, € étant ausst petit
que l'on voudra.

En tenant compte de la convergence de la série (go)
sur (0, 4 o) et de sa convergence uniforme sur (¢, 4 <), on
peut verifier directement, d'une fagcon anologue au cas des
polynomes d’Hermite, que la fonction f(z,s;y,¢?), définie
par (90), satisfait bien & I’équation fonctionnelle de Chapman-
Kolmogoroff

+»

fla, s; 9, 8)= fla,si5,u) f(5,u; y,8)ds

pour s u < t.

30. Conditions relatives au probléme des probabilités en

chaine. — Nous avons vu (p. 35) que
r
(53) 3 o L (@) L ()

n-z0

!vl R
1|

3 O(x+7)
(GxY) e_ 1—0 I:x [2(9»’0)’) ]
1— 6 1— 4
( 6 x)/ ){;]0‘“"211

. 0(r+7) - [
— (01{}') e__lrﬂ_ 2 1— 8

n!(a+n)!

b

n—o0
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ou o est un entier quelconque, par conséquent on a

(92) J(®, 557, 0)=3, 6"(s, DU (@) (5)

n=0
z+y a ®
—— 3 F(n+-1)
— by 2 {o) (&) ( /) Qr
e (@) U T g oy i (£ L () 6
n=—0o
4 Ja+2n
« - | Gzr)?
g 2 _a0(r sy 1— 8
—i=5¢ 200 Z ni(ax+n)l

n=0

Sil’on prend pour o« des entiers positifs ou nuls, le dernier
membre et par suite f(z, s; y, ?) sera positif quels que soientx,
y dans (0, + o). Donc la fonction f(z, s;,?), définie par(go),
satisfait bien & la condition (P), pourvu qu’on prenne pour «
des entiers positifs ou nuls.

Voyons maintenant si les deux conditions supplémentaires (6)
et (7) sont aussi satisfaites. Pour cela, cherchons tout d’abord
ce que devient f(x, 53y, t) lorsque t =set z £ y. Or,

fa sz = T (et B Al

n==>0

Y(n+1)

{o0) (@) 3y
(n+oc+ )I‘l (‘Z)Fn (.}’/

mais nous savons déja (p. 36) que

S
56) Y e @R ()~ (@),

n=>0
par conséquent, il est bien évident que
(93) J(z, 550, 8)=o0,

pour les valeurs finies et positives de x, y; ce qui prouve que la
condition (6) est satisfaite.

Il nous reste & vérifier si la condition (7) est remplie. A cet
effet, nous allons chercher ce que devient f(x, s; y, £) lorsqu’on
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y fait simultanément t=setx=y. On a
. —_— Tt . I‘(n_‘—l) ( )
J(@, 53 @, ) =e a* Y, gt [T (2)

(n+a—+T1)

n=—=0

En tenant compte de la relation

T
(38) Zl(n(j—-:—lizl) [T (z)P=+ o,
on aura
(9[‘) f(-l‘, $5 &, S):+°°J

quelles que soient les valeurs finies et positives de x; ce qui
nous montre que la condition (7) est vérifiée.

En résumé, nous voyons que la fonction f(x, s; y, t), définie
par (9o), Verlﬁe les conditions (P), (6) el (7).

Etudions la fonction f(z, s; y, t), sous la forme (go),
lorsque ¢ croit indéfiniment. Comme cette étude se porte sur

le facteur (s, t) = E ;a elle sera analogue & celle relative aux

polynomes d’Hermite et nous aurons le méme résultat, c’est-a-
dire que lorsque ¢ croit indéfiniment la limite de probabi-
lité w(x, 530, 1)

lim w(xz, s; 9, t)

T
dépendra de ’état initial caractérisé par x et s, cela veut dire
que nous sommes dans le cas non osctllatoire.

On peat montrer, d'une maniére analogue au cas des poly-

nomes d’Hermite, que la solution de 'équation fonctionnelle
de Chapman-Kolmogoroff, que nous avons trouvée sous la

forme (go) ou (g2), n'appartient pas & la classe de solutions
considérée par A. Kolmogoroff.



CHAPITRE VL.

' AUTRE METHODE POUR RESOUDRE
L'EQUATION FONCTIONNELLE DE CHAPMAN-KOLMOGOROFF.

31. Solution sous forme d'une exponentielle. — Dans ce
chapitre, en nous placant dans le domaine (— «, + <), nous
allons essayer de trouver une solution de l'équation fonc-
tionnelle de Chapman-Kolmogoroff, indépendamment de la
méthode exposée dans le premier chapitre, sous la forme d’une
exponentielle.

A cet effet, nous cherchons une solution de la forme

(95) Fly s 3, 2) = A(s, £)e—laistinr b‘\.¢;l).r)'+c(.v,lu)‘i]’

les fonctions A(s, t), a(s, t), b(s, t) et c(s, t) sont définies de
facon que f(=x, s; y, t) vérifie les deux conditions

(P) [z, 83y, 8) >0
et
(T) f Sz, s; 0, 0)dy =1

de plus, elle doit satisfaire 4 I’équation de Chapman-Kolmo-
goroff

©  Smsiro=[ Jlnsis ]
pour s < u < t.

Nous commencgons d’abord par assujettir f(x, s; y, ¢) a la
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condition (T), on a

-+ »
f [z, sy, ) dy = A(s, t)e=enir?

+»
xf e—lels,t) y* -+ 20(s,t)xy] d)/‘
En posant
~ bx
vely + — =Y avec c>o,
on aura

+» A _av—lz’lg “+» _? _m:—l;zt5
/ f(;v,s;y,t)dy::/—;e ¢ /‘ e'Y’dY:\/‘EAe C

on a done

(T) [t sy ody=x
si
e(s, t) Ao,
0(57 t) > o,
(96) a(s, t)c(s, t) —b*(s, t) =o,
T
Vm““’ f=1
ou encore
c(s, t)%o,
c(s, t)>o,
a(s, t)>o,
(97)

b(s, t)==\/a(s, t)c(s, t),

As, g):\/c_(f%'.‘_)-

En tenant compte des conditions (97), f(z, s; ¥, t) s’écrit
de la facon suivante :

c(s, t) —la{s,0a=2a1s5,0c(s,0xy +c(s,2)y?]
(98)  fl=z,s;0,0) Z\/-—fr——)e

ki1

_ \/0(3, t) e— WVals,x e,y

Vs, t) e—[t(s,a).rivp,z)y]’

b

Jr
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ou I'on a posé
Vu(s, £)="U(s, 8),

199) ve(se )=VN(s, )

Donc f(x, s; y, t), écrite sous la forme (g8), vérifie bien les
deux conditions (P) et (T).

Cela étant, nous allons voir quelle est la forme des fonctions
U(s, t) et V(s, t) pour que la fonction f, écrite sous la forme

(98), satisfasse a I'équation (C). En substituant (98) dans (C),
on aura

(r00) _V(_s,;ﬁe_ U{s, 52V (5,0
VT

1

+
— ;/ Y (5’ u)e—[U(w,u)LI\(s,u)z]’X V(u’ t)e—[U(u l)"tV(u,[)\]’dz

—_—

7 -+
NGOV D s sy f e—(Bs=Cat) gz

TE —»
o \ (5, u! \ (u, /,) e%—[l o, W+ Ve la, vy
NG ’
ou I'on a posé
P N ‘\'2(51 w) 4+ U (u, t):B)

101 ) ]
ey U(s, u) Vis, )+ U(u, )V (x, )y =C.

La relation (100) nous donne tout d’abord

N, ) V(u, t)  V(s,u)V(u,t)

V(S, t) \/E _\/Vz(s‘u)—kUz(u,t)

ou encore
Nei(s, ) Vo (u, t) ,
(102) ——T(s’—t)‘—* g V (S. u)—l—U (u, t)
Et puis, en égalant dans la mémerelation, les exponentielles,
on aura les relations suivantes :
> > __ U(s, w) V2 (s, 1)
U (s, t):—:’U (s, u) Vols, u) o TPla, t)’
U(s, ) U(uw, 2) V(s, u) V(u, t)
Vi(s, u)+ U (u, t) ’
Uz, 1) V*(u, 1)
Vs, w)+ U (u, t)

U(s, &) Vs, t) ===

Vi(s, ) =V3(u, t) —



ou, en simplifiant,

U2(s, u) U (u, t)

(103) TG, ) = \V3(s, )+ U (u, t),

U(s, w , £) Vs, V(u, 2 2
(10g) £ A2 QLD LO DD s, 0) + UG, 0,
(105) VZ(”V‘fE;th()“’ D — Vs, u) - U(u, 0).

Nous remarquons que les deux relations (102) et (105) sont
les mémes.

En considérant les relations (103), (104) et (105), on a
U3 (s, «) U (u, t) Vo(s, u) V2(u, t)

Ui (s, t) V2 (s, )
U(s w)U(u, t)V(s, u)V(u,t)
UG, O V(s 0)
= V(s, u) + U(u, t).

(106)

Les deux premiers rapports de (106) nous donnent

U’(s, &) U(s, u) U%(u, t)
Vi(s, t) — Vi(s, u) Vi(u, t)’

(r07)

ou, en posant

(108) R(s, t)= SQE:’ i;’
(10g9) R(s, t)=R(s, u) R(x, t)

pour s < u < ¢. Nous sommes donc ramenés a résoudre |'équa-
tion fonctionnelle (109).

32. Solution continue la plus générale de l'équation fonc-
tionnelle R(s, ¢) = R(s, u) R(u, t). — La recherche des fonc-
tions U(s, ¢) et V(s, ) nous a conduit & résoudre 1'égquation
fonctionnelle (109). La solution la plus générale (continue ou
non, jamais nulle ou non, mais partéut finie) de !’équation
fonctwnnelle (109) a été donnee par M. Fréchet [6](p. 8 et 30);
nous allons donner un résumé cohcernant la solution continue
la plus générale de (109).

Nous laisserons de ©6té la solution continue évidente
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R(s, t)=o0. Rappelons que les solutions non nulles de (109)
sont de la forme

~—

(110) R(s, t):g(s

our § <t
gy P ’

ou g(s) et g(¢) sont toujours, par hypothése, finies et <o,
c’est d’ailleurs la solution jamais nulle de (109) la plus générale.

R(s, t) reste toujours positive, et du reste quand R(s, ) est
continue, non identiquement nulle et donnée g(z) sera posi-
tive et continue. Réciproquement, si g(z) est une fonction
toujours == o et donnée arbitrairement, alors pour que le
quotient R(s,2) = %% soit continu par rapportal’ensemble (s, t),
1l suffit évidemment et de plus, il faut que g(s) soit continue.
De plus g(s) étant continue et 3£ o garde un signe constant,
alors en écrivant, au besoin

— —8(s)
Rs, t)= —g(t)’
on pourra supposer que g(t) reste positive.

En résumé, toute solution continue R(s, z) de I’équation
fonciionnelie (109) ou bien est identiquement nuiie, ou bien
est constamment positive. Et la solution continue non identique-
ment nulle la plus générale de (109) est représentable sous la forme

8(s)
= 14
(110) R(s, t) o) pour s<{,
ou g(t) est une fonction continue positive arbitrairement choisie.
Cela étant, revenons aux équations (108) et (110) et rem-
plagons ¢ par u, elles deviennent

cette derniére relation nous donne

U(s, u) __ V3(s, u)

(112) G ERIO)
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par suite la relation (103) s’écrit

Us(s, w) U(w, 1) __ UP(s, u) g(u)
U0 g)

U, 1),

ou, en simplifiant,

2() gl . g
(113) Ui(s, 1) Ui}s,tt) S U oy

Si I'on pose

(114) o (s, t):%g—))T)»

(113) devient
o(s, t) =o(s, u)+o(u, 1)

ou encore
(I 15) e@s,t] — eP'S:u Bl ! :
en posant
(116) s, t) == et
b) B

la relation (115) s’écrit
(117) Y(s, ) =q(s, u)$(u, 1)
pour s < u <.

Nous savons déja, d’aprés (110), que si $(s, ) est continue,
elle est de la forme
h(s)
()

D’ou, en vertu des relations (114), (116) et (118) on a

(118) d(s, )=

(t19) o(s, ) =L{(s, ) =LA(s) — LA(t) =M, (s) — H () = UZ;%({J,—)»

ou l'on a posé
H,(s) =LA(s).

La relation (119) peut s’écrire

(120) U3(s, t)= HAser)H‘(t) = H(t;:i‘g)ﬂ(s) pour s<({,

TUESY GHAFFARI o




avec

Alors g(s) étant positive, on voit que H sera une fonction
croissante. En tenant compte de l'expression de U2(s, u),
donnée par (120), la relation (111) donne

s _ &)y, __ &(u)
(121) Vi(s, u)= 205) U2 (s, u)_m

Par conséquent, pour que la fonction f(x, s; y, t), écrite
sousla forme(g8), vérifie I'équation fonctionnelle de Chapman-
Kolmogoroft, il faut que les fonctions U(s, ¢) et V(s, ) soient
de la forme

re _ £(s)

s Uls = —Hg)’
(22) 5(0)

' V-(.S‘) f.): m.

En vertu des relations (122), la fonction fsécrit

T _VeGize—cvEmT
. _ v &(8) T H@—HeT
(123) [z, s; 9, t)_\/E mﬁ(t)~ﬁ(s)e
avec e —==1.
33. Autres conditions & réaliser. — Pour que la tonction f,

définie par (123), représente la densité de probabilité 1l faut
qu’elle vérifie, en plus des conditions (P), (T), les deux condi-
tions supplémentaires (6), (7). Pour cela, cherchons tout
d’abord ce que devient f(x, s; y, t), définie par (123), quand
x 7 y et t=s. 1l faut distinguer deux cas suivant les valeurs
de e =—+1.

Cas de = =+ 1. — Ein posant

A= WEG)z—vs@y ]
H(¢) —H(s)
[ s’écrit
Ve [u(e) —H(s)] A
(124) S, 557, 8) = — YL —_— —.
Ve [Ve(s)z — Vg (ox]




— 87 —
Or pour z#y et t=s, A devient infiniment grand, par

.. A . . A .
suite —; tend vers zéro, il en est de méme pour le premier fac-

teur, de facon que
(125) Sz, sy, 8)==0 pour z3y.

La relation (125) nous montre que, dans le cas o e =1,
la solution (123) vérifie bien la condition (6).
Cas de ¢ = — 1. — Dans ce cas f(x, s; ¥, t) s’écrit

6 O WEGhe+VEly]
' . H(7)—H(s) .
W8 Jmsnn=m \/Il(f)—l{(s)e

En prenant en particulier la valeur z = — y (puisque z £ y)
et en faisant ¢ — s, on a

_ [Vaisir+-vainy ? _ »lvEi ~vanl
lime WTO—RS  —lime W—fis)  —q
(> 1>+
et
. o(t
Iim =] ( ) =+ oo,

i>s H(t) — H{(s)

puisque g(s) est positive et différente de zéro.

D’ou
(127) J{x, 55—z, §) ==+ pour =z Fy.
Le cas de x =—y(e=—1) n'intervient pas dans le pro-

bléme des probabilités en chaine, et du reste la relation (127)
est incompatible avecla condition (6)ilfaut prendre seulement
le cas o0l e==- 1, par suite ’expression définitive de / est

: (Ve — Ve
(28)  flm 530 = /BT e

vV H(2) —H(s)

En prenant cette derniére expression de f nous allons mon-
trer qu’elle vérifie aussi la condition (7). A cet effet, cherchons
ce que devient f quand on a a la foils x=y et t=ys. Avec un
calcul, analogue au cas qui nous a conduit & la relation (127),



on peut voir que
{129) Jle, st wys)== +oo.

Donc f(x, s;y, t). définie par (128), satisfait 'aux deux
conditions (6), (7).

En définitive, nous avons pu former une solution f(x,s;y,?),
définie par (128), qui vérifie I’équation fonctionnelle de
Chapman-Kolmogoroff, et de plus elle satisfait aux conditions
(P), (T) (6) et (7), c’est-a-dire qu’elle satisfait a toutes les
conditions relatives au probléme des probabilités en chaine.

CoroLralRE. — [l est évident qu’en prenant, dans la solu-
tion (128), g(s) = g(t) =const., on aura une solution particu-
li¢re, et sil'on prend le cas particulier ol

&(s)=g(t)==const. = %‘ et H(s)=s,
on tombe sur la solution particuliére (89) de L. Bachelier.
De cette sorte, nous avons trouvé la solution la plus générale
de la forme (128) et nous avons vu qu’elle contient la solution
de L.. Bachelier comme un cas particulier.

34. La solution exponentielle n'appartient pas a la classe de
solutions considérée par A. Golmogoroff. — Voyons si notre
solution (128) appartient 4 la classe de solutions considérée par

A. Kolmogoroff.

En effet, si elle lui appartenait, il y aurait deux fonctions
A(x, s), B(x, s) telles que notre solution (128) vérifie une
équation du type

(78) Bt (2, $) o (2, 53 7, )

/] Jd
+ Az, s) o Sz, 859, 0)+ (—)_,‘g/(x' sy, t)=o.
Substituons la solution (128) dans ['équation (78); en posant

: . oA ,__—I—— g([) ) .
(130) j(«’l) S, t)w\/g\/m[‘(f,s,.y, /)
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avec
Faos o, t)y=e "1 50,
ol o
lve® e - veln I
K(a,s,0.6)= OES O ,
nous aurons
I YN »
(131) —-= 4&—[1’(+A\F§+BJF1 |

VEV T A(s)

F o g6 _
+r d‘s\/H(r)mn(s)““

ou encore

3 - L_‘. _&_ . L. 3 a4 ')
(132 = =\ S I K B K]

Lo 5(2) —
T VEosV ey —H(s)

9,
ce qui donne en simplifiant

[ o
(133) K, ' AK, = B (h, —Kz)=- —()—L\/—%\/ g8)

s TL(z) —TI(s)
1 0 /
—=— 5 S LIH() — H(5)]
L H(s)

> T(6) —H(s)

Calculons la quantité entre crochets, on a

‘[H(t)- H(sy e A [VEls) e —y 30 | /
‘ vels)y L
K, == | -+ lvg(s)‘b—\,g(t)yl"li’(s)\,

[H(¢) — H(s)]
K — () Vels)e —vig()y ]
= H(z) — 1 (s) ’
) lve)z —vs@)y |
[T () — T (] ’

25(s)
Nop— 277
A T RS

D]
| N—

ensuite en substituant K’ K, et K..dans(133) et en simplifiant,
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on aura

(134) [[H() —H(s)] g’ (s) +gls)H (s) —b4g*(s)B* | 2

— [(O)H'(s) — hgis)g (OB ]y —Ve(5)Vs(0)
{8'(s)
L&(s)
+2Ag(s) [H(z) —H(s)] 7 — 2Ag(s) Ve (2)
x [H{) — U ()]

x

[H(z) - H(s)]+21l'(s) —8g(s)B* L)

A %QBlg(s)[H(t)——H(sﬂ - é{ﬂ(z)-‘n(s)]z:o.

Cette relation doit avoir lieu quels que soient .x et y, on a
donc les identités suivantes :

G (5)Br=[H(/) — N(5)]"(s) + g(s) W (s),
hg(s) g(1)B*=g(£) H'(s),

8g(s)Bi= 2 H'(5) + il((:))m(t) (9]
aAg () [H(1) — R(s)|=o,

2Ay s ()Y () [H(¢) — H(s)] =0,

C2g()[U(2)  H(s)|B2=

é[H(t) —T(s)] W (s).
Comme [ H(z) — H(s)] £ 0 ainsi que g(s) et g(t), la qua-
triéme et cinqui¢me relations du systéme (135) nous donnent
\(x, 8) o
LLa deuxiéme et la derniére relations ne sont pas indépen-
dantes, elles se réduisent &
(s
bsis)

(136) B2(u, $)=B2(s)=

Pour que la premiére et la troisiéme relations donnent
pour B? le rapport (136) il faut que g’(s) =o, ce qui revient a
prendre

(137) £(8)=~Const.;

par suite, d’aprés ’équation fonctionnelle (109) et sa solution
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(110), on a aussi

(137") 2(t) = Const.

Par conséquent dans le cas particulier o g(s) et g(¢) se
réduisent 4 une méme constante, notre solution (128) appar-
tient & la classe de solutions considérée par A. Kolmogoroff;
mais, dans le cas général ot g(s) et g(t) sont deux fonctions con-
tinues et positives, notre solution (128) n’appartient pas a la classe
de solutions considérée par A. Kolmogoroff.

Dans le cas particulier ou g(s) = g(¢)= Const., 1'équa-
tion (78) s’écrit

(138)

La solution particuliére (89) de L. Bachelier correspond a

\ A(s)y=o,

B2(s) =1,

(139)

tandis que notre solution particuliére correspond a

A(sY=o,
(140) . W (s
| Bo="0
H'(s)

Remarquons que le rapport est bien positif, carlafonc-

s
tion H(s) est une fonction croissante, par suite H'(s) est posi-
tive et il en est de méme pour la constante g.






CONCLUSION.

Nous avons pu obtenir, dans les chapitres qui précédent, des
solutions trés générales de 'équation fonctionnelle de Chapman-
Kolmogoroff dans le cas d’'un domaine d’intégration illimité soit
dans les deux sens, soit dans un sens.

Tout d’abord, nous avons trouvé, en appliquant la premiére
méthode de M. Fréchet, comme solution de I’équation fonction-
nelle (C), la série (63) « normalement » convergente, au sens
de R. Baire. Nous avons montré qu’elle satisfait a I’équation
aux dérivées partielles linéaires du second ondre (88) et qu’elle
est de carré doublement sommable sur (— o, -+ o).

Ensuite, en nous plagant dans l'intervalle (o, ) et en
applquant la méme méthode, nous avons trouvé comme solu-
tion, la série (9o) qui est absolument convergente sur (o, -+ o)
limites comprises, et uniformément convergente sur (¢ + ),
¢ étant un nombre positif fixe aussi petit que I'on voudra.

Nous avons vu que les deux solutions (63) et (go) vérifientla
condition (P) ainsi que les deux conditions supplémentaires
(6) et (7), mais qu’elles ne satisfont pas a la condition (T). De
sorte que, les deux solutions (63) et (go) obtenues par cette
méthode satisfont bien & I’équation fonctionnelle de Chapman-
Kolmogoroff, mais elles ne vérifient pas toutes les conditions
du probléme des probabilités en chaine, 4 moins qu'on les
modifie d’une facon assez profonde.
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Par contre, la méthode que nous avons appliquée dans le
dernier chapitre nous fournit la solution (128) qui vérifie
’équation fonctionnelle de Chapman-Kolmogorof, et qui satis-

fait 4 toutes les conditions relatives aux probabilités en
chaine.

Nous avons montré que les trois solutions (63), (go) et (128)
sont distinctes de celles considérées par A. Kolmogoroff.
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