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SUR L’ADDITIVITE DES NOYAUX DE FREDHOLM

INTRODUCTION

Le mémoire fondamental de Frepmoru [I] (1) sur les
<4quations intégrales, qui portent aujourd’hui son nom, a
4té suivi immédiatement d'un trés grand nombre de tra-
vaux sur la méme question. Si l'on cherche d'un cdte &
-démontrer les théorémes de FreEDpHOLM pour des classes de
noyaux de plus en plus générales, on cherche aussi & appro-
fondir I’étude des noyaux dans les cas simples qui ont été
considérés au début.

Clest dans cette derniére direction qu'ont été orientés
les premiers travaux de MM. Premery, HeEvwoop, GOURSAT
et Liaresco.

MM. Goursar et Heywood ont eu le grand mérite de
montrer I'importance que joue la notion noyawx orthogonaux
-dans la théorie des équations de Frepmorm. Lorsqu’un
noyau A (M, P) peut se décomposer, par um moyen quel-
conque, dans la somme X (M, P)—H(M,P)-+ L (M, P)
de deux autres noyaux H (M, P) et L (M, P) orthogonaux
entre eux, MM. Goursar et Heywoop ont démontré que
-certaines propriétés de K (M, P), considéré comme noyau
de FrEpHOLM, peuvent se déduire d'une fagon trés simple
des propriétés correspondantes de H et de L. Ils ont ainsi
obtenu un ensemble de théorémes trés importants, qui
rendent de trés grands services dans 1’étude de 1'équation
-de F'rEDHOLM.

Dans ce travail (2), nous cherchons, précisément, & appro-

(1) Voir la liste bibliographique & la fin de ce mémoire.

(8) Une partie de ce mémoire a été resumé en deux Notes pré-
sentées & D’Académie des Sciences de Paris (C. R. séances du 14
Mai 1934 et du 24 Juin 1935).
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Do

fondir I'étude des décompositions de la forme K (M, P)=
—=H(M,P)+ L(M,P) en cherchant des relations simples
entre H et L, (autres que 'orthogonalité) pour lesquelles
se maintiennent les résultats les plus importants, trouvés-
par MM. Goursar et Heywoon.

Dans le chapitre I, nous généralisons la notion de
noyaux orthogonaux, en introduisant en particulier la
notion de moyaux hyprorthogonaux (n. 26), pour lesquels
nous démontrons un certain nombre de propriétés qui
nous montrent I'importance de cette notion dans le théorie-
des équations homogénes de F'rREDHOLM.

Dans le chapitre 11, nous étudions un cas particulier
de la notion d’ hypoorthogonahte en introduisant la motion
d’additivité de deux moyauxr IH et L. Nous disons que deux
noyaux /1 et L sont additifs si la résolvante de K =H - L
est égale & la somme des résolvantes de H et L et nous
avons déterminé les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’il en soit ainsi, & savoir

M [ HM,QI(QP)aQ+[, (M, QH(Q,PlIQ=0
(1) [f mm,Q1(Q R H(R, PYaQdR+
—1—HVL(M,Q)H(Q,R)L(R,P)deR:o

Cela nous montre immédiatement que si / et L sont ortho-
gonaux, ils sont aussi additifs, mais la notion d’additivité
est plus générale que celle d’orthogonalité.

Dans le chapitre ITI, nous étudions quelques propriétés
formelles des noyaux additifs. Nous avons trouvé de pro-
priétés appartenant aux noyaux orthogonaux, qui n’appar-

“tiennent par aux noyaux additifs, mais ces propriétés ne-
semblent pas trés importantes; au contraire, toutes les pro-
priétés des noyaux orthogonaux, qui jouent un rdle i impor-
tant dans la théorie des équations de F'rREpHOLM, se main-
tiennent pour les noyaux additifs; en particulier 'si Het L.
sont additifs le déterminant de Frepmoim de K= H 4| L,
est égal au produit des déterminants de Frrpmorm de-
H et de L.

Dans le chapitre IV nous indiquons quelques applica-
tions des noyaux additifs 4 la théorie des équations inté-
grales.



La notion d’additivité nous permet de mieux compren-
dre l'origine des propriétés les plus importantes des noyaux
orthogonaux et d’expliquer aussi le rbéle que ceux-ci jouent
dans la théorie des équations intégrales.

D’un autre coté, dans la théorie des équations non homo-
génes, la notion de noyaux additifs nous apparait comme
une condition nécessaire et suffisante dans la résolution
d'un certain probleme que nous ne précisons pas ici (Théo-
réme IT —n° 52

Dans le chapitre V, nous déterminons la forme du noyaun
L (M, P) le plus général additif & un noyau de rang fini,
qu'on peut toujours supposer écrit sous la forme biortho-
normale:

HQLP)= Y ai;Xi(})Y;(P)

hj=1

olt les X; et les ¥ forment un systéme de fonctions bior-
thonormé. Nous démontrons que L (M, P) peut s’écrire sous
la forme L(M P)=L,(M,P)+ £ (M, P), ou £ est le noyaun
le plus général orthogonal & H et L, le noyau le plus géné-
ral de la forme:

Lo(M,P)= Y bi;X;(}M) Y;(P)

ij=1

qui est additif & H. Nous introduisons la notion de matri-
ces additives et nous démontrons que: pour que H et L,
soient additifs, il faut et il suffit que les deux matrices 4 =
=||ai; || et B=||b;,; || soient additives.

Dans le chapitre VI, nous déterminons, dans certains
cas particuliers, utiles par la suite, la matrice B la plus
généralle additive & A.

Dans le chapitre VII, nous montrons d’abord que la
notion d’additivité est plus générale que celle d’orthogo-
nalité et ensuite qu’elle nous permet de généraliser et pré-
ciser la notion de noyau principal introduite par MM. Gour-
sAT et Hrywoop.

Dans le chapitre VIII, nous introduisons la notion de
noyaux réguliers, pour lesquels nous donnons une extension
d’un théordme connu dans le cas des noyaux HERMITIENS,
sur la convergence en double moyenne quadratique de la
série des noyaux principaux. Les noyaux HERMITIQUES et
normaux sont des cas particuliers des noyaux réguliers.
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CHAPITRE I

Préliminaires
§ 1 — Définitions

1. Une équation intégrale de FrEpHOLM est une équa-
tion de la forme:

(F)  XQN=f(M)+1[ KM QX(QaQ

ou: f (M) et K (M, P) sont des fonctions données sur le
domaine V, supposé mesurable, et X (M) la fonction a
déterminer; A est un paramétre auxiliaire.

On considére avec I'équation (F') 'équation associée:

(F) Y(P)=f(P)+ 1| Y(QK(QP)Q.

Si f (M)=0, sur V, les équations correspondantes
(H) XOn=1[, K(M,QX(QdQ

() Y(P)=1[, Y(Q)K(QP)dQ

seront appeldes des équations homogénes.

La théorie des équations intégrales de FrEpHOLM a
comme objectif: la détermination des solutions des équa-
tions (F), (F), (H) et (H), V’4tude de leurs propriétés
et des relations qui existent entre ces solutions.



Les hypothéses faites sur K (M, P) jouent un rdle
trés important dans cette théorie. Il faut remarquer que
ce ne sont pas les seules hypothéses importantes; par
exemple la nature des solutions admises y joue aussi
un role trés important. Voir & ce sujet un travail de
Urysony [1] ().

S'il parait qu’il est essentiel de faire des hypothéses
trés restrictives sur la nature des données et des solutions
admises pour établir I’existence et déterminer les solutions

des équations (F), (F), (H) et (H) il n’est pas essentiel de
faire ces hypothéses pour établir des propriétés des solu-
tions et des relations entre ces solutions, comme nous le
verrons.

Cela tient au caractére lindaire des équations en ques-
tion.

2. Nous dirons que ¢ est une constante caractéristique
pour le noyau K (M, P) si l'une au moins des équations

(1) X(My=cf E(M,QX(Q)Q
(2) Y(P)=cf, Y(QK(QP)aQ

a une solution effective, c'est-4-dire une solution non iden-
tiquement nulle sur V. Il est évident qu’'une solution effec-
tive ne peut pas &tre nulle presque partout sur V.

Nous ne savons pas si l'existence d'une solution effec-
tive de l'équation (1) entraine foujours l'existence d’au
moins une solution effective de 1'équation (2). Nous le
savons seulement dans un certain nombre de cas parti-
culiers, qui sont d’ailleurs trés importants dans les appli-
cations.

Nous allons fixer la terminologie de fagon & pouvoir
pistinguer le cas ol ’équation (1) a des solutions du cas
ol la méme propriété a lieu pour l'équation (2). Nous
dirons que ¢ est wne comstante cmacz‘eristique a droite de
K (M, P) sil'équation (1) a au moins une solution effec-
tive; les solutions de (1) seront alors appelées les solulions
a droite de K (M, P) relatives a c.

(1) Voir la liste bibliographique & la fin.



De méme nous dirons que c est une constante caractéris-
tique a gauche de K (M, P) si 1'équation (2) a au moins
wne solution effective; les solutions de (2) seront alors
appelées les solutions @ gauche de K (M, P) relatives & c.

D’aprés les définitions qui précédent, une constante
caractéristique de K (M, P) est une constante caracté-
vistique: soit & droite, soit & gauche, soit & droite et &
gauche de K (M, P).

3. Nous aurons & supposer dans la suite que ¢ est
une constante caractéristique de K (M, P). Nous ne nous
.occuperons pas, pour le moment, de savoir dans quels cas
-on peut affirmer que toute constante caractéristique de
K (M, P) est une constante caractéristique & droite et &
gauche de K (M, P); cela n’a aucune importance, du
reste, pour ce que nous allons dire dans ce chapitre, mais
.on peut au moins citer le cas évident ol le noyau est
symétrique et plus généralement les cas considerés dans
Ja théorie classique de FrepHOLM.

Quand nous supposerons que ¢ est une constante carac-
téristique de K (M, P), nous ne nous préoccuperons pas
de la méthode que nous permettrait de déterminer soit
-cette constante soit une solution & droite ou & gauche cor-
respondante.

Nous ne savons pas s’il peut arriver qu’une constante
-caractéristique & droite de K (M, P) ne soit pas une cons-
tante caractéristique & gauche de K (M, P); mais, méme
'l en était ainsi, tout ce que nous allons dire dans ce
«chapitre est encore valable.

4. Nous n'avons fait pour le moment aucune hypo-
thése sur le noyau K (M, P), défini sur V, ni sur la
nature des solutions admises, nous avons seulement dit
qu'on ne considére comme solutions effectives de (1) ou
«de (2) que les fonctions non identiquement nulles sur V.

Les foncticns X (M) et ¥ (P) qui figurent dans (1)
et (2) pourront é&tre par exemple des fonctions qui ne
soient pas sommables sur V.

Ceci est trés important parce qu’en général on a étudié
seulement les solutions de (1) et de (2) qui sont soit
sommables soit de carré sommable sur V.

Quand nous supposerons que ¢ est, par exemple, une
constante caractéristique & droite de K (M, P), nous
supposons en effet que K (M, P), V et ¢ sont tels qu'il



existe au moins une fonction X (M)=X; (), qui n'est
pas presque partout nulle sur V, telle que:

Xy (M)=e[, K(M,Q)X:(Q) Q.

Ceci suppose en particulier:

1.°—que V n’est pas de mesure nulle.

2.° — que pour au moins un ensemble de mesure posi-
tive de positions de M sar V, K (M, P) n’est pas presque
partout nul quand P varie sur V.

3.°—que le produit K (M, Q) X; (Q) est sommable sur
V, quel que soit M sur V. Dans ces conditions une solution
effective de (1) sera une solution de (1) qui n’est pas nulle
partout sur V.

Dans certaines questions il y a lieu de considérer ccmme équi-
valentes des fonctions Z (M) et T' (M) qui ne sont égales que presque-
partout (sur V), ce qu’on représente par la notation Z (M)~ T (M).
Dans ce cas il y aura lieu de considerer an lieu des équations (1) et-
(2) les équations:

) X(M>~chK(M, QX(QaQ

@) Y<P>~0fVY<Q>K(Q,P>dQ-

Ces équations exprimant que les équations (1) et (2) sont véri-
fiées sauf peut-étre pour un ensemble de mesure nulle de positions-
de M ot do P. Alors la condition 3.0 — précédente doit &étre remplacée-
par la condition suivante:

8. —1le produit K (M, @) Xy (@) est sommable sur V, sauf peut-
-étre pour un ensemble de mesure nulle de positions de M sur V,

Les solutions de (1') et (2’) ne sont déterminées que presque par-
tout sur V.

5. Nous dirons qu'une constante caractéristique ¢ de
K (M, P) est une constante fondamentale si au moins une
des solutions des deux équations (1) et (2) est une fonc-
tion sommable sur V; il y aura méme lieu de les supposer
de carré sommable sur V dans certains cas que nous spéci-
fierons.

Il peut arriver que ¢ soit une constante caractéristique-
de K (M, P) sans étre une constante fondamentale.

Feu UrysonN [1] a donné un exemple d’'un noyau de



VoLTERRA continu pour lequel ¢=1 est une constante carac-
téristique, & savoir:

1 1
— 1 1 ——
, ye< st o<y<ze **
K(.’,v,y)z 1
1
z si xe P <y<z<l1

Pour un tel noyau 1'équation:
v(2)=] K(z,5)¢(s)ds

a la solution non sommable

0 St x=0

r)=
#(@) —xl'— st o<ax<l1

or, d’aprés la théorie classique, un noyau de VOLTERRA
continu n’a pas de constante fondamentale c’est-a-dire:
Iéquation homogéne correspondante n’a aucune solution
qui soét sommable sur V (quel que soit ¢).

P. Urvysorn a donc donné un exemple d’'un noyau qui
n’a aucune constante fondamentale mais qui a au moins
une constante caractéristique.

Dans ce premier chapitre nous ne ferons aucune hypo-
thése sur la nature des solutions effectives admises sauf
cependant qu'elles donnent un sens aux équations (1) et (2)
[ou (1') et (2)], ce qui limite le champ de fonctions ot
I'on opére; mais il est clair que si Xj, Xp, ..., X, donnent
un sens aux équations (1) ou (1'), il en sera de méme de
toute combinaison linéaire o X;-tFag X4 ...+ X, &
coefficients constants.

Les résultats que nous allons établir seront valables.
dans tous les cas, en particulier si ’on fait des restrictions
sur la nature des solutions admises. Il suffit de remplacer-
dans les énoncés le mot «solution» auquel nous n’avons
imposé aucune restriction par une expression qu'indique
la nature des solutions (comme par exemple: <«solution
sommable sur V», «solution bornée sur V», «solution de
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-carré sommable sur V», etc...) pour avoir les énoncés
-correspondants aux cas particuliers.

On pourra s’assurer que nos raisonnements s’appliquent
-aux équations (1) et (2) comme aux équations (1) et (2).

6. Lemme I— Toute combinaison lindaire d coefficients
constants d'un nombre fini de solutions & droite (4 gauche)
de K (M, P) relatives & c, est encore une solulion & droite
(& gauche) de KX (M, P) relative ¢ c; c’est-a-dire si, X; (M),
Xo (M), ..., Xy (M) sont des solutions de (1) ou de
(1), alors:

n

2 o X; (M)

i=1

(o les «; sont indépendants de M) est encore une solution
de (1) ou de (1"). La démonstration est immédiate.

Les n solutions Xj, X,, ..., X, sont dites linéairement
indépendantes s’il n'existe aucune suite de coefficients o,
Uy, ..., Uy, non tous nuls, tels que & «; X; (M) soit nulle
partout sur V. Dans le cas ot les X; sont des solutions de
(1), on a:

n

Y aiXi(M)zova(M,Q)[i s Xi(Q) Q.

i=1 =1

Done si Xo; X; est nulle presque partout sur V, on
peut aussi affirmer que X «; X; =0 sur V et & fortiori réei-
proquement. On peut donc dans la définition précédente
substituer & «partouts, «presque partout> ce qui sera utile
pour le cas des équations (1") et (2').

7. Lemme IlI.— 8¢ Uéquation (F) [ou (F)| a pour
‘N =rc deux solutions linéairement distenctes, l'équation homo-
géne correspondante (1) [ou (2)] @ au moins une solution
effective. Lia démonstration est immédiate.

Lemme IIl.—La solution la plus générale de (F) [ow
de (F)] s'obtient en ajoutant & une solution particul'ére de

{F) lou de (F)] la solution la plus générale de U'équation
homogéne correspondante; donc si I’équation (1) ou (2) n’a
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aucune solution effective, 'équation (F) [ou (F)] ott h=g¢,
81 elle a une solution cette solution est unique.

8. Notations. — Pour simplifier 1’écriture nous allons
introduire des notations et des conventions que nous utili-
-serons tres souvent dans la suite.

Les noyaux de F'repHOLM seront le plus souvent repré-
-sentés par les lettres H, K et L.

Ainsi H=H (M, P). Les fonctions d’une variable,
M ou P, seront en général représentés par les derniéres
lettres de I'alphabet latin X, Y, Z, W. Etant donnés deux
noyaux de FreprOLM H et L opération

[, B, QL@ P)aQ

-s’appelle d’aprés M. Vourerra [1—pag. 179] composition
de deux éme espéce des deux fonctions H et L. Dans la suite
nous l'appellerons produit des deux noyaux H et L et nous
la représenterons par la notation symbolique:

HL=| H(MQL(QP)iQ.
Cette opération est associative, c'est-a-dire
(H(KL))=((HK)L)

ou les parenthéses ont le. méme sens que dans 1’Algébre
élémentaire.

Nous employerons aussi la notation [H, L] pour dési-
-gner le produit symbolique H L.

Nous poserons

H?—H H, H3=H H H etc.... donc, H?, H3,..., H*
sont les itérés successifs du noyau H (M, P), et nous
-supposerons que tous ces itérés existent quel que soit n.

Nous utiliserons eucore les notations symboliques:

[K,X)=], K(MQ)X(Q)aQ

[Y,K]=[ ¥(Q K (& P)dQ.
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§ 2 — Décomposition simple d’un noyau en une somme
de deux autres

9. Supposons que l'on ait décomposé le noyau X (M, P),
par un moyen quelconque, en une somme de deux autres.
noyaux H (M, P) et L (M, P) définis aussi sur V:

() K (M, P)= H(M, P)+ L(M, P)

une telle décomposition pourra nous étre utile dans ’étude-
du noyau K (M, P), si l'on peut déduire d'une fagon sim-
ple les propriétés de K (M, P) & partir des proprietés de
H et de L et §'il arrive encore qu’'un de ces deux noyaux.
soit plus simple & étudier que le noyau donné K.

Ce que nous venons de dire a un sens trés vague qu'il
faut essayer de préciser.

Nous voulons d’abord qu’on puisse «déduire d’une facon
simple les propriétés de K & partir de celles de H et de L.»

Il faut d'abord savoir quelles sont ces propriétés. Le
choix d'une certaine propriété ne s’impose pas & prioriy
mais comme nous nous occupons de 1’étude des constantes
caractéristiques nous pouvons, pour commencer, poser le
probléme de la facon suivante: «chercher & caractériser les.
décompositions d’'un noyau K, dans la somme de deux.
autres K= H- L, pour lesquelles on puisse affirmer que:

1.°— toute constante caractéristique de H ou de 1. est une
constante caractéristique de IK.

2.° — toute comstunte caractéristique de K est une coms-
tante caractéristique de Vun au moins des noyaux H et L.>

Dans ces conditions la recherche des constantes carac-
téristiques de K peut étre remplacée par la recherche des-
constantes caractéristiques de H et de L.

Pour que les deux conditions precedentes solent véri-
fides, la décomposition (§) ne peut pas étre quelconque;:
en effet:

10. Nous allons donner un exemple d’une decompos1-
tion de la forme (§) ol la conditon 2.°— indiquée précé-
dement n’est pas verifiée. Considérons un noyau K (M, P)
de rang fini, défini et continu par rapport & I’ensemble des-
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et supposons que ce noyau ait au moins
une constante caractéristique.

Divisons le carré (O, 1) en deux par-
ties complémentaires (1) et (2) et posons

K (M, P) sur (1)
0 sur (2)

“""Ill"" deux variables (M, P) dans le carré (0, 1)

H (M, P):%

0 sur (1)

L@, P):%K(M, P) sur (2)

Alors, nous aurons:
K(M,P)=H (M, P)+ L(M,P).

Les noyaux H et L sont des noyaux de VOLTERRA;
chacun d'eux étant borné, leurs résolvantes sont des
fonctions holomorphes dans tout le plan; donc, d'apres la
théorie classique, H et L n’ont pas de constantes caracté-
ristiques.

Comme par hypothése K (M, P) a au moins uue cons-
tante caractéristique, la deuxiéme condition du N° 9 n’est
Ppas vérifide.

Nous voyons en méme temps que la somme de deux
noyaux, dont chacun n’a aucune constante caractéristique,
peut avoir une ou plusieurs constantes caractéristiques.

11. Remarquons que les conditions 1° et 2° du n® 9
ne sont pas encore trés précises. En effet: la condition 2°,
par exomple, exige que toute constante caractéristique de
K(M,P) soit une constante caractéristique de l'un au
moins des noyaux H et L, mais cela n'implique pas logi-
quement qu’une constante caractéristique & droi‘e de K
soit une constante caractéristique da droite de l'un au
moins des noyaux H et L. Supposons qu'il en soit ainsi,
pourra-t-on obtenir aussi d’une fagon simple les solutions
caractéristiques & droite et & gauche de K a partir des
solutions & droite et & gauche de H et de L? lci il faut
encore préciser le langage. Nous poserons le probléme de
la fagon suivante:

« Chercher & caraclériser des décompositions d'un noyau
K(M,P) en une somme de deux autres K=H -+ L, pour
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lecquelles on puisse affirmer que les conditions suivantes sont
vérifides :

Conditions A

A"y Toute constante caractéristique ¢ & droi'e de H est
une constante cara-téristique a droite de K et toute solution
& droite de H relative & c est une solution & droite de K
relative & c.

A") Toute constante caractéristique c & gauche de H est
une constante caractéristique & gauche de K et toute solution
& gauche de H relative & c est une solution & gaucke de K
relative d c.

Conditions B

B') Toute constante caractéristique ¢ & droite de L est
une constante cavactéristique & droite de K et toute solurion
& droite de L relative & ¢ est une solution & droie de K
relative & c.

B") Toute constante caractéristique ¢ @& gauche de L est
une constante caractéristique & gauche de K et toute solution
a gauche de L relative a c est une solut on & gauche de K
relative @ c.

Conditions C

C') Toute constante caractéristique ¢ & droite de X est
une constanle caractéristique & droite de I'un aw moins des
noyaux H et L et toute solution & droite de K relative a c
est une combinaison linéaire & coeffictents constants des solu-
tions ¢ droite de H et de L relatives @ c.

C") Toute constante caractéristique ¢ & gauche de K est
une constante caractéristique @ gauche de Uun aw moins des
noyaux H et 1i et toute solution ¢ gauche de K relative a c
est une combinaison linéaire & coefficients constants de solu-
tions & gauche de H et de L relatives a c.

Cela va nous conduire d’une fagon tres naturelle .
deux généralisations de la notion de noyaux orthogonaux,
a savoir: & la notion de noyaux en involution de premiére
et de seconde espece et & celle de noyaux hypoorthogonaux..
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§ 3 — Généralisations de la notion de noyaux orthogonaux:

12, Considérons donc un noyau, défini sur V, de la.
forme

- (9) K(M,P)=H(M, P)+ L(M,P)

et les équations homogénes correspondantes:
(K) X(M)=c¢f KM Q)X(Q)dQ
(K) Y(P)=cf Y(Q) K(QP)dQ.

Kerivons d'autre part les équations homogeénes relatives:
aux noyaux H (M, P) et L (M, P):

(H) X=c¢[H,X] , (L) X=c[LX]
(H) Y=¢[Y,H] , (L) Y=c¢[Y, L)

Soit ¢ une constante caractéristique & droite de H (M, P)j
alors I’équation (H) a au moins une solution effective X; (M)

(3) Xy (M)y=c H(MQ)X,(Q)dQ.

Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour
que X; (M) soit aussi une solution effective de 1'équation
(K), cest-a-dire pour que Xy (M) soit aussi une solution.
a droite de X (M, P) relative & la méme constante c.

Pour cela il faut et il suffit que 1'on ait:

X:(M)=chK(M, QX (Q)dQ=c) H(MQ)X,(Q)dQ+

+ef LM, Q) X (QdQ=X, (M) +ef L(M,Q) X (Qd@
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-on doit done avoir:

® [, 2@ %@ de—o

c'est-a-dire X; (M) doit étre orthogonal & droite de L (M, P).

Lemme. — Si c est une constante caractéristique & droite
de H (M, P) et X; (M) une solution & droite correspondante,
pour que X;(M) soit encore wune solution d droite de
K (M, P)=H (M, P)+ L (M, P) relative a la méme cons-
tante c, <l faut et il suffit que X; (M) soit orthogonale &
droite de L (M, P).

13. Remarquons, en tenant compte de (3), que:
J,LOLQ X (QaQ=c[] L(M, Q) H(QR)Xi(E)dQdR
Plus généralement, on voit par itération qu'on doit avoir:

(L, X =e | L,(M,Q A" (QR)X,(R)AQIE.

Dans les applications, il nous suffira d’avoir des condi-
tions suffisantes, comme nous aurons ’occasion de le voir.

On voit immédiatement que la condition (4) est véri-
fiée §'il existe une valeur de n telle que:

@) J L@@ H (Q PYaQ=o

Deux noyaux H et L étant donnés, nous dirons que
H est orthogonal & droite de Li si:

[, D06, (@ P ag—o.

La relation (4’) exprime donc que H™) (M, P) est
-orthogonal & droite de L (M, P); nous dirons dans ce cas
que H est orthogonal & la longue & droite de L, ou plus
précisément que: H est n—orthogonal a droite de L. Si la
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velation (A4") a lien pour m=1, H est orthogonal & droite
de L, donc les résultats que nous allons énoncer sont
encore valables dans ce cas particulier.

Théoreme A’ —S: un noyaw H est n— orthogonal &
droite de L, toutes les constantes caractéristiques ¢ a droile
de H sont des constantes caractéristiques a droite de K=
=H 4L el toutes les solutions ¢ droite de H relatives d ¢
sont des solutions d droite de K relatives a c; c'est-a-dire:
les conditions A’ sont vérifides.

14. Nous dirons de méme qu'un royauw H (M, P) est
orthogomal & la longue, ou plus précisément m — orthogonal
4 gauche de L (M, P) s'il existe un entier m tel que:

(4") fvl—ﬂm(M,Q)L(Q, P)dQ=o0

On voit de méme que:

Théoreme A" — Si un noyau H est m —orthogonal d
gaurhe de L, toutes les constantes caractéristiques & gauche
de H sont des constantes caractéristiques ¢ gauche de K=
=H-}1L e toutes les solutions & gauche de H relatives d c
sont des solutions & gauche de K relatives & c; c’est-a-dere
les conditions A" sont vérifiées.

15. Si un noyau H (M, P) est en méme temps n—
orthogonal & droite et m—orthogonal & gauche de 1. (M, P)
nous dirons que H (M, P) est (m, n) orthogonal & L (M, P),
-ou encore que F est orthogonal & la longue & L.

D’apres les résultats précédents nous pouvons énoncer
la proposition suivante:

Théoreme A — Si un noyaw H (M, P) est (m, n) ortho-
gonal & L (M, P), toufes les constantes caractéristiques d
droile et a4 gauche de H sont des constantes caractéristiques
4 drotte et ¢ gauche de KX = H -+ L et toutes les solutions
-4 droite et a gauche de H relatives a ¢ sont des solutions d
droite et & gauche de K relatives & c, c’est-a-dire: les condi-
tions A sont vérifides.

Dans le cas ot H est (m, n) orthogonal & L, on peut
toujours supposer que n et m sont les plus petites valears

2
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pour lesquelles les deux relations (4’) et (4”) sont
vérifides.

Si 7" est le plus grand des deux nombres entiers n et m-
alors il est facile de voir que H(") est dans la suite H, H,
H®, . .. le premier noyau qui est orthogonal a L, c’est-a-
-dire H(") est 1'itéré du plus petit ordre orthogonal a.
L (M, P); alors on aura:

LH"=H"L=o0

Si H est (m, n) orthogonal & L, il est («, B) orthogonal:
4 L, si « et 3 sont des entiers tels que:

a>m, a>n

Si m=n=1, H et L sont ce qu’on appelle deux noyaux:
orthogonaux.

Il existe des couples de noyaux H et L tels que H soit.
(m, n) orthogonal a L (m>1,n>1) sans que H soit.
(1, 1) orthogonal & L; par exemple: certains noyaux addi-
tifs (qui ne sont pas orthogonaux entre eux) que nous-
étudierons plus loin (voir N.° 39).

16. Nous dirons de méme que L est q — orthogonal a-
droite de H s'il existe un entier positif ¢ (le plus petit.
possible) tel que:

(B) [ H(M,Q) L@ (Q P)dQ=0

et on démontre que

Théoréme B’ — 8¢ L es! q — orthogonal & droite de H,.
toutes les constantes caractéristiques & droite de Li sont des
constantes caractéristiques & droite de KX=H -} L. et toutes-
les solutions & droite de Li sont des solutions a droite de K...

17. Nous dirons que L est p —orthogonal @ gauche de I
8’il existe un entier positif p (le plus petit possible) tel que:

(B") J, L@, Q) H(Q P)a@—o

et on démontre que
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Théoréme B” — Si L est p — orthogonal & gauche de H,
toute constante caractéristique & gauche de 1. est une cons-
tante caractéristique @& gauche de K =H -+ L; et toutes les
solutions d gauche de L sont des solutions & gauche de K.

18. Si L (M, P) est en méme temps p —orthogonal &
gauche de H et ¢ — orthogonal & droite de H, nous dirons
que L est (p, q) orthogonal ¢ H, ou encore que L est ortho-
gonal & la longue ¢ H.

Théoreme B — Si un noyau L (M, P) est (p, q) ortho-
gonal & H, toutes les constantes caractérisliques & droite et a
gauche de L sont des constantes caractéristiques & droite et a
gauche de K=H -} L, et toutes les solu'ions & droite et @
gauche de L, sont respectivement des solutions & droite et d
gauche de K, relatives & c, c’est-a-dire: les conditions B sont
vérifides.

Soit (") le plus grand des deux nombres entiers p et g.
Nous aurons:

L H=o0 HL"=o

cest-a~-dire L™’ est orthogonal & H et cela est nécessaire et
suffisant pour que L soit orthogonal & la longue a H.

19. Noyaux en invelution de premitre espéce.—
Si H est orthogonal & la longue & L et si en méme temps
L est orthogonal & la longue & H, nous dirons que les
deux noyaux H et 1. sont enm involution de premiére espéce;
pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit qu’il existent
deux entiers »’ et 7" tels que:

(4" HL" =o (4”) Ir H=o
(B) LH" =o (B”) H" L=o0

Il est facile de voir qu'on peut remplacer »’ et »” par
un méme nombre 7 & savoir le plus grand d’entre eux.

Alors H sera orthogonal a L" et L & H" et cela est
nécessaire et suffisant pour que H et L soient en involu-
tion de premiére espéce.

D,aprés ce qui précéde, nous pouvons énoncer la pro-
position suivante:
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Théoréme A B — 8¢ les deux noyaux H et L sont en
involution de premicre espéce, toutes les constantes caracté-
ristiques a droite ou & gauche de H et de L. sont des cons-
tantes caractérisliques respectivement & droite et a gauche de
K=H- L et toutes les solutions ¢ droite et d& gauche de H
et de L relatives & ¢, sont des solutions respectivement d
drotite et & gauche de K relatives ¢ c.

Clest-a-dire si H et L sont en involution de premiére
espéce les conditions A et B se trouvent étre verifides.

Il nous reste donc & étudier les conditions C.

20. Voyons d’abord si les conditions C sont nécessai-
rement vérifiées lorsque les deux noyaux /1 et L sont en
involution de premiére espéce.

Nous allons montrer qu’il n’en est pas ainsi; un exem-
ple suffira.

Considérons, par exemple, le noyau:

K (M, P) =91 (M) ¢ (P)+ 92 (M) %1 (P)
ou les fonctions ¢, (M) et ¢, (P) sont orthonormées (sur V),
c'est-a-dire:

(@ (@ d@=2,(ij=12)

Le noyau K (M, P) étant symétrique, il a au moins une
constante caractéristique.

Son déterminant caractéristique est:

Di (M |—1-x2

)_l_x 1
donc: K (M, P) a deux constantes caractéristiques & savoir

-+1 et — 1.

Posons maintenant:

H(M, P)=¢1 (M) (P); L(M,P)=v;(M)q¢(P)
on a, alors:

K (M, P)=H(M,P)+ L(M,P).
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Calculons les itérés de H et de L.
HO (M, Py =] o:(M)5:(Q)%(Q) % (P)d Q=0

Lo (M, P)=| a(M)01(Q)%(Q) % (P)d Q=0

Par conséquent, on aura

H®L=o0 LH*=o
L?H=o0 HL2=o
c'est-a-dire H et Li sont en snvolution de premiére espéce.
D’autre part comme H%2=o0 et L%?=o0, les deux noyaux
H et L n’ont pas de constantes caractéristiques et par
conséquent les conditions C ne sont pas vérifiées.
Nous pouvons donc affirmer que l'involution de pre-
miére espéce, de deux noyaux H et L, n'est pas, en général,
suffisante pour que les conditions A, B et C soient vérifides.

21. Nous allons maintenant chercher des conditions
suffisantes pour que les conditions C soient vérifides.

Soit ¢ une constante caractéristique a droite de K et
X (M) une solution correspondante:

(K) X(My=cf, K(M,Q)X(Q)dQ
On peut écrire:
(5) X(M)y=e[, H(M,QX(QdQ+c[,L(M,QX(Q)dQ
¢ Xy (M) + 0 Xy (M)
ol nous avons posé:
) X (M)=cf H(M,Q)X(Q)aQ
X (M)y=cf L(M,Q)X(Q)dQ

Remarquons qu’on ne peut pas avoir simultanément
Xy (M)~o et X; (M) ~o.
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22. Supposons que l'on n'ait pas X; (M)~o et cher-
chons une condition suffisante pour que:

(7) X, (M)y=ef H(M, Q) X(Q)1Q
on a, d’aprés (D) et (6):
Xy (My=c| H(M QX (Q)dQ+cf H(M QX(Q)dQ

Pour que V'équation (7) soit vérifie il faut et il suffit
que l'on ait:

J 0L Q) X, (@) d Q=0

ou, d’apres (6) et (K)
ﬂvH(MQ)L(Q,R)X(R)deR_—_
= H(1,Q) L(QR)K® (R S)X(S)dQdRAS=o

Pour que 1'équation (7) soit vérifiée il suffit donc qu'il
existe une valeur de « telle que

fffﬁl(M, Q)L(Q, R) K@ (R,P)dQdR=0

ou, en notation abrégée:

() HLKe=o0

De méme on démontre que, pour que l'on ait

(8) X, (M) =-c] L(M,Q) X,(Q)dQ

il suffit qu’il existe une valeur de « telle que:

(') LHKd =9
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Si les conditions (a) et («') sont vérifiées on aura:.
X(M)=cX,(M)+ c Xz (M)

ot X;(M) et Xy (M) sont des solutions, effectives ou non,
des équations (7) et (8), 'une au moins de ces deux fonec-
tions n’étant pas équivalente & zéro. Donc: si les conditions
{a) et («') sont vérifies, toute constante carectéristique a
-droite de K est une constante caractéristique & droite pour
au moins un des noyaux H et L et toute solution & droite
de K relative a ¢ est une combinaison linéaire de solutions
4 droite de H et de L relatives & ¢. Il est clair qu’on pourra
remplacer les deux nombres « et «’ par le plus grand qu’on
peut appeler s,

23. Soit ¢ une contante caractéristique & gauche de H
et ¥ (P) une solution correspondante.
On aura de méme:

Y(P)=¢[, T(Q)K(Q P)dQ
=c¢ Y, (P)+ ¢ Yy(P)

Ol NOUS avons posé:

(P)=[ Y(Q H(Q P)aQ
Yy (P)=[, Y(Q)L(Q P)dQ

-on démontre aussi que pour que l'on ait:
Yy (P)=r[ Y1 (QH(Q,P)dQ
WP)=c[ T (QL(QP)Q

il suffit qu'il existent deux valeurs de 8 et B telles que

(B) KBLH=o

(#) K8HL=o
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S'il en est ainsi on en déduit des conséquences analo-
gues a celles que nous avons indiquées & la fin du numéro
précédent. Il est clair qu'on peut aussi remplacer les deux
nombres () et (B") par Je plus grand qu’on peut appeler s”.

24. Noyaux en involution de seconde espéce.

Soit K= H + L. Si les deux noyaux H et L sont tels
que les conditions («), (a), ( B) et () sont vérifides nous.
dirons que les deux noyaux H et Li sont en involution de
seconde espéce.

Il est facile de voir que pour qu'il en soit ainsi il faut
et il suffit qu’il existe un entier s (qui pourra étre par
exemple le plus grand des deux nombres 5" et &) tel que:

HLK: =o LHK®=o0
KsHL=o0 KELH=o0

cela veut dire qu'il existe un éré de K, a savoir K°, qui est
orthogonal ¢ HL et LH et cela est nécessaire et suffisant
pour que H et L soient en involution de seconde espéce..

D’apres ce qui précede nous pouvons énoncer la propo-
sition suivante.

Théoreme C— 8¢ les deur noyaux H ¢t L sonl en
involution de seconde espéce, toutes les constantes caractéristi-
ques a droite et a gauche de K=H + L sont des constantes
caractéristiques respeclivement & droite et & gauche de Uun aw
moins des noyaux H et L et toules les solutions & droite et
& gauche de H, relatives a c, sont des combz.aisons lzneazres,
a coefﬁczents c(mslants, des solutions, respectivement ¢ droite
et a gauche, de H et de 1. relatives a c.

Cest-a-dire: si H et L sont en involution de seconde
espéce les conditions C sont vérifiées. On doit remarquer
que l'orthogonalité de deux noyaux est un cas particulier
de l'involution de seconde espéce.

25. Nous pouvons affirmer, d’aprés 'exemple donné aw
N.° 20, qu'une involution de premiere espéce n’est pas tou-
jours une involution de seconde espéce, réciproquement:
nous allons montrer qu'une involution de seconde espéce
n’est pas toujours une involution de premiere espece. U
exemple suffira. Soit:

H(M, P)= ¢ (M) ¢ (L)~ ¢ (M) 9. (P)
L (M, P)= — 9o (M) 92 (P)
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ou: o (M) et (Pg(M) sont deux fonctions orthonormées, on
aura

K (M, P)=H (M, P)+ L(M, P)= g, (M) ¢ (P)

Pour montrer que H et L sont en involution de seconde
espéce il suffira de montrer: que les conditions («), (a'), (B)
et (3') sont vérifides pour «=do =F=p =1, clest-a- Qire
que:

(@) o=HLK=HLH-+{HIL?
(/) ~o=LHK=LH*+LHL
(B) o=KLH=HLH+ L*H
(3 o=KHL=H*L-+LHL

On trouve facilement que:

HLH=—q¢,(M)¢,(P); HL*=I12 H=1,(M) 4, (P)
LH?=H*L=—0,(M) 9 (P); L HL=1,(M)%(P)

donc les conditions précédentes sont vérifiées et par con-
séquent H et L sont en involution de seconde espéce.

Le noyau K a une seule constante caractéristique &
savoir A =1. :

Lo noyau L a une seule constante caractéristique &
savoir h=-—1 qui n’est pas constante caractéristique de
K, par conséquent on peut affirmer d’aprés le théoréme A4
que H et L ne sont pas en involution de premiére espéce.

26. Noyaux hypoorthogonaux — Si deux noyaux H
et L sont simultanément en involution de premiére et se-
conde espéce, nous dirons qu'ils sont hypoorthogonauz.

D’apreés ce qui précede nous pouvons énoncer la propo-
sition suivante:

Théoréme D — 8¢ deux noyaux H et L sont hypoortho-
gonaux les conditions A B et C sont simultanément vérifiées.

Parmi les décompositions d'un noyau K dans la somme
de deux autres

K=H-+L

sont particuliérement simples, au point de vue auquel nous
nous plagons, celles pour lesquelles les noyaux H et L sont
hypoorthogonaux.
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Si deux noyaux H et L sont orthogonaux, c’est a-dire
si HL =L H=o, ils sont aussi hypoorthogonaux, mais il
existe des noyaux hypoorthogonaux qui ne sont pas ortho-
gonaux, par exemple: certains noyaux additifs que nous
$étudierons dans la suite.

Nous devons remarquer qu’étant donnés deux noyaux
H et L, pour vérifier s’ils sont hypoorthogonaux, il faut
-effectuer une série de calculs qui peut étre assez longue,
le nombre de ces calculs n’étant pas fixé d’avance. En effet
pour que deux noyaux H et L soient hypoorthogonaux il
faut ot il suffit: ou que HL=L H=o0, ou qu'il existe un
-entier r tel que:

H L=o LH"=o
LrH=o HL =o
HLK" =0 LHK"=o
KrHL=o KrLH=o
ot il pourra arriver que 1'on soit obligé de calculer des
iterés de K, de H, ou de L d’une ordre trés élevé pour que
les conditions précédentes soient vérifiées.
Dans tous les cas nous aurons toujours huit conditions
@ vérifier, ce qui n'est pas trés commode.

Nous pouvons résumer les résultats obtenus dans le
tableau suivant:

(1) H et L en involution de premiére

He L espece.
hypoorthoonaux ) (2) H et L en involution de seconde
espéce.

H orthogonal @ la longue é droile de L — condition A’
H orthogonal a la longue & gauche de L — condition A"
) ( L orthogonal é la longue & droite de H— condition B’
L orthogonal a la longue & gauche de H— condition B”

@ HL K" =0, L HK" = 0— condition C’

) K" HL =0, K L H=0— condition C”

Nous savons d’autre part que l'involution de premiére
est indépendante de l'involution de seconde espéce et réci-
proquement.
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§ 4 — Noyaux caractéristiques de K (M, P)

27. Soit ¢ une contante caractéristique de K (M, P).
Si 'on peut décomposer K (M, P)
K(M,P)=H(M,P)-++ L(M,P)

-de telle maniére que:

1. — H(M, P) a ¢ comme seule constante caractéristique.

2°— L (M, P) n’a pas ¢ comme constante caractéris-
tique. .

3. — H et L sont hypoorthogonaux; nous dirons que H
-est un moyau caractéristique de K (M, P) relatif ¢ c et que
la décomposition K= H -+ L est une décomposition de K,
-caractéristique pour c.

S'il en est ainsi nous pouvons remplacer l'étude des
-6quations (K) et (K), d’aprés le théoréme D, par 1'étude
des équations (H) et (H).

Un cas trés important c’est le cas ol le noyau K (M, P)
admet comme noyau caractéristique relatif & ¢ un noyau
-de rang fini. Dans ce cas la résolution des équations (H)

et (H) se raméne & un probléme d’Algébre.

Remarque — La condition 3.°) est suffisante pour affirmer que les
-conditions A, B et C du n.° 11 sont vérifiées, mais il pourra, peut
-8tre, arriver que ces mémes conditions soient vérifiées sans que H et
L soient hypoorthogonaux; s'il en est ainsi on pourrait donner une
-définition plus général de noyau caractéristique, mais celle que nous
venons de donner nous suffira largement pour les applications que
nous indiquerons dans la suite.






CHAPITRE II

Les noyaux additifs

§ 1 — Définition et conditions nécessaires et suffisantes
pour que deux noyaux soient additifs

28. Définition. Nous supposerons toujours dans la
suite que les noyaux & étudier sont tels que la résolvante
relative & chacun de ces noyaux existe, c’est-a-dire qu’elle
est une fonction holomorphe en X au voisinage de l'origine.
C’est ce qui arrive en particulier si le domaine d’intégra-
tion V est fini et si le noyau est borné et intégrable par
rapport & M et P sur V.

La résolvante R (K,\) d'un noyau K (M, P) est d’aprés
la théorie classique:

+»
R(K;M)=R[K(M,P);\]= Z An—1 K (M, P)

n=1

Nous verrons plus loin qu’il existe d’autres noyaux ayant
les propriétés que nous allons établir; mais nous ne cher-
chons pas, pour le moment, 4 étudier une classe plus géné-
rale de noyaux de F'REDHoOLM ayant ces proprietés. Il nous
suffit, pour le moment, de considérer une classe simple de
noyaux, par exemple celle qui été définie plus haut, et &
en tirer le plus grand nombre de conséquences. Nous pou-
vons en tout cas remarquer que les propositions que nous
allons établir sont valables pour tous les noyaux bornés ou
non, dont les itérés de toutes les ordres existent.

Nous allons considérer des noyaux de I'rRepmoLm de la
forme:

(8) K(M,P)=H (M, P)+ L(M,P)
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Nous dirvons que les deux noyaux H (M, P) et L (M, Py
sont additifs st la résolvante de K (M, P) est la somme des
résolvantes de H (M, P) et de L (M, P). Cette propriété sera
désignée dans la suite par le nom d’additivité et elle se
rapporte évidemment & 'ensemble de deux noyaux H et L.
Analytiquement 1’additivité de deux noyaux H et L peut
s'exprimer sous une forme abrégée par I'égalité:

(8) B(H+L;)\)=E(H;\)+ B(L;1)

L’additivité de deux noyaux est une propriété tres.
importante comme nous le verrons dans la suite.

La premiére question qu’on doit naturellement se poser-
c’est de savoir s'il existe des noyaux additifs. On peut tout.
de suite, d’apres des résultats aujourd’houi classiques, ré-
pondre par l'affirmative. En effet rappelons d’abord que
deux noyaux H (M, P) et L(M,P) sont dits orthogonaux:
s'lls vérifient les deux conditions:

HIL=o LH=o

MM. Bryon Hevywoop (1] et (2, p. 10] et E. Goursat
[1], T2] et [3, p. 29| ont démontré, simultanément et indé-
pendemment l'un de l'autre, au moyen d'un calcul tres
simple, le théoréme suivant: Etant donnés deux noyaux or-
thogonaux H et 1., la résolvante relative au noyau K=H-4L.
est égale & la somme des résolvantes R (H; \) et R (1.;1) rela-
tives @ ces deux noyaux; théoréme que nous pouvons énon-
cer sous une forme plus courte en disant que: « deux noyaux
orthogonaux sont additifs».

Ce théoréme nous donne donc une condition suffisante:
pour que deux noyaux soient additifs. Or, nous connais-
sons des noyaux orthogonaux; donc il existe des noyaux
additifs.

Comme le théoréme de MM. Goursar et Heywoop nous
donne une condition suffisante por que deux noyaux soient
additifs il y a une question, qu'on doit se poser tout de
suite, & savoir: Est-ce que l'orthogonalité de deux noyaux
est aussi une condition nécessaire pour que les deux noyaux
soient additifs? Ce qui nous conduit trés naturellement &
nous poser le probléme suivant:
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Déterminer les conditions mécessaires et suffisanies powr
que deux noyaux soient additifs.

C’est un probléme que nous avons réussi & résoudre
complétement; l'exposition du résultat trouvé constitue-
I'objet dec ce chapitre.

29. Premiere forme de condition nécessaire et suf--
fisante.

Si on remplace dans 1'égalité (S”) (qui nous a servi a-
définir les noyaux additifs) les noyaux résolvants par leurs.
développements en série, nous aurons:

+» +o
Y LK) (M, Py = ) Ar=t H (M, P)+
n=1 n=1

+»
+ Z =1 L) (M, P).
=1

Les trois séries étant des fonctions holomorphes en X au:
voisinage de l'origine, pour que la relation précédente soit:
identiquement vérifide il faut et il suffit que l'on ait:

(8) | KM, Py=H" (M, P)4- L) (M, P)

pour n=1, 2, 3,...
Réciproquement si les conditions (S5”) sont vérifiées et.
si les noyaux / et L ont des résolvantes, on aura 1’égalité-

(§8") d’aprés la définition méme de résolvante. Nous pouvons
donc dire que:

Lemme 11— La condition wécessaire et suffisante pour
que deux moyauxr H (M, P) et L (M, P) soient additifs
cest que U'itéré d'un ordre quelconque de la somme des deux-
noyaux soit la somme des wtérés du méme ordre des deux:
noyaux donnés.

Ceci nous améne & donner une autre définition des
noyaux additifs, qui sera équivalente & la definition donnée-
précédemment dans le cas ou les noyaux donnés ont des-
résolvantes, mais qui a l'avantage d’étre applicable a des-
noyaux qui n'ont pas des résolvantes. La définition en.
question est la suivante:
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Nous dirons que deux moyaux H et L sont additifs
lorsqueé les conditions (S") sont vérifiées.

Ceci suppose en particulier que tous les itérés succes-
sifs de / et de L existent; on peut donner des exemples
de noyaux qui vérifient cette condition et pour lesquels
la résolvante n’existe pas. La définition de noyaux additifs
que nous venons de donner est plus générale que la précé-
dente. Nous verrons plus loin (N.° 32) qu'on peut encore
préciser cette définition.

30. Les noyaux anti-permutables —Nous voyons
donc que: pour que deux noyaux soient additifs il faut
et il suffit qu’ils vérifient les conditions (S8”).

Pour n=1 la condition en question est vérifiée, parce
que par hypotheése:

(9) K—=H+L

Etudions maintenant le cas ou n=2. Cherchons la
condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait:

9) K2—H2} L2
Par définition: N
K2=|K,K|=[H+ L, H+ L]
—H L HL -+ LH+L?

Pour que les deux noyaux /7 et L vérifient la condition
(9) il faut et il suffit que:

(1) HLA+LH=o

D’aprés ce que nous avons dit plus haut c’est bien une
condition nécessaire pour que les noyaux / et I soient
additifs. Lorsque nous étudierons la relation (S8”) pour
n=23, 4, ... il nous faudra supposer que la condition (1)
est vérifiée. Il est donc trés naturel de commencer par
établir quelques propriétés (qui nous seront utiles plus
loin) des noyaux vérifiant la condition (). Pour abréger
T'exposition nous dirons que deux noyaux // et L sont
anti-permutables lorsqu’ils vérifient la condition (7). On a
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depuis longtemps étudié les noyaux permutables; c’est-a-
~dire tels que:
HL—LH=o0
ou HL=LH

Supposons que H et L sont anti-permutables. Transformons
V'expression suivante, en utilisant la condition (7):

(10) HL=HLL=—LHL=LLH=I*H

e que nous montre que H et L2 sont permutables.
De méme:

{11) LH*<~LHH=-—-HLH=HHL=H?L

Donc les deux noyaux H? et L sont aussi permutables. En
ajoutant (10 et 11) on trouve que:

(12) |HL*+LH*=—(LHL+HLH)=I*H-+HL

Ces propri¢tés peuvent étre généralisées.
Supposons que H et 1™ sont permutables, ¢’est-a-dire que:

HL"=L"H
“alors on peut écrire, en tenant compte de (I):
| HLm+t'=HL"L=L"HL=—L"LH=—Lm"+t!'H,
<'est-d-dire H et L™t 1 sont anti-permutables.
Supposons maintenant que H et L sont anti-permuta-
bles, c’est-a-dire que:
HL"=—L"H
On peut écrire, en tenant compte de (Z):
HL"t'=HL"L=—L"HL=L"LH=L"t'H
Donc les noyaux. H et L7+ sont permutables ce que dé-

amontre le:
3
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Théoreme 1 — 87 deux noyaux H et L sont anti-permu~—
tables, H est permutable avec lous les itérés de L. d’ordre
pair et anti-permutable avec tous les itérés de L d'ordre
smpair. Les mémes relations auront liew entre L et les itérés:
successifs du noyau H.,

Pour démonter la seconde partie de ce théoreme ib
suffit de remarquer que la condition (/) est symétrique en
H et L. Ce résultat peut encore se généraliser. Il est trés
facile, en effet, de démontrer que si deux noyaux H et L.
sont anti-permutables, on a en général:

(13) H» Im :(_l)nm L™ Hr

Done si m.n est un nombre pair H” et L™ seront per-
mutables. Au contraire si m.n est un nombre impair les.
mémes noyaux seront anti-permutables. Ceci aura liew
évidemment quels que soient les entiers positifs m et n. En.
particulier un itéré 7* d’ordre pair (n = 2«) est permuta-
ble avec tous les itérés de L.

31. Les conditions (IT)— Nous allons maintenant étu--
dier la condition (S8”) das le cas ot n =3.

En supposant que la condition (1) est vérifiée cherchons-
la condition nécessaire et suffisante pour que:

(14) K3 =31 L3

Par définition, et en tenant compte de (I), nous anrons:

K3=(K,K?|=[K+ L, H2+ 12| =H3 - HI?+
+ LH? I3

Pour que la relation (14) soit vérifiée il faut et il suffit que-

(11a) HI? 4+ LH=o

D’autre part, on peut aussi écrire:

KS=[K%, K| =[H+ L3, H+- L] =13+ H' L+
4 L2H 4 I3
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done, on doit avoir aussi:

(11Ib) H*L+L2H=o0

Cette condition est une conséquence de (1) et (I1a) et
réciproquement (IIa) est une conséguence de (I) et (IIb).
Remarquons qu’on peut encore écrire:

K=[K KK|=[H+ L H+ L H+ L] =[H*-+HL 4
A+ LHA+ I3 H-+L)=H3 - H2L+ HLH -+ HI? +
VLH? LHL -+ I2H + I8 = H3 | I3+ (H*L -+

AL I2H) - (HI2-- L H?) 4 (HLH-- LI L)

Si les conditions (IIa) et (Ib) sont vérifiées nous aurons:
K3=H3++ L3S+HLH+LHL

Pour que la relation (14) soit vérifiée on doit avoir encore:

(1Ic) HLHALHL=o

Cest ce qui arrive en particulier si les conditions ()
et (/1a) ou (1) et (11b) sont vérifides.

Nous avons donc montré que:

1.°— Les conditions (1), (IIa) et (1), (11b) sont équi-
valentes.

2.° — Les conditions (/), (IIa) ou (1), (I1b) entrainent
la condition (ZIc).

Nous pouvons établir un résultat plus complet. Suppo-
sons que les deux noyaux /7 et L sont anti-permutables;
alors ces noyaux vérifient la condition

(12) H2L+ L:H=—(HLH+ LHL)= HL?>+4 LH?,
Donc si deux noyaux sont anti-permutables et s’ils

vérifient une des conditions (ZIa) (LIb) ou (Ilc) les deux
autres seront aussi vérifides.

Théoreme I1—8: deuxr noyaux somt anti-permutadles
les conditions (11a), (I1b) et (Ilc) sont équivalentes.
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Or la condition (Ila), ou (1Ib), est nécessaire et suffi-
sante pour que la relation (14) soit vérifiée, donc la con-
dition (IIc) le sera aussi. En combinant les résultats pré-
cédemment obtenus on peut énoncer:

Lemme 1 — Pour que le deuxiéme et troisiéme itéré du
noyau K =H + L sotent la somme des itérés du méme ordre
des noyaux H et L il faut et ¢l suffit que ces deux noyaux
vérifient la condition

) HL4+LH=o0

et une des trois relations:

a H LI H=o

(1I) b HL? L H*=o

¢ HLH - LHL =0

Dans ces conditions les deux autres relations (I1) seront
ausst vérifides; c'est-a-dire, nous avons déterminé les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour que 1'égalité (S”) soit
vérifiée pour n=2 et n=23. Or ces conditions sont bien
des conditions nécessaires pour que /7 et L soient additifs,
comme nous l'avons vu dans le N.° 29, nous supposerons
donc dans la suite qu’elles sont vérifides.

32. Théoremes fondamentaux sur I’additivité —Pour
que /7 et L soient additifs il nous reste encore & exprimer
que:

Kn=— Hnr | [n

pour n=4,5,6 ...
Pour n=4 nous avons:
Ké=[K, K% =[H + L, H’+ L] =
=H*4 HIS 4 LH3 + L4,
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Nous allons démontrer que:
(I11a) HI3 L H3=o0

est une des conséquences des conditions (I) et (Z1I).

H et L étant des noyaux anti-permutables nous avons
d’aprés le théoréme £ (N° 30)

(15) HI3——I3H,
D’autre part d’aprés (11a) et (11b)
(16) HLB3=HRL=—LH'L=LI*H=IL3H,

N e

I1b L1

Donc en supposant que la condition (I) et que I'une des
conditions (/[) sont vérifides, il en résulte d’aprés ce qui
précéde, en comparant (15) et (16), que:

HI3=o et L3H=o0

c'est-d-dire les noyaux H et 13 sont orthogonaua.

D’autre part nous avons aussi, d’aprés le théoréme I
(N° 30):

(17) LH3——H3L
et d’aprés (11b) et (I1a)

(18) LH3=LH?H=——H[*H—HH?L=H3L,
17Ib Ila

Il en résulte, en comparant (17) et (18) que:

LH3=0 | ot | H3L=0

c'est-d-dire: les noyaux H3 et L sont orthogonaux. La con-
dition (IIIa) est donc vérifide, en supposant tout simple-
ment que les relations (I) et (1) ont lieu.
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Par définition nous avons aussi:
KA=[K\K|=[H3+ L3, H+ L]=

=HY+H3 L+ L3H+ Lt

ot on aura aussi d’aprés ce qui précéde:

(I11b) H3L+ L3 H=o0.

On peut encore calculer X* d’une autre facon:

K4=[K2,K2]=[H2+L2,H2—{—L21=
=H{+ H2L? | L2H? | LA
On doit avoir
(111Ic) H2l2 - J2 H2=9

Or d’apres la formule (13), qui est une conséquence de
(I), on a:

(19) HALP= L2 H?
D’autre part, d’apres (11b) (I1c) et (I)
(20) HPIP—HHI?——HLH*—— HLHH=—

~———

IIb \ Il
=LHLH=—LLHH=—I12H?

Par conséquent en comparant (19) et (20):

L2H2=9 et H2[2—=p

Les noyausx H? et 1.2 sont aussi orthogonaux. Nous avons
donc démontré que:

Lemme 11 — 8; deux noyaux H et L vérifient la condi-
tion (I) et une des conditions (1) nous aurons

10 Ki= H*+ I
2.0 HiLi=o LiHi=o
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pour toutes les valeurs entiéres et poszlwes de (1) et (3) telles
quei-j=

Nous allons générahser ce résultat. Supposons toujours
«que les conditions () et (II) sont vérifides et admettons
que

Kn=Hn 4 L»
pour n=>4. Calculons:
Krtt=[K*" K|=[H*+L" H+ Ll=H"+t14

+ H*L 4+ L"H A4 Ln+1

Pour que l'on eit:
Knti= fn+t 4 [nt1

il faut et il suffit que:

{(N) Hr L+ L H=o.

Or pour n=>4
HrnL=H"»—3H3L,
Mais
H3L =9
done

H"L=o0| pour n>4.

De méme: pour n>4

InH—[»—3[3H
Or
I3 H=o
done

LrH=0 | pour n>4.

La relation (N) se trouve donc vérifide.
Nous pouvons maintenant énoncer la premiére proposi-
tion fondamentale sur 'additivité.
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.Théoréme Il — Pour que deux moyaux H et L soient
additifs, il faut et i suffit qu'ils vérifient la condation.

(1) HL+4HL=o

et une des trois conditions:

HEL - I*H—o

(In {| HL*+LH?=

HLH-LHL=0

D’aprés le Lemmse I, nous pouvons aussi dire:

Théoréeme 1V — Pour que deux noyaux H ¢t 1o sotent
additifs, il faut et il suffit que le deuxiéme et troisiéme itérés
de K=H | L soient la somme des itérés du méme ordre des
noyaux H et 1.

Ce que précise la premiére forme de condition nécessaire
et suffisante énoncée au n° 29. Le probleme énoncé au n° 28
se trouve donc complétement résolu.

Nous avons montré dans tous ses détails que les noyaux
L et HJ sont orthogonaux si ¢-}j=4, en admettant, nous
le savons maintenant, que /- et L sont additifs.

Généralisons ce résultat. Nous voulons montrer que

H;Li=o LiHi=o

pour toutes les valeurs entiéres et positives de ¢ et de 7
tels que: ¢+ j=n>4.

La démonstration étant déji falte pour n=4, supposons
que ces conditions soient vérifiées pour z+ j=n=>4.
Alors nous aurons:

Hit'Li—=HH'Li=o
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parce que, par hypothése:
HiLi=o.
De méme on démontre que:
LiHit1'=LiH H=o.
Un raisonnement analogue nous montre.que:
HiLitT=o  Li+IHi=op
et la proposition est général. Donc:

Théoreme V —8i deux moysux sont additifs tous les
ilérés H™ et Ln, tels que: m 4+ n >4, sont orthogonawr.

Cette proposition jouera un réle trés important dans la
suite; elle est, comme nous le voyons, une simple consé-
quence des conditions () et (17), c’est-a-dire de l'additivité.
Klle nous donne en méme temps une premiére propriété
géndrale des noyaux additifs.

33. Remarques sur les résultats obtenus. Les conditions.
nécessaires et suffisantes pour que deux noyaux soient
additifs ont une forme~#res simple, qui nous permet en
particulier de vérifier si deux noyaux donnés sont, ou ne
sont pas, additifs en effectuant sur ces noyaux des opéra-
tions bien déterminédes. Les conditions en question sont
comme nous l'avons vua: la condition (I) et une quelconque
condition (ZI). Nous choisirons la condition (Z/c¢) qui est
la plus symétrique et que nous passons a désigner par (I1I).
Les conditions & vérifier sont donc:

(1) HL-+LH=o

(11) HLH+LHL=0 |

Un cas simple ou la condition (I) est vérifide c'est le-
cas ou les noyaux H et L vérifient les deux conditions

HL=o0,LH=0

. (1) Nous verrons plus loin (n.° 112) que ces deux conditions sont:
indépendantes, dans le cas général.
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<'est-a-dire le cas ol les deux noyaux H et L sont ortho-
gonaux. Dans ce cas la relation (II) est aussi vérifide.
En effet:

HLH=H,LH|=[Ho0]=0
LHL=|L HL]=|L,o]=0

Donc: deux noyaux orthogonaux sont additifs, C’est le théo-
1éme de GoursaT — HEywooD qui nous apparait ainsi comme
un cas particulier du théoréme IIL

Ceci nous montre qu’on pourrait étre conduit trés natu-
rellement & considérer les noyaux orthogonaux en prenant
comme point de départ 1'dtude de I’additivité de deux
noyaux. Nous avons au contraire été conduits & considérer
les noyaux additifs en prenant comme point de départ le
théoréme de GoursaT — HEeywoop comme nous 1’avons mon-
tré au n.° 28.

Cette étude nous montre d’autre part qu’a priori 'or-
thogonalité de deux noyaux est bien une condition suffi-
-sante mais n’est pas une condition unécessaire pour que les
deux noyaux soient additifs, c’est-a-dire: il pourra arriver
.que les conditions () et (II) soient vérifiées sans que les
deux noyaux H et L soient orthogonaux; ces noyaux seront
-désignés dans la suite par le nom de noyauwx additifs non
-orthogonaux. Nous donnerons des exemples de tels noyaux
.dans le chapitre VIL

Les noyaux additifs peavent donc étre divisés en deux
-classes:

1.°—La classe des noyaux orthogonaux;

2.°—La classe des noyaux additifs non orthogonaux.

Supposons que les noyaux de ces deux classes ont des
Tésolvantes; alors tous les couples de noyaux additifs
auront une propriété commune, qu'on doit énoncer en
toute rigueur en disant que: la fonction résolvante est une
fonction additive pour chacun de ces couples; car si H et L
forment le couple en question, on a:

R(HA4-L)=R(H)+ R(L)

Le théoreme III nous montre que tous les couples de
mnoyaux satisfaisant aux conditions (I) et (ZI) sont les
seuls noyaux pour lesquels la résolvante est une fonction
additive. Nous les avons nommés noyaux additifs pour
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abréger I'expression plus exacte mais plus longue «noyaux
@ résolvantes additives.

Nous étudierons plus loin les propriétés des noyaux:
additifs.

§ 2 — Autre méthode pour étudier les noyaux additifs

34. On peut étre conduit aux résultats précédents par:
une autre méthode. Considérons deux noyaux H et L et
supposons que chacun d’eux a une résolvante; c’est-a-dire
supposons qu'il existe deux fonctions R (f; 1), B(L;\) véri-
fiant les équations fonctionnelles:

{(21) R(H;N)=H+\H,R(H;))]
= H+N[R(H;1), H|
(22) R(L;N)=L+4N[L,R(L;N)]

=L 4 NR(L;N),L]
‘Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que:
R(H; M) 4 R(L;M)

soit la résolvante du noyau H - L. Pour cela il faut et il
suffit que:
R(H;1) + R(L3N)=H+ L+ N[ H+LR(; HN)+
- R(L;W)|=H4 L+ M [R(H;\) +R(L;\), HA L]
-ou encore:
RH;1) + R(Lih) = H- L[, R (H;1)] 4
ML R(L;N) A+ NH, R(L;N)] 41| L, R(H;1) | =
— H LM [R50, H| 4+ M [R(L;2), L)+
FMR(H; M), LY+ M R(L5N), HY.
En tenant compte de (21) et de (22) les conditions cher-
-chées sont:

®) [H,R(L;MN)] + [L,R(H;1)] =0
) [R(H;\),LL| +[R(L;N, H|=o.
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Prenons par exemple la condition (%). Comme nous
supposons que les résolvantes R(A;\) et R(L;\) sont des
fonctions holomorphes au voisinage de l'origine, en éga-
lant & zéro les coefficients des diverses puissances de A on
trouve:

(I) [H’L] + [L’ H]:ZO
(11a) [H, L2 +[L,H?) =0
et [H, L*]| 4 [L, H*]=0 si n>3

En effectuant les mémes calculs qu'on a fait précédemment
on verrait de méme que:

[H, L") =o0,[L,H"|=0 si n>3

On trouverait que: les conditions nécessaires et suffisantes
pour que R (H;\)- R(L;\) soit la résolvante de H + L,
sont exprimées par les équations (1) et (IIa) comme nous
Pavons trouvé précédemment. Si I’on prenait la condition
(1) pour point de départ on arriverait au méme résultat.
Il est d’ailleurs facile de voir que les conditions (%) et (7)
sont équivalentes.

Nous pouvons encore obtenir les mémes résultats en
utilisant 1’équation fonctionnelle de la résolvante de Pre~
MeLy ot HiLBERT.

En effet, soit

(23) R (H;\) — R (H; n)= (h—1p) [R(H7l)7 R(H, I")}
R(H;0)=H

(24) B (L;)N)— B (L;p)=(—p) [B(L;N), R(L;p)]
B(L;0)=L

Ceci exprime que L (H;L) et R(L;\) sont respective-
ment les résolvantes de H et de L.
Considérons la fonction:

8 (K;\)=R(H;\) + R(L;})

nous avons
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Pour que 8 (K;L) soit une résolvante on .doit avoir d’abord:
K=H4L
Supposons cette premiére condition vérifiée. Pour que

O (K, L) soit la résolvante de K, il faut et il suffit d’apres
PremEL) et HiLBERT que

O (K;h) — 8 (Kjp) = (h—p) [0 (K;(1),0(K;p)]
ou
B(H; )+ B(L;N) — E(H;p)— R(L;p)=
= —p) [}R (H50) + R (L0 R (Hy )+
+ R(L;p){] = (n—w){ [ B (H;}), B (H;p) ]+
+ E(H; M), B(L;w)] + [B(L;)), B (H; p)] +
+ [R(L;_R),R(L;xx)]%
ou encore en tenant compte de (23) et de (24)

(h— ) § (R(HN), R(L; )] +[R(L; 1), R (H;p) =0

Comme dans l'équation fonctionnelle de Premers et HirL-
BERT on supose en général A—y, on doit avoir:

) (B, B (L) + [BE(LA), B(H;p)]=o0
quelles que soient les valeurs de A et p. C’est la condition
nécessaire et suffisante cherchée.

Nous supposons que les résolvantes de /7 et L sont des
fonctions holomorphes en A au voisinage de l'origine, done
en égalant & zéro le terme indépendant de A et | on a:

(1) HL4LH=0o;
le coefficient de A nous donne:
(IIa) H?L 4 [2H=o;

le coefficient de p. nous donne:

(IIb) HI*+LH:=o0
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ot ainsi de suite. Or les conditions (I) et (IIa) ou (IY
et (IIb) sont les conditions nécessaires et suffisantes que
doivent vérifier A/ et L pour qu'ils soient additifs, comme
nous 'avons vu précédemment.

Il serait facile de voir que les divers coefficients de A™ p*
pour m +n>4 sont identiquement nuls en répétant les.
calculs déja faits.

Si dans la condition (y) nous posons =09, ou A=o,
nous retrouvons comme cas particulier les conditions (g}
et (7).

() [R(H;1), L]+ [R(L;2), H]=0
(n) [H,R(L;p)|+[L,R(H;p) =o.



CHAPITRE III

Les propriétés des noyaux additifs

§ 1 — Classification des noyaux additifs d’aprés
leurs propriétés

35. Nous venons de voir que les noyaux orthogonaux
et les noyaux additifs non orthogonaux ont une propriété
commune, & savoir: ils vérifient la condition (8'). Pour
indiquer cette circonstance nous lui avons donné un méme:
nom: celui de nmoyaux additifs. Mais jusqu'a quel point,
peut-on considérer les noyaux additifs comme une généra-
lisation des noyaux orthogonaux? Ou, ce qui revient aw
méme, quelles sont les propriétés formelles communes a ces-
deux classes de noyaux? Pour répondre & cette question
il suffit d'étudier les démonstrations des propriétés des.
noyaux orthogonaux et de voir si elles sont applicables
aux noyaux additifs. Dans le cas ol 'extension sera possi-
ble nous aurons affaire & une propriété qui n’est pas
caractéristique pour les noyaux orthogonaux. Dans ces
conditions, nous arriverons a montrer que les noyaux.
orthogonaux ont certaines propriétés parce qu'ils sont
additifs et d’autres propriétés parce qu'ils sont ortho-
gonaux. C'est-a-dire: ce que nous voulons c'est étudier
le 16le joué par l'additivité des noyaux dans la théorie des
équations intégrales et approfondir en méme temps la.
connaissance des noyaux orthogonaux.

36. Prenons, comme premier exemple, une question
treés simple.

On utilise fréquemment dans la théorie des équations-
intégrales la proposition suivante: si un nmoyau est ortho-
gonal & plusieurs autres il est aussi orthogonal & lenr somme..
Prenons, pour simplifier, le cas ot un noyau / est ortho-
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gonal a4 deux noyaux donnés L; et L,. Nous aurons par
hypothése:

HL =0 LiH=
HL2 =0 L2 H=o
Done:
(H, L+ L)=HL +HLy=o0
I,Ll +L2,HJ=L1H"'—L2H=0
et la propriété est démontrée.

Voyons si cette propriété se maintient pour les noyaux
additifs. Supposons que H est additif & Z; et L,. Pour cela
il faut et il suffit que
HLl + Ll H=o

(25) % HL].H_I_LIIIL].:O
HL L, H=

(26) 2+ Lo 0
HL2H+L2HL2=0.

Posons:

La question qui se pose est de savoir si H et L sont
additifs. Herivons les conditions nécessaires et suffisantes
pour que I et L soient additifs:

0) HL+LH=o
I HLH--LHL=o
La premiere peut s’écrire:
[H, Ly + Ly] + Ly + Ly, H] =0

ou
HIL 4+ L H+ HL, - L, H=

relation qui est identiquement vérifiée en tenant compte
de (25) et de (26). Nous avons doac montré que: si
un noyau est anti-permutadble avec deux aulres noyaux
Ly et Ly il est anti-permutable avec leur somme ZL;- L,.
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On peut généraliser ce résultat en démontrant que: sz un
noyau est anti-permutable avec un nombdre fint de noyaux

Ly, Ly, ..., Ly, @ est anti-permutable avec lewr somme
L=Li+L,4 ... +L,.

La deuxiéme condition & vérifier peut s'écrire:

(H, Ly + Lo, H| -+ [ Ly + Lo, H, Ly + Ly] =0
ou
(HLy+HLy H A | Ly HA Lo H Ly + Ly =0

ou encore

HIL H+ HL,H-+- L HL, 4+ L,HL ++ L HLy 4+ L,HLy=0
en tenant compte de (2D) et (26) on trouve:

(a) LyHL L HLy=o0

ce qui exprime la condition nécessaire et suffisante cher-
chée.,

Théoreme 1— Pour qu'un moyauw H additif ¢ Ly et Ly
soit additif ¢ leur somme Li=1Ly -+ Ly ¢l faut et ¢l suffit que

{a) LyHIL -+ 1L, HLy=0

On peut donner & cette condition une forme différente.
En effet par hypothése

Ly H=—HL,
Ll H:—: —r— HLI
donc (a) peut s'écrire:
HL, L+ HL Ly=0o0
ou encore:
{(a’) (H, Ly Ly + Ly Ly) =o.
D’autre part, en remarquant que:

HL]_:—LIH
HIy——L,H
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(a) peut s'écrire sous la forme:

LoLiH+ LiLsH=o0
on
(a”) [L2L1+ LiLy,H]=o0

Ainsi d’aprés (a') et (a”) H doit étre orthogonal & Ly Ly -
~+ Ly Ly. Nous voyons aussi que les conditions (a), (a’')
et (a") sont équivalentes; c’est-a-dire que si une d’elles est.
vérifiée les autres le seront aussi.

37. Cas Particuliers— En général la condition (a) ne-
sera pas vérifide et elle n’est nullement une conséquence
des conditions (25) et (26) c’est-a-dire: en général un
noyau H qui est additif & L; et L, n’est pas additif a.
leur somme L -} Ly (nous donnerons un exemple au cha-
pitre VII). Cette propriété pourra avoir lieu dans des cas
particuliers.

a) Cest ce qui arrive par exemple si L; + L, sont.
anti-permutables; c’est-a-dire si:

Lng—*—Lng"—:O

En effet dans ces conditions (a’) et (&”) seront vérifides;
donc (a) le sera aussi.

Corollaire 1— 8¢ un noyau H est additif o deux noyaux:
Ly et Ly anti-permutables il est additif & leur somme L =:
=1 2
b) En particulier, deux noyaux additifs étant anti-per-
mutables, on peut dire:

Corollaire 11 — S¢ un noyau H est addit’f a deux noyaux
additifs Ly et Ly, <l est additif & leur somme Lj 4 L.

Corollaire 111 — 8¢ un noyauw H est additif aux noyaux
L, Ly..., L., anti-permutables deux ¢ deux, il est additif

n
a leur somme L = Z L;.
=1
En effet: H est additif & L; et L, qui sont anti-permu-
tables; done, d’ap1és le corollaire £, H est additif & L, 4 L.
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D’autre part H est additif & Ly qui est anti-permutable
a4 L;-+ L;, d’aprés une proposition démontré au N.° 36;
donc, d’aprés le corollaire I, i est additif & L; + L, + Ls.
La démonstration se termine par induction. Comme cas
particulier on peut énoncer la généralisation suivante du
corollaire II.

Corollaire 1V — 8¢ un noyau H est additif aux noyaux
Ly, Lg,..... , Lin, additifs entre eux deux & deux, il est

n
additif & leur somme L= 2 L;.

=1

Le corollaire (I'V) est une extension d’un théoréme bien
connu dans la théorie des équations intégrales et qu’on
peut énoncer dans le cas ou H et I; admettent des résol-
vantes, en disant que «si plusieurs noyaux sont orthogonawx
deux & deux la résolvante de leur somme est la somme des
résolvantes».

¢) Comme conséquence du théoréme I on peut encore
énoncer des corollaires correspondants aux cas encore plus
particuliers ou: 1.°) L; et L, sont orthogonaux, 2.°) H et Ly
ou I et L, sont orthogonaux. En effet dans ces condi-
tions (a), (a’) et (a”) sont vérifides.

Ce qui est important & retenir c’est que /I n’est pas en
général additif & L=L;- Ly, & moins que les noyaux Ly
et L, ne satisfassent & des conditions particuliéres.

38. Abordons maintenant I’étude d’une autre question.
Nous savons d’aprés la théorie des noyaux orthogonaux
que: «S¢ deux noyaux H et Li sont orthogonaux, dewx noyaux
déduits de H et L par un mombre quelconque d’iférations
sont ausst orthogonaux>.

C’est au moyen de cette propriété qu’'on démontre le
théoreme de Goursar-Hreywoop. Que se passe-t-il pour les
noyaux additifs? Nous avons déja vu que si deux noyaux
H et L sont additifs, deax noyaux /1% et Z/ déduits de H
et L par un nombre quelconque d'itérations sont orthogo-
naux, donc & fortiori additifs, si: 7 4 j=>4. Par exemple:
H est orthogonal & I3, LY ..., L*,....

Est-ce que H est orthogonal & L?? Ou au moins H
sera-t-il additif & Z2? Nous allons résoudre le probléme
complétement en cherchant les conditions nécessaires et
suffisantes pour que / et 72 soient additifs. En effet,
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d’aprés le théoreme III du chapitre II, pour cela il faut
et 1l suffit que:

(I) HI? - I2H=o
(1I') HI?H - I2HI?=o

Les deux noyaux H et L étant additifs, il est facile de
voir que:
HIPH=HHI?=H?1?2=0
IPHI?=HI2I2=HI*=o

La condition (I1’') est identiquement vérifie; donc pour
que H et L? soient additifs il faut et il suffit que la condi-
tion (1) soit vérifiée. Or les noyaux H et L étant additifs,
on a:

HI?=12H
Donec (1’) peut s’écrire

2HI2=0 ou 2I2H=o0
ou
HI?2=o I2H=—o0

Théoreme 11— S: H et L sont additifs pour que les
deux noyaux H et 12 soient additifs <l faut et il suffit que
H et 1.2 sotent orthogonauzx.

De méme on peut démontrer que:

Théoréme IV —Si deur noyaux H et L. sont additifs,
gour que H* et L le soient aussi il faut et il suffit que ces
deux derniers noyaux soient orthogonaux.

Remarque — Si H et L sont additifs on aura:

(II) HLH+LHL=I?T 412 H=HI2 4 [ H?=o.

Mais, si en outre 2 et L sont additifs, on aura: H2 L—
= LH?=o0, donc, d’aprés les conditions précédentes, on
aura aussi L?H=HL2=—y¢; c'est-a-dire, on peut aussi
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affirmer que H et L? sont orthogonaux. On montre aussi
que dans les mémes conditions on aura: HLH=—LHL=—=o.

39. Ceci nous améne & diviser les noyaux additifs en
trois classes, en considérant les diverses maniéres par
lesquelles les conditions nécessaires et suffisantes () et (1I)

euvent étre vérifide.

1.°) 8i HL=o0 et LH=0. Les noyaux sont dits ortho-
gonaux. Alors HLH=o0, LHL=—o.

2.°) Supposons maintenant que: HL+o, donec LH=
=-—HL%o0. Ce seront ce que nous avons appelé les
noyaux additifs non orthogonaux. Nous allons diviser 1’en-
semble de ces noyaux en deux catégories suivant la facon
dont les conditions (1) sont vérifides.

a) Si HLH=o, donc L HL=o, nous dirons que les
noyaux H et L sont quasi-orthogonauz.

b) Si HLH%o (alors LHL%0) nous dirons que les
noyaux H et L sont jpropement additifs.

Les noyaux quasi-orthogonaux ont une propriété com-
mune avec les noyaux orthogonaux, a savoir: si deux
noyaux H et Li sont orthogonaux ou quasi-orthogonaux tous
les noyaux déduits de H et 1. par un nombre gquelconque
d’i'érations sont orthogonaux. Lies noyaux quasi-orthogonaux .
se rapprochent donc & ce point de vue des noyaux ortho-
gonaux. Les noyaux propement additifs n’ont pas la méme
propriété.

Nous pouvons résumer la classification précédente dans
le schéma suivant:

S orthogonaux

Noyaux additifs quasi-orthogonaux

( mon orthogonauz - proprement additifs

Ces trois classes sont distinctes et s'excluent mutuel-
lement.

Si nous convenons d'appeler itéré d’ordre 1 d’'un noyau
H, le noyau H lui-méme f!=21, alors nous aurons pour
les noyaux:

a) Orthogonaux, H* et L/ sont orthogonaux pour toutes
les valeurs entic¢res et positives de 2 et j telles que:

itj>2
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b) Quasi-orthogonaux, la méme propriété a lieu si
itj>3

mais n’a pas lien pour ¢4 j=2.
¢) Proprement additifs la méme propriété a lieu pour

itiz4

et elle n’aura pas lieu pour 7 +j7=2 et 3.
Dans tous les cas, comme nous I’avons montré au début,
Hi et L sont orthogonaux pour toutes les valears de 7 et
j tels que
i+j>4

Drapres cette classification, nous pouvons énoncer le
théoréme 11 sous la forme suivante: Si deux noyaux H et
L sont additifs pour que H2? et L le soient aussi, ol faut et ©|
suffit que X et L ne sotent proprement additifs et dans ces
condziions H2 et L sont orthogonauz.

Dans le chapitre VII nous donnerons des exemples de
noyaux quasi-orthogonaux et proprement additifs.

40.  Additivité des résolvantes de deux noyaux addi-
tifs. — Etant donnés deux noyaux additifs quelconques, on
peut en déduire une infinité d’autres noyaux orthogonaux,
d’apres les résultats précédents. En particulier nous avons
une proposition bien connue dans la théorie des noyaux
orthogonaux: «Ktant donnés deux noyaux orthogonaux H
et L, on peut en déduire une infinité d’autres. En effet la
somme d’un nombre quelconque de noyaux déduits de H
par itération est orthogonale & toute autre noyau déduit de
L de la méme facon. Les noyaux résolvants eux-mémes
R (M), (L, sont aussi orthogonaux quels que soient
A et p>. Voir E. Goursar |4, page 395].

Pourrat-on déduire aussi de deux noyaux additifs non
orthogonaux une infinité d’autres noyaux additifs et non
orthogonaux? Nous avons déja vu qu’étant donnés deux
noyaux additifs quelconques (orthogonaux ou non) H et L,
les itérés de H sont orthogonaux & L au moins & partir du
troisiéme itéré. Donc: ce n'est pas dans les noyaux itérés
de H et de L que nous devons chercher des noyaux addi-
tifs non orthogonaux.

Nous allons voir ce qui se passe pour les noyaux résol-
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vants de H et de L. Supposons donc que H et L admettent
des résolvantes R (H) et R (L) (1), elles sont additives si:

|R(H),R(L)]+[R(L), R ()| =0

[R(H), R(L), R(H)] -+ [R(L), R(H), R(L)] =0
Oor

+ ® +®
[R(H),R(Ln:[ S -, M—an]:

n=1 n=1
—HL A N(HIA-H2 L) 02 (HI3 4 H2 124+ H3 L)+ ...+
A= V(HLr - H2Ir =1 Hr =12 H* L)+ ...
Si les noyaux H et L sont additifs les coefficients des

diverses puissances de A sont nuls d’apres les résultats
précédents, donc:

\R(H), R(L)| = HL

De méme, on démontre que:

\R(L), R (H)|=LH

En particulier, si H et L sont orthogonaux les résolvan-
tes respectives sont aussi orthogonales. C'est le résultat
rappelé précédemment.

D’autre part:

{R(H),R(L),R(H))=[HL,H+- H?+VH}-|} ...]=
=HLH+ )V HLH?- @ HLHY ...+
+wm—tHLH*+ .., =HLH-}NHLH?

or

HLH?=—LHH:=LH3=0
done :

[R(H),R(L),R(H)|=HLH

(1) Nous les supposons calculées pour la méme valeur du para-
métre \.
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De méme on démontre que:

|R\L),R(H),R(L)|=LHL

Les conditions & vérifier pour les noyaux résolvants, pour
qu’ils soient additifs, peuvent donc s'écrire d’aprés ce qui
précede:

HL+LH=o

HLH-+LHL=o

Ces conditions étant vérifiées par hypothése, nous pouvons
dire que:

Théoreme 111 — 8¢ deux noyauxr H et L sont addilifs
les résolvantes respectives R (H; L) et R (Li;\) caleulées pour
la méme valeur du paramétre sont aussi additives.

Les calculs précédents nous montrent encore que:

Corollaire 1 — 8¢ deux noyaux H et Li sont orthogonaux,
quasi-orthogonaux, ou proprement additifs, leurs résolvantes
sont aussi respectivement orthogonales, quasi-orthogonales, ou
proprement additives.

Donc étant donnés deux noyaux additifs (orthogonaux,
quasi-orthogonaux, ou proprement additifs), on peut en
déduire une infinité d’autres noyaux de la méme nature.

41. Titant donnés deux noyaux additifs /7 et L nous
venons de voir que les résolvantes respectives, calculées pour
la méme wvalewr du paramétre, R (H;\) et R (I;L) sont
aussi additives. Or d’aprés des résultats classiques (voir
Goursar, loc. cit.) si deux noyaux H et L sont orthogonaux
les résolvantes respectives [o(H; L) et L (L;) sont aussi
orthogonales quels que soient L et p. Ce résultat subsiste
évidemment pour A =yp. Clest le résultat que nous avons
trouvé précédemment.

Pour voir ce qui se passe en général, supposons comme
toujours que / et L sont additifs et cherchons la condition
nécessaire et suffisante pour que R (H;L) et R(L;.) solent
additives quels que soient A et .

On doit avoir d’abord:

[R(H;N), R(L;w)] 4 [R(L;p), R(H; N )]=0
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ou

—+w “+ o
[ Z An—1Hmn z gx”*lL”]—{—

n=1 n=1
+ o + o0

+[ Z pr—1Ln 2 )\n—IHn]ZO
n=1 n=1

Donc, on doit avoir (en égalant & zéro les coefficients des
des diverses puissances de A et )

HL+LH=o0

ML+ LH2=o0
HI2 } L2H=o
ML [2H2 =0

................

La premiére condition est vérifiée par hypothése.
La deuxiéme peut s'écrire en remarquant que H2L —
=L H2
(a) H L=,
Mais par hypothése
HnL=—I*H
Done il faut que nous ayons aussi

() I*H=o

La troisiéme condition peut s’écrire en remarquant que
HI?=12H:

) HIZ=o
mais par hypothése
HI?—=—LH?2=9
Nous aurons donc aussi:

(a’) LH*=0o.
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Il est donc nécessaire que:

H*L=LH?=HI?=12H=0o.

Cest-a-dire: il est nécessaire que les deux noyaux H
et L soient non proprement additifs. Les autres conditions
A partir de la troisiéme sont évidemment vérifides, parce que
H et L sont additifs.

Nous avons, en supposant que H et L ne sont pas pro-
‘prement additifs:

(R (H; %), B(Lyp)]=HL
[R(L;w), R(H;)\)]=LH.

Caleulons alors:

(R (IT;0), R(L;p), R(H;N) = [HL, R(H;\)) = [HL,H+
+RH2 W2 H3 -, ]=HLH+\HLH?+
LORHLHS .. =1 HLH" 4 ... =o.

De méme on démontre que
[BA(L;p), B(H; L), R(L; )] =o.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

Théoreme 1V — 87 deux noyaux H et 1. sont additifs,
pour que les résolvantes R (H; L), R (L; ) soient additives
-quelles que soient les valeurs de \ et de p., <l faut et il suffit
que les deux noyaux H ef L ne soient pas proprement addi-
tifs. Dans ces condition si les deuwxr noyaux H et L sont
2especlivement orthogonaux ow quasi-orthogonaux leurs resol-
vantes seront aussi respectivement orthogonales et quasi-ortho-
gonales. )

Nous avons dore trouvé une propriété commune anx
moyaux orthogonaux et quasi-orthogonaux, et qui est
caractéristique pour ces deux classes de noyaux. Les noyaux
-quasi-orthogonaux se rapprochent donc plus, & ce point de

vue, des noyaux orthogonaux que des noyaux proprement
additifs.



§ 2 — Les singularités de la résolvante de la somme
de deux noyaux additifs

42, Considérons deux noyaux additifs H (M, P) et
L (M, P); nous aurons par hypothése:

(S) K (M, P)= H(M, P) L (M,P)
{(8") KW (M, P)= H (M, P)-- L0 (M, P).

Supposons en outre que les deux noyaux /7, L et K ont
-des résolvantes, alors nous pouvons aussi écrire:

(8 R(K;0) = R(I;0) + R(L;1).

Pour que l'on puisse écrire ces relations il faut et il
suffit que les noyaux H et L vérifient les conditions (1) et
(1I). La relation (§") est valable dans un certain voisinage
de 1'origine, du plan de la variable complexe A; mais nous
allons voir qu’elle peut étre encore valable par prolongement
analytique en dehors de ce voisinage.

Soit p de plus petit des rayons de convergence des trois
développements en série qui représentent 2 (KN, 2 (H;\)
et I2(L;N\). Soit h, une valeur du paramétre X intérieur au
cercle de rayon p centré & l'origine.

On peut développer R (K;)) suivant les puissances
de (A — 1)

R(KN) = R (K3 ) [”; ]x (h—To) 4 .o

0

LR
+4[ LM—M,HJF...

n!] o

Or on démontre, d’aprés un calcul classique, voir par
.exemple Goursat |4, p. 333], que:

1 R

nl o

=R+ (K1)
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o R(™) (K,L\) représente le nime itéré de R (K;)); donc
+ o

(28) R(K;n)= 2 (A= o) =L R(®) (K3 ),) =
n=1

Mais, d’aprés ce que nous avons va (N° 40), si deux.
noyaux H et L sont additifs leurs résolvantes calculées.
pour la méme valeur du paramétre A sont aussi additives,
c’est-a-dire:

(29) RIR(K\);h—2y] = R[R(H;\,) -+
b R(Lihe) N —ho] = R[R{H; L) h—D,] -
+ R[R(L;ho); h—1,].

Si les séries

RIR(H;0o);h— 1) = R (H; 1)
R[R(L;h);h—1o] =R (L; 1)

ont un rayon de convergence supérieur & p—|X,| elles nous-
permettront de définir, par prolongement analytique, les
résolvantes R (X ).) et R(L;%) en dehors du cercle de
rayon p, centré a l'origine. Dans ces conditions la rela-
tion (29) nous montre que [2(A; L) est aussi prolongeable
dans les mémes régions ot R{/;L) et L2(L;L) le sont et
dans ces régions, nous aurons encore, d’aprés (23) et (29):

(29') R(K; W)= R (H; 1)+ R (L),

D’aprés ce qui précéde, on peut affirmer que: S¢ deux
noyaux H et L sont additifs, tout point N\, réyulier pour
R(H; L) el pour R(L;\) est un point régulier pour R(H 4
413 %), La relation (29) nous montre aussi q

Si deux noyaux H et L sont additifs: 1.°) Tout point
singulier pour R (H +L;L) est un point singulier pour Uun
au moins des noyaux résolvants R (H; L) R(L;k). 2.°) Tout
point qui est singulier pour Uune des résolvantes R(H; My
R (L L) et qui est régulier pour Uautre est un point singu-
lier pour R(H -+ Ljn).

Si un point X, est singulier pour les deux résolvantes.
R (H;\) et B(L;\) on ne peut rien dire pour le moment
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sur la nature du point A, par rapport & la résolvante
R(H+4 L;\) parce qu'a priori les singularités des deux
fonctions précédentes peuvent se détruire. Lorsque nous
appliquerons la théorie des noyaux additifs a 1’étude de
Téquation de IreEpHOLM nous compléterons ces résultats.
Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que les résol-
vantes de /I, L et K considérées comme fonctions de X,
définies par des développements en série suivant les puis-
sances de )\, sont des fonctions holomorphes au voisinage
de l'origine, et nous avons donné quelques renseignements
sur les relations entre les singularités de ces trois fonctions
considérées comme fonctions de A. Dans la théorie des
équations intégrales il y a dans certains cas des relations
simples entre les constantes caractéristiques d’un noyau et
les singularités de sa résolvante considérée comme fonction
de X, mais il n’en nest pas toujours ainsi. D’autre part, il
peut arriver que les noyaux en question soient additifs sans
que ses résolvantes existent et il est encore intéressant dans
ce cas de connaitre les constantes caractéristiques de la
somme A ==/ -4 I de deux noyaux additifs. Nous nous
occuperons de cette question dans le chapitre suivant; nous
allons pour le moment étudier le cas particulier ou la
théorie de FrEDHOLM est applicable.

§ 3 — Déterminant de Fredholm de la somme
de deux noyaux additifs

43. Supposons donc que la théorie classique de Frep-
HoLM soit applicable aux noyaux /1, L et K= H -+ L. Soient
Dx (\), D (M), D1, (A) les déterminants de Frepnorm des
noyaux correspondants aux indices; ce sont des fonctions
entiéres en A. Nous savons que si [ et L sont orthogonaux,
voir par exemple Goursar [4, p. 396] on a:

(30) Dx (M) = Dy (\) Dz, (V).

Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes que
doivent vérifier les deux noyaux H et L pour que cette
égalité ait lieu. Si I'on prend la dérivée logarithmique des
deux membres de l'expression précédente, on a:

D) __ Du() + D'z, (n)

(31) =
DK (7\) DH ()\) .DL (7\)
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condition qui est nécessaire et suffisante pour que l'cn ait.
la relation (30), comme il est facile de voir.
En remarquant que:

[ RUK (M, M) m—LxM
v ’ Dk ()\)
la condition (31) peut s’écrire:
J, BOK(M, M) aM = R (M, M);0] a2+
-+ RIL (B, D)) a .

En remplacant la résolvante par leurs développements
en série suivant les puissances de A, et en égalant dans les
deux membres les coefficients des mémes puissances de A,
on peut énoncer le théoréme suivant:

Théoreme V — La condition nécessaire et suffisarte pour
que le déterminant de FrEpHOLM du noyau K =H - 1, soit
le produit des déterminants de Fre»pHOLM des noyaux H et L,
c’est que ces deux noyaux vérifient les conditions:

[, KoM, Mya M= rron (0, My d M+
LM Mya M =2, 3,...

dest-a-dive que les traces de K =H -+ L soient 1espective-
ment les sommes des traces de H et de L.

En particulier ces conditions sont vérifiées si /7 et L
sont additifs, car on a alors, A» = " + L». Nous pouvons
done dire que:

Corollaire 1 — 8¢ deux noyaux H et L sont additifs, le
délerminant de FrepuoLM de K =H -+ L es! égal au pr duit
des déterminants de FrEpuoLM de H et de L.

Ce corollaire généralise un théoréme énoncé par GouRsaT
[3, p. 27] et Heywoop |3, p. 11] pour le cas ou H et L sont
orthogonaux.
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Nous savons d’aprés la théorie classique, que dans le cas-
de FrepuoLM les seules singularités de la résolvante R (K; ))
sont des pdles, qui sont les racines de 'équation Dx (r)=
D’aprés ce qui précede nous pouvons done dire que:

Corollaire 11 —8: H et L sont deux noyaur additifs,.
auxquels les résullats de FrREDHOLM sont applicables, tout poile
de R(H;)) ou de R(L;L) est un pole de R{H -+ L;L) et
réeiproquement tout pole de R (H LN est un pole de Vune
aw moins des résolvantes R (H; 1) et R (Lj;)).

Ce corollaire, abolit donc, dans le cas de I'repmoLMm, la
lacune rencontrée plus haut (N.° 42) dans 1’étude des sin-
gularités de la résolvante d'une somme de deux noyaux
additifs.






CHAPITRE IV

Applications des noyaux additifs a ’équation
de Fredholm

1 — Application a I'équation homogéne

44. Dans ce chapitre nous allons nous préoccuper sur-
tout des applications des noyaux additifs a 1'équation de
FrepuoLy. Pour commencer, nous allons étudier la ques-
tion suivante: supposons que l'on ait décomposé un noyau
K (M, P), par un moyen quelconque, en une somme de deux
moyaux additifs # (M, P) et L (M, P)

(8) K=H-+L.

Est-ce que cette décomposition est une décomposition
simple au sens du n® 11? Ou ce qui revient au méme,
peut-on affirmer que les conditions 4, B et C du n° 11
sont vérifiées? Lia réponse & cette question est affirmative
et pour le démontrer il suffit de prouver que:

Théoreme 1 — Deux noyaux additifs H et L sont hypoor-
thogonauzx.

Pour démontrer ce théoréme il suffit de prouver (n°® 26)
que /1 et L sont en involution de premiére et de seconde
espéce. Le noyau [/ étant additif & /., nous savons (n® 32)
que I est toujours orthogonal a4 L3, c’est-a-dire:

L3H=0 HL?'—_—.O

donc L est (3,3) orthogonal & H (n° 18).
5
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Nous savons de méme que si H est additif & L, L est
orthogonal & H3, c’est-a-dire:

H3L—=o LH3=p

donc (n°® 15) H est (3,3) orthogonal & L et par conséquent
H et L sont en tnvolution de premiére espéce (n° 19).

Nous venons de voir que L est (3-3) orthogonal
a H; peut-il arriver que L ne soit pas (2-2) orthogonal
a H? Il en sera ainsi si H et L sont proprement additifs,
c’est-a-~dire si:

HLH=—LHL%o
En effet dans ce cas
I?H=LLH=—LHL+%o0
HIL?=HLL=—LHL+%o

Au contraire, si et L sont quasi-orthogonaux, nous
aurons L2H—HL%2=9, c'est-a-dire: dans ce cas L est
(2-2) orthogonal & H et l'on verrait de méme que H est
aussi (2-2) orthogonal & L.

45. Pour démontrer que H et L sont en involution de
seconde espéce il suffit de prouver (n® 24) qu'il existe un
entier s tel que

(«) HLEK®=o («) LHK =o

(8) K°HL=o (8) K°*LH=o0

Voyons d’abord s'il existe un entier s tel que la condi-
tion («) soit vérifiée. Comme H et L sont additifs on a:

Ks.—:HS—}— L

HL+LH=o



67

donc:
HLK*=HLH'+HLL®
=—LHH'+HLs+'=HL*t'— LH*t?

or, si =2 nous aurons: AL’ =0 et L H> =0, donc

HLK*=o»

De méme, on démontre que les conditions («'), (B) et (B')
sont vérifiées par s =2 c’est-a-dire que:

LHK'=K*HL=K'LH=o;

par conséquent: H et L sont en involution de seconde
espéce; nous pouvons donc affirmer que H et L sont
hypoorthogonaux.

46. Les deux noyaux H et L étant additifs, pourra-t-il
arriver que les conditions (a), (a'), (B) et (B') soient véri-
fides pour s=1? Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit
que:

HLK=HLH+HLL=HLH+HI? —o
LHK=LHH-+LHL=LH? ~LHL=0
KHL=HHLY+LHL=HIL +LHL=o

KLH=HLHAVLLH=HLH+I2H =o
Or, par hypothése, on a:
() HL4+LH=o0
(IT) HLH+ LHL=0

donc HLH=—LHL=LLH=I?H=HLL=HI2 et
de méme on voit que

LHL=LH?=H?L
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Les conditions («), («'), (B) et (B') ou s=1 prennent.
donc la forme

HLH:O LHL—o0

Ces conditions seront vérifides si H et I sont ortho-
gonaux ou quasi-orthogonaux, mais ne le seront pas si
H et L sont proprement additifs.

47. D’aprés le théoréme que nous avons démontré pré-
cédemment, nous pouvons énoncer le corollaire suivant:

Corollaire — S¢ deux noyauxr H el L sont addilifs, les
¢nditions A, B et C du chapitre 1 sont vérifiées.

La relation d’additivité, entre deux noyaux # et L, est
donc une relation simple par rapport & la détermination
des constantes caractéristiques et des solutions caractéris-
tiques des noyaux H, L et N =H - L.

Remarquons que les propositions que nous venons d’éta-
blir sont beaucoup plus générales que celles énoncées au
n°® 43. En effet: d’une part, dans tout ce que nous venons
de dire, on n’a pas besoin de supposer que les noyax H, L
et K admettent des résolvantes ou que leurs déterminants
de FrepmoLM aient un sens, il suffit que tous les itérés de
H, L et K existent; d’autre part, les propositions actuelles
nous permettent, par exemple, d’affirmer que toute cons-
tante caractéristique de / est une constante caractéristique
de K, tandis que d’aprés le n® 43 on peut seulement affir-
mer que les constantes fondamentales de / sont des cons-
tantes fondamentales de K (voir n° 5).

48. Pour démontrer que, pour deux noyaux additifs
H et L, les conditions 4, B et C sont vérifides, il nous a
suffit de démontrer que H et L sont hypoorthogonaux ; mais
on peut démontrer la méme proposition sans introduire la
notion de noyaux hypoorthogonaux. La marche que nous
avons suivie est intéressante en ce qu’elle nous montre que
les propriétés que nous venons d’établir proviennent de
I’hypoorthogonalité des noyaux additifs, et cela nous permet
de savoir quelles sont les relations qui jouent un rdle im-
portant dans la démonstration des propriétés en question.
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49. Nous allons maintenant montrer que la notion
&’ hypoortogonalité est plus générale que celle d’additivité;
pour cela un exemple suffira.

En effet, soit:

Xl (‘11): X2 (‘7'1)7X3 (‘Zl‘/[)vXél (M)yX.’)(‘Z”)
YI (P)y YZ (P)7 YZ'}(P)) Y4(P)7 YE(P)

un systéme de fonctions biorthonormé (sur V) c’est-a-dire
tel que

fVXz(Q) YJ(Q)dQ=ia] 7.v7.:17‘2’ 3>4)5

Les deux suites X; et 1’; sont alors formées de fonctions
linéairement indépendantes (sur V). Considérons les deux
noyaux:

H(M, P) = Xl_(”_iY_l@ X, (M) Yy (P) -+ X, (M) Y, (P)
1

r(r, =2 E Ly, ) vy (P) 4 2,000 Yi(P)
2

Montrous d’abord que ces deux noyaux ne sont pas addi-
tifs; pour cela il suffira de montrer qu’ils ne vérifient pas
la condition:

) [, ZOLQL(QP)AQ+ [ L(M,QH(Q P)aQ=0
or: .
HIL={ H(M,Q)L(Q,P)dQ=X,(M) Ys(P)

L H:.—JIVL (M,Q)H(Q,P)dQ=X;(M)Y;(P)
donc: H et L ne sont pas additifs. D’autre part, nous avons

Xy (M) Y, (P)

HO (M, P)= -
1

- X5 (M) Yy (P)

L (M, P)— _\1(”%7@ 1 X, (M) Y, (P)

2
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Il est maintenant facile de voir que:
HMRL—=LH=I1?H=HI?=o0

donc H et L sont en involution de premiére espéce.
Posons

Kot Py =4 =X UDYE) | BODL(P)
! 2

- 2X, (M) Y3(P)+2 X5 (M) Yy (P)

on voit immédiatement que:
HLK=LHK=—o
KHL=KLH=o

done /7 et L sont en involution de seconde espéce et par
conséquent ils sont hypoorthogonaux.

50. — L'’exemple précédent nous montre encore que lu
décomposition: K (M, P)= H (M, P) 4+ L (M, P), peut étre
une décomposition caracléristique sans que les deux noyaux H
et L soient additifs. En effet, il est facile de voir que:
1°) le noyau H(M,P) a une seule constante caractéris-
tique A; a laquelle correspondent respectivement les solu-
tions & droite et & gauche Xj (M) et Y;(P); 2°) le noyau
L (M, P) a une seule constante caractéristique Ay & laquelle
correspondent respectivement les solutions & droite et &
gauche X, (M) et Y,(P). Lies deux noyaux H et L étant
hypoorthogonaux on en déduit (sih;Fh;) que: 1°) H (M, P)
est un noyau caractéristique de K (M, P) relatif a hy; 2°)
L (M, P) est un noyau caractéristique de A (M P) relatif
a kg, ot cecl sans que /7 et L solent additifs.

Une décomposition de la forme A= H - L peut donc
étre caractéristique sans que I/ et L soient additifs. Par
conséquent l'additivité de /I et L (et & fortiori l'orthogo-
nalité des mémes noyaux) joue un rdle important mais ne
s'impose pas immédiatement dans 1’étude des décomposi-
tions caractéristiques. Pour comprendre 'importance de la
notion d’additivité il faut étudier 1'équation de FrepHOLM
non homogéne.
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2 — Application a Péquation non homogéne

51. —Nous supposerons, pour simplifier, que la théorie
classique de FrepHoLM est apllicable aux équations que
nous allons étudier. Considérons donc les deux équations

(32)  X,(M)=fON)+f HOLQ)X,(QdQ

(33) Xz (M) =f(M)+- "»fv L(M,Q)X,(Q)a@
qu’on peut écrire sous la forme abrégée:
(32) Xy=f+n{[H, X]
(33) Xo=f+r[L, X;]
Considérons encore 1'équdtion:
(84) X=f+\NH+4+ L X|
Si A n’est une constante fondamentale (1) pour aucun des
trois noyaux H, L et H- L (ce qui arrive par exemple

si | A | est suffisamment petit) les solutions des trois équa-
tions précédentes seront données par:

(32) Xy=f+n[ RN, f]
(3%) X,=f+1{R(L;1), f]
(3¢) X =f+N[R(HL;%),f]

Si les deux noyaux H et L sont additifs nous aurons:
(8) R(H+ L;)) = R(H; 1)+ B(L;})
Dans ces conditions 'expression (34') devient

X=f+ RO, f1+1[R(L;1), f]

(1) Ici, nous appelons constante fondamentale d'un noyau
K (M, P), toute racine de 1’équation Df (1) =o.
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ou d’aprés (32') et (33')
X=Xi+Xo—f

ce qu'on peut écrire d’'une fagon plus systématique:

(35) X—f=E—-N+X—))

Nous pouvons done énoncer la proposition suivante:

Lemme — 8¢ X, X, et X sont les solutions des équations

Xy —f=nH, X;
Xo—f=MN L, X;]
X —f=AH+L,X]
(ott \ m’est comstante fonddmeniale pour aucun des moyaux

H, L et H-+ L) et si les deux noyaux H et L sont additifs
on a la relation

X—f=E—=H+(X—))

ou f est quelconque. _
Cette proposition sera valable, en particulier, comme
l'avait déja démontré M. B. Heywoop, [2—p. 292] ou
(3 —p. 14], si les noyaux H et L sont orthogonaux.
D’aprés la relation (35), si les deux noyaux /H et L
sont additifs, la solution X de I’équation (34) est

(36) X=X+ X,—f

52. L’additivité des deux noyaux / et L est donc une
condition suffisante pour que X; -+ X, —f soit la solution
de I'équation (34); X; et X, étant les solutions des équa-
tions (32) et (33) et f une fonction quelconque.

Cherchons maintenant les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que la propriété que nous venons d’énoncer
soit vérifiée; c’est-d-dire cherchons les conditions néces-
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saires et suffisantes que doivent vérifier les deux noyaux
H et L pour que 'on ait, quel que soit f et A:

B X+ Xo—f=f+MNHFL, X;+ X; —f]

ol X; et X, sont les solutions de (32) et (33) données par
(32') et (33'), ce qui suppose évidemment que A n’est cons-
tante fondamentale pour aucun des nnyaux H et L. Pour
montrer 'importance de la notion d’additivité il nous suffira
d’étudier le cas ou H,L,K et f sont des fonctions conti-
nues. En tenant compte de (32) et (33) la relation (37)
peut s’écrire:
(37) [H, Xy —f]+ (L, X, — ] =o
or d'aprés (32') et (33")

X, — f=X[R(H;W),f]

Xy — =1 [R(L;N), f)
Donc (37") peut encore s’écrire:
[H, R(L; ), fI++ [ L, B(H; ), fl=o0
ou encore

[[H#, R(L;V) |4 (L, R(H;1) |, f]=0

cette relation doit avoir lieu quelle que soit la fonction
f(M). On doit donc avoir

(38) [, (M, Q R(L(Q,P;1)dQ+

+f, Q) r(Q,P); 1) aQ=0

pour chaque valeur de M et de P fixe (sur V) et quelle
que soit la valeur du paramétre A. Quand | A | est suffi-
sament petit, A n’est pas constante fondamentale de
et de L. Or, R (H,\) et R(L,\) sont des fonctions holo-



morphes en A au voisinage de l'origine; on doit donc avoir
pour chaque valeur de M et P fixes (sur V).

(39) [ m@e, e, Pyag+
+f n(, @i (QPYaQ=0

oun=1, 2, 3,....

Or les conditions (39) pour n=1 et 2 sont précisément
des conditions nécessaires et suffisantes pour que H et L
soient additifs. Dans le cas de la continuité des noyaux
nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

Théoreme Il — 8 H et L sont deux noyaux continus et
st Xy et Xy sont les solutions des équations :

X, — f=r[H,X;]
X, — f=n[L, X,

o f est une fonction continue; pour que la solution X de
Péquation

MH-+L,X]
vérifie, quels que soient f et \, la relation
X—f=E—)+(X—f)

il faut et 1l suffit que H e/ L soient deux moyaux additifs.

Voici_donc une propriété que caractérise les noyaux
additifs dans le cas de la contlnmte Ce que nous venons
de dire, nous montre aussi qu'on pourrait étre conduit &
considérer les noyaux additifs en étudiant le probléeme posé
précédemment.



CHAPITRE V

Sur la forme du noyau le plus général additif
a un noyau de rang fini donné

& 1 —Préliminaires

53. Nous venons de voir le rdle joué par les noyaux
additifs dans la théorie de I’équation intégrale de FrEpmHOLM.
Nous savons d’autre part que les noyaux orthogonaux sont
toujours additifs. Comme nous connaissons des exemples
de noyaux orthogonaux, on a.par conséquent des exemples
de noyaux additifs, mais nous n’avons pas encore donné
un exemple de deux noyaux additifs qui ne soient pas
orthogonaux, ce qui est nécessaire pour montrer que la
notion d’addilivité est plus générale que celle d'orthogonalilé.
Ce que nous allons dire dans ce chapitre nous permettra
d’aborder la recherche d'un tel exemple, bien qu’il soit
possible de l'indiquer directement.

54. Considérons un noyau H (M,P) de rang fini,
c'est-a-dire un noyau, défini sur V, de la forme:

(m) H(M,P)= Z U; (M) V; (P).

=1

Pour simplifier, nous pouvons supposer que les U; et
les V; sont des fonctions continues sur V. Nous dirons que
ce noyau est de rang m si les fonctions U; (M) sont linéai-
rement indépendantes, sur V, et si la méme propriété a
lieu pour les fonctions V; (P); s'il en est ainsi, nous dirons
que H (M, P) est écrit sous la forme réduite. En général le
rang de H (M, P), donné sous la forme (m), n’est pas égal
4 m, mais on peut toujours écrire H sous la forme réduite

() H(M,P)= 2 Ay (M) By (P) avec r <m

k=1
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ot les Ay et les Bj sont respectivement des combinaisong
linéaires, convenablement choisies, des U; et des V;, On

peut méme préciser encore. A cet effet, considérons les
fonctions:

A (M), Ay (M), ..., A, (M), By (M), By(M), ..., B, (M)

si H+o, elles définissent, dans 1’espace des fonctions conti-
nues, une variété lindaire & n dimensions M”" (ou r<n<2r).
Dans ces conditions il existe, voir Stoxe [1-p. 12], une suite

Xl(M)yXZ(M)) L] 7Xn(zu)

de fonctions, appartenant & R”, qui sont orthonormées sur
V, c'est-a-dire telles que:

J, %@ X @ aQ=2 ;.

Alors on peut écrire:

n

AL (M) = an i X (M)

i=1

Bi(PY=Y Bi;X;(P)

ji=1

et nous aurons:

H(M,P)= i (i an, i X (M)) . (Z ﬁh,in(P))

h=1 \i=1

n

= Z (2 ah,iﬁzr,;)Xi(JJ)m
i,j=1\h

=1

Posons

n

aij= ) an B

h=1
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Nous voyons que fout noyaw H (M, P) de rang fini r,
peut toujours s'écrire sous la forme:

n

(40) H(M,P)= Y ai;X; () X;(P)

i, j=1

Nous dirons dans ce cas que H (M, P) est écrit sous la
Jorme orthonormale.

Remarque — Pour que ’on ait n=1 il faut et il suffit que les fone-
tions A et B définissent une méme variété linéaire R7, ce qui
n’a pas lieu dans le cas général. Si n=r nous dirons que le noyau
H (M, P) est régulier. Sauf dans ce cas exceptionnel nous aurons
toujours n > . Dans le chapitre I1I nous aurons & nous occuper des
noyaux de rang fini qui sont réguliers; comme exemple de tels noyaux
nous pouvons indiquer les noyaux symétriques de rang fini.

55. Tout noyau H (M, Py de rang fini » peut toujours
s'écrire sous la forme biorthonormale :

n

(41) HQLP)= Y ai; X;(M) Y;(P) | ou n>r

i,j=1

XI(M))X‘A(M); »X%(M)
Yi(P), Y (P), -y Yau(P)

est un systéme, convenablement choisi, de fonctions bior-
thonormées (sur V), c’est-a-dire telles que:

(42) J,X@ v @d@=12,;

il suffit pour cela de poser, par exemple, Y;(P)=X;(P)
dans l'expression (40) de H.

Ceci étant, nous proposons de déterminer la forme du
noyau L (M, P) le plus général additif & H (M, P).

Remarque — En général un noyau H (M, P), de rang fini r, peub
s'écrire de plusieurs maniéres sous une forme biorthonormale. La
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forme orthonormale (40) est une forme biorthonormale particuliére,
et elle s’écrit au moyen de 2 n fonctions Xy, Xo, ..., X, X1, Xg.0.7
Xu, (0w n>7). Il peut arriver (si > 7) que ’on puisse écrire H (M, P)
sous une forme biorthonormale avec moins de 2 n fonctions. Il en
est ainsi, s'il n'existe aucune combinaison linéaire des 4 (M) & coeffi-
cients constants ('un au moins n’étant pas nul) qui soit orthogonale
4 tous les B (P) et inversement. Dans ce cas on peut trouver, voir
par exemple GOURSAT [4—p. 392] un systéme biorthonormé formé
de 2 r fonctions: X3, Xy, ..., Xr, Yy, Y5...., Y tel que les 41 soient
des combinaisons linéaires des Xj & coefficients constants ct les Bp
des combinaisons linéaires des Y ;.

§ 2 — Etude d’un cas particulier

56. Pour commencer, nous allons d’abord déterminer
le noyau le plus général L, (M, P) de la forme:

(43) Lo(M,P)= Y b;;Xi(M)Y;(P)

5, j=1

qui est additif & H (M, P). Nous verrons plus loin que le
noyau le plus général L (M, P), de rang fini ou non, additif
a H(M,P) n’est pas de la forme (43); mais nous verrons
(N° 61) qu'il peut toujours s'écrire sous la forme d’une
somme de deux noyaux dont l'un. est de la forme (43) et
additif & H (M, P).

Pour que H et L, soient additifs, il faut et il suffit que
I'on ait, en notation symbolique :

(44) HL,+L,H=o0

(45) HL,H+L,HL,=0
Calculons:

HL,—=[ H(M,Q)L.(QP)dQ=

=fv< idi,in(M) Yj(Q)).( nz b,,,th(Q)y,c(p)\dQ

ij=1 k=1 J

ou d’aprés (41)

HLo= Y ai;bjiX:i(M)Y(P)

ij k=1
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ce qu'on peut encore écrire, en changeant les notations:

(46) HL,= i (

hyk=1

n
Z ah,ibi,k)Xh(M) Y (P)
i=1 /

On verrait de méme que:

n

(47) L,H= Z (Z bh,,-a,-,k>Xh(M) Yy (P)

h, k=1

(48) HL,H= ) ( > ah,ibi,jaj,k)Xh(M)Yk(P)

W lk=1 \ij=1

(49) L HL,= 2 (Z bh,,-a,',jb,-,k>Xh(M) Y (P).

hyk=1 \i,j="1

En remplacant les expressions (46), (47), (48) et (49)
dans les relations (44) et (45), on voit immédiatement que
celles-ci sont équivalentes aux conditions algébriques:

n

(44") 2ah,ibi,k+ 2 bniair=o0 | bbk=1,...,n

t=1 =1

n

(45") z an,ibijajr—+ Z buiaijbje=0|hk=1,...,n

1,j=1 i, j=1

57 Les matrices additives —Soit A = || an 1 || la ma-
trice d’ordre 7 constitué par les éléments a;; et B la
matrice || bz || . Les conditions précédentes (H’ ) et (45"}
peuvent alors s'écrire sous la forme:

(') AB+BAd=o

(11') ABAL+BAB=o
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Ces deux conditions sont tout & fait analogues aux con-
conditions (I) et (I) que nous avons trouvées précédemment
comme conditions nécessaires et suffisantes pour que deux
noyaux H (M, P) et L (M, P) soient additifs. Nous pouvons
donc convenir de dire, par analogie, que deux matrices A
et B sont additives lorsqu’elles vérifient les deux conditions
(I') et (IT"), mais cette analogie n’est pas simplement ver-
bale et formelle. Il serait en effet facile de démontrer que
les matrices additives ont des propriétés tout & fait analo-
gues a celles que nous avons démontrées pour les noyaux
additifs, Nous ne le ferons pas pour abréger l'exposition
et nous renvoyons & un travail que nous publierons
ailleurs.

58. D’aprés ce qui précéde nous pouvons énoncer la
proposition suivante:

Lemme I — Pour que les deux noyaux

H(M,P)y= Y ai;X:(M)Y,;(P)

iji=1
et

L,(M, P)= Z Li; Xi(M)Y,(P)

ij=1

on les X et les Y 5 forment un systéme de fonctions biortho-
normées (sur V), soient add.tifs (sur V), il faut et il suffit
que les deux matrices d’ordre n: A= ||ap, x| et B=| by, ||
so‘ent additives. Clest-a-dire: pour déterminer  le noyau
L,(M,P) de plus général additif & H(M, P) il faut et
il suffit de savoir déterminer la matrice B la plus géné-
rale additive & la matrice 4, c’est ce que nous ferons dans
le chapitre vi pour certains cas particuliers qui nous serons
atiles par la suite.

§ 3 —Etude du cas général

59. Revenons maintenant & la détermination du noyau
L (M, P) le plus général additif & un noyau H (M, P) de la
forme (42).
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Pour que H et L soient additifs il faut et il suffit que
Pon ait:

f H(M,Q)L(Q,P) dQ—l—f (M, Q)H(Q,P)d Q=0

(11) ﬂ H(M,Q L(QR)H(RP)deR—}—ff (M, Q)
H(Q R)L(E,P)dQdR=o0

La condition (1) s’écrit, d’aprés (42):

(50) Y ;X)) [ Y;(QL(QP)dQ+

i,j=1
+ 3 au; Y,-(P)J'VL(M, Q) Xi(Q)dQ=0
ij=1

Posons, pour simplifier:
(1) eij=[ Yd(@QL(QRX,;(R)AQIR

et s0it C= || ¢;; || la matrice formée par les nombres ¢; ;
Multiplions les deux membres de 1'équation (50) par
Xu(P) Y (M)d Md (@ et intégrons sur le domaine V.
On aura:

n

> i, Xe(A)Yu(M)aM[ Y;(Q)L(Q P)Xu(P)

ij=1
4QaP+ Y ai;f Yi(P)Xu(P)aP[ ¥u(M)L(M, Q)
o Xi(@)dQ=o0

Comme les fonctions X; et Y; sont biorthonormées,
'expression précédente s'écrit, en tenant compte de (51):

n
Z ak}ic.’ h+ Z a17]f1,ck i—O0 h,k:1,2,.-.,n
j=1

i=1
6
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ou, en changeant les notations:

n

n
z aniCik -+ z Chn,i@i k=0 hkt=12...,n
1

i = i=1

c’est-a-dire: la matrice C vérifie la condition

AC+CA=0o

De la méme maniére on démontre que la condition (71)
entraine

ACA+4CAC=o

Les deux conditions précédentes expriment précisément
que la matrice C est additive a A.
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante:

Lemme Il — 8¢ L (M, P) est le noyau le plus général
additif au moyaw

H(M,P)= ) ai;X:(M)Y;(P)
.j=1
défini sur le domaine V, ¢t les fonctions X; (M) et Y; (P)

Jorment un systéme biorthonormé sur V, la matrice, d’ordre
n,C=llcj;l ow

oii=| ¥: O LU P X; (PYaMaP
est une matrice additive & la matrice A.

60. Il nous sera commode (voir le corollaire énoncé
plus loin) de chercher s’il est possible d’écrire le noyan
L (M, P) sous la forme:

n

(52) LM, P)= )Y ei;Xi(M)Y; (P)+L(M,P)

i,j=1
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les constantes e; ; étant choisies de telle facon que:

3) [, ¥i 0y e (1, P)X; (P)dMdP=0 i,j=172,...,n

Posons
E=|lei ||

et cherchons & déterminer les constantes e; ; de telle facon

que les conditions (53) soient vérifides. Pour cela il faut et
il suffit que ’on ait:

ffv Y (M) [L (M, Py — i ek Xn (M) T (P)]

hyle=1
X;(P)dMdP=o
(4j=12...,n)
on :

.”V Yi(M)L(M, P)X; (P)d MdP— i €nk

h,k=1
[, ri@OXu(yaM . [ ¥i(P)X;(P)dP=o0
\4 14
(1,j=1,2,...,m)
ou finalement, d’aprés (41) et (51):
cij=¢eij (4,j=12,...,n)

c'est-a-dire:

E=C

Nous pouvons par conséquent énoncer la proposition
suivante:

Lemme 111 — Soit L (M, P) un noyau additif au noyaw
de rang fini
H(M,P)= Y a;;X:(M)Y;(P)

i,j=1
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défini sur un domaine V, ot les fonctions X; (M) ef Y; (P)
forment un systéme biorthonormé sur V. Si nous posons

L(M,P)= Y ¢i;Xi(M)Y;(P)+ ¢ (M, P)
i, j=1
pour que Uon ait:
vKi(M)E(M,P)X,-deP:o (4j=1,2,...,m)
il faut et 1l suffit que:
ei,j=ci,j:ffvyi(M)L(M, P)X;(P)dMdP

on en déduit immédiatement que:

Corollaire — Le noyau le plus général L (M, P) additif
¢ H (M, P) peut toujours s'écrirve sous la forme:

n

LM, P)y= Y ci;Xi(M)Y;(P)+ € (M, P)

i, j=1
o
ei,,:ffvy,-(M)L(M,P)Xj(P)deP
‘ (,j=12,...,m)
o=ffvy,~(M)Q(M,P)X,~(P)deP
la matricc C= | cyn,x || étant additive & la matrice
A= anc]|.

61. Posons pour simplifier

n

(54) L(M, P)= Y ¢ijX:(M)Y;(P)

i,j=1
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alors on peut écrire:

(55) L(M, P)=1(M,P)+£ (M, P)
Comme nous l'avons vu, la matrice C= || ¢; ; || étante
additive & 4= a; ;| , on peut affirmer d’apres le Lemm

I (N° 58) que les deux noyaux H (M, P) et I(M, P) sont
additifs, c’est-d-dire: nous aurons en notation symbolique

(57) LH,L H) + [ H, 1] =0

Noas allons maintenant démontrer que £ (M, P) est
orthogonal & H (M, P).

Remarquons que:

JLHOMQ)L(QPdQ= Y as;X(M] Y;(Q)

Gyj=1

2(Q P)dQ— 2XAM)%Xa«,ijYj(me(Q,P)dQ%

=1 Jj=1

de méme on voit que:

J, 2@ H@ P)dQ= > n(P)% D, aia

=1

fVQ(M,Q)X@-(Q)dQ%

Comme les Xu (bien comme les Yu) sont lindairement
indépendantes sur V, pour démontrer que H et £ sont
orthogonaux il faut et il suffit de démontrer que l'on a:

(88) Y ani[ Y (QLQP)aQ=0

i=1
a=1,2,...,n

(59) Y aief L(M,Q)X:(@dQ=0
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Pour cela remarquons que si L est le noyau, le plus
général, additif & H, on aura:

(H, L]+ [L,H]=o
ou d’aprés (5D)

[Hl+ L]+ [l+L H]=0
ou en tenant compte de (56):

[H:2]+[2)H]=0

ce qu'on peu écrire:
n

D e Xi(M) [ Y;(@)2(@QP)AQ+

i,j=1
+ Y @i, YiP)[ (M) Xi(Q)d Q=0
3,j=1

Multiplions les deux membres de cette égalité par Y, (M)
d M et intégrons sur V, on aura:

S ausf XD TaO ] Y@ (@ P A0+

i,j=1
+ X @i YD) Yu(M)L(M,Q)Xi(Q)dQ=0
i,j=1
ou encore, en tenant compte de (41) et (53)

n

2 ”“’fIVYj(Q)Q(Q,P)dQ:o

j=1

ce qui démontre 1'égalité (58). De la méme maniére on
démontre 1'égalité (59) et nous aurons par conséquent;

[H,2]= (& H] =0
Maintenant il est facile de voir que:

[H, L] =[H,1+2)=[H,1]
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dé méme
(L,H]=[l,H]
|H, L, H|—[H,1 H|
[L,H L)=[l,H,1I]

c'est-a-dire pour que l'on ait:

HL+LH=o
HLHALHL=o

il faut et il suffit que
Hi+1H=o0
HIH+1Hl=o0

nous pouvons donc prendre pour ! le noyau le plus géné-
ral additif & /. Nous aurons donc:

UM, P)y=Lo(M,P)= Y b;; Xi (M) Y;(P)

i,j=1

Théoréme 1 — Le noyaw L (M, P) le plus général, addi-
tif & un noyau H (M, P) de rang fini r, peut toujours s’écrire
sous lu forme L(M,P)=L,(M, P)+ £ (M, P), oot L, (M,P)
est un certain noyau de rang fini additif ¢ H(M,P) et ot
L (M, P) est le noyau le plus général orthogonal ¢ H (M, P).
Si H(M, P) est écrit sous une forme biorthonormale

n

(41) H(M,P)= Y ai;Xi(M)Y,;(P)

i,j=1

on peut prendre pour L, (M, P) le noyau le plus général de
la méme forme

(43)  Lo(M,P)= ) b:i;Xi(M)¥;(P)

i,j=1

qui est additif ¢ H (M, P).
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62. D’aprés ce que nous avons vu dans le N° 61, si
L est le noyau le plus général additif a H, nous aurons,
en remarquant que | =1L:

HL=HL,
LH=L,H
HLH=HL,L
LHL=L,HL,,

donc: pour que L ne soit pas orthogonal & H il faut et il
suffit que L, ne soit pas orthogonal & H. La recherche
d’'un noyau additif et non orthogonal & un noyau de la
forme (41), se réduit donc & la recherche d'un noyau de
la forme (43) additif et non orthogonal & H (M, P).
D’aprés le lemme I énoncé dans le N° B8, pour déterminer
L,(M,P) il suffit de déterminer la matrice B= || b;; ||
la plus générale additive & 4 = || a;; || . Nous étudie-
rons ce probléme dans le chapitre suivant, mais nous ne

nous occuperons que des cas particuliers qui nous intéres-
seront par la suite.

63. Pour que le noyau L, soit orthogonal & H il faut
et il suffit que:

) ( Zahz )Xh(M)Yk\P)-—O

h, k=1 i=1

)

[Lo,H|= Z (Z b iasn )Xh(M) Yi(P)=o0

k=1 \i=1

Pour qu'il en soit ainsi, comme les fonctions X3 et Y
sont linéairement indépendentes, il faut et il suffit que I’on
ait:

n

n
z anibix+ 2 briaix=0

i=1 i=1

c’est-a-dire: il faut et il suffit que les deux matrices 4 et B
vérifient les deux conditions

AB=BA=o
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S'il en est ainsi nous dirons que 4 et B sont deux matri-
ces orthogonales.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante:

Thécreme 11 — Pour que les deux noyaux H et L, sotent
orthogonaux 4l faut et il suffit que les deux matrices A et B
soient orthogonales.

Done, la recherche d’un noyau de la forme I, addmf et
non orthogonal a H, se réduit a la recherche d’une matrice
B additive et non orthogonale & A. On verrait de méme
que pour que l'on ait:

[H}LO;H.]:[LO,H.LO]:O

il faut et il suffit que les deux matrices A et B vérifient
les deux conditions

ABA=BAB=o

Nous dirons que deuz matrices additives 4 et B sont
quasi-orthogonales si

AB—= —BA+o
ABA=BAB=o

et nous dirons qu’elles sont proprement additives si

AB=—BA%}o
ABA=—BAB+o

D’aprés ce qui précéde pour que les deux noyaux H et
L, soient quasi-orthogonaux ou proprement additifs il faut
et il suffit que les deux matrices A et B soient respective-
ment quasi-orthogonales ou proprement additives.






CHAPITRE VI

Sur les matrices additives & une matrice
donnée

§ 1 — Préliminaires

64. Soit A une matrice carrée donnée, d’ordre n (1):

ai,1d1,2...Q1n
az,1842,2...02n

A= =l aijl
Qp,1 Ony2 oo« Ay ||

Nous allons chercher toutes les matrives B, du méme
ordre, additives & la matrice 4, c’est-a-dire (n° 57): 4 étant
donnée nous allons chercher les matrices de la forme:

bi,1 b1,2 coabya
ba,1 ba2 ... bon

B = = b,
bn,l bn,? LR bn,n

qui vérifient les deux conditions:

(1) AB+BA =o
(Ir) ABA+ BAB=o.

(1) Pour les propriétés de ces matrices, que nous aurons & utili-
ser ici, voir par exemple: TURNBULL et AITKEN [1], WEDDERBURN [1].
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Ce probléme pouvait se poser, indépendamment des
applications, dans la théorie des matrices; nous y avons, au
contraire, été conduits directement en étudiant une ques-
tion relative & la théorie des équations intégrales de F'rE-
DHOLM.

La résolution de cette question présente done, pour
nous, un double interét.

65. Les conditions (I’) et (II’') peuvent s'écrire, sous
la forme:

n

1" Z anibin -+ i bu,i @i =0

i=1 i=1
n ”
(11" 2 an,ibijaj x4+ Z brioijbjr=0
i,j=1 hj=1
ou:
hk=1,2,...,mn.

Nous avons donc & résoudre un systéme de 2n? équa-
tions & »2 inconnues by, k. Les n? prémiéres équations sont
du premier degré et les %2 suivantes sont du deuxiéme
degré par rapport aux inconnues by 1.

L’étude directe de cette question se présente donc sous
une forme qui n’est pas trés simple.

66. Nous allons commencer par démontrer un théo-
réme qui est intéressant en lui méme mais qui nous per-
mettra aussi en méme temps de simplifier la résolution du
systéme (L") et (I1').

Soit § une matrice dont le déterminant est différent de
zéro.

Considérons les transformées des deux matrices 4 et B
au moyen de la matrice §:

A =8"148
B =S8-1BS.
Théoreme I — 8i deux matrices A et B sont additives,

leurs transformées A’ et B’ au moyen d’une méme matrice S,
sont ausst additives.
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En effet, pour que A’ et B’ soient additives, il faut et
il suffit que:
am A'B+BA =0
€ AB A+ BAB =0

La condition (I') peut s’écrire:

S—1A8S-*BS+8-tBSS-tAS8=o

oun

S~1ABS+S-'BAS=o
ou encore:
€ S—1(AB1-BA)S=o

La condition (11") peut s’écrire de méme:
{0 S—1(ABA-+BAB)S=o

Si les matrices 4 et B sont additives, les conditions (I')
ot (11') étant vérifides, les conditions (/') et (Z1') le seront
aussi, ce qui démontre le théoréme.

L’additwité de deux matrices A et B est donc une pro-
priété qui reste invariante pour toutes les matrices que lon
peut déduire de A et B, en les transformant au moyen d'une
méme matrice S, ¢ déterminant différent de zéro. Nous ver-
rons plus loin que cette remarque nous permetra de sim-
plifier la détermination de toutes les matrices B additi-
ves a 4.

Nous allons nous borner pour le moment & faire la
remarque suivante. Soient A4’ et B’ les transformées des
matrices 4 et B dont nous avons parlé précédemment.
A étant donnée et 4’ étant une transformée bien déterminée
de 4, supposons que 'on sache déterminer toutes les matri-
ces B additives & A'. Dans ces conditions, je dis que nous
saurons aussi déterminer toutes les matrices B additives
a A. En effet, soit B, une des matrices additives a 4/,
alors les deux matrices:

B,=SB, 8!
A=S A S—1



94

seront aussi additives, d’aprés le théoréme I. Donc: étant
donnée une matrice B”, additive & 4’, nons savons en dé-
duire une matrice B, additive & 4. Il nous reste &3 montrer
qu'on obtient ainsi toutes les matrices B additives a A.
Pour cela il suffit de montrer que toute matrice B, addi-
tive &4 A est la transformée d'une matrice B”, additive & A’:

B,=8B8",81
En effet soit B, une matrice additive 4 A. La matrice:
B,=S8"'B,S§
est additive & la matrice:
A=8—-148

Donc parmi les matrices B”, additives a A4’ il en existe
une B’, dont la transformée

SB,S~1=88-1B,8S—1=B,

est la matrice B, Nous avons donc: B',=B",, et notre
proposition est démontrée. On peut encore remarquer que
deux matrices différentes By et B”; additives & 4" sont les
transformées

B'y=8-1B,8
B'y=8-1B,8

de deux matrices différentes et bien détermindes B, et B;
additives & 4; donc les deux ensembles de matrices que
nous avons representés par les lettres B” et B” coincident.

Les matrices B’ étant déterminées, pour obtenir les B,
il suffit d’effectuer sur les B’ la transformation inverse de
celle que nous avons utilisé pour passer de 4 & 4’. Nous
pourrons donc simplifier la résolution de notre probléme
s'il est possible de choisir S de telle facon que A’ soit une
matrice ayant une forme plus simples que .

67. On appele déterminant caractéristique relatif & une ma-
trice 4, le déterminant:

AN)= | \E—4 |
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ou E désigne la matrice unité (d’ordre n) et X un paramétre. L’équa-
tion de degré n en A

A(M)=o0

s'appele équation caractéristique de A. Les racines de cette équation
sont ce que nous appelerons dans la suite: les racines de la matrice A.
Soit A=c une racine, d’ordre de multiplicité » < n, do l’équation
caractéristique de 4. Soit A\ 1 (\) un mineur quelconque d’ordre n — 1
de A (M) et soit sy le plus petit ordro de multiplicité de A = ¢, consi-
dérée comme racine des équations

N1(h) =0

Soit, en général, A\ ¢ (1) un mineur quelconque d’ordre » — ¢ (ol
i=1,2,...,m— 1) et soit s; le plus petit ordre de multiplicité de
A =¢, considérée comme racine des équations

Ni(h)=0
On a:
r>81>89...

Si si>o0, alors 8i>>s i+ 1. Soit s » —1 le dernier des nombre s¢
qui n'est pas nul, on aura:

r>81>83> ... >8h—1
Posons:
Y —281=171
§1—8a=Tr2
Sh—2—8h—1="h—1
Sh—1=17"h

On en déduit:
7‘:7'1+¢‘2+ e + rh
done:
(A—c)r=(A—c)r1.(A—c)rz...(A—c)"n
les facteurs linéaires que figurent au second membre de 'expression

précédente s’appélent d'aprés Weierstrass les diviseurs élémentaires de
U'équation caractéristique de A.

Associons &4 chaque diviseur élémentaire (A — ¢)7; uno matrice
carrée d'ordre ; de la forme:

C00...000
lco...000
olc ...000
Ari (C)Z ..... teeecen
000...C00
noo...1co

000...01lc¢
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Cette matrice a une seule racine A =c¢ et un seul diviseur é1é-
mentaire (A — ¢) 7, Nous dirons q’une matrice est irréductible si elle
a un seul diviseur élémentaire. Une matrice irréductible qui a la
forme que nous avons indiquée précédemment sera appelée dans la
suite une matrice canonique irréductible.

Nous associons done & chaque diviseur élémentaire une matrice
canonique irréductible ayant le méme diviseur élémentaire.

Au moyen de ces matrices Ari (¢) nous allons em former une

autre que l'on associera & la racine, d’ordre de multiplicité », A= ¢
de la matrice 4, qu’on peut appeler la matrice canonique associée 4
la racine c; & savoir la matrice de matrices:

Ayy(c) (o) ... (0)
A ()= (0) Ara(c) ... (0)
(0) (o) ... 4, (0)
qu’on peut écrire sous la forme d’une somme directe de matrices, sui-
vant la notation de Kreis:

A(c):ATi(C)“‘LArQ (C)-‘}" .-.;|—Arh(6)

Dans la matrice de matrices 4 (¢), le symbole (o) représente une
matrice nulle carrée ou rectangulaire. La matrice (0) qui se trouve
dans la ligne i et dans la colonne j=1i a r; lignes et »; colonnes.
Il est facile de voir que la matrice A4 (¢) a les mémes diviseurs élé-
mentaires (L — ¢)7s que 4; on peut l'appeler matrice canonique asso-
ciée & la racine ¢ de A.

Soient ¢y, ¢, ..., . les racines distinctes de A; considérons les
matrices canoniques, associées 4 chacune des ces racines: 4 (cq),
A(eg)y +.vy A (cm) et contruisons la matrice

Al=A(cy)F A(ex) ...+ A (em)

qu’on peut appeler matrice canonique associée & A.

47 a los mémes racines et les mémes diviseurs élémentaires que
la matrice 4. D’aprés un résultat classique ou peut passerde la matrice A.
& la matrice A! aw moyen d'une transformation de la forme:

Al=848—1

D’apres ce que nous avons dit précédemment: pour déterminer
les matrices additives & A, il nous suffit de savoir déterminer les
matrices additives & la matrice canonique associée &4 4/. Quand une
matrice est écrite sous la forme A/, on dit qu'elle est sous la forme
canonique classique.

Nous aurons 'ocasion de voir dans le Chapitre suivant
que s1 un noyau H (M, P) est écrit sous une forme biortho-
normale (41) on peut toujours, en changeant convena-
blement des fonctions X; et X, remplacer la matrice
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A=]|| a; ;|| par une quelconque des matrices 4'=84 §—1;
nous pouvons par conséquent nous borner a determiner les
matrices B additives & la matrice 4, dans le cas ol celle-
-ci est écrite sous la forme canonique classique; c’est ce
que nous ferons dans la suite.

§ 2 — Etude du cas particulier ou la matrice A
a un seul diviseur élémentaire.

68. Supposons que la matrice A a un seul diviseur
élémentaire (h—a)*. On peut toujours supposer, comme
nous l'avons vu, que A est de la forme:

a0 ...000
lao...oo00
ola:..o000
a—
000 ...a400
000 ...1ao0
ooo ...0la

La matrice B, 4 déterminer, doit vérifier les conditions
(1) et (1I'). Tl est trés naturel de commencer notre étude
par ce cas particulier parce qu’il est le plus simple qui
puisse se présenter. Il est utile d’étudier d’abord ce cas par-
ticulier pour deux raisons: 1°) parce que l'étude de ce cas
particulier va nous guider dans l'étude du cas général
2°) parce que les résultats que nous allons établir, dans
Pétude de ce cas particulier, interviennent effectivement
dans I'étude du cas général.

La matrice 4 étant donnéde, nous avons & déterminer
les matrices B qui vérifient simultanément les conditions
(1) et (1I). On pourrait donc trouver qu’il ne serait pas trés
indiqué, au point de vue de la simplicité, de commencer
par déterminer d’abord les matrices B que vérifient seule-
ment la condition (I'), pour déterminer ensuite celles,
parmi les précédentes, qui vérifient aussi la condition (11');
mais il se trouve que si nous connaissons, au moins dans
«certains cas, les matrices B qui vérifient seulement la con-
dition (I'), cela nous permettra de simplifier la résolution
de notre probléme dans le cas général.

7
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Le cas qui nous interessera plus tard c’est justement
le cas ol la matrice 4 a un seul diviseur élémentaire.

a) Détermination des matrices B qui vérifient la condi-
tion (I').

69. Pour que la condition (1') soit vérifide, il faut et
il suffit que 'on ait:

n

(I/) izlah’ibi’k_*— iglbh,iai,kzo

hk=1,2,3,...,m
Or dans le cas actuel nous avons
asth==k

ank=1lssh=k+4+1
o dans les autres cas

Donc les conditions (/') prennent la forme

i=k+4+1

i:h
z an,ibi x4 Z buiasx=0
i=h—1

i=k
ou encore

ann—1bn—yxtanpbur+bnrare+0nrt1ar 41, =0
ou en remplacant a5 et an rn—1 par ses valeurs
bn—1,5t+abns+bnra+dbnryri=o0

ou finalement

() 2abpr+bn—1,6+bnrr1=0
hk=1,2,...,n

Dans cette expression les indices ne peuvent prendre
que les valeurs 1,2,...,n. Donc, si pour une certaine
valeur de k& ou de %, il y a un indice qui prenne une valeur
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différente de 1,2, ...,n; cela voudra dire, comme il est du
reste facile de vérifier, que le coefficient du terme qui a
cet indice, sera nul. Donc quand on donne & h et & £ des
valeurs particuliéres, dans l'expression précédente, on doit
suprimer les termes qui auraient un de ses indices diffé-
rents de 1,2,...,n. Cette remarque va nous indiquer le
chemin & suivre pour déterminer les b; ;.

70. Etude du cas oil a+o0.— Commencons par remar-
quer que si 'on pose h==1, les conditions (/') se réduisent
a la forme:

2abi,k+bi,x+1=0

/ —_—
(I)pour k=173, {9 . n

Kecrivons ces conditions en posant successivement:

k=nn—1,n—2 ...,3,21;
on aura
2aby,n =0
2ab1,n—1+bl,n =0
2abl,n-2+bl,n—1=0

------------

d’ott 1'on déduit successivement
bl,n:bl,n—lsz,n—2= e :b1,3=b1,2=bl,1=0

c'est-a-~dire:
bi,j=o pour j=1,2,...,n

Les éléments de la prémiére ligne de la matrice B sont
donc tous nuls. Supposons maintenant que les éléments de
la i®me ligne de la matrice B sont tous nuls, nous allons
démontrer que la méme propriété aura lieu pour la (i-+-1)me
ligne.
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Supposons donc que
biyj=o0 pour j=12,...,n
Ecrivons la condition (') en posant h=14 41

. 2abiy,v+bikt+biri,k41=0
! r h= 1 ’ ’ ’
(I') pour h=2+- F=1,2,... 7

ou d’aprés notre hypothese

2abit1i,k+bitie+1=0

Si nous écrivons cette condition en posant sucessive-
ment

k=mnn—1,...,321;
nous voyons immédiatement que
biy1,j=o0 pour j=1,2,...,m

Nous avons donc démontré par récurrence que, dans le
cas ol a0, tous les éléments de la matrice B sont nuls.
Nous avons seulement assujétti B & vérifier la condition

) AB+BA=o

Si deux matrices vérifient la condition précédente, nous
dirons qu’elles sont anti-permutables.

Dans ces conditions, nous avons démontré la proposition
suivante:

Lemme | — La seule matrice anti-permulable avec une
matrice canonique A ayant un seul diviseur élémentairve cor-
respondant a une racine différente de zéro, c’est la matrice
zéro.

Pour que B soit additive & 4, il faut et il suffit que les
conditions (I) et (II) soient vérifiées, or toute matrice est
additive & la matrice zéro, donc:

Corollaire. — La seule matrice B additive ¢ une ma-
trice canonique A. ayant un seul diviseur élémentaire corres-
pondant ¢ une racine différente de zéro, c’est la matrice zéro.
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T Etude du cas ot a=o0.—Dans ce cas, les condi-
tions (7) que nous avons écrit au n°® 69 prennent la forme

brn—1, x5+ bnxr1=0

I
() hhbk=1,2,...,n

Commengons par poser h =1, alors on a

bigxgr1=0 pour £k=1,2,...,n

on en déduit

bi,j==o0 pour j=2,3,...,n

Posons by, 1 =>5s.
Posons maintenant h==2; alors les conditions (1")
s’écrivent

bi,k+ b2, ky1=0

/ h—2
(1) pour E=1,2,...,n.

Pour =1 on a:
b1, 1+ b2, 2=0.

L’élement b; étant pour le moment arbitraire, nous pou-
vons écrire by o= —1>b;. Comme by x=0 pour £>2, nous
aurons: by x==0 pour £=>3. En résumé, nous avons trouvé
les résultats suivants

by arbitraire pour j=1

b1 i—
b 0 pour j=>2
b,  arbitraire pour j=1
be,j = —b pour j=2

0 pour j=>3
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Si l'on pose encore h =3 dans les conditions (I"), il est
facile de voir que l'on a:

by  arbitraire pour j=1

— b, pour j =2

by, j= :
(—1)%0 pour j=3
0 pour j >4

Supposons que l'on ait démontré que les éléments de la
ligne h ont les valeurs suivants

b arbitraire pour j =1

— bn—1 pour =2
(—1) bp—» pour j=3
(—1P® bp—s pour j=4
bh,j‘—*—‘ ..............................
(—13 " bp—igr pour j=¢
(—1)r—1b, pour j=h

0 pour j=>h 41

Eecrivons la condititon (I’) en remplagant i par 41
bu, &+ bnt1,641=0
ou, en remplacant by, par ses valeurs:

(—1)F=1bu_rp14brtye41=0 pour k<h
bht1,k+1=—0 pour k>h

d’ou
bh+1,k+1:(—l)kb(h+1)._(k+1)+1.p0ur léh
bhyt,k+1=0 pour £>h
ou encore

(—1)=*hpy1)—j+1 pour j<h-41

PP
bl 0 pour j>h41
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Nous avons donc démontré la proposition suivante:

Lemme 11 — La matrice B la plus générale anti-permu-
table avec une matrice canonique donnéde A, qui a un seul
diviseur élémentairve, dont la racine este égale @ zéro, est
déterminée par les conditions :

(—1)e=1bp_p41 pour L <h
bp,p=
0 pour k> h
ou by, by, b3, ..., by sont des constantes arbitraires

b) Détermination des matrices B additives ¢ A.

72. Notre probleme est déja résolu dans le cas ol le
diviseur élémentaire a est ‘différent de zéro. Lie résultat est
énoncé dans le corollaire du n° 71, qui est une conséquence
immédiate du lemme I. Il nous reste donc a étudier le cas
ol @ =o0. La matrice canonique A est, dans ces conditions,
définie par

y 1 osi h=k41

60 —
(60) MET ) o s R k41

Supposons que la condition (I') est vérifiée; pour cela
il faut et il suffit que B soit de la forme

(—DF=1by_ppr si k<Zh

61 by =
(61) hoE 0 si k>h

pour A k=1,2,...,n

ot by, by, ...,b, sont des constantes arbitraires que nous
allons déterminer de telle facon que la condition (ZZ) soit
aussi vérifiée. Posons, pour simplifier ’exposition:

AB:“C;‘,/;H
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on aura

(—D)e=tbp—i si k<h—1]

©2) | ene=bus 0 si k>h—1

Dans ces conditions posons
ABA=1| an |
BAB=| Bus |

La condition (1I") peut alors s’écrire
(1r) ah,k+[3k,k=o (hh=1,2,...,m]

Il est facile de voir, d’aprés ce qui précéde, que

n n

U, == Z anibijaje= 2 Chjljk

,j=1 j=1
ou, en tenant compte de (62) et (60):

h—1 lsii=Fk+1
Uh. kb= Z (_1)i—1bh—i.
osiiFkt1

i=1

ou finalement

(—l)kbh_k_l s1 F<n—2
(63) Uy, =

0 si kA >h—2

On aura de méme

n n
Bu k= Z bpiaijbjr= 2 hnicix

i,j=1 i=1
ou, en tenant compte de (61) et (62),
(—1)F=1b;_psi i>k+1

3
Bu k= Z (=D bp—iga.
0 sl t<<kb+1

i=1




ou finalement

h
(64)] Bn,x= Z (—1)itk=2by iy 4y g sik<h—1}
' i=k41
0 si k>h—1

D’aprés ce qui précéde, voir les formules (63) et (64),
on a

Op, k=0 Si k>h—2
Brr=o0si k>h—1

donc: la condition (/") estidentiquement vérifidesi £>h —1,
et ceci en admettant seulement que la condition (I') est
vérifide.

Done, pour chaque valeur donnée de h=1,2, ..., n, il
nous reste a exprimer que la condition (II") est vérifide
pour k=h —1, A —2,...,82,1

Nous allons faire ces identifications par groupes, en
posant successivement kF=h—1,h—2,...,2,1, et en
donnant & h, dans chaque cas toutes les valeurs possibles;
c’est a dire nous allons faire notre identification par dia-
gonales.

D’aprés les formules (63) et (64) il est facile de voir
qu’il y a & identifier m — 1 diagonales. Dans fous les cas
nous avons donc & fawre n—1 identifications. Ceci nous
indique que nous n’avons aucune vérification & faire dans
le cas ot n=1.

73. Solution du probléeme dans le cas ot n=1.

La matrice 4 est de la forme A= 0 ||. La matrice
la plus générale B qui vérifie la condition (I”) est la ma-
trice B= || b{||, ol b; est une constante arbitraire. Cette
méme matrice vérifie aussi la condition (/') comme il est
facile de le voir immédiatement ou en tenant compte des
résultats précédents. Clest le seul cas ot la matrice la plus
généralo B qui vérifie la condition (1’) vérifie aussi la con-
dition (/1’). Remarquons que dans ce cas

AB=BA=o0
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donc
ABA=BAB=o
C’est-a-dire les matrices 4 et B sont orthogonales.
74. Nous allons maintenent supposer que n > 2.

1¢re Identification — Posons & =h — 1 (ceci suppose que
h>2). D’apres les conditions (63) et (64), nous avons

Up,h—1=0 pour h=>2
Bun—1==(—1)2»—3p, pour h>2
Dans ces conditions les relations (I1') s'écrivent

=h—1

, —_
11"y pour >2

(_1)2h—3b1=o

Nous aurons donc dans tous les cas ot n>2

(65) b1=0

Ce résultat nous permét de donner immédiatement,
d’aprés ce qui précéde, la

75. Solution du probleme dans le cas ot n=2.
La matrice la plus générale additive

0o 0
A=
1o
est une malrice de la forme
o ol
B= I
b2 o !

0% by est une constante arbitraire.

Le résultat que nous avons obtenu, avec cette prémiére
identification, va nous permettre de simplifier les expressions
(61), (62), (63) et (64). Remarquons d’abord que dans (61),
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nous avons maintenant b5 =0>b;=o0, donc: les condi-
tions (61) se transforment dans les conditions suivantes:

—1)k“1bh_/,-+1 si 76<h——1
(61) 1 n.s % 0 si k>h—1

pour hk=1,2,...,n

ou: by, bs; ...,b,, sont des constantes arbitraires.
De méme on verrait que

(—1)t=tbp_y si k<h—2

62’ e
(62) Ch k 0 si k>h—2

Pour que les ¢s, 1 ne soient pas tous nuls il faut et il
suffit qu'il existe an moins une valeur de % (appartenant &
la suite 1,2, ...,n) qui soit inférieur ou égale & une valeur
de h—2 appartenant & la méme suite, ot » peut encore
prendre toutes les valeurs de la méme suite. Une telle
valeur n'existe pas dans le cas ot n=2; nous avons donc dans
ce cas: A B—=BA=o0 et par conséquent: A BA=BAB=o;
donc: dans le cas otv n =2 toutes les matrices additives ¢ A,
lut somt ausst orthogonales, comme il etait du reste trés facile
de voir directement.

I1 est tres facile de voir, en tenant compte de (60), (61')
et (62'), que

— 1)k | 1 —
(63) :§< Dbty sl Bsh—3

) si k>h—3
h—1
(64) | Bup=q ) (—1)HE=2by_spibiy i k<h—3
i=ktz 9 sik>k -3

76. Iléme Identification — Posons maintenant k=h —2
(ceci supose que k> 3). D’aprés les conditions (63') et (64')
nous avons

Up,h—2—0

Brn—2=o0
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Les conditions correspondantes (') sont donc vérifides
d’elles mémes, quelles que soient les constantes arbitraires
by, b3, by, - -+, bu.

Comme nous avons fait deux identifications, nous pou-
vons donner tout de suite la

77. Solation de notre probleme dans le cas oir
n=3.— La matrice la plus générale additive &

0 o0 o
A= 1|1 o o
o 1 o
est une matrice de la forme
0 o o
B= | b o o
by —by o

ot by et by sont des constantes arbitraires.

Regardons dans ces conditions les valeurs de ¢z » et
de ap r, ol les indices & et & ne peuvent prendre que les
valeurs 1, 2 et 3. Comme, d’aprés (62'), cn, . est nul si
kE>h—2,cp 1 ne peut étre différent de zéro que si % (entier
positif) est <h—2.

La plus petite valeur que peut prendre % c'est la valeur
k=1; on doit donc avoir (pour que le ¢z, ; correspondant
soit différent de zéro) 1< h—2 ou k>3, c'est-a-dire: on
doit avoir A =3.

Il y a par conséquant, dans le cas ot » =23, un seul
cn, « qui est différent de zéro, & savoir ¢s ; qui d'apres (62')
a la valeur

C3,1— bs

Nous aurons dans ces conditions

0o 0 0 0 0 o
AB= |lo o o|, BA= o 0 o
by o o || —b o o

Donc: dans le cas 0ts n=3 la matrice la plus générale
additive ¢ A wn'est pas en général orthogonale a A.
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Il est évident que si A B= BA=o0, nous aurons aussi
ABA=BAB=o. Dans le cas actuel les matrices 4 et B
n'étant pas orthogonales il est intéressant de déterminer la
valeur du produit ABA=—BAB. Cest pour cela que
nous allons chercher les valeurs des aj, 5.

D’aprés (63") ap, est nul si k>h—3, donc pour que
ap, . soit différent de zéro il est nécessaire que £<h—3
ou h>f - 3; or ceci est impossible car k, k=1, 2, 3.

Les Op, e etant tous nuls nous aurons dans le cas ow
un=23

ABA=BAB=o
c’est-a-dire A et B ne sont pas proprement additives.

78. 3ime Jdentification. Posons maintenant £=h—3
{(ceci suppose que £>4). D’apres les conditions (63") et (64"),
on a

opr=(—1)"=3% b, o h>4
lgh,/%:(—l)h+k—3b2b2 ol hz-d:
Dans ces conditions les relations (1I") s’écrivent
k=h—3 '
X by (1 (— 1) —2by) =o.

Cotte condition doit étre vérifiée quel que soit z=4,
5,6,...,n Si n=4 nous avons donc une seule condition
& vérifier, & savoir

by (1—10by) =0.

On doit donc avoir
b‘a:B:
79. Solution du probleme dans le cas ot n=4. La
matrice la plus générale additwe o

o o0 0 0
1 o o o

o 1 o o
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est une matrice de la forme

0 0 0 o

b 0o o0 o
B =

by —3 o0 o

b4 '—b3 g 0

ot by et by sont des constantes arbitraires et 0w b est ausst
une constante mais qui ne peut prendre que les deux valeurs
oell.

Voyons dans ces conditions quelles sont les valeurs des
cn, i ot des ap ;. Comme d'aprés (62 ) enx=081 k>h—2,
pour que c¢p,  soit différent de zéro il faut que £ < h——2
ou ce que revient au méme que h>k-+2. Si k=1 on

doit avoir A>3, donc h pourra prendre les deux valeurs
h=3,4. Or d’apres (627)

eh,1="by—_1 pour h=3,4
c’est-a-dire

1

B

03,1=b2=0:
(/]
c1,1=bg

Si k=2 on doit avoir >4 donc h=4, et d'aprés (62')
Cpo=—by=—10
Nous aurons dans ces conditions

(1] o 0

0o 0 0 0 0

0o 0 o o 0o 0 0 o

AB= 3 o o ol —3 0 o0 o
bs—93 o0 o —?133 0 0

Donc: dans le cas o0t n=4 la matrice la plus génerale
additive ¢ A West pas en général orthoganale ¢ A.

Voyons maintenant quels sont les valeurs des u, z.
D’aprés (63"), g, est nul si k> h — 3, done pour que dn,
soit différent de zéro il est nécessaire que ¥ <h—3 ou
h>k -+ 3. Dans le cas actuel, comme n==4, ceci n’est
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possible que si k=1 et h=4, cest-a-dire: il n'y peut y
avoir q'un seul ap, que ne soit pas nul, & savoir:

1

N

a4’1:———b2:—0:=——-
0o

Ceci nous montre que «  n’est pas toujours nul. Nous
avons dans ces conditions:

0 0 0 o | 0 0 0 o0 l
0 0 0 o 0 0 0 o
ABA= , BAB=—
0o 0 0 0 0 0 0 o
—3% 0 o0 o 3 0 0o o '

Donc: dans le cas ots n=4 le produit ABA=—BAB
n’est pas toujours nul. Pour que ce produit soit nul il faut
ot il suffit que 3==0. La valeur n=14 est la plus petite valeur
de n pour laquelle nous avons trouvé une matrice B addi-
tive 4 une matrice 4, ayant un seul diviseur élémentaire
correspondant a une racine égale a zéro, telle que le pro-
duit 4 B 4 ne soit pas toujours nul.

80. Nous avons terminé 1'étude du cas ou m =4,
passons maintenant au cas o n>4. La condition (I1')
que nous avons écrit précédemment doit étre vérifiée pour

h=4,b, ..
1 suffit’ d’ écrire cette condition pour h=4 et h=5H

ba(I—bg)=0
by(I+bg)=0
pour conclure immédiatement que: by=0 si n> 4.
Au moyen de ce résultat nous allons simplifier les
expressions (61), (627), (63") et (64). Remarquons d’abord

que dans (61) nous avons maintenant: by, —1=by=0,
donc les conditions (61") s’écrivent

— 1) h g ppr S A<h—2
+

(619} bae= % 0 si k>h—2

ou bz, by ...,b, sont des constantes arbitraires.
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On verrait de méme que (62") et (63") s'écrivent

(—1)k"'1bh__k si kéh——:’}

62” ==
629 Ok % 0 si k>h—3

(—1)%bppey si k<h—4

63" =
(657 L § 0 si h>h—4

Pour transformer (64') remarquons d’abord que l'ex-
pression (64') elle méme nous montre (en tenant compte
de by=0) que

Buun—s=o0
B hoh—4a=—0

Par conséquent
h—1
Z (—1)itrt—2b, i bi_psi k<h—Db

ﬁh,k: i=k42

0 si k>h—DH

Or le premier et le dernier terme de la somme que
figure dans l'expression précédente sont respectivement

(—1)2kbh_k_.1b2:-‘—:0
(—1)*+e=3byby_ =0

Nous pouvons done finalement écrire (64') sous la forme

h—2
@] 8, ) 2 GV b igabi g sl E<h—b
’ i=k+43
0 si k>h—Db

L’étude de l'additivité, pour les matrices d’ordre au plus
6gal 4 4, ne nous a pas conduit & des résultats trés régu-
liers, ce que n’est pas trés surprenant, se nous tenong
<compte de la différence qu’existe entre 'ensemble des for-
mules (61), (62), (63), (64), (61"), (62') (63'), (64') et
(61, (627, (63"), (647).
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Pour les valeurs de n>5 nous trouverons au contraire
une certaine régularité dans les résultats. Nous allons
encore donner en détail la solution de notre probléme dans
le cas ot m =D, pour passer ensuite aun cas général.

Pour avoir la solution de notre probléme dans le cas
ot n =95 il nous faut et il nous suffit de faire une

81. 4éme jdentification — Posons maintenant k=h —4
(ce que suppose h>5 et par conséquent n=>5).
Daprés (637) et (64) on a

Ap, h—a = (—1)h—4b3 Si hif)
6

Brn—a= o si h

v

La condition (11') s’écrit alors

=h—4

k
!
(11’) pour L>5

(—1)P=4by=0

ceci nous montre que

bs=o0 pour n=>5H

Alors on voit immédiatement d’aprés (61"), (62”) et
(63") que

bnn—2=0, Chr—3=0, -Anh-4=0

Dans ces conditions (61"), (62") et (63") s’écrivent

rr ___ (—1)k_1bh—/(’—|-1 Si ]Céh—3
o) bh”‘*? 0 si k>h—3
ou by, bs,..., b, sont des constantes arbitraires

(—1)k=1bp_y  si k<h—4
e ch'k_§ 0 6 h>h—4

bh—k—1 §i k<h—5

(=1)*
63 —
( )k 0 si k>h—Db

8
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En tenant compte de (64”) et de b3 =0, il est facile de
voir que

Bun—s=0, Bn r—6=0.

D’autre part, le premier et le dernier terme de la
somme que figure dans l’expression (64”) sont respective-
ment

pour :=% 438 (—1)2k+t1 Bby_p_sbs =0
pour i=h-—2 (—1)ktk—tp, bh—p—s=o0.

Nous pouvons finalement écrire (64”) sous la forme
t=h—3

(64:11/) Bh - Z (_1)i+k—2bh—-i+1 bi——]@ Si kéh— 7
2 i=k44
b si k>h—7

Cherchons les o, que peuvent étre différents de zéro.
D’aprés (62”') les cp,x sont nuls si £>h — 4, donc pour
que les ¢, 1 soient différents de zéro il est nécessaire que
E<h—4 ou h>Fk- 4. Dans le cas ot n==D0, ceci ne peut
avoir lieu que si £#=1, h=2>5; c’est-a-dire: le seul terme
que peut ne pas étre nul est: ¢; =0, arbitraire. Ceci
nous montre que les ¢ x ne sont pas en général tous nuls
dans le cas ol n =>5.

Cherchons les oy ; que peuvent étre différents de zéro.
D’aprés (63"") les ay,z sont tous nuls si £>h —5, done
pour que les o 5 solent différents de zéro il est nécessaire
que A<h—5 ou h>k-|5. Ceci ne peut pas avoir lien
dans le cas ou m=D5; donc dans ce cas les uj,  sont tous
nuls. Nous pouvons maintenant donner la

82. Solution de notre probleme dans le cas ot n=>5.
La matrice la plus générale additive &

0o 0 0 0 o
1 o o 0o o
A= 1lo 1 o0 o o
o o1 o o
o o o1 o
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est une matrice de la forme

0 0o o0 o o
0 o o o0 o
B= |l o o o 0 o0
b, 0 o o0 o
by —by o o o

ot by et by sont des constantes arbitraires; et nous aurons
dans ces conditions

S
<

AB= | o o

by o
et
BA=—AB
ABA—BAB=o

Dans le cas oot n =25, la matrice la plus générale addi-
tive a A, n’est pas en général orthogonale & A, mais les pro-
duits ABA et BAB sont toujours nuls.

Nous allons maintenant passer &

83. L’étude du cas général oir la matrice 4 est
d’ordre n>b.

Nous savons, d’aprés ce que nous avons dit précédem-
ment, que pour déterminer complétement la matrice la
plus générale additive & une matrice donnée d’ordre n, il
ne nous reste a faire que n — 1 identifications. Dans notre
cas nous avons donc & faire un nombre d’identifications
que varie de 4 & » — 1, suivant les cas. Nous avons déja
fait la quatriéme identification, ce que nous a permis en
particulier de donner la solution de notre probléme dans
le cas o m=D5. Supposons maintenant qu’ayant fait p
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1dentifications (ou 4 <p<m—1) on ait trouvé les résultats
suivants

—1k—1 . . .
(61— 1) bhk—g( 1 bh—k+1 si k<h—(p—1)

si k>h—(p—1)

(—1)k"1bh k s1 ]C_<_h-——p
2(p—1) — =
(6275) o= % si k>h—p
(63(»—1)) (= ~k—1 st E<h—(p+41)
si E>h—(p+1)
(64»—1) :§ _(p—l) —DIE b i bi
z~k+p 0

si k<h—(2p—1)
si k>h—(2p—1)
84. Nous allons démontrer que le méme résultat a
encore lieu pour la (p + 1)%™¢ identification. On doit poser
k=h — (p-+1), ceci suppose h >p 4 2 et par conséquent
n=>p-+ 2.
"Dlaprés (62 —1) on a

ahn—(p+1=(— 1 =@+,

D’aprés (64®—1)) on a Ban—(p+1)=0, si h—(p+41)
>h—(2p—1), c'est-a-dire si p >2, et comme n > p- 2),
on aura nécessairement n>5. Cette condition est vérifide
d’aprés notre hypothése. Comme on doit avoir

U h—(p+1)+ Br,n—(p+1)=0

on voit tout de suite que b,—=o0, si n >5.
Dans ces conditions

b_h,h—(p_l):(_—.l)h-—p bp:0
onnop  =(—1) i h=0
anh—(p+1)=(—1)r—P—1p,—=0
Alors (61(r —1), (62(»—1) et (63(» —1)) g’écrivent
(1) 1bp 1 8ib<rh—p

61®) b =
( ) bne sik>h—p
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_((=1)Y—tbp—r sik<h—(p+41)
(62¢2)) Gh,k““g 0 sik>h—(p-+1)

(—1)% br_p_1si b<h—[(p+1)+1]
0 sik>h—((p+1)+1]

D’autre part, le premier et le dernier terme de la somme
que figure dans I'expression (64 —1)) sont respectivement

pouri==k+p (—1)** 4P =2y _ (kg p)+1bp=0
pours =h— (p—1) (—1)~P+H b by oy =0

(63(1’)) o, p = §

La somme en question peut donc s’écrire

h—(p—1)—1
(—1)itE=2by i1 bi=
i=k+p41
h—[(p+1)—1]
= 2 (—1)i+k=2hp 54 1bis
i=k+(p+1)

Pour que cette somme existe il faut et il suffit que
E+(p+1D)<h—[(p+1)—1], ou k<h—(2p+1), ou
encore £ <h—[2(p+1)—1]. On aura donc

Brr=o0 si k>h—[2(p+1)—1]
La condition (64(P—1) peut finalement s’écrire

h—[(p+1)—1]
(—1)i+e=2 by i1 biyg
(64®)  Bpp={ b=k+m+1)
si k<h—[2(p+1)—1]
0 si k>h—[2(p+1)—1]
et notre proposition est démontrée.

Les formules (61(»—1), (62»—1) (63(r—N) et (647 V)
sont donc valables, quel que soit p, si n> 5.

85. Solution de motre probléme dans le cas général ot
n>5. Pour avoir la solution de notre probléme dans le
cas général il nous suffit de poser p=n—1 dans (61(p—0),
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On a d’abord

bh,k: (—1)k—1bh__k+1 Si kéh—(n—2)
0 si k>h—(n—2)

Tous les termes de la matrice B seront donc nuls sauf
ceux pour lesquels k<h—(n—2), ou h=>k-+ (n—2), ou
hk=1,2,3,.

Posons k — 1 on doit avoir A=n— 1, par conséquent
h ne pourra prendre que les deux valeurs suivantes
h=n—1,n.

Pour k——2 on doit avoir A >n, par conséquent: h =n.

Pour k __3 on doit avoir 4> n—l— 1; ceci est impossible.
Cela veut dire que les éléments de la troisidme colonne de
la matrice B sont tous nuls. On verrait de méme que les
4@éme  hHime , n®me colonnes ont tous ses éléments nuls.
Donc tous les bn, » sont nuls sauf:

bn—1,1=bn—1

bn,lzbn bn,‘z:‘—‘bn—-l

ou b,—1 et b, sont des constantes arbitraires,

Nous savons d’avance que la matrice B que nous venons
de définir, vérifie les conditions (1) et (11").

La solution que nous avons indiqué dans le cas ou
n=">5 est analogue & la solution que nous venons de déter-
miner dans le cas ou n>b.

86. Nous pouvons maintenant énoncer la proposition
suivante:

La matrice la plus générale additive ¢ une matrice d’ordre
n>5 de la forme:

0o 0 0 0 0 0
1 o o )
o 1 o 0o 0 o0
A=
0 0 0 o o0
)
o o o 1 o
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est une matrice de la forme

0 0 0 ... 0
B= 0 0 0 ... ©
bu_10 0 ... ©0
bn_bn——lo o e 0

0% by _1 et b, sont des constantes arbitraires.
Pour déterminer les valeurs correspondantes des ¢a,z,
posons p=mn — 1 dans (62(» —1)); alors on a

(—1)E=1bp_p i k<h—n-1

Ch k= o sik>h—n-+1

Par conséquent les ¢, ne peuvent pas étre différents
de zéro que si h>k-+n—1.

Posons k=1, on doit avoir h>n; donec: h=n.

Posons k=2, on doit avoir: h>n -+ 1. Ceci est impos-
sible, car h<<n, et cela veut dire que les éléments de la
2¢me colonne de la matrice B sont tous nuls.

On verrait de méme que les 3®me, 4éme . = pime colon-
nes ont tous ses éléments nuls. Par conséquent tous les
¢n,x sont nuls sauf ¢,  =b"— 1 C’est-a-dire:

S
S
()
()

AB= .

] 0 +.. O

S

bn_lo D) ]

S

et AB=—BA.

Dans le cas ovv n >D5, la matrice la plus générale additive
a A nest pas en général orthogonale & A.

Si l'on pose finalement p—=n—1 dans (63(»—1)), on a

(—1)*bp—p—1 81 k<h—n

o = . .
kR 0 si k>h—n
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Pour que les ap ; ne soient pas nuls il faut que:
h<k+mn, ou h,k=1,2...,n. Comme ceci est impos-
sible, les aj 5 sont tous nuls.

Dans le cas ott n =5, la matrice la plus générale additive
a A vérifie toujours la condition ABA=BAB=o.

Nous avons terminé la résolution de notre probléme
dans le cas ot 4 est une matrice canonique ayant un seul
diviseur élémentaire dont la racine est égale & zéro.

Remarquons que dans le dernier cas que nous venons
d’étudier, cas ou n>5, la matrice B peut s'écrire sous la
forme d’une matrice de matrices

= | @0
| Bo (o)

ol
B — l| bn——l 0 |
T l bn —bn—l }

et ol (0) désignent des matrices nulles carrées ou rectangu-
laires avec un nombre de lignes et de colonnes convena-
blement choisies pour que B soit une matrice carrée d’or-
dre n.

Remarquons encore que les résultats obtenus ne sont
pas trés réguliers pour n=1,2, 3,4 mais qu'au contraire
si n>b le résultat se présente sous une forme trés régu-
liére.

Si nous laissons de c6té la solution singuliére, qui
se présente dans le cas ot m=4 et qui correspond & la
valeur 8 =1, la régularité que nous venons d’indiquer se
présentera pour n» =>3. Il est trés naturel de considérer a
part ce cas exceptionel si nous voulons résumer dans une
seule proposition, la plus simple possible, tous les résultats
que nous venons d’obtenir.

Si on tient compte de tout ce que nous venons de
dire, nous pouvons finalement énoncer la proposition sui-
vante:

87. Théoreme 11— Soit A une matrice canonique, d’or-
dre n, ayant un seul diviseur élémentaire (N — a)™.

£) Si ato, la seule matrice B, d'ordre n, additive ¢ A
est la matrice zéro et dans ces conditions B est orthogonale a A.
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1) S8i a=o, la matrice la plus générale B, d'ordre n,
additive ¢ A est:

1) sin=1, B=|laf.
2) sin=2

B= i{

|

3) si n>3 et si nous laissons pour le moment de coté
une solution simguliére qui se présente dans le cas oven = 4:

=
a

ol

s || B @]
‘ [NONON
| a o

=it

Dans les expressions précédentes o et B désignent des cons-
tantes arbutraires. Duns ces conditions la matrice B est tou-
jours orthogonale & A dams le cas ot n =1, 2, mais n'est
pas toujours orthogonale ¢ A dans le cas ow n=>3; au con-
traire les produits A B A et BAB sont toujours nuls,

4) dans le cas ot n=4 la solution singuliére que nous
avons lazssé de coté est

o o0 o0 o
1 o o o
B=
a—1 o o

B—a 1 o

otv a ¢t B sont des constantes arbitraires. Dans ces conditions
B n’e:t jamazs orthogonale a A et les produits ABA et BAB
ne sont jamais nuls.

Le cas singulier que nous venons d’indiquer, au n.° 4
du théoréme précédent, est le seul cas ou les produits 4 B4
et B A B ne sont pas nuls. Comme « et 3 sont des constan-
tes arbitraires, on obtient la matrice la plus simple que
vérifie cette condition en posant « =0 et f=o.

Si A est une matrice canonique ayant un seul diviseur
élémentarre \*, le seul cas ow, la matrice la plus générale
additive a A est telle que les produits ABA et BAB ne
sotent pas mécessairement nuls c’est le cas o n=4. Dans
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ces conditions 1'exemple le plus simples qu'on puisse indi-
quer de deux telles matrices est

0o 0 0 o0 0 0 0 o
1 o 0o o 1 o o o
A: , B =
o1 o o o—1 o o
o o1 o o o 1 o
et nous aurons alors
o o0 o0 o0
o 0 0 0
AB= = —BJ,
1 0 0 o
o—1 o o
0 0 0 o0
0 0 0 o
ABA = =—BAB
7 0 0 O
—1 o 0 0

§ 3— Etude du cas particulier ol la matrice 4
a une seule racine (non nulle)

88. La matrice 4 ayant une seule racine, nous avons
4 distinguer deux cas: le premier sera celui, déja étudisé,
ou 4 aura un seul diviseur élémentaire, le deuxiéme cas
sera celui ol le nombre de diviseurs élémentaires de 4 est
plus grand que I'unité.

Nous allons maintenant étudier le dernier cas, et pour
cela nous pouvons toujours supposer que la matrice 4
est sous la forme canonique classique.

Soit a$ o la seule racine de 4 et (A—a)u, (A—a)e
ceee, (N—a)2i, ot £>>1, les diviseurs élémentaires de 4;
soit:

a 0 0o o0 o
1 a 0o o0 o

(65) A= o 1 a 0o 0 o
.. a o o

0 0 o 1l a o

0 0 o o1 a
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la matrice canonique, d’ordre aj associée au diviseur élé-
mentaire (A —a) k.

La matrice 4, étant supposée sous la forme canonique
classique, s’écrit:

A4y o ... o0 0
o A4, ... o 0
(66) A= . 0
(/] 0 .« A,'_1 o
0 0 ces O A;

89. La matrice 4 étant donnée, le probléme que nous
avons & résoudre c’'est de déterminer la matrice, d'ordre %,
B la plus générale qui vérifie simultanément les conditions

(I') AB+BA=o
(I1"y ABA+BAB=o

Nous allons d’abord, comme dans le § 2 et par les
mémes raisons, commencer par la:

a) Détermination des malrices B que vérifient la condi-
tion (I).

90. Commencons par écrire B sous la forme d'un
«canevas» analogue & 4.
Soit:

b1 bz ... bin

»

B= lbzl bzyg b2n

)

‘ bnl bﬂ,2 oo bn’n

)

Nous allons diviser ce tablean en tableaux, en général
rectangulaires, avec ¢ bandes horizontales comprenant:

les a; premiéres lignes horizontales
les @, lignes suivantes

les a; lignes suivantes
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et 7 bandes verticales, comprenant

les «y premiéres colonnes

les ay colonnes suivantes

les a; colonnes suivantes.

alors:

Bii Bi: ... By
By Bzs ... Ba
B+ Bjs ... B

est une matrice de matrices ou By (2,k=1,2,...,7),
est une matrice & ap lignes et o colonnes. C’est ce qu'on
appelle un canevas analogue a A, qu’on peut représenter par
la notation B =[[By, r]|.

91. Cherchons maintenant & déterminer la matrice B
de telle facon que la condition (I') soit vérifiée. Pour cela
nous avons besoin de calculer les deux produits 4 B et B 4.

Pour uniformiser les notations, posons d’abord:

A=[[An:] hE=1,2,...,

Ah si h=kFk

Ap =
“k§ o sih+k

soit:
AB=|[[Cn:]] MEk=12,...,4

Nous aurons d’aprés ce qui précede:

:
Cuir= Z ApiBjx=AnnBnr=AnBp

i=1

on verrait de méme que:
BA:[[Dk:k]] hik:-l’z,---i

-Dh,k: Z Bh,jAj,k:Bh,kAk,k:Bh,kAk.

i=t
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La condition (I') est donc équivalente au systéme de
conditions:

AhBh,k—[—Bh,kAk—:.o

17
) hk=1,2,...,2

Les matrices Ay et A sont données.

Pour déterminer la matrice B, nous n’avons donc qu’a

déterminer les matrices By de telle fagon que le sys-
téme (J) soit vérifié.

Etude d’une question préliminaire

92. Dans le systéme (J) les deux matrices 4x et Ay sont
des matrices canoniques ayant un seul diviseur élémentaire
(pour toutes les valeurs de h, k=1,2,...,1) qui est tou-
jours le méme, quels que soient & et 4.

Nous aurons plus tard & étudier un systéme analogue
ou A et A; sont encore des matrices canoniques irréducti-
bles (ayant par conséquent chacune un seul diviseur élé-
mentaire) mais qui n’auront plus nécessairement, en géné-
ral, le méme diviseur élémentaire.

Pour abréger l’exposition nous allons donc étudier
d’abord le systéme (J) dans ce cas plus général, que nous
désignerons par (J') et nous en déduirons aprés comme
cas particulier la solution du systéme (J). Considérons
donc le systéme:

AhBh,k+Bh,kAk:0

J/
V) hEkE=12...,1
ol A4 est une matrice canonique irréductible dont la seule
racine sera désignée par +5 (h=1, 2,...1).
Ay sera comme nous l'avons supposé une matrice d’or-
dre a;. Elle est de la forme:

anp o0 o 0
1 a o o0
Ah’: . . . ==
[/ 0 . ay O



ap 0 ... 0 o0 o 0 ... o0 o0
o aw ... 0 0 1 o ... o o
=1 . e eee e -+ B
0 0 ... ap o 0 0 ... 0
0 0 ... 0 ap o 0o ... 0
ou encore:
(68) Ah:ah Eh+ th

ou FE; désigne une matrice unité, d'ordre az, et U, une
matrice canonique irréductible, d’ordre as ayant le seul
diviseur élémentaire A% .

Nous aurons de méme:

(69) Ar=ay B+ Uy

By, est une matrice, en général rectangulaire, & aj
lignes et aj colonnes.

Posons:
b1,1 bl’z I bl,a}f
Bh, b — bz, 1 bg,‘g ee bg,rak
bah,1 bah,2 bah,azg

Aprés cette notation, pour représenter B , nous
n’avons pas & craindre des confusions, si nous remarquons
que le systéme (J') nous permet de déterminer séparément
chacune des ¢? matrices 5, ;. Ceci étant, nous supposerons
que nous avons a déterminer la matrice By, ou h et &
sont fixes, c’est-a-dire nous allons étudier une des ¢? équa-
tions (J’). De la méme maniére on étudierait les autres
équations de ce systéme.

93. Cherchons maintenant, dans ces conditions, & déter-
miner la matrice la plus générale By ;. qui vérifie I'’équa-
tion:

(J) AhBh,k+Bh,kA{:0



127

Cette équation peut s’écrire, d’aprés les formules (68)
et (69), sous la forme:

(anEn-+ Un)Bu, o+ Bunk(arEr+ Uk) =0
ou:
) (@an+ar)Bu i+ UnBu i+ BrrUr=0

Posons:

Urn Brr=licpqll §23=1,2,---,an

Bh,kU/f =||dp,qH q=1,2,...,ak

I1 est facile de voir que:

b —1 si p>1
70 =) P
(70) Cpq g o si p=1
b 1 osig<lag
71 d — p,a+
(71) el B

94. Pour que la condition (J) soit vérifide il faut et il
suffit que l'on ait:

(72) (an—+ar)bp,qg+cp g+ dpg=0
pour p:l,?,...,ah
q=1,2, eo oy O

Dans 'étude de ce systéme il a & distinguer deux cas:
1°) le cas ol ap-tar+o, 2° le cas ou a;+ ar=—o0. Nous
allons nous borner & I’dtude du cas 1°), parce que c’est le
cas qui se présente dans le systéme ().

Posons pour simplifier a==a,+ ar+o. On doit avoir:

(72') abp,q+Cpqtdpq=0
pour: p=1,2,...a5; ¢ =1,2,... ag.

Pour déterminer les b, , nous allons faire les identifica-
tions par lignes.
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95. Posons d’abord p=1. On aura, en tenant compte
de (70):

abl’q+d17q:0

b si o
ou abyq+ bt ¢ =0

0 sl g=uay
Pour ¢ = aj, nous avons donc:

a bl, ak=—20
c’est-a-dire

bl,ak:o

Pour ¢ = a; — 1, nous aurons:

ab1’a}g-1+b1,ak:0

bl,a/c—1:0

et 'on démontre par récurrence que

bi,g=o0 | pour ¢=1,2,...,az,

Clest-a-dire: tous les élémen's de la premiére ligne de la
matrice By, x sont nuls.

96. Supposons maintenant, que la ligne » de Byx a
tous ses éléments nuls; c’est-a-dire supposons que

brg=0 pour ¢=1,2,...,a%

1<r<ag

la condition (72') s’écrit, pour p=r--1:

(73) abryt,qtCri1,g+dry1,q=0
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Remarquons que, d’aprés (70):

brq sir+1>1

c”“l"’:go sir+1=1

Comme 7 n’est pas nul, on aura, dans tous les cas
Crt+1,¢=Dbrq
ot par conséquent (73) peut s’écrire:
(74) abryi,q+ drt1,q=0
D’autre part, d’aprés (71)

brgrq4r sl g<lag
drt1,q= 0

si q:ﬂk

Donc, si nous posons, dans (74), ¢ = «; on aura:

br+1,ak=0

Si l'on pose encore, dans (74), ¢ =ar—1, on aura:
abrt1,0k—1+bryrar=0
ou

aby1,05—1=0
ou

br+1y']. —1=0

Par récurrence on démontre que:

bry1,q=0 | pour ¢g=1,2,..., %

c’est-a-dire: si la r®me ligne de By, i @ tous ses éléments nuls,
la méme propriété aura liew pour la (r 4 1)®° ligne.
Comme la premiére ligne de B, 1 a tous ses éléments
nuls, nous avons démontré que la matrice B, a tous ses
éléments nuls, c'est-a-dire: By r=1| o ||
Nous pouvons maintenant énoncer la proposition sui-
vante:

9
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97. Lemme IIl1— 57 Ay et Ay sont deux matrices cano-
niques et wréductibles, ayant respectivement pour racines an
et ax, la premiére étant une matrice d’'ordre u;, et la seconde
d'ordre ay; la matrice la plus générale By, x & aplignes et ay
colonnes qui vérifie la condition:

J) ApBpx+Bnrds=o0

est une ma'rice nulle st an -+ ax$o.

Cette proposition contient comme cas particulier le
lemme I (n° 70) qui correspond au cas ou: ap=ua; et
apr—=ar—ato.

98. Application ¢ la résolution du probleme en élude.
Revenons & la fin du n® 91. On avait & résoudre le sys-
téme (J) ol A, et A; sont des matrices canoniques irré-
ductibles qui ont toutes la méme racine a.

Nous n’avons donc qu'a appliquer le lemme III en
supposant: a; = a=a. Alors: a; + a; =2 a. Comme nous
avons supposé qite aF0, nous pouvons dire que les matrices
By » sont toutes nulles et par conséquent la matrice By,
est une matrice nulle. Nous pouvons donc énoncer la pro-
position suivante:

Lemme IV —S8¢ A est une matrice carrée ayant une seule
racine, non nulle. la matrice la plus générale B, du méme
ordre, qui vérifie la condition

AB+BA=o
est une maltrice nulle.

b) Deétermination des matrices B que vérifient les condi-
tions (I') et (11').

99. Pour que la matrice B soit additive a 4 il faut et
il suffit que les deux conditions (I') et (II') soient véri-
fiées. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante
comme un corollaire du lemme IV.

Corollaire — La seule matrice B additive a une matrice
canon-que A ayant une seule racine, non nulle, est la ma-
trice zéro. :
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§ 4 — Etude d’un cas mixte

100. Il serait naturel d’étudier maintenant le cas ol
la matrice A aurait une seule racine nulle, & laquelle cor-
respondraient plusieurs diviseurs élémentaires, pour termi-
ner complétement I’étude du cas ot 4 a une seule racine,
et passer ensuite & 'étude du cas général. Mais comme
nous n’aurons pas besoin, pour les applications de résoudre
ce probléme dans toute sa généralité, nous allons pour ter-
miner étudier encore un cas particulier qui nous sera utile
plus loin et nous renvoyons pour 1'étude du cas général a
un travail ultérieur.

101. Le cas mixte que nous allons étudier c’est le cas
ou la matrice 4 a deux racines différentes une desquelles
est nulle. Soient donc a et o les seules racines de 4.

Nous supposerons encore qu’a la racine zéro correspond
un seul diviseur élémentaire.

Dans ces conditions 4, supposée sous la forme cano-
nique classique, est du type:

| 4" (o)
ou A’ est une matrice de la forme (66), ot a;}ag ...

(o) 4

7
a; <. n et 4” une matrice, d’ordre n — 2 aj, de la forme:
i=1

4] s 0 O

| -

A=
too 0o o
0o o0 1 o

La matrice 4 est ainsi écrite sous la forme d’un cane-
vas A=[[44+]] Qordre 741 ol
Ap sih=k<i+1
Apr=<A4" st h=k=1i+1
0 sih+k
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Supposons B écrite sous la forme d'un canevas B=
= [(Bnx)], analogue & A, et cherchons & déterminer les
B i de telle facon que B soit additive & A.

Pour que (I’) soit vérifiée il faut et il suffit comme au

n°® 91 que l'on ait:

(75) Ap By + By Ar=0 hk=12,...,2

(76) A/;B;,yk —i—Bl,)k.A”IO h:‘—l,2,...,7f.;k:i+1
(77) A" By + B Ar=0 k=12,...,5;h=1+41
(78) A" Byy +Bi A" =0 hk=i+1

les relations (7D), (76) et (77) nous montrent d’aprés le
lemme III du n° 97, que B =0 sauf si h=Fhk=:{-41.

Donc la matrice 5 la plus générale qui vérifie la condi-
tion (I') est une matrice de la forme:

(0)
ou: B"=DPB; 4 i1 est la matrice la plus générale qui vé-

. .y
(79) oy B
rifie la condition 4" B"" + B’ A" = o, et on a:

s [ I
ABA= 8 A,,(J;i?/A,,H, BAE= ((Z)) B”EZ?’B”’

donc pour que 5 soit additive & 4 il faut et il suffit que B
soit additive & A’

Nous pouvons donc dire que: la matrice la plus géné-
rale additive & la matrice canonique A4 est une matrice B

de la forme (79) ot 5" est la matrice la générale addi-
tive a A",

102. 1l est facile de voir que: pour que les matrices 4
et B soient respectivement orthogonales, quasi-orthogona-
les, ou proprement additives, il faut et il suffit que A" et B
soient respectivement orthogonales, quasi-orthogonales, ou
proprement additives. Pour avoir des exemples de telles
matrices il nous suffira donc d’utiliser les résultats établis
au § 3, n° 87. Pour avoir un exemple simple, nous pouvons
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supposer que o est une racine simple de la matrice A. Pour
avoir un exemple de deux matrices 4 et B quasi-orthogo-
nales, nous pouvons prendre pour A"’ la matrice du plus
petit ordre pour laquelle il existe une matrice B” qui lui
soit quasi-orthogonale. Comme nous avons vu au n° 77,
une telle matrice sera d’ordre 3. Lia matrice 4 sera donc
de la forme:

S © © 8§
S M= © o
= > © ©
S o o o

Pour B nous pouvons prendre par exemple, en posant
(voir n°® 77) by =1 et by—=o0:

0 o o0 0

o o0 o o
B_—_

o 1 o o

o o—1 o

Ces deux matrices sont d’aprés ce qui précede quasi-
-orthogonales, la matrice 4 ayant une seule racine diffé-
rente de zéro. C’est ’exemple le plus simple qu’on puisse
donner.

103. Cherchons maintenant un exemple, le plus simple
possible, de deux matrices 4 et B proprement additives, la
matrice canonique A ayant une seule racine différente de
zéro. En tenant compte de ce que nous avons dit & la fin
du n° 87 on voit que 'on doit prendre:

a o o o o o o0 0 o o

0 0 0o 0o o l o o0 0o 0 o
A=110 1 0o o o, B=1}o0o 1 0o 0 o
l o o1l o o o o —1 o o

1o o o 1 o 0o o o1l o

Dans le chapitre suivant nous appliquerons ces résultats
aux noyaux de FrEDHOLM.






CHAPITRE VII

Applications des résultats précédents
aux noyaux de Fredholm

§ I. — Préliminaires

104. Dans ce chapitre nous aurons surtout a nous,
occuper des noyaux de rang fini. Nous pouvons toujours
(N° 5b5) supposer qu'ils sont écrits sous une forme biortho-
normale:

(80) H(MP)= Y ai;X:(}M)Y;(P)
i,f=1
ou les X; et les Y; forment un systéme de fonctions bior-
thonormé sur un domaine V.
Il nous sera utile par la suite de savoir déterminer les
constantes caractéristiques ¢ d’un noyau H, lorsqu’il est

écrit sous la forme (80). Si ¢ est une constante caractéris-
tique de I, nous aurons:

(81) X(M)y=ef H(MQ)X(Q)dQ
o X (M) n’est pas équivalente & zéro.
Pour étudier cette équation, posons dans (80):

n

(82) 0:(P)= ) a;;Y;(P)

i=1

Dans ces conditions, (80) prend la forme:

(83). H(M,P)y= ) Xi(M)8:(P)

i=1
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Remarquons que les 6 ;(P) peuvent ne pas étre lindai-
rement indépendantes sur V.

L’équation (81) peut dans ces conditions s'écrire sous
la forme:

X(My=c Y X:(A)[ X(Q)0:(Q)dQ
ou encore: "

(84) X(M)=c 2 w;i Xi(M)

i=1

ol nous avons posé:
() w=[ X(Q)0.(QdQ

Comme les X; (M) sont linéairement indépendantes,
pour que X (M) soit une solution effective de '’équation (81)
1l faut et il suffit que les «; ne soient pas tous nuls. Or
les «; peuvent, en tenant compte de (84) et (85), s’écrire
sous la forme:

n
(86) [/ =] Z(;h’iai

i=1

ol nous avons posé:
eni=[ Xi(Q)0.4(Q)dQ

Les fonctions X; et Y étant biorthonormées, la relation
précédente nous montre, en tenant compte de (82), que:

Chi=apn,i

Par conséquent (86) doit s’éerire:

n

(86') an=c ) an it

i=1
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Pour que I’équation (81) ait une solution effective il est
donc nécessaire et suffisant que 1’équation précédente (86')
ait aussi une solution effective. L’étude de 1’équation (81)
se rameéne ainsi a ’étude de 1’équation (86'). Si I’équation
(86') a une solution effective, nous dirons que ¢ est une cons-:
tante caractéristique de la matrice 4 = || a;; || .

Comme 1l est facile de voir, les constantes caractéris-
tiques de 4 sont les racines de 1’équation

| E—*rA | =0

ot E représente la matrice unité. Il est du reste facile de
vérifier que le premier membre de I’équation précédente
représente précisément le déterminant de FrepmHoLM re-
latif au noyau /H (M. P.).

105. Systémes biorthonormés équivalents — Consi-
dérons les deux systémes biorthonormsés sur V

(b)gXl(M),Xg(M),-..,XM(Jl) B»
(Y (P), Yo(P), ..., Y, (P) TV,

X (M), X (M), . . X'w(M) R,

oy Yi(P), Xy (P)y oo Fu(P) Tl

c'est-a-dire tels que:
[, X@T¥@dQ=0,=] X:@Q¥,;@4dQ

Soient: R”, V», R'" et V'", les variétés lindaires défi-,
nies respectivement par les n fonction X;,YV;,X"; et ¥Y'y.

Nous dirons que les deux systémes biorthonormés (b) et
(V") sont équivalents si les variétés 2" et R’ ™, bien comme
V* et V'" coincident. S’il en est ainsi, on peut écrire:

() X (M)= Y sinXn(M)

h=1

(u) Y (P)= Y uj s Yi(P)

k=1
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Comme les X ; et les X'; sont lindairement indépendan-
tes, le déterminant | s, i | est nécessairement différent de
zéro. De méme on prouve que | ws & | ¥0. Les deux ma-
trices S= || s4,1 || et U= | w4, || ne peuvent pas étre pri-
ses arbltralrement en effet, on doit avoir:

n

d=[ X QY ;(QEQ= Y sinusn

k=1

f X.1(Q Q)dQ— 2 Sintjh

h=1

c’est-a-dire S et U vérifient la conditon:

(87) S.U=1

ou U désigne la matrice transposée de U, c’est-a-dire
U= |lunn]| .

Réciproquement, si I'on transforme les fonctions d'un
systéme biorthonormé (b) au moyen des expressions (s) et
(u), ou les matrices S et U vérifient la condition (86), les
nouvelles fonctions ainsi obtenues X’; et Y’'; forment un
nouveau systéme (4') biorthonormé équivalent au systéme
(b). En effet, la relation (87) exprime la biorthogonalité
des fonctions X'; et Y';, et elle nous montre aussi que les
deux déterminants | s, | et | w4, i | sont différents de zéro.
Ceci étant, on déduit de (s) et («) qu'on a: R*=R'" et
V#*»=V’'" Nous venons de démontrer la proposition sui-
vante:

Lemme L. — Pour que devx sys'émes biorthonormés (b)
et (b') sotent équivalents, 1l faut et il suffit qu’il existe entre
les fonctions X ;, X' ;,Y ; et Y'; des relations de la forme (8)
et (u), telles que les deux matrices S= | sy, x| et U=
U, x || vérifient la condition S. U=1.

Cette proposition nous montre: qu'étant donné un sys-
téme biorthonormé (b), pour déterminer un systéme bior-
thonormé équivalent (b"), il suffit de se donner une matrice
arbitraire S=|| s5 || & déterminant différent de zéro. La
matrice U est d’aprés (87) déterminé par U= 81, c'est-
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-4-dire: U=38-1. Si (b) et (b') sont équivalents, nous, au-
rons aussi:

() Xi@)y= Y 0 Xn(M)

h=1

n

(v) Y (P)= ) 0¥ (P)
k=1
ol

(88) TV=1 ou V=1-1

Dans ces conditions, le noyau H peut s’écrire sous la
forme biorthonormale

"

H(M,P)= Z ai ity X% (MYY (P

i k=1
ou
n
H(M,P)= Z o' X' (M) Y, (P)
hk=1
n
al = Z tinasjvje
i, j=1
Posons A’ = a's | et cherchons & profiter de I'indé-

termination du systéme (') pour simplifier la matrice 4".
On a:

A'=TAV
ou d’aprés (88)
A'=TAT-?
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D’aprés (s) et (f) on a:
ST=1ou T=8""
donc T=S—1,T—‘=S

c’est-a-dire

Al'=8-148

Comme S est arbitraire, S le sera aussi, nous pouvons
donc d’aprés les résultats rappelés au N° 67 supposer que
A’ est sous la forme canonique classique, c’est-a-dire:
étant donné um noyauw H (M, P) éerit sous une forme bior-
thonorinale, on peut toujours remplacer le systéme biortho=
normé X, Y; par un aulre systéme équivalent, de fagon
que la matrice correspondante A = | ay, x || soi: une matrice
canonique. Cela justifie donc que nous nous soyons borné,
dans le chapitre précédent, a étudier les matrices canoniques.

§ 2. — Exemples de noyaux additifs

106. Nous allons maintenant donner plusieurs exem-
ples de noyaux additifs, non orthogonaux, et montrer ainsi
que la notion d'additivité est plus générale que celle d’or-
thogonalité, Il est naturel de chercher des exemples les
plus simples possible; nous pouvons donc supposer que les
deux noyaux H et L sont de rang fini. Il est tout indiqué
de commencer par supposer que H, par exemple, est un
noyau de rang un, cest-a-dire de la forme H (M, P)=
o (M) (L), ou les deux fonctions 9 et ¢ ne sont pas iden-
tiquement nulles. Nous allons démontrer la proposition
suivant:

Lemme 11— 1l n'existe aucun noyau L (M, P) qui soit
additif et von orthogonal ¢ un noyau H (M, P) de rang un.

Supposons en effet que H (de rang un) et L sont addi-
tifs, alors on aura

(D) s HQLQPAQ+[, LI Q¢(QdQ.4(P)=0
(1) ¢M)f[ 4@ L@ B)¢(R)aQaR.$(P)+
+f, L Qe @dQ.[,4(R)L(B PAR=0
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ou en notation abrégée, voir N° 8:

(I) ¢l$ LI+ [Lie]p=0
(I1) a¢¢+ILg].1$ Ll=o

ol nous avons posé: a==[¢, L,¢]. Si nous multiplions la

condition () par ¢ (P) dP et si nous intégrons sur V, on
en déduit:

(89) agp=—c[L ¢], ot c={[¢,¢]

Si nous multiplions la méme condition par ¢ (M) d M
et si nous intégrons sur V, on en déduit:

(90) ap=—c[}, L]

a) Suposons que ¢ = o. Les conditions précédentes nous
montrent qu'on aura «a=o. Ceci étant, de la relation (1)
on déduit que l'on aura: soit |L,¢]=o0, soit [$, L]=0;
alors la condition () nous montre que si une de ces deux
conditions est vérifiée l'autre le sera aussi. En résumé: si
¢=o0, on aura [L,¢] =9, L] =0, ce qui exprime précisé-
ment que H et L sont orthogonaux.

b) Supposons que c+0. Si ¢+o on peut écrire d’apres
(89) et (90): | L,¢] = — -“5 vet[$, L] =— % $. En rempla-

cant dans ([/), on aura: — gci(?(l):o, ou encore g d=o,

donc: «=o0. Alors on démontre de la méme maniére que
H et L sont orthogonaux, ce qui prouve la proposition
précédente.

107. D’aprés le lemme I, pour que H et L soient addi-
tifs et non orthogonaux il est nécessaire que ces deux
noyaux soient au moins de rang deux. Les résultats trou-
vés dans les deux chapitres précédents vont nous permettre
de donner un exemple de deux noyaux de rang deux, qui
sont additifs et non orthogonaux.

En effet, nous avons trouvé au N° 77, le premier exem-
ple de deux matrices A et B qui sont additives et non
orthogonales. Les deux matrices en question sont du troi-
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siéme ordre. Pour qu’elles ne soient pas orthogonales il
faut et il suffit, voir N° 77, que b, 0; nous pouvons done
supposer, pour avoir un exemple simple, que b, =1 et by=o,
alors nous aurons

0 0 0 |l o
A= 1 0o o B:} 1
o 1 o | 0

Nous pouvons donc affirmer, d’aprés les resultats trou-
vés au N° 63, que les deux noyaux:

H(M, P)= X, (M) ¥1(P) -+ X3(3) Y3 (P)
L(M,P)= X, (M) Y (P) — X3 (M) Y, (P)

sont additifs et non orthogonaux, ce qui do reste est facile
de vérifier. En effet, on a:

I o o | 0 0 o
AB= 0o 0 | BA=— 0o 0 o
0 —1

= o O

donc:
(H,Lj=X3(M)Y{(P); [L,H]=—X3(M)Y(P)

c'est-a-dire: H et L ne sont pas orthogonaux. D’autre part
on a- (N° 77) A BA=BAB=o; c'est-a-dire (N° 53) les
deux matrices A et B sont quasi-orthogonales, c¢’est-a-dire:
HLH=LHL=o. Les deux noyaux H et L sont de rang
deux, comme il est facile de voir.

108. Nous allons maintenant donuner un exemple de
deux moyaux proprement additifs. D’aprés un résultat établi
dans le chapitre VI, N° 87 —théoréme II, si la matrice 4
a un seul diviseur élémentaire correspondant & une racine
nulle de 4, il y a un seul cas ou la matrice 5, la plus
générale, additive & A n’est pas orthogonale ou quasi-
-orthogonale & 4, c’est le cas ou m =4.

L’exemple le plus simple qu’on puisse donner de deux
matrices proprement additives est celui indiqué & la fin
du N° 87, et il nous permettra de donner un exemple de
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deux noyaux proprement additifs, exemple que nous avons
indiqué dans une note au C.R., MontEirO |1], & savoir:
H (M, P) = x5 (M) Y1 (P) + X3 (M) Y (P) + Xy (M) Y3 (P)
L (M, P) = Xp (M) Yy (P) — X3 (M) Y5 (P) + X, (M) Y3(P)

Pour ces deux noyaux, nous aurons:

[H L= X3(M) Y (P) — X, (M) Y>(P)
(L, H] = — X3 (M) Y, (P) + X4 (M) Y3 (P)
ot:
(H,L,H| = — Xy (M) Y1(P); [L, H, L] = Xy (M) Y1 (P)

Dans les deux exemples de noyaux additifs que nous
venons d'indiquer, les deux noyaux H et L n'ont pas de
constante caractéristique, mais ces exemples sont suffisants
pour montrer que la notion d’additivité est plus générale
que celle d’orthogonalité et qu’il existe des noyaux quasi-
-orthogonaux et proprement additifs.

109. Nous allons maintenant donner des exemples de
deux noyaux additifs non orthogonaux H et L, ot I'un au
moins de ces deux noyaux a une seule constante caracté-
ristique. En tenant compte de ce que nous avons dit am
N° 102, il est facile de voir que les deux noyaux:

H (M P) =X, (M) Y1(P) + X3 (M) Yo (P) + Xy (M) Y3(2)
L(M; P)= X3(M) Yz (P) — Xy (M) Yy (P)
sont quasi-orthogonaux et que H (M, P) a une seule cons-

tante caractérisque, & savoir 'unité, qui n’est pas constante
caractéristique de L (M, P).

110. On verrait de méme que les deux noyaux:

H(M, P)=X; (M) Y1 (P)+ X3(M) V2 (P) +

+ Xy (M) Vs (P) + X5 (M) Yy (P)
L(M, P)= X3(M) Y3 (P) — Xy (M) Y3(P) + X5 (M) Yy (F)
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sont proprement additifs et que le noyau H (M, P) a une
seule constante caractéristique, & savoir l'unité, qui n’est
pas constante caractéristique de L (M, P). Nous venons

donc de donner les exemples annoncés & la fin du N° 39
et au N° 33.

§ 3. Indépendance des conditions (I) et (I1)

111. Nous avons affirmé, au N° 37, qu'un noyau H
qui est additif & deux autres noyaux L; et L, n'es pas en
général additif & leur somme L; 4 Ly; pour qu'il en soit
ainsi il faut et il suffit, d’aprés le théoréme / du N° 33,
que l'on ait:

(d) L2HL1+L1HL2:0.

Supposons en particulier que 'on ait: Ly=L,=1L; la
condition précédente prend alors la forme:

LHL+LHL=0 ou LHL=o0

et exprime la condition nécessaire et suffisante pour qu’un
noyau H, additif & L, soit aussi additif & 2 L. Si H et L
sont additifs, la condition L H L =0 entraine H L H—=o,
donc on peut affirmer: pour g+'un nmoyaw H, additif ¢ L,
sott additef & 2 Li ol faut et i/l suffit que H ne soit pus propre-
ment additif ¢ L. Par conséquent pour montrer que la con-
dition (@) n'est pas toujours vérifide, il suffit de donner
un exemple d’un noyau H proprement additif & L, ce que
nous avons déja fait aux N°® 108 et 110.

112. Nous pouvons remarquer que si H est propre-
ment additif & L, H n’est pas additif & 2 L, mais on a

QHL-+2LH=o

c’est-a-dire le noyau 2 L est anti-permutable avec H. Si
I'on a un exemple de deux noyaux proprement additifs H
et L, nous avons donc en méme temps un exemple de
deux noyaux H et L'=2L qui vénfient la condition
(I) HL' 4+ L' H=o0 et qui ne vérifient pas la condition
(I1) HL' H-+ L' HL =o. Ceci nous montre que la con-
dition (/I) n’est pas une conséquence de la condition (I).

Prouvons maintenant que la condition () n’est pas une
conséquence de la condition (Z/); pour le démontrer il
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suffit de trouver un exemple de deux noyaux H et L que
vérifient la condition (I/) sans vérifier la condition (I).
Nous allons trouver un tel exemple dans le cas particulier.
ouw H=L': dans ce cas, les conditions (I) et (II) pren-
nent la forme:

(Iy | H*=o0 (I1) | H¥=o

et expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu'un noyau /7 soit additif & soi-méme.

Considérons le noyau H écrit sous la forme biorthonor-
male:

H(M, P)=X, (M) Yi(P)+ X3(M) Y5(P)
on a:
H®) (M, P) = X;(M) Y, (P)
H®) (M, P)=o

c’est-a-dire: ce noyau vérifie la condition (II) et ne vérifie

pas la condition (). donc nous pouvons affirmer, comme
nous l'avons dit au N° 33 que:

Théoreme — Les conditions nécessaires el suffisantes pour
que deux noyaux H et L soient additifs:

(1) | HL+LH=0 | (I1)| HLH+LHL=0

sont indépendantes.

§ 4 — Sur la notion de noyau principal

113. Nous avons introduit, au n® 27, la notion de
noyaw caractéristique de K (M, (P) relatif & e¢.

Si la décomposition K= H -+ L est une décomposition
caractéristique pour ¢, nous pouvons remplacer 1’étude des
équations (K) et (X), voir n° 12, par I'étude des équations

10
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(H) et (H). Dans la décomposition d'un noyau caracté-
ristique de K (M, P) relatif & ¢ nous avons supposé (voir la
condition 3° du n°® 27) que les deux noyaux H et L sont
hypoorthogonaux. Nous avons montré (N° 26 — Théo-
reme D) T'utilité de la relation d’hypoorthogonalité entre
H et L pour I'étude de I'’équation homogéne correspondante
4 K (M,P); mais dans les chapitres 11, I1I et 1V, nous
avons montré que parmi les relations d’hypoorthogonaiité
il y en avait une, celle d’additivité entre H et L, qui s’'im-
posait dans 1'étude de I'équation non homogene correspon-
dante & K (M, P).

Dans ces conditions il serait tout-a-fait naturel d’intro-
duire la notion suivante:

Définition. — Nous dirons que H est un noyaux hyper-
caractéristiqus de K (M, P, relanf & ¢, si la décomposition -
K=H+L, vérifie les conditions suivantes: 1°) Hac comme
seule constante caractéristique, — 2°) L w’a pas ¢ comme cons-
tante caractéristique, — 3°) H et L. sont additifs.

1l serait trés important de savoir déterminer, méme dans le cas
classique de Fredholm, un noyau hypercaractéristique H relatif &
une constante caractéristique c.

Le probléme est résolu si K est un noyau de rang fini. On peut
aussi le considérer comme résolu, si le noyau K reléve de la théorie
de Fredholm, & condition de ne considérer comme solution des équa-
tions homogénes correspondantes que los fonctions sommables sur V.
Dans ces deux cas, il suffit de prendre pour H le noyau principal de
K correspondant & c.

C'est en particularisant convenablement la notion de
noyau hypercaractéristique que nous allons introduire une
notion analogue qui, cette fois-ci, sera utilisable dans I'état.
actuel de nos connaissances sur ’équation de FrEDHOLM et
qui nous permettra de mieux comprendre la notion de noyan
principal introduite par MM. Goursar et HEYwooOD.

114. Supposons que la théorie classique de FrepHOLM
est applicable aux noyaux K, H et L. Nous ne faisons cette
hypothése que pous simplifier I’exposition, car on peut en
réalité faire une extension des résultats que nous allons
obtenir & des noyaux plus généraux.

Définition. — Nous dirons que H(M,P) est un noyau
polaire relatif & ¢ st la décomposition K (M, P)=H (M, P)
- L(M, P), vérifie les conditions suivantes: 1°) R(H;)) &
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un seul pole ¢ & distance finie. 2°) R (L;\) est holomorphe
au voisinage de c. 3°) H et Li sont additifs (V).
S’il en est ainsi, le noyau K (M, P) a pour résolvante:

Cd) R(K;\) = R(H; N+ R(L; W)

ce qui nous montre d’aprés les hypothéses, que la partie
principale = (M, P;)) de R(K;\) relative au pble A —¢, est
égale & la partie principale de R (H;)\) relative au méme
pole. Posons:

(91) R(H; 1) == (M, P;)) - h (), P; )

alors on peut affirmer que h (M, P;)) est une fonction
entiére en A.

Pour simplifier nous ‘allons encore supposer que le
noyau polaire H (M, ) est de rang fini. S'il en est ainsi
h(M, P;)\) sera un polynéme en A, qui pourra étre, éven-
tuellement, identiquement nul.

La notion de noyau polaire, n'est qu'un intermédiaire
provisoire, pour arriver & la notion de noyau principal.

115. Nous allons montrer, par un exemple, qu'une
décomposition polaire est possible sans que les deux noyaux
H et L soient orthogonaux. Pour cela, posons:

H(M, P)= X, (M) YV, (P) 4 X, (M) Y;(P) +-
X, (M) Y (P) + X, (M) ¥, (P)

z o, p) =D |y x2) —

— X, (M) Yy (P) + X, (M) ¥, (P)

(1) Remarque — Si H et L sont des noyaux de rang fini, un noyau
olaire est toujours un noyau hypercaractéristique, parce que pour
ge tels noyaux on peut affirmer que toute constante caractéristique
est un pdle de la résolvante et réciproquement. Pour fixer la termi-
nologie, si ¢ est un podle de la résolvante de K (M, P) nous dirons
que ¢ est une constante polaire de K (M, P).
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On voit d'abord que H(M,P) a une seule constante
caractéristique A=1 et que sa résolvente est:

R () =2 § Xy (M) Vy(P) - Xy(M) Va(P)+

+ X5 (M) Y}(P)§+7\§X4(M) Yo (£) + X5 (M) V3 (P){ +

+ 12 X, (M) Yy (P)

D’autre part il est facile de voir que H et L sont pro-
prement additifs et que R {L;L) est holomorphe au voisi-
nage du point A=1. Dans ces conditions H (47, P) est un
noyau polaire, relatif a ¢, du noyau K (M, P)=H(M,P)--
-+ L(M,P).

Si l'on pose Hy (M,P)=X;(M)Y,(P) et Ly=K— H,,
H; est aussi un noyau polaire relatif &4 ¢=1, donc un
noyau K peut admettre plusieurs noyaux polaires. L’ uni-
cité du noyau polaire /1 est assurée si1 'on suppose que la
résolvante de H est nulle & l'infini.

116. Il y a des cas particuliers ot I'on peut affirmer
que le noyau polaire H est orthogonal & L. En effet, nous
allons démontrer la proposition suivante:

Théoreme — S: H est un noyau de rang fini dont la
résolvante a un seul pole et est nulle a 'infini; alors st Uon
sart que H est additif & un noyaw L on peut affirmer que H
est orthogonal ¢ L.

Par hypothése, H étant de rang fini, ou peut écrire
(voir N° 55).

n
(41) H(M,P)= Z ai; Xi(M)Y;(P)

i,j=1

ot les X; et les V; forment un systéme biorthonormé sur
V. Comme R (H;\) a un seul pole et est nulle & 'infini,
on peut affirmer que le déterminant | a4 ; | est différent de
zéro et que le déterminant de FreproLM: | B —X 4 | rela-
tif & H a une seule racine A =¢, d’ordre n de multiplicité.

D’autre part, d’aprés le théoréme I énoncé au n® 61,
si L (M, P) est additif & H (M, P) on peut toujours écrire:

L(M,PY=L,(M,P)+ L (M, P)
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ou £ est orthogonal & H et L, est un noyau de la forme:

L (M,P)= ) bi;Xi(M)Y;(P)

i, j=1

qui est additif a H (M, P).

Pour démontrer que H et L sont orthogonaux il nous
suffira de montrer que L,(M, P)=o, c’est-a-dire que la
matrice B=| by, x || = 0. Or, d’aprés le Lemme I du n° 58,
la matrice B est additive & A4.

Remarquens maintenant que, d’aprés les résultats établis
au n° 105, on peut toujours, en changeant convenable-

ment le systéme biorthonormé | X,;{,} V;| supposer que

la matrice 4 =] ap,x || est écrite sous la forme canonique
classique.

. ) 1

Or, la matrice A= || ay, || a une seule racine a = —

c
a4 laquelle correspondent un ou plusieurs diviseurs élémen-
taires. D’aprés une proposition énoncée au n°® 99, la seule
matrice B additive a une matrice canonique A ayant une
seule racine non nulle, est la matrice zéro, donc: 5= o ||
et notre proposition est démontrée.

Le théoréme que nous venons de démontrer nous mon-
tre: qu'un noyau de rang fini n, ayant une seule constante
caractéristique ¢, ne peut étre additif et non orthogonal
4 un autre noyau L, que dans le cas ol sa résolvante
R(H;1\) n'est pas nulle & 'infini.

117. Noyau principal — Soit Z(J, ) un noyau polaire
de K (M, P) relatif a c¢; alors si 'on pose K=H - L les
deux noyaux H et L vérifient les conditions 1°), 2°) et 3°)
du n° 114. En particulier nous aurons.

(91) R(H;\) ==(M, P;\)+ h (M, P;)\)
ou =« (M, P;L) est de la forme:

By (M, P)  Bp_1(M,P) By(M,P)
(c—H)p =~ (e—W)r—1t 70 (¢—D)

(92) =(M, P! \)=
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et h(M, P) une fonction entiére en A. Si R (H; ) est nulle
4 linfini on aura

h(M,P;1)y=o0
donc

(93) R(H;\) == (M, P;})

Dans ce cas nous dirons que le noyau polaire H (M, P)
est un noyau principal et nous voyons que pour déterminer
un tel noyau il suffit de poser A = o, dans la partie prin-
cipale de la résolvante.

Nous venons de démontrer, que, si / est un noyau
principal le rang fini, I'additivité de H et de L (hypo-
thése 3°) implique l'orthogonalité de / et L.

Nous allons maintenant montrer que la notion de noyau
principal introduite par MM. Goursar et HEYwoop, par une
autre voie, coincide avec la définition que nous venons de
donner.

Soit ¢ un pole de la résolvante R (K;L) et =(M, P; L)
la partie principale correspondante. Posons

R(K:\) == (M, P;\) 4L (M, P;))

Alors L(M, P;)) est une fonction holomorphe au voisi-
nage de ¢. Posons =0, on a:

K (M, Py=r=(M,P)-+ L(M,P)

(M, Py==(M, P;o0)
L(M,P)y=1(M,P;0)

Le résultat fondamental de MM. Goursat et HEywoop
consiste précisément & démontrer que:

a) la partie principale = (M, ;L) est un noyau résol-
vant, donc

z (M, P;\) = R [ (M, P); k]

ce qui nous permet d’affirmer que R (=, A) a un seul pole &
distance finie et est nulle & 'infini.



151

b) La partie réguliére au voisinage de A —c est aussi
un noyau résolvant, c’est-a-dire

L(M P;\)=R|[L(M, P;1)]
¢) Les deux noyaux = et L sont orthogonaux.

Toutes ces propriétés peuvent se démontrer en utilisant
seulement 1’équation fonctionnelle de la résolvante de
PLEMeLs et HiLBErT, comme 1'a montré M. Lauescco (1],
ce qui est trés important au point de vue méthodologique.

Remarque. On peut encore généraliser la notion de noyau princi-
pal. Supposons que K (M, P) est tel que sa résolvante

+ =
R(EK,M\) = Z A —1K(n) (M, P)
n=1
a ¢ comme point singulier isolé; ¢ pourra étre, par exemple, un point

singulier essentiel isolé. Soit = (M, P;)\) la partie principale de
R (K;\) au voisinage d'un tel point. Posons:

R(K:\)==(M, P:\)+L(M,P; )
on peut encore démontrer, dans certains cas, que les deux noyaux

(M, P)== (M, P;o)
L(M,P)=L(M,P;o)
sont orthogonaux et qu’ils ont pour résolvantes = (M, P;)\) et

L(M, P;)\). Nous donnerons les démonstrations dans un autre
travail.






CHAPITRE VIII

Sur les noyaux réguliers
§ 1 — Préliminaires
118. Soit K (M, P) un noyau tel que:
(94) ﬂl | K(M,P) |2d Md P<+

}%;| la suite des constantes polaires de ce noyau, c’est-a-dire
les péles de R (K;1), et ©; (M, P) la suite des noyaux prin-
cipaux correspondants. On sait que la série

+ o
(95) D, =i(M, P)

i=1

n’est pas toujours convergente. Dans le cas particulier ou
K(M P) est, par exemple, symétrique on sait déja (!) que
la série (95) converge .en double moyenne quadramque
(voir N° 119). Lia convergence de la série (95) n'a pas été
étudiée, & notre connaissance, dans le cas général.

Nous indiquerons plus loin, une classe de noyaux pour
lesquels la série (95) converge en double moyenne quadra-
tique. Cette classe contiendra comme cas particuliers les
noyaux symétriques et Hermitiques. Nous allons d'abord

rappeler quelques notions, avant d’aborder 1'étude de cette
question.

119. Espaces d’Hilbert— Représentons par L2 l'espace
des fonctions f(M) d’une variable réelle, définies sur un
domaine V (borné). telles que

J, 1fan]2am< 4o

(1) Voir par exemple: GoUrsat [4—p. 480].
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Représentons par £2 1’espace des fonctions F (M, P) de
deux points réels, de l'espace & n dimensions, M et P, défi-
nies sur V, telles qne

ﬂvlF(M,P)|2deP<+oo

Les deux espaces £2 et £3 sont des espaces d'Hilbert,
voir Stone (1, chapitre I'.

Nous dirons avec M.M. FricHET [1] qu'une suite de fonc-
tions S, (M, P), de V’espace £3, converge en double moyenne
quadratique, vers une fonction S(M, P) si

lim HV|S(M,P)——S,,(M,P)|2deP:o

n=uw

S’il en est ainsi, on a: S(M, P)CL%. Remarquons que
S (M, P) n’est déterminé, sur V, qu'a un ensemble de double
mesure nulle prés.
Nous dirons que lu série
+ oo
X
Z %:(M, P), ot 7;C £3

i=1

converge en double moyenne quadralique, sur V, si la suite
de fonctions

n

Sp (M, P)= Z x: (M, P)

i=1

converge en double moyenne quadratique, sur V, vers une
fonction

=(M,P)C €2

S’il en est ainsi, on écrit:

+ o
x(M, P)= ) =:(M,P)

i=1
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Soit ®;; (M, P) une suite de fonctions de £2, od
7,7=1,2,...,. Nous dirons que les fonctions ®; ;(M, P}
forment un systéme orthonormé, sur V, si:

. Sl, si: i=p,j=¢
(96) )‘J 04 (M, P)®,, (M, P)d M P= ( 0, dans les autres

cas.

Un systéme orthonormé est dit complet, si
ffVF(M,P)WF) dMdP=o
ou F (M, P)CL3, entraine:
ﬂv | F(M,P)|2dMdP=0

120. Soit K(M,P) un noyau vérifiant la condition (94),
alors KC£2.

Si ®;; (M,P) est un systeme orthonormé et complet,
d’aprés un théoréme de FiscHER-RIEsz, voir StoNE (loc. cit.),
on peut écrire:

[e o]

(97) K(M,P)s Y c;;0;,;(M,P)
i,j=1

ou:

(98) cw:ﬂVK(MP)iDM(M,P)deP

Donc tout noyau de FrepmoLm, qui vérifie la condi-
tion (94), peut s’écrire sous la forme (97), mais ce déve-
loppement ne met pas en évidence, dans le cas général, les
propriétés de K (M, P) considéré comme noyau de FrE-
pHoLM. Cependant, dans un certain nombre de cas parti-
culiers, on est arrivé & écrire K (M, P) sous la forme (97),
de fagon & mettre en évidence les propriétés du noyan
K (M, P), en choisissant convenablement les fonctions
®; ;(M P); mais & notre connaissance ce probléme n’est
pas résolu dans le cas général. On a obtenu un développe-
ment trés important de la forme (97) & savoir le déve-
loppement de ScuMmipT.
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Soient jc¢;{ les constantes de ScamipT du noyau K (M, P)
et X;(M) et Y;(P) les solutions de ScHMIDT correspon-
dantes; voir, par exemple, Goursat [4, p. 470]. On peut
supposer que chacun des deux systémes | X; (M)} et | ¥; (P)|
est orthonormé sur V, c'est-a-dire que:

[ X @X;@de=[ v:(@7;(@aQ=2,

Alors, on prouve que:

+ o
KM, P)s Y,

i=1

X:(M)Yi(P) ()

C;

Mais, comme il est facile de voir par des exemples trés
simples, ce développement ne met pas en évidence, dans le
cas général, les constantes polaires A; de K, ni les noyaux
principaux =; correspondants.

En tout cas, si K (M, P) est Hermitique, on peut mon-
trer que ¢; =\; et que X;(M)=Y ; (M) est une solution
de ’équation homogéne correspondante.

§ 2 —Les noyaux réguliers de rang fini

121. Nous allons considérer, pour commencer, les
noyaux de rang fini H (M, P), appartenant & l'espace £},
c'est &-dire les noyaux de la forme:

(99) H(M, P)= 2 Ui (M) V,;(P)

i=1

ol les U; (M) et les V; (P) sont des fonctions de 'espace £2.
Nous avons expliqué au N° 54, ce qu’'on entend par forme
réduite d’'un noyau H (M, P) de rang fini; mais, pour cela,
nous avons supposé que les U; (M) et les V; (P) étaient des
fonctions continues sur V; il nous faut donc préciser cette
notion pour le cas actuel.

(1) Ce developpement peut &tre utilisé, pour exprimer le n iéme
itéré K(n) (M P) en fonction de n, comme l’a montré M. MaURICE
Fricner [1].
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122. On dit que n fonctions U; (M)C £2 sont lindaire-
ment indépendantes, s'il n’existe aucune combinaison li-
néaire des U; (M), & coefficients constants non tous nuls,
qui soit équivalente a zéro (1), c’est-a-dire: si la condition:

m

fV I z i U"(M) l 211]”:0

i=1

entraine nécessairement: a; =0, quel que soit 7.

Il est facile de voir qu’on peut toujours trouver deux
suites de fonctions de £2:

A1 (M), Ay(M),..., An.(M)
BJ(P)) BZ(P)9'-'7 Bn(P)

chaque suite étant formée de fonctions linéairement indé-

pendantes, au sens que nous venons d’indiquer, de telle
maniére que:

(100) H(M,P)= Z A4; (M) B;(P)

c'est-a-dire que:

(101) fv | H(M,P) - Y Ai(M)Bi (P)|*dMdP=o

Posons

H'(M,P)= ) Ai(M)Bi(P)

i=1

L’égalité (101) exprime que H(M,P) et H'(M,P) ne
diffétrent que sur un ensemble de double mesure nulle;
nous dirons dans ces conditions que les deuxr noyaux H
et H' sont équivalents et que H est écrit sous la forme
réduite. Nous dirons aussi que H (M, P) est de rang n.

(1) On dit qu'une fonction F (M) C £2, est équivalente & zéro si:
f | F(M) | 2dM=o. Alors on écrit: F (M) ~ o.
v
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123. Les fonctions: 4{(M),..., A, (M) étant linéaire-
ment indépendantes, elles définissent, sur £2, une variété
linéaire R', & n dimensions, c'est-a-dire ’ensemble des

fonctions:
n

A(M)~ 2 «; 4 (M)

i=1

ou les «; sont des nombres réels ou complexes quelconques.

De méme, les B; (M) définissent sur £2 une autre va-
riété lindaire R',, &4 n dimensions. Considérons maintenant
la variété linéaire, définie, sur £2, par les fonctions:

A3(M), A3(M), ..., Au(M), Bi(M), By(M),..., Ba(M)

Ce sera une variété linéaire & » dimensions R2,, ou:
n<r <2n. Nous dirons que 12, est la variété associée &
A (M, P).

Le cas ou m = se présentera, par exemple, si: H(M, P)=
=A,{(M)A,(P). Dans ce cas le noyau 4 (M, P) est Her-
mitique, c'est-a-dire: H(M, P)= H (P, M).

On a aussi n =7, pour le noyau non Hermitique

HOLP)=A (M)A (P)+45(M) [4,(P)+ 4,(P)].

Le cas ou: m=27r, se présentera par exemple pour:

H(M,P)=A;(M)B;(P), si B{(M) est linéairement dis-
tincte de 44 (M).

124, Dans le cas général, les deux variétés R', et R",,
que nous venons de définir, sont distinctes, alors » >n. Si
les deux variétés R‘, et R', sont 1dent1ques |R'w=R",|,
on aura aussi: ,=R/,=R',, donc n=r et récipro-
quement si n =7, on aura: R, =R, =R",.

S’il en est ainsi nous pouvons dire comme au N° 54
(Remarque) que H (M, P) est un noyau régulier. Nous revien-
drons plus loin sur cette définition, qu'on doit considérer
comme provisoire. Pour le moment nous n’avons pas de
raison spéciale pour introduire une autre notion; c’est par
la suite que nous serons conduits & la modifier. En tout cas
nous pouvons dire tout de suite que les résultats que nous
allons établir resteront valables, avec la nouvelle défini-
tion.
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125. Supposons donc que H (M, P) est un noyau régu-
lier. La variété associde & H (N° 123) sera une variété a n
dimensions. Considérons une base orthonormale de R,,
c'est-a-dire: un systéme de n fonctions de R, :

C?I(M)’ {?2(‘1{)' sy ?n(M)
telles que:

[, %@ 2@ aQ=n. ;.

Toute fonction f(M) C R, , peut s’écrire sous la forme:

S~ Y figi(M)

i=1

fi =fvf(M) e () d M.

Dans ces conditions on peut écrire:

4 (M)~ z “i,n o (M)

h=1

Bi(P) ~ ) Biuex (P)
k=1

a.',h:fVAi(M)cgh(M)dM
Bik=],B: () o1 (P) d P

Alors H(M, P) peut s’écrire sous la forme:

H(M,P)= Z ( Z ai,h?h(M))( Z Bzh;c(——P—))
h

i=1 =1 k=1
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ou

HM,P)= Y cnuon(M)pu(P)
h, k=1

oll nous avons posé:

n
Ch, o= Z i n Bk

i=1

Nous dirons, dans ce cas, que H (M P) est écrit sous la
forme orthonormale, dont la base est: ¢, (M), es(M),...,
on(M).

126. Ktudions maintenant le noyau H (M, P) consi-
déré comme une fonction de l’espace £3. Pour cela consi-
dérons les n? fonctions:

(102) 0, (M, PY=1,(M)¢q(P)

\

ou peg=12 ...,m

Il est facile de voir que les fonctions @, (M, P)C £3
forment un systéme orthonormé sur V (n°® 119); elles
peuvent donc étre considérées comme la base d’une variété
linéaire V (M, P) & n? dimensions de ’espace £2. Si ¥ (M, P)
est une fonction de cette variété, on aura:

(103) F(M, P)= 2 en kO (M, P)
h, k=1
ol

(104) e, k:ffVF(M, P)®, oM, P)dM dP.

Réciproquement si F (M, P) est de la forme (103) F (M, P)
CV (8, P) et les cp,r seront données par (104); par consé-
quent H (M, P) CV (M, P).

Nous dirons par la suite que les fonctions (102) consti-
tuent une base compléte correspondant au noyauw H (M, P).
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127. Il y a une question qu'on doit naturellement se
poser, & savoir: est-ce que deux noyaux de FreEpHOoLM de
rang fini H (M, P) et H' (M, P) qui sont équivalents (n. 122)
peuvent étre remplacds, I'un par l'autre, dans 'étude de
I'équation de I'rEpmorM? En particulier ont-ils les mémes
constantes caractéristiques et les memes solutions & droite
et & gauche? La réponse est affirmative & condition de rem-
placer les équations:

X=¢[H X|; Y=c|Y, H]
par les équations:
X~c¢(H X]; Y~c|Y, H].

Dans ce cas les solutions de ces équations sont définies
4 un ensemble de mesure nulle pres.

§ 3—Les noyaux réguliers

128, Soit KM, P) un noyau que vérifie la condition
(94) du n° 118. Les résultats de FrREpHOLM sont alors appli-
cables & ce noyau. Soient A; les constantes polaires de ce
noyau et m; (M, P) les noyaux principaux correspondants.

Posons

K (M, P)=m; (M, P)+ H: (M, P)

On sait que 7; et H; sont orthogonaux. Tout noyau
principal =; (M, P), est de rang fini; plus précisément m; est
de la forme:

(105) = (M, P) = 2 X5, @ (M) Y3, (P)

h=1

ot: X;®(M)C L2, Y,®(P)CL?, forment deux systdmes
de fonctions linéairement indépendantes.

Définition: Nous dironx que K (M, P) est un noyau régu-
lier si tous ses moyaux principauz =; (M, P) sont réquliers.
Cette définition est évidemment applicable & un noyau K
qui n’est pas de rang fini. Remarquons que si K est de
rang fini, cette définition n’est pas identique a celle que
nous avons donnée au n° 124, elle est plus générale. Un
noyau de rang fini K, peut étre régulier au nouveau sens,
1
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sans étre régulier au sens du n° 124, comme il arrive, par
exemple, pour

KL P) =41(0) 51(P)+52(M) (P)

ol: @1 (M), ¢3(M) et ¢3(M) sont des fonctions orthonor-
mées sur V. Au contraire si K, de rang fini, est régulier
au sens du n°® 124, il est aussi régulier au nouveau sens,
comme il est facile de voir. Les deux définitions coincident
pour un noyau principal de rang fini. Nous adopterons
donc la définition que nous venons de donner.

129. Nous allons supposer, dans la suite, que K (M, P)
est un noyau régulier. Donnons quelques indications sur
le noyau principal =; (M, P) correspondant & la constante
);. D’aprés I'hypothése que nous venons de faire, 7; est un
noyau régulier; dans ces conditions les deux systémes
de n; fonctions linéairement indépendantes: |X;,® (M)},
1 Y@ (M)} définissent une méme variété lindaire R; & n;
dimensions. Soit |, (M){, ot h=1,2,...,n;, une base
orthonormale de Z;; on aura:

g

XP@y~ N ol (a1

j=1

(@)~ ) 86 (P)

i=1

Dans ces conditions =; s'écrit sous la forme orthonor-
male

(106) | mQLP)Y= Y e () ¢ (p)

B k=1

Les fonctions orthonormées dans £2
(107) 0.0, P) =55 (M) ] (P)

constituent alors (n° 126) une base compléle correspondante
& 7 (M, P) que nous désignerons par B; (M P).
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D’aprés le n° 126, on a:
(108) ¢, ﬂ" 7 (M, ), (M, Pya M aP.

Comme =; (J, P) est un noyau orthogonal & H; (M, P), on
peut affirmer, par exemple, que les fonctions X(;l) (M) sont

orthogonales & droite de H; (M, P); il en sera de méme pour
toute combinaison linéaire & coefficients constants, en par-

ticulier les fonctions co(,i’ (M) seront toutes orthogonales &

droite de H; (M, P), c’est-a-dire on a:
(109) fv Hi(M, P) ¥ (PYdP=0,(h=1,2,...,m).

De méme on démontre que:

(110) [ %) Hy (1, PydM=o,(h=1,2,...,m:).

La seule hypotheése qui intervient dans notre raisonne-
ment c’est 1'orthogonalité de ¢; et H;.
Ceci étant, nous allons déterminer la:

130. Meilleure approximation de K (M, P) en double
moyenne quadratique dans la base B; (M, P).

Considérons la base B; (M, P), correspondante au noyau
principal ©; (M, P) de K (M, P), définie par (107) et cherchons
la meilleure approximation de K (M, P) en double moyenne
quadratique dans cette base.

La meilleure approximation sera donnée par

0 ,jj’k o, . (3, P)
h, k=1

=ffw<M,P>W>dep+

JJ mou Py o 5,0 B dtap
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Le derniére intégrale étant nulle, d’aprés (109) et (110)
on a:

@ __ 6
eh,k—‘ Cn

donc la meilleure approximation cherchée est donnée par le
noyau principal lui-méme =; (3, P).

Lemme 1— La meilleure approximation d'un noyau régu~
lier, en double moyenne quadratique, dans la base compléte
Bi(M, P), correspondant au moyaw principal m;(MP), est
donnée par le noyau principal lui-méme.

Ce lemme nous sera utile plus loin.

131. Etudions maintenant les relations qui existent
entre deux bases B; et B; correspondantes & deux noyaux
principaux =; et w; relatifs & deux constantes polaires dis-
tinctes, A; et ;.

Deux noyaux principaux =; et w; relatifs & deux cons-
tantes polaires distinctes A; et A sont toujours orthogonaux.

Soient R; et R; les Varletes linéaires associées respectl-
vement & 7; et 7;, § ¢ (M) { ot | 49(”(17) | les bases corres-
pondantes. D’aprés le N° 129, on aura:

fn,(M P)e(Pyar= j‘cp(”(M)"mJ(M Pyd M=o
[ i, Py ¢ (PyaP=] o)z (M, PYaM=o.

D’aprés la forme des noyaux 7; et «;, il est maintenant
facile de démontrer que:

[ eQon ¢ anam=o

quels que soient h et %, c’est-a-dire pour h=1, 2,..., n;,
k=1,2,...,nj. Cela nous montre que les deux variétés
R; e et R; sont orthogonales. Nous aurons aussi:

HV(I"Z)R(M’ Py P (M, P)dMdP=0o
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pour A, k==1,2,...,n;; p,q=1,2,...,nj, cest-d-dire: les
deux bases B; (M, P) et Bj (M, P) sont orthogonales si
[VEN N

Lensemble des fonctions @, @ w (M, P) ot @) ( (M, P) ot

hibk=1,2,..., ni; p,qg=1,2, ..,n],constltuentdoncune
base, d'une certaine variété linéaire de I'espace £%, qu'on
peut représenter par B; - Bj.

132. Soient: my, %9, ..., Ty les noyaux principaux cor-
respondants aux constantes polaires, distinctes deux & deux,
Ay, gyovuy by de K (M, P) et By, Bs,..., By les bases
complétes correspondantes. )

T’ensemble des fonctions @h;f;% (M, P), ow:t=1,2,...,m

et hi k;=1,2,...,n;, forment aussi une base orthonor-
male, qu'on peut représenter par By + By -+... B, d'une
certaine variété lindaire de l'espace £32.

Cherchons la meilleure approximation de K (M, P) en
double moyenne quadratique, dans cette base.

Il est facile de voir que

|[ K @Pyo,0 (1 PydMdP= e

par conséquent, la meilleure approximation cherchée est

Ty Tt oot T

Lemme Il— La meilleure approximation d'un moyau
réqulier KX (M, P), en double moyenne quadratique, dans la

base By + By + Bs+ ... + B est donné par 2 =; (M, P).

i=1

133. Cherchons maintenant la meilleure approxima-
tion, en double moyenne quadrathue, de K (M, P) dans la
base infinie: By+ By+4 ... 4+ Bu+

Les fonctions ®, (’)k de cette base forment un systéme
orthonormé qui ne sera pas complet dans le cas général.
En tout cas on a, d’aprés I'inégalité de BrsseL:

[os) i

._|_
2 2 S ey P2 f1K@n P aMarP

i=1h;=1k;j=1
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donc il existe, d’aprés FiscHer-Riesz, une fonction = (M, P)
CL2 telle que

+ ®
x(M, P)= z (M, P)

i=1

+ ®
c’est-a-dire: telle que la série Z m; converge en double
i=1
moyenne quadratique vers = (M, P)CL2.
134. Nous allons étudier les propriétés de = (# P) et
de la décomposition K== - H, mais pour simplifier nous

supposerons que K est un noyau continu sur I'’ensemble V
de mesure finie. Posons:

* (M, P)=r=((M, P)+8,(M, P)

Le noyau =; est orthogonal & 75,73, ...,7;, ..., donem,
m

est orthogonal & Z r; (M, PY= P,,(M,P), c'est-a-dire on a:
i=1

[ 71, Q) Pu(Q, P)AQ=[ Pu(M,Q)7:(Q,P)dQ=0

Or P,,(M, P) converge en double moyenne quadratique
vers 0, (M, P). Dans ces conditions, nous pouvons affirmer
que

[, 7 (0,Q)0:(Q, PYAQ=] 6,(M,Q)x (Q,P)dQ==0

sauf sur un ensemble de double mesure nulle de positions
de M et de P, sur V. Si deux noyaux =, et 8; vérifient
ces conditions nous dirons qu'ils sont orthogonaux aw sens
généralisé et il serait facile de voir que pour deux noyaux
de cette nature on peut encore énoncer des propositions
analogues a celles que nous avons trouvées pour l'ortho-
gonalité au sens ordinaire; nous le montrerons ailleurs.
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Pour abréger nous dirons provisoirement que deux noyaux

sont orthogonaux s'’ils sont orthogonaux au sens généralisé.
Posons:

K(M, P)=r (M, P) 4 H(M, P)
:TI(M:P)+81(M1P)+H(M1P)

Le noyau =; étant le noyau principal de K relatif & la
constante polaire A4, il est orthogonal & 0y 4 H; comme il
est orthogonal & 04, il est aussi orthogonal & H.

Les mémes propriétés auront lieu pour 7y, T3, ..., Ti,.en,
c’est-a-dire: a) w; est orthogonal & B;=n—m=;; b) =; est
orthogonal a H. On peut donc affirmer que

Sw (M, P)= Y =i (M, P)

i=1

est orthogonal & H (M, P); et comme S,, (M, P) converge
en double moyenne quadratique vers = (4/, P) on en déduit
que ™ est orthogonal & I1. Par conséquent, dans la décom-
postion

K (M, P)y== (M, P)+ H (M, P)

= et H sont orthogonaux (au sens généralisé).

D’aprés ce qui précéde les h; sont des constantes polai-
res de ® auxquelles correspondent les noyaux principaux «;,
donc les X; ne sont pas des constantes polaires de H. Comme =
et H sont orthogonaux, H n’a pas de constante polaire. Nous
pouvons maintenant énoncer la proposition suivante:

Théoreme — Tout noyau K (M, P) régulier et continu
sur un ensemble V de mesure finie, peut-étre décomposé en
une somme de deux noyaux dont les modules sont de carré
doublement sommables sur V

K (M, P)== (M, P)+ H(M, P)

qui sont orthogonaux, sur V, au sens généralisé; dont V'un
H (M, P) n’a pas de constante polaire et dont autre est la
somme généralisée de la série des noyaux principaux ©; (M, P)
de KX (M, P), série qui converge, sur V, vers = (M, P) en
double moyenne quadratique. De plus chaque w; (M, P) est le
noyau principal de = (M, P) relatif & k;, comme de K (M, P).
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§ 4 — Exemples de noyaux réguliers

135. Toul noyaw réel et symélrique est régulier. En effet
si K est un tel noyau et si ¢ est une constante polaire de K
le noyau principal correspondant est de la forme

% (M, P)= % ‘P_z_'(/_”_)cj’_z;@
ji=1

ol les fonctions réelles ¢, (M) forment un systéme ortho-
normé sur V. Le noyau = étant régulier quel que soit ¢, K
est régulier.

136. Tout moyauw Hermitique est régulier. En effet si

K(M,P)= K(P, M)

et si ¢ est une counstante polaire de K, le noyau principal
correspondant est de la forme

(M, P)= WS”‘ M—B—)
LA

i=1

ou les fonctions réelles ou complexes ¢;(4/) sont orthonor-
mées, sur V, c’est-a-dire:

fv?i(M)%(M)dM=3i.f

Dans ces conditions = est régulier quel que soit ¢, done K
est régulier.

137. Nous allons maintenant montrer que la notion de
noyau régulier est plus générale que celle de noyau symsé-
trique ou Hermitique; pour cela il suffit de donner un
exemple d'un noyau régulier ayant un poéle multiple, c’est
ce qui arrive pour le noyau

B(M, Py=1¢,(M)¢1(P)+ ¢2 (M) [¢1(P) 4 ¢2(P)]
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et pour le noyau
K(M,P)=R(M,P)+S(M,P)

ol S est un noyau réel et symetrique, @y () et ¢4 (M)
deux fonctions réelles telles que

[, 21 @%@ dQ@="0,(i,j=1,2)
J, 8OLP)ei(P)aP=0,i=1,2)

Un grand nombre des résultats que nous avons établis
dans ce travail sont susceptibles d’étre étendus & d’autres
domaines de I’Analyse et en particulier & la théorie des
équations linéaires & une infinité d’inconnues; nous y revien-
drons dans un autre mémoire.

FIN
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