EDOUARD CALLANDREAU

Sur ’application et I’extension des méthodes de Boussinesq
ala détermination des coefficients de poussée dans les
massifs pulvérulents a talus inclinés

Theses de I’entre-deux-guerres, 1931
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1931__120__1_0>

L’acces aux archives de la série « Theses de 1’entre-deux-guerres » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

These numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=THESE_1931__120__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

N° D'ORDRE : Al ~
2169
Série A.
N+ de Série 1300,

—— ————

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUR OBTENIR
LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

Pak M. Epovarn CALLANDREAU

Ingénieur des Arts ct Manufactures,
Maitre de Conferences a | Ecole Gentrale des Arts et Manufactures,
Licencie ¢s Sciences mathematiques.

1re THESE. — Sur L'APPLICATION ET L'EXTENSION DES METHODES DE BOUSSINESQ A LA
DETERMINATION DES COEFFICIENTS DE POUSSEE DANS LES MASSIFS
PULVERULENTS A TALUS INCLINES.

2¢ THESE. — Eiups DES FONCTIONS HARMONIQUES REGULIERES DE DEUX VARIABLES
DANS LE DOMAINE DU POINT A L'INFINI.

Soutenues le mars 1931, devant la Commission d’examen

MM. KOENIGS, Président.
VILLAT

CHAZY Examinateurs.

PARIS

GAUTHIER-VILLARS ET Ce, EDITEURS
LIBRAIRES DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE
55, Quai des Grands-Augustins, 55

1931



FACULTE DES SCIENCES DE I UNIVERSITE DE PARIS.

Doyen............

Doyen honoraire

Professeurs honoraires.

MM.

M. MOLLIARD.

C. MAURAIN, Professeur. Physique du Globe.

A JOANNIS, IL. LE CHATELIER, H. LEBESGUE, A. FERNBACIL.
A. LEDUC, E. HEROUARD.

Lmile PICARD........ Analyse supérieure et Algébre supérieure.
GOURSAT....ccvvvnnn Caleul différentiel et Calcul intégral.
KENIGS.... cvvenenn Mécanique physique et expérimentale.
JANET ....ovnnnnnen . TLlectrotechnique générale.
WALLERANT........ Minéralogie.
PAINLEVE ........... Mécanique analytique et Mécanique céleste.
CAULLERY...ovvvnn.. Zoologie (livolution des étres o1ganisés).
Lmile BOREL......... Calcul des probabilités et Physique mathém.
ABRAHAM..... ..... Physique.
MOLLIARD........... Physiologie végétale.
CARTAN ..oveee e Geométrie supérieure.
Gabriel BERTRAND... Chimie biologique.
Jean PERRIN......... Chimie physique.
LAPICQUE....... ... Physiologie générale.
M=e P, GURIE........ Physique genérale et radioactivité.
G. URBAIN........... Chimie générale.
L. MARCHIS......... Aviation.
VESSIOT.....couun.. Théorie des fonctions et théorie des transform,
COTTON ....vvnennne Physique gendrale.
DRACH............... Application de I’Analyse & la Géométrie.
Ch. FABRY....... .... Physique.
LESPIEAU........... Théories chimiques.
Professeurs............ / PORTIER,............ Physiologie comparée.
\ Charles PEREZ...... . Zoologie.
" E. BLAISE............ Chimie organique.
DANGEARD.......... Botanique.
Rémy PERRIER ...... Zoologie ( Enseignement P. C.N.).
Léon BERTRAND .... Géologie structurale et Géologie appliquée.
RABAUD............. Biologie expérimentale.
G.JULIA....... ..... Mathematiques générales.
Paul MONTEL... ..... Mécanique rationnelle.
V. AUGER ........... Chimie appliqudée.
WINTREBERT........ Anatomic et 1listologie compardes.
DUBOSCQ............ Biologie maritime.
Eugéne BLOCH........ Physique théorique et Physique céleste.
A. MAILHE........... rtude des combustibles.
L. L.UTAUD' .......... Géographie physique et géologie dynamique.
Henri VILLAT......... Mécanique des fluides et applications.
Ch. JACOB........... Géologie.
P. PASCAL........... Chimie minérale.
Léon BRILLOUIN..... Théories physiques.
1]—EiSCL’ANGrON ......... Astronomie.
. BENARD.......... Mécanique expérimentale des fluides.
G. MAUGUIN......... Minéraﬁ)gie. ! uides
BLARINGHEM ........ Botanique.
PECHARD ....... Chimie (Enseigt P.C.N.). BRUHAT .. Physi
ﬁ%ﬂfﬁﬁxﬁﬁ'“ gﬁ.ivr:igugin, 1 GUILLIERMOND. Boi:\srlx?(;\?é (P.C.N.).
MI‘CHEL-‘LEVY' Pétrographizl:a e. . PICARD ...... Loolgg;g (E:Avolut‘on des atres
DEREIMS..... [ Geologie. JOLEAUD ...... Paléontologic
ﬁ%ﬁ}’ro()‘N ........ g;i)l.cu.] dif}iérqntiel etintégral M. FRECHET .... Calcul des Probabilités et
ggg%glg}:{:.::fff Physique (b, C. X.. Mo RAMART-LU- Physique mathématique.
JAVILLIER .0 Chimiae b Jé?;ﬁif BEGHIN' » I(V:‘}:;g::ﬁq(::‘egantll?él:)er'iﬂlue des
ROBERT-LEVY.. Zoologie. fluides.
DEBIERNE ...... Radioactivité. FOCH............ Mecanique expérimentale des
DARMOIS ... " Physique. PAUTHENIER Pl?;sli(:ﬁ;: PeN
Secrétaire........... A. PACAUD. —  Secrétaire honoraire. TOMBECK.
91060-31 —

Paris. — Imprimeric GAUTHIER-VILLARS, 55, quai des Gra

nds-Augustins.



A LA MEMOIRE DE MON PERE

OctavE CALLANDREAU

MECMBRE DE L'INSTITUT

A MA FEMME






PREMIERE THESE

————— Q G———

SUR L’APPLICATION ET L’EXTENSION DES METHODES DE BOUSSINESQ

DETERMINATION DES COEFFICIENTS DE POUSSEE

LES MASSIFS PULVERULENTS A TALUS INCLINE

I. Equations d’équilibre-limite d'une masse pulyérulente homogene a profil supérieur recti-
ligne. — 11. Solutions des équations d’¢quilibre, (Solution de Maurice Levy; Solutions
voisines de Barré de Saint-Venant:; Massifs heterogénes de Boussinesq. Expressions
approchées par défaut et par exces de la poussée). — 1. C.as du mur verucal. Etude de
la plus petite limite supericure. ( Existence d’un mmimum unique. Sa1recherche pratique).
— IV. Les coefficients 4, par defaut; les plus faibles coefficients A par exces: les coef-

ficients de poussée K. Resultats numériques. Cas ou le mur n’est pas yertical. —
Conclusion.

INTRODUCTION.

Le présent travail est destiné a servir de contribution a la théorie de
la poussée des terres et des masses pulvérulentes. Son but est d’étendre
au cas d’'un massif pulvéruleni en pente, les méthodes proposées par
Boussinesq pour le terre-plein horizontal et en particulier de recher-
cher la limite supéricure la meilleure, ¢’est-a-dire la plus petite, de la
poussée exercée par le massif sur le mur qui le contient. 1l a d’une
maniere plus générale, en vue la détermination théorique ct pratique
des coeflicients de poussée a intervenir lors de Pétat d’équilibre-limite
de la masse pulvérulente considérée.

Avant toutes choses, nous croyons deés le début devoir faire quelques
remarques sur le probleme de la poussée des terres, ou d’une maniére
plus générale des masses pulvérulentes, spécialement en ce qui concerne
les hypotheéses qui résident a la base des recherches. Nous voulons
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: b
: : ’ ne vue d’ensemble
esperer que cela permettra en tout cas d’avoir u

sur une question qui reste d’ordinaire assez Cf)nfuse. o N

Rankine parait le premier avoir d’une maniere un peu précise et’udle
les conditions d’équilibre intérieur d’un solide. sans ,coh‘esu?n.. I'l a résolu
la question pour le cas particulier d’un massif indéfini, limité par une
surface libre plane. Il utilise la répartition connue des efforts autour
d’un point du milieu et suppose que le glisser'nent’ dans 153 massif se
produit dés que Pangle de plus grande obliquité depass.e Pangle :"o'de
frottement intérieur. Il admet Dexistence en tout point du milieu
d’un élément plan pour lequel la condition limite est satisfaite, ce qui
revient & supposer la plus grande obliquité égale alors partout é\.:‘o,
¢’est-a-dire I’équilibre-limite réalisé en méme temps en chaque point
dans tout le massif intéressé. La théoric de Rankine énonce que dans
ces massifs pulvérulents le frottement principalement intervient pour
Péquilibre, que la résistance au cisaillement est nulle.

La matiére considérée est en effet incapable de supporter des efforts
de traction et de cisaillement simple. Ses particules ne sont retenues
au contact les unes des autres que par I'existence de leur pression
mutuelle p et du {rottement qui en résulte p tangz. On doit donc tenir
compte, pour I’équilibre, principalement du frottement intime de la
matiére sur clle-méme, et comme la considération du frottement ne
peut fournir que des inégalités, on devra avoir recours pour obtenir
les égalités nécessaires, & des hvpotheses auxiliaires, 4 la considération
par exemple de Iéquilibre-limite véalisé en méme temps en toul point
du massif intéressé. I e cisaillement effectifl vaudra alors en chaque point
la différence a I'effort tangentiel en ce point de Peffort de frottement
relatif & la composante normale correspondante, et aura par suite
pour valeur t— p tang ou tango désigne le coeflicient de [rottement
de la matiére sur elle-méme et ot p représente toujours une compres-
sion. Cecl posé, pour qu’il n’y ait pas glissement, c’est-a-dire rupture
de csaillement, on devra avoir

I — plangg <o,

le premier membre étant pris avec sa valeur maxima, qui se produit
, . L

comme ’on sait sur des directions telles que leurs normales fassent avec

la direction de la p'us grande pression principale angle

+<7£+‘£>
(71
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Ce qui permet de mettre 'inégalité précédente sous la forme

sing > P, — P,

ou P, et P, désignent les pressions principales au point considéré.

La transformation de l'inégalité précédente en égalité fournit la
condition de ’état d’équilibre-linute et constitue, pour cet état, I’équa-
tion caractéristique du massil dont les particules ne sont retenues en
contact les unes des aulres que par leur pression mutuelle et par le
frottement qui cn résulte ptangg. L'influence prépondérante du
frottement dans une telle question rendrait done nécessaire I'extension
de la notion de [rottement, définic seulement pour des corps solides
en contact, a de semblables particules de masses pulvérulentes sans
cohésion.

L’attention de Boussinesq, qui le premier a abordé I’étude du massif
_pulvérulent limité par une surface libre et un mur invariable, a été
retenue par ce point. Sans entrer pour I'instant dans le détail de ses
hypothéses que nous reproduisons du reste par la suite, nous dirons
seulement, et cela servira a interpréter celles-c1, qu’il regarde une
particule du massif tassé comme une particule solide isotrope, en consi-
dérant celle-ci — ce qui semble correspondre a une réalité physique
pour de tels corps — comme bheaucoup plus déformable que compres-
sible. Les pressions y sont donc dépendantes en fonctions entiéres des
déformations éprouvées a partir de 'état naturel, mais sans faire
intervenir la loi de Tloocke qui indique une rigidité constante pour le
solide élastique.

Le coeflicient de rigidité de Lamé, au lieu d’étre constant, serait
alors variable et admis a titre de premieére et plus simple hypothese,
étre proportionnel a la pression p, de sorte que le massif aurait a pression
nulle une rigidité nulle, et une rigidité proportionnelle & la pression,
soit np pour des pressions modérées. Boussinesq étend alors a la
particule incompressible et soumise a des délormations planes la notion
d’une limite d’élasticité, quant a la dilatation principale positive.
On est ainsi conduit a I’équation caractéristique de P’état ébouleux,
ou a la connaissance de Pangle de frottement de telles masses pulvé-
rulentes, qui ne peut bien entendu étre dépassé sans amener 'état
ébouleux. L’équation caractéristique obtenue a du reste méme écriture
que 'expression susmentionnée.
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eses qui servent de base au

Arrétons-nous un instant sur ces hypoth : - !
tel massif soit supposé

b 9
développement du présent travail. Qu'un . S
continu, cela semble nécessaire quand ce ne serait que pour égitimer

Iemploi des équations indéfinies de ]’équil.ibre, mais on peut to_utefms
remarquer que les grains pulvérulents qui composent le.mass%f S.OI,lt
loin d’étre identiques, ou méme toujours trés petits. Des discontinuités
existent, des vides entre les grains restent toujours assez notablfas’,
et la preuve en est que lon peut, par exemple, verser une quantlte
d’eau appréciable & travers la masse pulvérulente méme tassée, sans
que son volume apparent en semble modifié.

a. Les lois usuelles du jrottement dans les corps solides sont-elles,
d’autre part, applicables a des corps pulvérulents ? La notion de frotte-
ment entre les grains est difficile & préciser; elle semble pourtant fonda-
mentale dans une question ou le frottement parait jouer le réle principal.
S’agit-il de grains sphériques ? mais alors le frottement intervient-il
encore effectivement et ne serait-ce pas en tout cas plutdt un frottement
accompagné d’un roulement qui serait a considérer. Le mouvement
des grains qui en résulterait ne conduirait-il pas plutot alors & un
probléeme dynamique qu’a un probleme statique ? S’agit-il au contraire
de grains cubiques ? des coincements pourraient alors se produire,
d’arétes ou de sommets sur des faces; qu’entend-on alors par [rotte-
ment ? Notons seulement que Boussinesq considére non les grains
eux-mémes, mais unc réunion, un petit agglomérat de grains qu'il
assimile & une particule solide isotrope a laquelle il étend alors pour
la masse pulvérulente les notions de frottement et d’élasticité.

b. La considération d’étal ébouleux introduit en fait deux hypo-
theses distinctes qui paraissent, a priori, et physiquement parlant
assez arbitraires, savoir :

19 Que I’état ébouleux est partout réalisé a la fois dans le massif.

2% Que, contre le mur, la poussée fait avec la normale au mur I'angle 2
de frottement intérieur.

Boussinesq fait abstraction des perturbations dues au voisinage du
fond solide, ce qui revient a supposer le massif indéfiniment étendu
vers le has; il admet aussi et cela semble étre bien rarement réalisé



pratiquement, que I'état physique du massif ne dépende que de la
profondeur sous la surface libre ct par conséquent soit indépendant de
la distance au mur. Or, si nous considérions le massif sablonneux, a
double versant, la derniere hypothése permettrait Iintégration du
systéme, puisque alors les équations aux dérivées partielles du probléme
deviendraient de simples ¢quations dilférentielles. On  vérifierait
facilement que sur l'unc des surfaces libres les efforts s’annulent comme
il convient et que I’étar ébouleux se trouve bien réalisé dans le voisinage
de cette surface. Mais il ne parail pas, a mows que la seconde surface
libre ne soit dans le prolongement de la premiére, possible de réaliser
sur celle-la annulation des efforts, ni la condition d’étal é¢bouleux.
Peut-étre est-il raisonnable de mettre en cause particulicrement la
derniere hypothese. Il n’en reste pas moins aussi que sans un état
ébouleux réalisé en chaque pomnt du massil intéressé, le probleme ne
saurail plus étre pratiquement abordé puisque Péquilibre ne serail
plus régi que par des inégalités.

En fait, Boussinesq considére seulement la partie du massil située
en deca du plan idéal de Maurice Lévy, c’est-a-dire du coté de la
surface libre, comme possédant un état ébouleux v résidant partout
a la fois en méme temps, toul comme si le massif était indéfini en tous
sens sous la surface libre. I’angle de la poussée avec la normale au plan
de Lévy est 'angle o de frottement intéricur du massif donué. L'influence
de existence voisine du mur qui a vraisemblablement une répercussion
plus ou moins sensible sur 'état physique de cette partie du massif
est négligée. La portion du massif homogeéne située a partir et au dela
du plan de Lévy jusqu’au mur est assimilée & une masse hétérogene
par rapport a 'angle de {rottement intérieur 2 supposé variable dans
cette région et croissant jusqu’au mur ot il atteint sa plus forte valeur.
Cette région comporte alors un état d’équilibre, qui est démontré étre
a tres peu pres 'équilibre-limite du massil homogéne donné.

c¢. Rappelons aussi qu'un milieu homogene est isotrope quand, a I’état
naturel, la constitution du milicu autour de chaque point est la méme
dans toutes les directions. L’hypothése de I'isotropie suppose donc
Pexistence d’un état naturel. Boussinesq suppose la masse d’abord sans
pesanteur tout entiere a I’état naturel, puis soumise peu & peu a une
pesanteur croissante, de maniere a passer par une suite d’états d’équi-
libre, sans que jamais soient dépassées ses primitives limites d’élas-



— 6 —

ticité. Mais Dexistence de cet état naturel semble moins que PI:OUVée,
car il est clair que les massifs ordinaires de sable ont leurs éléments
disposés en général successivement les uns sur les autres et par ‘clzlqcs
sans que jamais leur ensemble se trouve & I’état ne,ltur(’al,. ¢’est-a-dire
y admette absence de pressions tant intérieures qu’extérieures. Il es.t
alors plus simple, ce qui du reste revient au méme, de supposer le maAss1f
assez uniforme pour regarder les particules comme constituees df’ méme
dans toute leur étendue, de sorte que l’annulation des pressions de
surface entraine la disparition des pressions intiérieures. '

1l est vrai que, tenir compte de toutes ces conditions phy.'slqutzs est
pratiquement impossible et que semblables diflicultés, qui ex1s!:enf,
aussi dans les problemes d’équilibre relatifs aux petites déformations
que produit la pesanteur dans les solides, v sont alors en général négli-
gées. On admet en elfet d’ordinaire dans ces corps Pexistence d’un état
naturel antérieur a Papplication de cette force, hypothese qui ne semble
de maniére rigourcuse &étre défendable que pour des solides tres petits
ou les déformations dues & leur poids sont alors insignifiantes vis-a-vis
de celles qui résultent de leur élasticité.

*
x x

Nous n’avons pas & insister davantage. Ce n’est pas du reste notre
role, qui consiste moins a discuter des hypothéses qu’a appliquer
celles-ci au probléeme qui nous a é1é posé. Mais nous avons cru qu’il
était indispensable d’indiquer aussi nettement que possible et de bien
préciser les bases de la méthode suivie. Nous avons voulu aussi mettre
en évidence la dilliculté que présentent de tels problemes quant a leur
point de départ et au choix des hypotheses. Car si celles-ci méme
dans un but de clarté ou de simplification ne tiennent pas assez compte
de la réalité physique de la matiére étudiée, on peut craindre que la
question s’en trouve dénaturée, et les résultats faussés. Les chiffres
donnés par I'expérience pourront alors étre utilement consultés, qui
diront, si celles-ci sont toutefois susceptibles d’&tre retenues, pour

expliquer et fixer, ne serait-ce que d’une maniére approchée, la
question.

Ceci dit, les grandes lignes de notre étude seront les suivantes :

, Un'premier chapitre aura pour objet de rappeler ou d’établir les
equations générales ou particulieres du systeme considéré en 1'état
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d’équﬂibre-limite élastique plan avec répartition planc des pressions.

Une deuxiéme partie comporte une étude des équations elles-mémes,
et la recherche de leurs solutions ou plutét la reconnaissance d’une
solution particuliére qui constitue la solution dite de Maurice Lévy.
Nous pensons avoir réalisé celle-ci sous une forme plus simple qu’il
n’était connu jusqu’alors par la mise en évidence, pour des systémes
de coordonnées convenablement choisis, de certaines de leurs propriétés
analytiques. Des solutions voisines de cette solution dite de mur idéal,
et a partir de celle-ci se déduiront suivant le procédé proposé par
Barré de Saint-Venant, par I'adjonction a cette derniere de certains
petits termes correctils. L’introduction enfin, avec Boussinesq, de
massifs hétérogenes (quant a 'angle de [rottement intérieur ¢) conve-
nables permet d’obtenir des expressions par défaut et par exces de la
poussée cherchée dans le massil homogene donné.

L’¢loignement assez grand pour Uexpression par exces de la valeur
exacte nous a conduit a rechercher la plus petite limite supérieure. 11
s’agit la d’un assez important probleme de minimum qu fera objet
d’un troisieme chapitre. L’étude théorique en sera faite et 'on établira
ensuite & I'usage du calcul numérique des formules a solutions appro-
chées mais se confondant pratiquement, ainsi qu’il résulte de Dappli-
cation de la théorie des erreurs, dans le domaine d’existence du probléme,
avec les solutions théoriques exactes. )

Un certain nombre de coellicients de poussée proprement dits sont
calculés dans un quatricie et dernier chapitre, en partant des arguments
qui définissent les massifs. Ils permettent de jeter les bases éventuelles
d’une table générale. Nous comparons les valeurs de ceux-ci qui
paraissent étre les meilleurs qu’il soit possible, pour nos hypotheses,
d’obtenir, avec celles de coellicients lirés pour les mémes arguments,
soit d’autres théories, soit de résultats expérimentaux.

CHAPITRE 1.

EQUATIONS D’EQUILIBRE-LIMITE D UNE MASSE PULVERULENTE HOMOGENE,
A PROFIL SUPERIEUR RECTILIGNE.

1. Nous considérons un massif pulvérulent, du genre d’un tas de
sable, homogene, de densité constante et retenu d’un cété par le mur
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qui le contient. Nous le supposons en état d’équilibre-li'mite, c’est-a-dire
que nous admettons que le massif se trouve, par suite, par exemple
d’un commencement d’ébranlement du mur, sur le point de s’ébouler,
ce qui, puisque le massif est supposé sans cohésion, s produiref en
méme temps dans toute son épaisseur. La poussée qu’il exerce A ce
moment correspond a une plus grande valeur a laquelle en pratique
le mur devra étre calculé capable de résister.

Découpons dans le massif un volume élémentaire tel quiun petit
prisme par exemple, autour d’un point P (x, y, z). Les SIX quan-
tités Ny, Ny, Ny, Ty, Ty, Ty caractéristiques des efforts en ce point sont,
a Détat d’équilibre, reliées, comme I'on sait, par le systeme d’équations
ind éfinies

| ()J.\l - ()rr‘ . drr?'———

Praal il Al o
oON, JT,  dT,

() ar Ty T o Ph
ON, JT, JT, .
oty s =

ot ¢ représente la densité au point ayz, et ou X, Y, Z désignent les
composantes des forces extérieures agissant sur I’élément de volume,
systéme auquel du reste il y aurait lieu d’adjoindre les relations des
conditions aux limites.

Il ne peut étre question, pour expliciter ces systémes, de recourir
aux relations connues entre efforts et déformations telles qu’en théorie
mathématique de Iélasticité pour les solides élastiques. Car il s’agit
ici de corps pulvérulents ou semi-fluides comme les a dénommés Bous-
sinesq dont les lois mécaniques sont particuliéres : aussi crovons-nous
quil n’est pas inutile, autant pour fixer les idées des le début que
dans un but de simplification pour la suite, de noter les hypotheses
que celui-ci a, assez récemment du reste et le premier, énoncées comme
base de la mécanique de telles substances.

2. Les petits grains qui constituent le volume élémentaire ou particule
sont supposés tres peu compressibles, ce qui correspond du reste & une
réalité physique d’autant plus vérifiée que la hauteur de semblables
massifs n’est pas trop considérable. La dilatation cubique de la particule
peut.alors étre regardée comme négligeable ou, en d’autres termes, sa
densité peut étre admise, comme il est supposé ici, constante. De sorte
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que la particule semble ne comporter tout compte fait, a la facon d’un-
sac rempli de sable, que des déformations modifiant sa figure, mais
non de maniére appréciable son volume.

Pour chaque particule du massif, composée du reste d’une multitude
de grains sablonneux, il existe, du moins quand on la congoit isolée de
ses voisines, un état naturel dans lequel aucune action ne s’exerce entre
ses grains, chacun n’étant alors soumis qu’a la pression atmosphérique,
mais uniquement pour son propre compte et sans action des grains
entre eux.

A partir de cet état naturel, la particule peut éprouver des petites
déformations. Les unes sont invisibles ou négligeables, et consistent
en des contractions d’ensemble semblables en tous sens, et capables
de produire entre les grains a travers les ¢léments plans menés a son
intérieur, et par unité d’aire de ceux-ci, une pression normale commune p.

3. Les autres, beaucoup plus sensibles, ne modifiant toujours pas
la densité de la particule, sont réductibles, suivant trois directions
rectangulaires, & trois dilatations ou contractions principales 2;, 2y, o,
qui sont corrélatives a des roulements limités des grains les uns devant
les autres, et a I'existence sur les éléments plans de cette particule
respectivement perpendiculaires a ces directions de trois presstons
principales Py, P,, Ps.

4. Par suite, et d’apres les lois générales des pressions dans tous les
corps, la moyenne arithmétique de ces trois forces principales Py, Py, P,
n’est autre que la pression p, changée de signe puisque dans les milieux
sans cohésion considérés, les forces Py, Py, Py, pressions proprement dites,
sont toujours négatives; de sorte que les déformations sensibles dont 1l
s’agit, qui modifient encore la figure, mais non d’une maniére appré-
ciable le volume de la particule, paraissent y inégaliser les trois pres-
sions principales P;, Py, P3 sans changer leur moyenne p. Il leur corres-
pond certainement des déformations des grains inégales dans les divers
sens, et véritablement productrices des différences P; — Py, Py — Py,
P; — P; mais invisibles comme la contraction cubique & laquelle
est due p.

Le massif pulvérulent, a4 grains sans actions mutuelles, quand
s’annulent — P}, — P,, — P; et leur moyenne p acquiert au contraire
deés que cette pression p devient positive une rigidité, ou résistance au

THESE CALLANDREAU 2



10 —

. . ) "
glissement mutuel de ses couches contigués que I'on supposera (’en
premiére analyse proportionnelle & p. Ce qui revient a dire, ainst qu il
résulte des relations relatives & la particule admise 1sotrope et incom-

ressible
P ’ (P, Py, P,

)
P
(T,, Ty, T,)= < I

que le rapport des différences Py — Py, Py — P, Py — P, Eles pr\essio?s
principales aux doubles différences correspondantes 2‘(01 — 0y), 2 (95— 93)
2 (fg—y), des dilatations, admet une expression commune  np,
ou n désigne un coelficient unique, caractéristique de la matiére pulvé-
rulente considérée, prise & son degré effectil de tassement.

5. Mais si chaque particule, prise a part, comporte pour la densité
quelle a un état naturel ou s’annulent — P;, — Py, — Py et leur
moyenne —+ p, ainst que les dilatations 51, Sy, 3, €t & partir duquel 51, 82, 53
restent insensibles quel que devienne p, pourvu que Py, P,, P3 conservent
leur égalité, il n’en est pas de méme en général du massif entier que
I'on forme en déposant et superposant peu & peu des couches pulvé-
rulentes qui se tassent & mesure et irrégulierement sous leur propre
poids ou sous leur choc; en sorte que des particules contigués ainsi
déformées, si on les portait a I'état naturel, en les isolant, prendraient
des figures incapables de se juxiaposer ensuite et de constituer un
massif d’apparence continue.

Toutefois, quand il s’agit, comme c’est le cas ici, de déformations
planes, ol toutes les couches minces paralleles au plan vertical sont
déformées de méme en restant dans leurs plans respectifs, on peut
admettre a titre de premiére hypothése que chaque particule de ces
couches a perdu son état naturel par des déformations analogues
ou sans sortur de son plan, et pareilles pour toutes les particules juxta-
posées suivant une normale & ce plan. Par suite, si ’'on amenait une
telle particule, en l'isolant de ses voisines, a4 son état naturel, puis
de cet état a celui qui est eflectivement le sien, ces changements se
feraient par de pareilles déformations la laissant dans son plan et
déplagant de la méme maniére dans leurs plans respectifs paralleles
les particules alignées en ligne perpendiculaire & ces plans.

Mais ces plans, pour les phénomenes ¢tudiés, seraient alors des plans
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de symétrie sur lesquels s’exercerait une pression principale, soit Py par
exemple. De plus, a partir de I’état naturel, la dilatation correspon-
dante <, serait nulle. Et comme la densité, c’est-a-dire la dilatation
cubique, n’a pas pratiquement changé, on aurait donc

6,+62:O.
Des lors, la double égalité
v—-r, PP
2(61_6:) o 2(61—6&) ——’P
s’écrira
P—l, P,—P _
461 o —26. ="
d’ou l'on tire
P‘:;(PI—J(—P._,).
On aura donc
(2) p=—3(Pi+P,+P)=—2(P,+P)=—P,

ce qui confirme, soit dit en passant, que dans notre hypotheése la
pression principale P; normale au plan des déformations vaut bien la
moyenne arithmétique des deux autres P; et P, et représente au signe
prés la pression p.
Les équations précédentes donnent, d’autre part, en y remplacant p
par- - (P, + Py,
P,— P,
P,+P,

=2nd,.

6. Or, dans un tel état d’équilibre avec répartition plane des pres-
sions, les composantes tangentielle et normale de la pression en un
point, ainsi qu’il est facile de les obtenir en les rapportant aux axes
constitués par les éléments rectangulaires isostatiques porteurs des
pressions principales, ont pour valeur

[)l s 1)2

\ D= 2 SIN 27y,
¢

(3)

’ gt::lﬂ-+-PzV+ P,—P

2
~C082
i 2 y’

ou v représente I'angle que forme avec la direction de la plus grande
des deux pressions principales I’élément plan du petit prisme sur
lequel agit la pression en question.



192 —

Le maximum du rapport —s correspond & I’élément plan sur lequel
gexerce la pressiol la plus oblique, ou pour lequel I'angle ¢, dont la
tangente vaut — 5 de la pression et de la normal,t‘a pr?lo.rlgee au point
ot celle-ci agit sur U'élément, est le plus grand. L’inclinaison y corres-
pondante s’obtient €n annulant & zéro la dérivée par rapport a y du

quotient :071’ ce qui conduit, puisque Py est différent de Py, & la relation

r, P

(1) Cosay = PP
. ®
I.e maximum du rapport — vaut donce

@ —langg,
2\/P1P2
d’ou 'on tire
. . P,—P,
() sin@ = m,

ce qui revient & dire que la quantité 2 ng; vaut alors le sinus de
Pangle .

Or, ’analogie, d’'une part des deux couches pulvérulentes en contact
que sépare cet élément plan, avec deux solides tendant a glisser 'un
contre 'autre, el d’autre part de la composante tangentielle @ au frotte-
ment mutuel de pareils solides sous une pression normale (— 1) porte
a leur étendre la loi usuelle du frottement des solides d’apres laquelle
le rapport de & a (— 9U) ne saurait dépasser le coefficient de frottement
mutuel des corps, ou la tangente de leur angle ¢ de frottement, sans
amener entre eux un glissement effectif ou fini, c’est-a-dire ici cette
instabilité du mode d’agrégation des grains de sable oude la contexture
des particules, qu’on appelle 'état ébouleux du massif.

Donc le produit 2 n¢; atteindra tout au plus la valeur sin et rendra
dés lors imminente la désagrégation de la particule par glissement
mutuel fini des couches que sépare I'élément plan supportant la pres-
sion la plus oblique. Ce qui revient & dire que ¢; comporte pour chaque

.

1¢ srule N = SNy .
matiere pulvérulente une limite supérieure ;- qui est en quelque

sorte la limite d’élasticité de cette matiere pulvérulente. On déduit
. Y 5 . .. .

aussi de 1a que Pangle de frottement intérieur est aussi I’angle de terre

) b \ . . | .

coulante, c’est-a-dipe e plus grand que puisse faire avec I’horizon,
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a Pétat de repos ou sans s’ébouler, la surface libre d’un talus plan
indéfini de la matiére considérée se soutenant sous son propre poids.

6 i 5 t s’écri n remplagant 2" par sa
7. L’équation (H) peut s’écrire en remplaca - P
valeur — p et o ayant la signification précédente
(6) P,— P,—=apsino.

La masse sablonneuse considérée, soutenue d’un cété par le mur,
se trouve alors, ce qui correspond a la plus grande poussée sur celui-ci,
en cet état d’équilibre-limite voisin de I’éboulement caractérisé par
les relations (2) et (6) entre les pressions principales. On admet qu’il
régne dans 'ensemble de la masse homogeéne sans cohésion, supposée
s’étendre indéfiniment vers le bas, en faisant abstraction des pertur-
bations dues au voisinage du fond solide sur lequel repose le massif,
ce qui, comme déja dit, est d’autant plus vérifié que la masse a une
plus grande profondeur.

Le profil rectiligne supérieur du talus, incliné de l'angle © sur
Phorizon, est pris comme axe desy. L’axe des 2 normal a la surface supé-
rieure est dirige vers le bas. Désignons par 7 Uangle argu que fait avec
la direction Oa la plus grande des deux pressions principales; on aura
alors, comme ’on sait, pour les composantes principales de la pression,
les expressions

\ TS PO V. TP VESah VR VEn Y
2 2 CO8S2y % 2C082y
(7) /' et aussi

T,=— 22— tanzay,
S 4

Nj, Ny et T représentant dans le plan les efforts agissant sur 1'élément.
Portons celles-ci dans les équations (2) et (6) reliant entre elles les
valeurs des pressions principales; il vient d’abord, ainsi que P’on sait,
cette quantité constituant un invariant
. N+ N,=—2p:
puis
N, —N,=— > psingcos2y,

’ \ . .
d’ou 'on tire pour expressions des efforts

Ny=—p(1 +smn@cos2y);
N,=—p(1—singcos2y);

Ty—=— psingsinay.
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8. Et les équations indéfinies, de I'équilibre, qui se réduisent ici &

ON, oT, JT, N,
o Ty =X g gy =)
donnent alors le systéme en p et y,
p . [0 0. . .
%+sm<p[d-x(pcoszx)+;y(psm-zx)_ pX=o,
(8) dp

. d . J .
| 9y +Sm(?[¢ﬁ(p sinay) — @(pcosz,()] —pY=o.

que 'on peut, au moyen des symboles connus

0 0 sinf d 0 0 cosf o
_=C 6

— 086 ~— — = — = sinf - 4+ — —
or or r 95 dy or T T 08’
écrire en coordonnées polaires

[cosf + sing cos(2y — 6)] %1; -+ IL 3—[5 [— sinf + singsin(2y — 6)]

——2psincpsin(2x——9)(3—3(_' —+—zgsincpcos(gx—6)3%C —pX=o,
(9) {

[ sinf + sing sin(zx—@)]§€ -+ ; %[cos@—simpcos(zx—G)]

+ 2psingcos(2y — f) %)—'E + 2|}7)— sing sin(2y — 6) %— pY —o,
les conditions aux limites étant fournies par les valeurs particuliéres

de p et de 7 a la surface libre, et par la considération de glissement
contre le mur.

CHAPITRE 1I.

SOLUTIONS DES EQUATIONS D’EQUILIBRE. — EXPRESSIONS DE LA POUSSEE
EXERCEE PAR LA MASSE PULVERULENTE CONTRE LE MUR QUI LA CONTIENT.

Solution de Maurice Lévy. — Les solutions voisines de Barré de Saint-Venant. Les massifs
hétérogénes de Boussinesq. — Approximations par défaut et par excés de la poussée.

9. Le systeme précédent d’équations aux dérivées partielles est trop
complexe pour qu’il soit possible d’en envisager I'intégrale générale.
En fait, on se limite au cas ot les lignes d’égale inclinaison 7 des pres-
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sions principales, c’est-a-dire les lignes y = const., constituent un
systéme de droites concourantes dans une partie du massif avec parallé-
lisme de ces pressions dans tout le reste.

Considérons alors le point de concours de ces droites. Le coelficient
angulaire de chacune d’elles est caractéristique de chaque inclinaison 7,
qui, par suite, se trouve étre indépendante du rayon polaire r et ne
dépendre, par sa tangente, que du seul angle polaire 0, ou encore
constituer une fonction homogene de degré zéro des quantités r sinf

o . , . , .
et r cosl. Le lerme en 51/’ de nos dernméres équations s’évanouit alors;

et si on multiplie chaque autre terme des deux équations par r2 et
encore leur dernier terme par la quantité cos?0 4- sin?0 = 1; on
reconnait que par raison d’homogénéité, la pression moyenne p devra
étre une fonction homogeéne du premier degré des quantités rsinl
et r cosl, ¢’est-a-dire étre simplement proportionnelle au rayon polaire r,
de sorte que I'on pourra poser

p—=Pr,

ou P sera indépendant de r et ne dépendra par suite que de Iangle
polaire 6.

10. Le syvsteme (g), compte tenu de ces résultats, pourra alors
s’écrire, en remplacant les composantes X et oY par leurs
valeurs — Il cosw et + Il sinw, en fonction du poids spécifique 1 de
la masse sablonneuse

Plcost + sing cos(2y — 6)]
—|—£[—sin9+sin sin(2y —6)]+ 2P sing cos(2 —-6)d—x— Mcosw
o) 2 pemix ' L= ’
10
) P[sing + sinsing (2 —6)]

+~(% [cos§ — sing cos(2y — 6)]+ 2P sino Si“(QX«_G)%:_HSi"w'

ou encore, en isolant les termes différentiels

Psina(y —0) — C;;——g[cosz(x—0) —sing | =Hsin(2y + o — §),

bis) |
(10 bis) ? Pcos?¢P+2Psi11@i—i{%[0052(x—9)—'Si“‘f’]

=M{cos(w~+6) —singcos(2y + o — §)].
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11. 1’intégrale générale de ce systéme ne semble pas pouvoir étre
-explicitée; mais on peut, pour des conditions aux limites données,
obtenir les intégrales particuliéres correspondantes.

Le cas le plus usuel est celui d’une surface libre du talus supérieur,
par conséquent d’une valeur nulle de p ou P sur celui-ci. On peut
alors considérer un autre plan — le mur idéal de Maurice Lévy —
correspondant & une surface libre du talus supérieur, dont la trace
passant par lorigine et inclinée sur la verticale descendante d’un
angle i, est telle que la poussée du massif (a4 surface libre au talus
supérieur) sur un de ses éléments y fasse avec la normale a cet élément

. o
I'angle ¢ rendant maximum le rapport - de la composante tangen-

tielle & la composante normale changée de signe; ce qui exprime ainsi
en fait la condition de glissement contre le plan en question.
Analytiquement, on exprimera ces conditions en écrivani (ue,
pour ces directions particuliéres, ¢’est-a-dire pour des valeurs données
de 0, les valeurs correspondantes de p ou P et de 7 vérifient les équations
indéfinies de I’équilibre. L’existence d’une surface libre, conduit en

faisant dans le systéme (10 bis) avec () = _) P égal a zéro, aux deux

relations suivantes; d’abord :

(11) sio 4+ smosm(2y + mn) = o,

qui fournit la valeur constante de v sur la surface libre: et au moyen
d’une transformation facile

dy _ IIsinw
(d@ o . smgsinay

T .
2

qui dérive en fait de I’expression

(1) P=— hﬂsmm cosf.

sinosinoy

qu’il est aisé d’obtenir directement du systéme cartésien (8), en remar-
quant que la condition de surface I bre conduit & des valeurs de p ou. P
et de 7 indépendantes de y.

Sur le plan Lévy d’autre part, 'angle ¢ qui rend maximum le rap-

©

port — et qui n’est autre que I'angle de terre coulante, est relié a
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I’angle v fait avec la direction de la plus grande pression principale par
I’élément plan sur lequel agit cette pression par la relation obtenue
du rapprochement de (4) et (5)

coszy:sincp

. . . . , . . T 9, ®
qui, puisque ¢ est toujours inférieur a 5’ peut s’ecrire

™
coszy:cos(; — q>>

et d’ou I’on tire, puisque pour la méme raison on peut passer a ’égalité

des arcs eux-mémes,
T

LY B —
A

N -8

L’inclinaison 7,, qui représente I’angle fait avec I’axe Oz par la direc-
tion de la plus grande pression principale, vaudra donc la somme changée
de signe puisque l'inclinaison 7, es' comptée vers la verticale descen-
dante, c’est-a-dire du coté des y négatifs, de 'angle y = %T— ;ﬁ d’incli-

naison de I’élément plan sur cette direction, et de la différence w—1
qui constitue I'inclinaison de ce méme élément sur I'axe Oz. De sorté
que P'on pourra écrire

_r_ 9 :
(lg) _X'_Z—§+w——l7

d’ott Pon tire la valeur de l'inclinaison i sur la verticale, du plan de
M. Lévy, sans ambiguité en fonction de y; et réciproquement

(13 bis) =

N |-

+ w4+

ISP

les équations indéfinies de I’équilibre (10 bis) devront donc se trouver
vérifiées avec § = —w + ¢ par la valeur particuliere 7, de 7 sur le
plan en question. Elles s’écrivent en remarquant qu’alors les coeffi-

. co, . P ly ), .
cients des termes différentiels ((T@ et iTg s’évanouissent

(14) { —Pcosg=Ilsin(2y, + 20 —1),
| P cos?o =1I| cosi — sing cos(2y, + 20 — 1) ].

> e \ . . .
L’addition membre a membre de ces deux relations, aprés avoir
multiplié les deux membres de la premiére par cos¢ donne aprés une

THESE CALLANDRLCAU 3
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réduction évidente

sin (2%, + 20 — { — @) + COST =0,
c’est-a-dire la valeur (13 bis) pour . On aura aussi

sin(2y, + 20 —1)
cosQ

( P )0:1—(,0 =1II

qui fournit la valeur de P sur le plan Lévy et permet de retrouver
de suite, en y remplacant 7, par sa valeur (13) et remarquant que la
poussée P sur ’élément d’aire vaut p cosg ou Prcosg, I'expression de
Maurice Lévy

(15) @ =1lrcos(o + ).

12. Mais soit un plan quelconque passant par l'origine et dont la
position est déterminée par I’angle 0. La valeur de P des éléments
plans relatifs & cette direction étant retenue égale & (12), la valeur
correspondante de 7 s’obtiendra de la maniere suivante.

Multiplions respectivement par — sinf) et 4 cosl les deux équations
indéfinies de I'équilibre (10), et ajoutons-les membre & membre, on a
alors

Psingsm(2y —0) + %[1— sing cos(2y — 0)]

+ 2P singsino (y — 6) 7,

7 =—Hsin(w -+ 6)

qui, si nous y remplacons P par sa valeur actuelle (12), donne I’équation
du premier ordre en y aprés évanouissement des dénominateurs, et
d’autres réductions immédiates

(16) 2 sinw cosf sing sina (y — 6) % =sinf[sinw + sing sin(2y + »)].

Cette équation est du reste valable dans les limites physiques ot
valent les équations générales elles-mémes, et ol est susceptible de
se produire I'équilibre-limite de la masse sablonneuse, c’est-a-dire
entre le plan 0 = — ® + ¢ du mur idéal, et la surface libre du talus
supérieur. Elle montre en particulier que sur la surface libre, ¢’est-a-dire
pour 0= g’ on aura comme l'on a vu [sin® + sing sin(27 -+ ©)] nul,
ce qui résulte du fait que son premier membre devient alors nul, la

L e, dy . .
dérivée 7 e pouvant prendre une valeur infinie. C’est en effet prés
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du plan supérieur, soit loin du mur que les pressions se répartissent le
mieux, comme si le mur n’existait pas, c’est-a-dire ne dépendent plus
que de la profondeur sous la surface, comme c’est le cas pour la surface

libre ou l'on a Zg = 0. Mais alors le second membre de (16) qui,

au facteur sin0 prés, ne dépend pas de 0, et se trouve avoir la valeur
zéro pour O = g, conservera donc nécessairement cette valeur nulle
dans le champ d’existence du probléme, c’est-a-dire pour les valeurs
de Pangle 0 comprises entre (— o +-1) et + E Il en résulte, tous les

facteurs du premier membre de I’équation (16) ne prenant dans cet
intervalle que des valeurs finies et non nulles, que le coeflicient diffé-
dy,
db
I'inclinaison 7y conserve la valeur constante (11).

Nous pouvons done dire que I'ensemble des expressions de P et 1

rentiel est nul dans tout cet intervalle, ce qui revient a dire que

/
IIsinw

ysh

- C
Sl]l(? S .ZZ
et

sinw + singsin(2y + w)=o0

représentent tout au moins entre les deux plans-limites considérés,
ainsi du reste que sur ces plans eux-mémes, comme il est facile de le
vérifier directement sur les équations (10 bis) elles-mémes, et pour le
cas d’une surface libre du talus supérieur, I'intégrale du systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles. Cette solution est d’ailleurs unique,
car des deux seules valeurs négatives correspondant & des angles aigus
que donnerait la résolution en 7 de 1’équation (11), une seule doit étre
retenue, la plus petite en valeur absolue; la plus grande correspondant
non au probleme de la poussée, mais de la butée des terres.

On vérifie enfin aisément I'identité de la valeur (15) particuliére de
la poussée sur le plan Lévy avec I'expression générale (12) de celle-ci,
ou I'on a fait 0 =1 — o, dés que 'on y égalise dans celle-la, comme
Pon doit, 7 a y,.

13. Ce ne sera donc que dans le cas, le seul usuel, ou I'inclinaison du
mur serait supérieure (négativement) a celle du mur idéal soit — w + 1,
et dans ce seul petit intervalle que 7 pourrait varier avec 0. Soient
alors p" ou P’ (avec p’ = P’r, ot P’ ne dépend plus que de 0),
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et 7' les valeurs nouvelles de p ou P et de 7 dans cet inter.v{fllle.
Comme nous ne recherchons pour p’ et 7' que des valeurs voisines
de celles correspondant & la solution de Lévy, nous pourrons admettre,
comme Barré de Saint-Venant, que les petites variations entre p’ et p
d’une part, entre 7’ et 7 d’autre part sont linéaires en 0 dans ce petit
intervalle s’étendant entre les inclinaisons ¢ et ¢’ sur la verticale du mur
idéal et du mur réel voisin considéré.
Nous poserons donc en notant que p’ doit étre proportionnel & r

c
(17) p’:p—f—ﬂr‘A(@o—@), L=x— 5(@0‘-9>7

ol 7 aura la valeur constante relative au gros de la masse sablonneuse
et p la valeur courante (12); et ot les quantités A et c représentent
des constantes convenablement choisies, et 0y l'inclinaison polaire
correspondant au mur idéal pour laquelle p’ et 7' prennent les valeurs
particulieres de la solution de Lévy.

Les solutions p’ et 7’ relatives & ce petit intervalle devront nécessai-
rement vérifier pour 0 voisin de 0,, les équations indéfinies de I'équi-
libre. La condition de frottement ou de glissement de la masse
sablonneuse contre le mur imposera toujours a la poussée d’y étre
inclinée, également pour 0 voisin de 0,, de ’angle < sur la normale au
nouveau mur prolongée. Enfin, I’état d’équilibre-limite dans le petit
intervalle devra aussi y étre encore réalisé.

L’ensemble de ces conditions nous permettra de calculer A et c.
Les équations indéfinies (10) qui doivent étre vérifiées par le couple
des variables P’ et 7' le sont déja par le couple Py. Elles devront donc
I'étre en leurs différences, de sorte que 'on devra avoir pour 0 voisin

de 0,

[ (P’—P)cos@-{—sinq;[P’cos(Qx’—@)—Pcos(gx_-e)]
. ,d(P'—P . dp’ .
_smfi_(ﬁ__)—o—smgo[w sm(zx’—@)—-fl—gsin(gx—@)]

+2sinq>|:P’cos(2x’—9)% ——Pcos(zx—e)%{]:o,
(18) . :
(P'—P)sin0 + sing[ P'sin(2y —0) — Psin(2y —6)]
d(P'—P)

. dp’
-+ cos§ 7 —smcp[mc()s(gxl_e)_6_‘%3005(2)(_9)]

+2sing [P/Sil](QX/— ) % — Psin(2y —0) %] =o.
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Mais on a de suite, en partant des relations (17),

P'— P =TA(5,—9),
A(P'—P) _

¢ Ay =) _ ¢
a5 ITA, X —X=—— i(go—e)v =3’

dh

et il est facile de calculer les crochets de (18), en se limitant, d’apres

notre hypothése aux termes du premier ordre en (0, — ).
Remarquons du reste qu’a la limite considérée et pour 0 = 0, les

termes en 0, — 0 s’évanouissent, et les équations (18) ordonnées en A

et ¢ s’écrivent alors

MA[ sinf,—sing sin(2y — 9,) ]+ sing cos(2y — 6,) Pc =o,
MA[— cosf,+ singcos(2y — 0,) | + sing sin (2 — 6,) Pc=o.

Multiplions la premiére par cosl,, et la seconde par sinf,, et addi-
tionnant d’une part; puis multiplions la premiére par cos(2y — 0)
et la seconde par sin(27 —- 0,) et additionnant d’autre part; le systéme
précédent prend alors la forme plus simple, division faite des deux
membres de la premiére équation par sing

% — MM Asina(y —9,) +Pccosa(y —0,) =o,
— A smna(y—0,)+ Pesino =o.

(19)

Mais c’est la un systéeme d’équations homogeénes en A et ¢, du premier
degré sans second membre. Pour qu’il présente conformément a nos
hypotheses des solutions non toutes nulles a la fois de A et ¢, il faut et
il suffit que le déterminant principal du systéme soit identiquement
nul, ¢’est-a-dire que 'on ait en divisant par le facteur nonnulsin2 (7 —0,)

cos2(y —0,) —sing = o,

écriture qui correspond bien pour 0, = — © - 7 & une identité, si on
y remplace 2 par sa valeur (13) et qui confirme par conséquent que
ce n’est qu’a partir de la valeur 0, de 0 égale & — ® - i et en s’éloignant
des y positifs, qu’il y a lieu d’envisager pour valeurs de p et v les expres-
sions (17)

La premiére équation (19) donne alors en y remplagant y et 0, par
leurs valeurs respectives actuelles (13), et — w + ¢

OA—P, cosa(y —0,)

—=P¢ m_—l)ctangcp,
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d’ou on tire, en remplagant P par sa valeur (12) ot on a fait h=1— o,
puisque ces écritures valent seulement pour 0=0,=—w-+1,

sinw cos(w —1)
(20) A=c cosQ sIn2y

14. La condition pour la masse pulvérulente d’avoir toujours contre
le mur (supposé voisin du mur idéal, et caractérisé par la petite diffé-
rence o = i — i’ des inclinaisons de celui-ci et du premier, sur la verti-
cale descendante, qui vaut également I'écart des angles polaires 0y — 0
caractéristiques des positions de ceux-ci), une poussée inclinée de
I'angle ¢ de terre coulante sur sa normale prolongée, conduit, & et It
représentant les composantes tangentielle et normale de cette poussée,
a la relation

(21)

o

(=)

f— lnngcp.

Les valeurs de et de 9L sont fournies par les expressions (3), ot ’on
tiendra compte des relations (7) entre pressions principales et efforts,
mais en notant que Ny, N,, T; y seraient remplacés par les développe-

ments jusqu’aux termes du premier ordre en la petite différence (6,— 0)
des quantités

N, =—p/(1+smgcos2 /),
(22) 5 N,=—p/(1—smgcosay’),
i T,=—p smgsmay’,

qui tiennent compte des petites corrections & apporter aux Ny, N,, T,
parsuite de la variation de p et de 7 dans la partie du massif pulvérulent,
située au dela du mur idéal du c6té de la verticale descendante.

On a donc, en remarquant de plus que I'inclinaison y de I’élément
plan, sur la direction de la plus grande pression principale vaut ici

la différence (9 — '), soit — (7" — 0)
b= —p'smesma(y —6),
AN =—p'+p'smocosa(y —b)

Reportons-nous aux expressions (17) de p’ et de v', et utilisons en
adaptant ici le procédé de calcul indiqué plus haut : il viendra de
suite, en nous en tenant toujours aux termes du premier ordre, ce qui
condu1?: en particulier & considérer dans le facteur du terme en (8o —0),
les petites variations de P comme négligeables, ¢’est-a-dire a y donner
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a P, la valeur constante [(12) avec 8 =i—w] de la solution Lévy, la
notation p ou P continuant a désigner la valeur courante (12); puis
remplagant enfin la petite différence angulaire (0g — 0) par son sinus,
et 7 par sa valeur (13)

sin(6,— 6) cosf,

€os @ cos

(23) %:psincp[cm(cp—i—zﬁo—z@)—l—c sin(z@o—ze)],

On trouverait de semblable maniére

1 .
(24) m:—l)smcp[s—m—(?—sm(cp—l—z@o—Q@)

. sin (6, — ) cosb,

€OS ¢ €05

[1—cos(20,— 29)]].

La substitution de ces valeurs de & et de 9U dans la relation précé-
dente (21) conduit, aprés avoir chassé les dénominateurs, a I'égalité
(ot on a groupé ensemble les termes correspondants), qui doit étre
vérifiée pour 0 = 0y — o,

c-ﬂ%c—%[sin(zﬁo— 29) + tange — tang@ cos(20,— 20)]=1 —cos(2,—20)

d’ou l'on tire, en divisant les deux membres par la quantité non
nulle 2sin?(0y — 0) = 1 — cos (20 — 20), aprés des réductions faciles

cosf, cos(p — O,+ 0)
c =1I.
cosf cosQ

N

c’est-a-dire, puisque cette écriture n’est valable que pour 0 = 0y, —¢,
et résolvant par rapport a ¢ 5

. __cos@cos(f,— 0)
(23) (_(:0590005((9—6)

15. Mais, d’'une maniére générale, ’angle ¢’ que fait sur la normale
a un élément d’inclinaison 0 la pression la plus oblique, est donné,
dans I’état d’équilibre élastique plan par la relation (5)
P,— P,

(N;—Nc)z"'_isz.
P P,

(26) sing’'= NN
2 i

soit sin@’'=—

Or, on a de suite par (22) en calculant comme plus haut, et en rempla-

¢ant ¢ par sa valeur (25) et 27 par la sienne (13) les expressions
de Vot N NN

5 5 et T; ce qui permet d’écrire aprés quelques réduc-
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tions faciles

sin? cp coso sin (6, — §) cos (6, — 9) ]2
sin®g =1+ [cos(cp—é)cos@—smcp sin (9, — 0) cos(8,— 9)

La fraction du second membre varie dans le champ du probleme,
en sens inverse de 0, ou dans le méme sens que les variations de (—0)
ou de (6 — 0). Ceci résulte de ce que la dérivée de cette fraction en 0
est du signe de la quantité negatlve [— cosfycos(p —2)]. Or, en valeur
absolue, 0 varle entre 0, et 0, — &; pour O = 0, cette fraction est nulle,

et le rapport j; vaut 'unité d’ou I'égalité de ¢" & 9. Puis, lorsque 6
tend vers 00—— ¢, la fraction croit pour atteindre son maximum
pour 6 = 0, — 2 contre le mur, au moment ol ’angle ¢ caractéristique
de Pangle polaire 0, prendra sa plus forte valeur @, obtenue en faisant
dans la relation précédente 0 = 0, — ¢, ce qui donne aprés division
des deux termes de la fraction par le facteur cos(0y— ) et quelques
réductions faciles et prenant les racines carrées

2

sin® 1
(27) sing — coso L+ 5+

Ces résultats montrent :

1° Que, au degré d’approximation poursuivi, on a l'égalité de
Pangle ¢’ voire @, a I'angle ¢ de terre coulante, ce quirevient a dire que
Pétat d’équilibre obtenu, aux t¢rmes prés du second ordre en la petite
différence ¢ = 0y — 0, n’est autre que I’état d’équilibre-limite de la
masse pulvérulente homogéne considérée.

2% Que les formules précédentes, sans que ’on y considére ¢ petit,
sont exactes, si on les regarde comme caractérisant non plus la masse
pulvérulente homogéne considérée, mais un massif hétérogéne, qui aurait
le long de chaque couche d’inclinaison polaire 0, comme angle de
frottement intérieur ou de terre coulante g, angle variable ¢’ valant
justement ¢ pour la couche correspondant a la position du mur idéal
et atteignant son maximum @ contre le mur. La paroi de celui-ci

est, d’autre part, supposée telle que 'angle de frottement extérieur
reste toujours égal & ¢ inférieur a @.

16. Ce dernier résultat est intéressant, car si nous appliquions a la
masse sablonneuse homogéne considérée d’angle ¢ constant de frottement
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intérieur et extérieur les formules précédentes pour des valeurs non
petites de ¢ la valeur de sin¢ deviendrait sensiblement inférieure au
sinus contre le mur de l’angle © de frottement intérieur du massif
hétérogéne dont nous venons de parler, et pour lequel les formules précé-
dentes seraient exactes. De sorte que, ¢’ étant toujours supérieur
4 o, et d’autant plus contre le mur lorsque ¢’ atteint son maximum @,
les couches du massif hétérogéne ont, surtout contre le mur, une
moindre tendance & s’ébouler que les couches correspondantes de la
masse sablonneuse homogeéne; ce qui revient a dire que la poussée
exercée sur le mur par le massif hétérogéne pour lequel les formules
sont exactes, serait plus faible que celle exercée réellement par la
masse sablonneuse homogéne considérée.

Mais, soit alors un autre massif hétérogéne qui serait caractérisé
par le maximum @ de I'angle ¢’, égal a 'angle constant de frottement
intérieur de la masse sablonneuse homogeéne. L’angle ¢ dans nos
formules y prendrait alors une valeur plus petite dont le sinus vau-
drait (27) sin®cosz, ou @ vaut justement I’angle de terre coulante.
L’angle o' qui est inférieur & @ est dont inférieur & l'angle de terre
coulante. Le massif hétérogéne considéré a, par suite, des angles de
frottement intérieur et extérieur, inférieurs & ceux de la masse sablon-
neuse homogeéne, et comporte alors plus particulierement contre le
mur des couches qui tendent & s’ébouler plus vite que celles corres-
pondantes de la masse homogéne; ce qui revient a dire que la poussée
exercée sur le mur par ce massif hétérogéne, pour lequel les formules
précédentes, ot 'on tiendra compte des valeurs actuelles des angles de
frottement, sont toujours exactes, serait plus forte que celle exercée
par la masse sablonneuse homogéne considérée.

17. On a ainsi, avec Boussinesq, un procédé permettant d’obtenir
une limite par défaut, et une limite par exces de la poussée exercée
sur le mur par la masse pulvérulente homogeéne, ou ce qui revient
au méme, et qui est plus pratique, de sa composante normale, en admet-
tant que le renversement du mur tend a4 se produire par rotation
autour d’un axe normal au plan de la poussée situé a la base du mur
et dans le plan de sa paroi intérieure; et que par conséquent c’est
le moment, plus que la poussée elle-méme, qui importe. Mais il est
toutefois nécessaire d’avoir des limites par défaut et par excés suffi-
samment rapprochées; comme, d’autre part, de pouvoir mesurer ces

THESE CALLANDREAU
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valeurs par défaut ou par excés, suivant la direction effective de la
poussée, ¢’est-a-dire en laissant dans les deux cas a P’angle de frottement
extérieur ¢; sa valeur physique donnée. Or, dans la limite par exces,
ot ® a la valeur de ’angle constant de frottement intérieur et extérieur
de la masse homogéne existante, il y a lieu de remarquer que prendre ¢,
égal 2 9, comme nous l’avons fait, ¢’est prendre pour I'angle de frotte-
ment extérieur du massif hétérogéne une valeur certainement plus
faible qu’elle n’est dans la réalité physique, ou trop surévaluer la valeur
par exces de la poussée ou de son moment. Le mieux est donc de partir
d’une valeur g; de ’angle de frottement extérieur du massif hétérogene;
Pangle ® ne vaudra plus alors exactement ’angle ¢; et 'on pourra déter-
miner I’angle ¢, indéterminé jusqu’alors, mais inférieur a @, ou ce qui
revient au méme la nouvelle valeur de ¢ en écrivant que la composante
normale de la poussée I prendra pour cetle valeur de ¢ sa plus petite
valeur; de sorte que 'on aura ainsi, et c’est ce qui importe, une expres-
sion de la plus petite valeur par exceés de la poussée.
Posons alors, ¢ désignant maintenant cette nouvellevaleur de o,

sm®

— k)
sin @ COs ¢

ou ¢ représente un angle auxiliaire, aigu et positif, indéterminé avec 9,
c’est-a-dire avec ¢, mais qui deviendrait égal a ¢, si 'angle ¢ valait
langle de frottement de la masse sablonneuse homogene.

La relation (31), ses deux membres étant divisés par sin?g, écrite
. . I
contre le mur — [ou le premier membre vaudra ooe=1T tang?e,
<

et ou 'on remplacera dans le second les efforts par leurs valeurs tirées
de (22), mais en y laissant, dans leur développement, indéterminé le
coeflicient ¢ qui, comme ®, ne vaudrait sa valeur précédente que
pour ¢ = ¢, c’est-a-dire pour I'angle ¢ égal a P’angle de frottement

de la masse sablonneuse homogéne existante] — s’écrira, aprés suppres-

. e, . .
sion de I'unité dans les deux membres, et extraction de leur racine
carrée qui donne deux termes positifs

¢ cosf, smad cosg

tange —
° cos(f,— 6) cosg — ¢ cosf, sindsing’

d’ou l'on tire
__ cos@cos(f,— 0) sine
" cos(p —e)cosdysmo
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D’autre part, la condition de glissement ou frottement contre le
. . [ — T , .
mur, soit maintenant (’% >:tangqol, s’écrira en tenant compte

des expressions (23) et (24) de © et de I, et y remplagant ¢ par sa

derniere valeur,
tang@, cos(@ — &+ 20)

sin ¢ COSE — SINQ 5in (¢ — € + 20)

La composante normale de la poussée vaut alors en valeur absolue

sine

B sing
(28) 9L == cosp,= = cos (@ —¢)

7' tang o, =r tang ¢,

[cos(cp+26)+

sin 2 3] .

ing

ng o,

On v remplacera le quotient — ar sa valeur précédente, et la
y remp q e p p ,

pression moyenne p par sa valeur courante (12) que U'on peut mettre
(dernier alinéa du n°® 12) sous la forme IIr ngmo—t(i,ig_o_sl%'

18. Tenons compte enfin, dans le but d’introduire I’angle i’ d’incli-
naison du mur sur la verticale, de la relation { — i’ = ¢, et remarquons
que O vaut en valeur absolue w-—1i'. Il viendra pour valeur de la
composante normale de la poussée (28), apres réductions simples
effectuées,
cos (¢ + '+ 0) cos(w — ') cose

q=1r cos(w —i'— d) cos(w — &)

[1—sin®sin(g —e+ 20)],

et Pon aura pour la valeur supérieure la plus faible que nous dési-
gnerons par P, de cette composante

(29) Pm: /\/HI',

avec

3 ,_ €os(@—+ '+ 0)cos(w— ') cose . .

(30) k'= [1—sin®sin(¢ —e+29)],

co)(w — i'— d) cos (@ — &)

ol I'on a [en utilisant les relations (13 bis) et (11) et se rappelant qu’il y
a lieu de ne considérer que la plus petite en valeur absolue des deux
solutions 7 de celle-ci] pour valeur de ¢ = — i + i’ en fonction des
inclinaisons données @ et ' du talus et du mur respectivement sur
Lhorizontale et la verticale descendante

L, T ., T i . sinw
3:~1’+—-#—i—w—k—xz—l’—h-/—-g——— ® — arcsin - >
4 2 4 2 2 sing
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et ot I'angle ¢ est déterminé par la condition de minimum
w_,
do ’
On a de suite, d’autre part, Uexpression de la limite inférieure par
défaut P, correspondante en partant des valeurs (23, 24) de ® et de I
établies plus haut, avec la valeur (25) de ¢, et contre le mur

cos (¢ + 9)
cos(p— 0 ’

% 2
P,= tango —pcos’e

soit, en remplagant p par sa valeur (12),

(31) P,=4i0r
avec ' X ] 6
(32) Fo= cos@ cos (g -+ '+ d) cos(w — ') cos (@ + )’

cos(w — '— &) cos)o —0)

ou ¢ a la méme valeur que précédemment, mais ol ’angle ¢ vaut 'angle
de frottement de la masse sablonneuse homogéne existante.

La premiére limite supérieure que nous avions envisagée aurait
pour expression

(33) P,—k1lr,
ou k serait donné par la méme fraction que celle correspondant a la
valeur de k,, avec la méme valeur de ¢, mais ou ¢ serait fourni par la

solution de I’équation
sino = sin® cos J,

ou ® vaudrait alors 'angle de terre coulante de la masse pulvérulente
homogéne donnée, c’est-a-dire la valeur de ¢ dans le calcul de k.

CHAPITRE III.

DES COETFICIENTS DE POUSSEE DANS LE CAS DU MUR VERTICAL.
ETUDE DE LA PLUS PETITE LIMITE SUPERIECURE.

De la plus petite limite par excés. — Existence d’un minimum unique. — Sa recherche pra-
tique. — Formule approchée pour o.

19. Bornons-nous actuellement au cas déja complexe, ou I’angle i’
est nul, c’est-a-dire au cas du mur vertical. Introduisons I’angle aigu
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et positif ' défini par la relation

SIn®

. . sin
’ soit sinw'— ——.

sing

(3%) w'==arc sin

L’angle ¢ vaudra alors
g=T_grel—o
= 4 2 )
valeur dont nous aurons a tenir compte dans les expressions des coeffi-
cients ky, k, et k. Occupons-nous du reste tout d’abord du coeffi-
cient k' dont I’étude présente le plus de difficultés. Sa valeur (30),
dans ce cas, prend la forme
. <1r 9 — o'+ w>
simn| - — ——— | COS¢E
4 2
/
cos (T — ‘f+_‘*’"*“_°’> cos(g —¢)

R 2

(35) A~ cosw [1-—sin®cos(w' —w+¢) |

ou encore, en introduisant les parameétres auxiliaires A et ., définis
sans ambiguité par les relations

(36) cosw’sing =124, sinesin® =p.
et qui permettent d’écrire

. sin . s
Sing — i COSE — = CP, SINW' =

0 bl 0 0
sin® sin® sing sing

prendra écriture

11 005w (cosw — A)?
{Jpe— g
cos’®  sin@ coso

Jpsinw 4 sing cosw ] (cosp — u).

Notons du reste, de suite, que par leur définition méme, les para-
metres A et u. peuvent se mettre sous la forme

(5._) ) /\___-'f—\/' ill'-’cp ~i]]~>()ﬂ_+\/sill((P+O))Sill(Clo-—-w)’
/
' 1U._ \/Sin‘)q) - Sill‘z(? e \/S‘ll](d)—f- (P)Sil]((l) —’C))’

A > . A o . . .
ol I'on reconnatt aisément leur loi de variation.
On peut aussi écrire

(Cosw + 1) (cosw — L) =cos*q; (cos ¢ + p) (cosg — p) = cos* P,

¢e qui permet de reconnaitre que les quatre facteurs cos-—2%, cos 4 2,
b

d’une part; coss 4 u, coso-—u, d’autre part, ayant deux a deux leur

somme et leur produit positifs, sont eux-mémes toujours positifs.
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20. La dérivée i se met facilement sous la forme

de
dk' _ cosw (cosw — A)? : _ £
(38) dy ~ cos*® cos*gsin’g (cose —p) ¥

ot £ représente le trinome du second degré en u.

(39) F—=— p2sinw(2sin*g cosw +7)
— p[2sing cos*w + Asin (9 —w)] ~+ 7 sin*9 cos@ sin (@ — w),

tous les autres facteurs du second membre étant sans cesse positifs.

21. Posons encore, en désignant par ¢ un angle auxiliaire aigu et
posttif

(40) Asin(e =9) _ gy,

cos*w sinQ

sin(p — )
COS® S1INQ
du premier membre est respectivement positif et inférieur a I'unité.
La fonction sin{ et I’angle ¢ lui-méme sont ainsi définis sans ambiguité
et a chaque valeur de ¢ dans le champ du probleme, correspondra une
et une seule valeur de ¢. La fonction sin { varie du reste d’une maniére
continue, dans le méme sens que ¢ et dans un sens contraire a w, ainsi
qu’il résulte des deux écritures

ainsi qu’il est légitime puisque chacun des facteurs (m> e [

dsing  cosgsin®¢sin(¢ —w) 4 A sinw >0
do hsin®g cos’w ’
(41) dsing  sinwsin(0—w)cos’@ + A2 coso
do hsing cos'w

. dk’ .
L’expression (38) de i, Pourra donc, en mettant en évidence hors

de £ le facteur Asin(g —w)sntg
COSQ —+ L

du second degré en u, le parameétre A par sa valeur tirée de (40) qui
introduira 'angle auxiliaire ¢, s’écrire aisément apres quelques réductions

faciles

» puis en remplacant dans le trinome

dk' __ cosw sin(¢ — o) (cosw —1A)* cosgp —

do " cos*®  cos’y [ COSQ +
S o [ ‘ 2
< 1 — + ' i
( P2 sinw (cos + W) sin*g sin (¢ —w) ' coswsing sinl.[;]

_oop® 2L COSQ

sy siny

—+ coszd);.
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. . . dk
Sous cette forme on voit de suite le signe de ——; les fapteurs du

second membre y constituent en effet un ensemble toujours positif.
D’autre part, dans chaque fraction du crochet ou il figure, sin au déno-
minateur varie dans le méme sens que ¢; cosp et p. aux numérateurs
varient en sens inverse; de sorte que si 'on tient compte de leur
signe mnégatif, on reconnait que chacune de ces fractions, et par
suite le crochet lui-méme, varie dans le méme sens que ¢. Le crochet
pour ¢ croissant dans son champ d’existence de w a ® variera donc,
et ce constamment dans le méme sens de I'infini négatif a la quan-
tité 4 cos>d.
, -, dk 5, , .

On en conclut que la dérivée . d’abord négative pour ¢ = o,
puis finalement positive pour ¢ = ®, s’annule une fois et une fois
seulement pour une valeur intermédiaire qui, vu la forme (38) de cette
dérivée, correspond évidemment a une solution de I’équation fF=o.

La quantité k' ayant sa dérivée d’abord négative, puis positive,
admet donc bien le minimum, d’ailleurs unique, cherché; et celui-ci se
produit pour une valeur de ¢ comprise entre » et ¥, et satisfaisant a
Péquation £ = o, valeur dont notre transformation méme prouve
Pexistence.

22. Pour obtenir d’une maniére pratique la racine 2 de I’équation

dr’ . sy -
transcendante dg = ©; Ou mieux de Péquation = o, nous regarderons

cette équation comme une équation du second degré en
B =\ sin?® — sin%q.

De la valeur de 1, il sera facile de déterminer ¢ lui-méme sans ambiguité
puisque nous savons que nous n’aurons qu’une racine convenable ¢
positive dans P'intervalle d’existence w®. Au reste, cette inconnue u.
a un certain intérét par elle-méme, car elle indique, en somme, le degré
d’hétérogénéité du massif en chaque point. Et nous appliquerons alors
a cette équation £ = o, qui peut, aprés avoir changé tous les signes de
son premier membre, se mettre sous la forme réduite a u2 -+ by.— e = o,
ou les coelficients abe sont alors positifs, le procédé de résolution par
approximations successives.

Supposons donc I’équation considérée, mise sous Décriture parti-
culiere

(42) p=s()
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et négligeons les termes du second membre qui contiendraient .
Nous trouvons alors pour . une certaine valeur 12,. Sialors nous substi-
tuons 4 u cette valeur p, dans le second membre de 'équation précé-

{
dente, nous obtiendrons une seconde valeur

P-z:f(Pﬂ)

qui devra é&tre plus approchée de la valeur exacte de (., que py; et si
’on substitue encore cette seconde valeur a la place de v dans le second
membre de 'équation (42), on sera conduit a une troisieme valeur

H;:f(!*z)

et ainsi de suite, les valeurs 1, Uy, U5 devant converger vers la valeur
exacte de . que nous appellerons m. Pour que ceci ait lieu, il faut et
il suffit que, d’une maniére générale, 11, soit plus approchée de m que y,,
ce qui revient a écrire la condition

. [po—m| <|py—m]|.
Mais comme on a

po= () et m=f(m),
I'inégalité précédente devient

<1,
p—m |

c’est-a-dire encore puisque les p. doivent tendre vers m
S () <1 ou S () <<1.
Au reste, si 'on remarque que 'on peut également écrire
L —m [ <7 (p) [y — m |,

on reconnait en outre que la quantité dérivée f (1) indique & peu pres
la rapidité de la convergence a la racine exacte m des valeurs appro-
chées g, 1y, s

Iei 'équation du second degré, c’est-a-dire le trinome (3g) égalé a
zéro, se mettra sous la forme

3 — ¢ _aw
(43) P-——l—b 5

et nous devrons vérifier, pour que la méthode soit applicable, I'inégalité

f/\(f*):—z%ﬁ<x,
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ce qui revient &
p>—

2a

Si ' et u’ désignent alors les deux racines de I'équation (43), le
procédé d’approximation ne s’appliquera donc qu’a la seule racine

, —b+ vb-’—}—iae.
- 2a

I3 . Py . o

Or la valeur cherchée de o, unique comme l’on sait, ne saurait corres-

pondre qu’a la seule racine positive de I'’équation du second degré en 1,
. . y ey . . ' . .

¢’est-a-dire précisément a la racine v’ pour laquelle la méthode adoptée

: i licable. La valeur de 1’ est voisine de et
de résolution est applicable. La valeur de 11" est voisine e, et, comme

.. , ., ae
il fallait s’y attendre, assez voisine de zéro, car la quantité " nulle

pour les valeurs extrémes de o variant de o & ¢, reste, ainsi qu’il est
souhaitable pour une bonne approximation, comme nous le montrons
ci-dessous, toujours trés voisine de zéro, dans cet intervalle.

23. Voici du reste comment on peut se rendre compte de son écart
maximum de la valeur zéro. Remplacant en effet a, b, e par leurs valeurs,

ae
on a pour valeur de ;-

langw (2sin*o cos?w + A cosw)Asing sin (o — o) —u
tangg  [2sm?ecos’w + Asmosm(e —w)]P T

ou I vaut

tang . . .
lzzhw- L’étude des fonctions I et J est aisée et permet de

29
se rendre compte exactement de la valeur du produit 1J, pour toute
valeur des ®, o; et I'on reconnait facilement qu’une plus grande valeur

de 1J, c’est-a-dire de la quantité Zf dans le champ de notre probléeme

vaudrait 0,062. La quantité Z—p reste donc toujours petite, ou ce qui
revient au méme, ae est toujours petit vis-a-vis de b2.

C’est 12 une condition en effet de bonne application de la méthode
de résolution approchée indiquée plus haut de équation en p. En effet,

' . e ..
"y est proche de la solution L’ de sorte que 'on pourra écrire

e, ae oael . [ ae
P--—~b ])')‘+/ F —J Fl— ...,

THI SE CALLANDRLAU
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. 2 . ’
et U'on pourra, puisque Z—L est petit, approcher la valeur exacte de u.

par une suite d’approximations, dont ordre est de plus en plus élevé,
de sorte que Derreur qui persisterait aprées addition de chaque terme
peut étre regardée comme trés petite par rapport a ce terme lui-méme.
Comme le crochet représente d’autre part une série alternée, les signes
de a, b, e étant mis en évidence, on aura toujours une limite supérieure
de lerreur commise, inférieure comme on sait en valeur absolue au
premier terme négligé, et cette approximation sera obtenue par défaut
ou par exces suivant le signe de ce premier terme négligé. Les conditions
de tout procédé d’approximation sont donc complétement satisfaites.

24. Ainsi donc la solution 1, qui nous intéresse de équation en p2,

pourra s’écrire sous forme simple
e

= ZB.

, . - , . , ae
en désignant par B la série alternée, o 'on a posé ¢ = 7’
(44) B=1— g+ rqg'—5q +....

Nous pouvons alors écrire en remplagant b et e par leurs valeurs et
introduisant I’angle auxiliaire ¢ défini précédemment

. s«ﬂf[/cosq:B
T sind o

Elevant au carré les deux membres, et remplacant p2 par sin®P—sin2o
ou cos?z — cos?b, il vient en isolant cos2d

B2 sin?
c0s?2® = coslo [n — — Y

) (sind —{—_’)j-’

qui s’écrit, si nous y remplacons les cosinus en fonction des tangentes,
puis prenons les inverses

1+ tang*@ —+ lang? (i + 2)°
ng*@ — ane*Q — = 3
° Y(qu})—%-’))-AB—sm-L}z’

d’oti, aprés simplification et remarquant que/ (1 + sind) = 8c0s2<7,7r — %)

1 41+ sind) B2
B f) (sind + 2)>— B2sin*
2

, R sim?
tang*® = tang*o | 1+ Nm"% T
_Y g 2(

O COS 7
+
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ou encore
ltang @
/ o — . .
(1) tang ¢ sin? 1 {1+ sind)B?
L+ ——s . . e
sin® @ 8(‘052<7/E - ?) (siny + 2)*— B*sin*
t

2

Cette expression de tangg est susceptible de fournir une valeux:
approchée de 7 si I'on y remplace dans le second membre ¢ par ¢ qui
en differe assez peu comme 'on sait. Cette valeur approchée serait en
général un peu inférieure a la valeur exacte de ¢, sauf dans le voisinage
de w nul, ot elle lui serait légérement supérieure, car alors sin® 'emporte
sur les autres facteurs du radical.

Faisons de plus B = 1, ce qui revient & ne considérer que le premier
terme de la série définissant B, nous aurons en désignant par g, la
valeur approchée ainsi obtenue de o, et par Wi’ la valeur de Y o1 Von a
remplacé z par @

(46 . tang®
4 ang = e
) b.% / N sin2 W i
/ sin? @ ,/r W
\/ 8cos?( 5 — —
3 2

qui correspond en somme & une solution de 'équation £ = o, dans
laquelle les termes en u2 seraient d’un ordre de petitesse supérieur a .
celui des termes en ¢, ce qui n’a guére lieu du reste que dans le voisinage
immeédiat de © nul. ’

Afin d’avoir toujours par la suite des points de comparaison numé-
riques certains, nous avons délerminé directement, aprés des calculs
de longueur rebutante, et pour un certain nombre de valeurs des argu-
ments @ et @ (D ne varie praliquement qu’entre les limites de 200 a 50°),
les racines de 'équation £ = 0; les solutions pour des variations de 10°
en 10° de ces arguments, consignées dans le tableau ci-dessous, ont été

obtenues par I'emploi raisonné de la méthode de fausse position, et
sont exvactes @ une seconde prés par défaut.

w.

@. 00, 100, 00 30e. 1. 30e.
(47)( 20° ... 18027 6" 1940 1" 20°

3o00,..... 2{80 .5/,31” 29°10" ¢’ 29°48" 40" 30°

4o....... 37059" 4" 38949"16" 39°26"33" 39°51°5%" 4o°

5oo.. . ... 489 6 " 48040'51" 49° 945" 49034 15" 490537 500
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Pour les mémes valeurs des couples w®, la formule (46) donnera
les valeurs suivantes de ¢ :

w.\ T~
b, 0Oo. 10, 200. 300. 4Qo. 500.
200, ... .. 18028 42" 19367 23" 200
300...... 280 7'32" 29° 147" 29°46"41" 300
4o°. .. ... 380 0'55" 38039'57" 39016"31" 39°50"34" 40°
5ov ... ... 180 723 4893231 f9> O31"  4geas’3Y 490526 Hov

et par comparaison avec les valeurs exactes correspondantes de 7,
nous en déduisons la grandeur des écarts $ — 9, respectifs; ils valent :

+
W,
P, Qo. 100, 200. 300. 400, 509,
200, .. . .. —1'36" --3738" 0
300.. .. . =" 1" —82) —+1756" 0
4o —1'51" -+9' 19" -+6'59" -+1"19" o
500, ... ..., —118 —+819" -+9'14" 52" 411"

Les écarts sont assez notables, et pour étre utilisable la formule
précédente en tangz, devrait subir une correction. Remarquons, en
passant, que pour @ = o, lorsque cette formule est susceptible de donner
une assez bonne approximation, car alors le terme en u? disparait,
les écarts sont a peu pres constants et voisins de deux minutes environ.
On pourrait donc en déduire, par exemple, pour le cas du massif hori-
zontal (w = o), la formule approchée suivante, en notant qu’alors ’angle
auxiliaire I" vaut justement @ :
tang @

(48) tang (o + 2') =

1

8 cos? <77r — ?>
] %

donnée par Boussinesq pour le cas du massif a talus horizontal qu’il a
étudié. Mais une généralisation de celle-ci pour les massifs & talus
inclinés ne conduit & aucun résultat pratique.

I+

25. Revenons donc & I'expression (45) qui peut s’écrire

(49) lango = 7limg(l) ,
Vi—zy
en posant
(50) RS sin* ¢ o _ GG+ sing)B

4sintg 1+sinq;’ _‘(simp—i—z)i——Bﬁsin‘-’q;’



— 37 —

On reconnait aisément par I’étude de la dérivée en © que la fonction
positive z, pour des ® croissants, décroit constamment jusqu’a zéro,
qu'elle atteint pour © = 3. Il en serait de méme d’une fonction Z
obtenue en substituant dans z argument ® a g.

Mais étudions plus spécialement la fonction z dans sa correspon-
dance avec Z. Pour cela, partons de I'expression (50) de z et du quotient

z sint® sty 1+ s W
0 0 - )
/. sinzo sin?W 1+ sind

et remarquons que 1'on peut, dans le développement suivant la diffé-
rence toujours petite (P— ), s’en tenir aux termes du premier ordre
en (¢ — 2); 1l viendra

. . ® yeos®  sinW 4> cos®sin?® + sinw sin(® 4+ w)]
(31) Zf'+( —9) on®  sinW 1 (sin2® —sinZew) sin® ’

ot 'on reconnait que le crochet d’abord positif pour les petites valeurs
de o décroit constamment jusqu’a @ = @ en s’annulant une fois et une

. (1 . , "
fois seulement pour une valeur ©; = ~ de w ol ¢; représente une quantité
€
positive supérieure a 'unité.
Nous concluons de la, ®— 3 étant positif, que le rapport ; est supé-

rieur & 'unité, c’est-a-dire que z est supérieur & Z pour les petites
valeurs de ® (jusqu’a © = ), et qu’ensuite Z ’emporte sur z; les quan-
tités z et 7 sont du reste égales pour » = w,; et aussi pour © = @, car
alors ¢ vaut .

La valeur w; correspond, d’autre part, & la racine positive de 1’équa-
tion du second degré en tangw

sinW —+ 9 .,
Ny i ”]

sinW 4o | sinY’ .
- sin®lange — ————cos® sind
sinW -1 sinW 41

o—=tang’*mwcos® lf), cos'® +

et l'on trouve que @ variant de 20° & 500, w, varie d’un peu moins de 2°
4 5° a peine; on en déduit que la quantité ¢ est trés peu variable,
car pour ces valeurs usuelles de ® de 20° & 509, elle décroit seulement
de 10,4 4 9,5 environ.

Les deux fonctions z et Z toutes deux positives, et sans cesse décrois-
santes pour o croissant sont donc telles qu’initialement pour de faibles
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valeurs de w, Z ait une ordonnée représentative inférieure a celle de z;
o

puis les deux courbes z et Z se traversent pour © = ®; = _ ou les deux

fonctions prennent la méme valeur. Au dela de cette valeur parti-
culiere de w, Z a une ordonnée supérieure a celle de z; les deux fonctions
décroissent toujours ensemble jusqu'a ©=® ol elles prennent de
nulle ici — en touchant ’axe des abscisses

nouveau une méme valeur
tangentiellement 4 ce méme point. Les deux fonctions z et Z peuvent
donc avoir, d’une maniére approchée qui se trouvera légitimée par la
suite, leurs variations relatives représentées sous la forme parabolique

AR ()

et égalité pour o nul des seconds membres de (51) et (52), la diffé-
rence ® — o s’entendant alors seulement pour © nul permet d’écrire

(32)

NI

\ cos®

= (@—9) —ne’
qui défimit N, d’ou il résulte que cette quantité comme  ne varie
que dans des himites assez étroites. Le calcul effectué dans le champ
du probleme donne, ® — ¢ exprimé ecn radians, des valeurs de N variant
en effet de ¢,205 a 0,177 pour ® variant de 200 a 50°.

. ! .
26. La fonction ¢ peut, en posant 82 = — 7 g’écrire
(2 +~mnd)

1 — B
- l_ﬁsz'

Comme @2 est toujours positil et inférieur a 'unité, ¢ sera lui-méme
inférieur & l'unité puisque 1 —B2 < 1 — B2B2; de sorte que ¢ reste
compris entre o et 1. Son plus grand écart de 'unité se déduit du

. . . 1 — B2 .
mimmum de ¢ ou du maximum de la fraction oo = Ce dernier
A B-

sera certainement inférieur & la valeur obtenue, en considérant dans
cette fraction un maximum de 1 — B2 ou un minimum de B2 pour le
numérateur, et une plus petite valeur de 1 — 82 B2, ou une plus grande
de 82B? pour le dénominateur. Une plus petite valeur de B vaudra
d’apres (44) 1 — g¢; une plus grande valeur de B est unité; d’autre
sm-y

. o sm-¢
part, la fonction P2 = T

est maxima pour ® = o et pour
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le plus grand ¢ ou ¥, ainsi qu’il résulte des expressions dérivées (41),
d’ou sa valeur 0,068. De sorte qu’un écart maximum cherché de

’unité pour ¢ vaudra
Y — 4~

g3 - o8

1 -y =

en prenant pour ¢ sa valeur maxima obtenue plus haut, soit 0,062.
La fonction ¢ positive est toujours voisine et par valeurs inférieures
de T'unité. Une limite supérieure de son plus grand écart de Punité
vaut o,128. Elle vaut I'unité pour les valeurs extrémes w =c et 0 = ¢
ou®. Sa courbe représentative est de plus tangente aux mémes points
extrémes a la droite ¢ = 1. Dans ces conditions, on peut admettre que
le plus grand écart de ¢ de 'unité se produira a peu prés au voisinage

© O . A ’
de © = ~ou ,de sorte que les vanations de ¢ pourraient &tre repré-

sentées approxtmativement sous la forme parabolique qui se trouvera
justifiée par la suite

(53) ‘:1—4—%(%*1)!“

ott nous pourrions prendre pour M la valeur constante 0,512, qui exprime
justement qu’unc limite supérieure de la quantité (1 — ¢) vaut o,128.

27. Remplagant alors dans le produit z¢, z et ¢ par leurs expressions
approchées (52) et (53), développant, puis supprimant les termes en MN
toujours petits vis-a-vis des autres; posant enfin

M+ N N
C—cl N V=
. . 51
il viendra
£, _)N,r (m 2} 1 .
(54) -i:Lll+C1 (T’—~l><(~[—)——z) =7\,

qui permet ainsi d’exprimer, sous forme simple ct d’une maniére
approchée, qui se trouvera légitimée par la suite, le rapport & Z du
produit z¢ par I'intermédiaire d’un coelficient de forme parabolique.

28. La quantité { caractérise en somme le point ou la courbe repré-
sentative du facteur parabolique correctif \ coupe I’horizontale
d’ordo.nnée Punité; la quantité v, d’autre part, représente la petite
quantité a ajouter & l'unité pour obtenir pour w=:0 la valeur du
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.

facteur A. On reconnait du reste que v = - varie assez peu. de 0,0197
1
. \ )
a 0,0123 pour ® variant de 20° a 50°. On a d’autre part

N ‘ 0,512
(=e+ ™~ (10,44 9,5) + (0,0197 4 0.0123) °

4

37 a 47 environ.

1

~varie donc également dans des limites assez étroites de 0,027
S . ,
4 0,0213. Le calcul exact vérifie ces résultats.
Utilisons en effet les valeurs exactes a une seconde prés par défaut
’ 4 14 7 -
de g, calculées précédemment (47): nous pourrons alors résoudre I’équa
tion (4g) suivant les produits z¢ qui auraient les valeurs suivantes :

[ON

- o~
D. Qo. 100, 20e. 300. 40o. 500,
200 .. ... ia.n 0,18996 0,03710 o
0% ..o 0,16995 0,06988 0,01538 0
4O°. .t 0,15474 0,08749 0,04038 0,00962 o
50% ...l 0,14330 0,09770 0,06103 0,03088 0,00818 o

Comme d’autre part il est aisé d’évaluer les valeurs correspondantes

de 7Z :

D. Qo. 100 ‘ 200, 300. 400, 500,
200 0,18628 0,04105 0

300 ..., 0, 16666 0,08218 0,01799 o

400 0,15218 0,09962 0,04899 0,01118 o

500 ... ...l 0,14156 0,10788 0,07258 0,03779 0,00951 o

on en déduit facilement les valeurs ezactes du facteur correctif A :

\ o, 0o, 100, 0. 3om, 40. 500.
(55) 200 1,0197 0,8421 I
300 ... 1,0197 0,8502 0,8347 1
’ 40°.. .. ... 1,0168 0,8782 0,8241 0,8606 1
50% . ... 1,0123 0,9055 0,8407 0,8170 0, 8600 I

Si nous reportons graphiquement en ordonnées ces valeurs de A
suivant les valeurs correspondantes de ® en abscisses, nous voyons
que les courbes représentatives des A ainsi oblenues coupent I’hori-
zontale d’ordonnée I'unité, en des points presque confondus, voisins de
Pabscisse
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<Nous avons déja vu que - avait ses valeurs extrémes comprises
°

entre ‘%:——0,027 et ,:7 = 0,0213 environ.> D’au’.cre part, les valeurs
de la fonction v qui représente la petite quantité dont pour w=o,
le rapport % surpasse l'unité, dans ces conditions, seraient les sui-
vantes [(5b), premiére colonne] :

118
T — N mm————
200. 300. 400, 500.
0,0197 0,0197 0,0168 0,0123

Notre approximation, et ¢’est la en fait la seule approximation de
la méthode, consiste alors a regarder d’une part la fonction v peu
variable, comme constante et égale a une valeur moyenne o0,0180;

oy . i
et comme constante également la quantité peu Varlablez que nous

1
remplacerons par la valeur moyenne o = 0,025.

Lexpression (45) ou (49) devient alors, en tenant compte de (54),
et en y faisant comme on vient de le dire {= 4o, et v = 0,018

(56) tango, = tang @

sinz @ 1

18 5 fof @ ® 1
RENSTEL ) ,,<Tr ‘If> L0018 a0 g ! ‘T)‘A_O>J
8c 7___—
4

05~
2

ou 9,4 (') désigne une valeur approchée de o, et ou, comme I'on sait,
Pangle W', ou mieux son sinus, dérive de ’expression (40) de sin{, ou
Pon a introduit 'angle @ & la place de 2.

(Cest la formule (56) que nous proposons pour le calcul de 'angle «.
La formule (48) proposée par Boussinesq pour le cas du talus horizontal
serait donc a remplacer par celle d’'un calcul au moins aussi simple

tang @
tang @, — i ,

I

8 cos? <7; — (2>
4 2

qui non seulement a ’avantage, comme nous le verrons plus loin, de
fournir une meilleure approximation, mais qui présente surtout 'intérét
de rentrer dans le cadre d’une expression d’application plus vaste,

1+ 1,018 X

(') Deux essais non reproduits ici nous avaient donné des valeurs @, et @, moins
approchées que o,.

THLSE (ALLANDRELAU 6
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puisqu’elle n’est gu’un cas particulier pour © = o de la formule géné-
rale (56) que nous proposons.

29. Mais il faut noter que notre approximation a consisté a remplacer
le facteur exact \, par le facteur approché A4, se déduisant du précédent,
en y faisant { et v constants, et dont la courbe représentative n’est
autre qu'une parabole dont les ordonnées s’écartent trés peu de celles
de la courbe A.

Nous devons alors remarquer que lintroduction de coelfficients
numériques moyens empéche de se rendre compte a priori, et du degré
d’approximation lui-méme, et surtout du sens de cette approximation.
Nous ignorons par suite, a priori, la répercussion que cette approxima-
tion peut avoir sur le coelficient k' lui-méme que nous cherchons a
évaluer; et c’est la ce qui importe. Or, 1l est possible, par 'emploi
de la théorie des erreurs, de s’assurer de la bonne approximation de
cette formule pour toutes les valeurs usuelles de ®.

On sait que lerreur absolue commise dans un calcul quelconque
effectué sur une grandeur 9 dont on n’a qu'une valeur approchée
0, = @ £ 1 est égale au produit de v, =

o — o, | par la valeur que prend

la dérivée de la fonction qui représente le résultat du calcul a effectuer,
lorsqu’on y remplace ¢ par une valeur moyenne entre 2 et le nombre
oy =29 % 1 utilisé dans le calcul. Ainsi, l'erreur commise sur k" en y
substituant ¢, a ¢ aura pour expression

. dh
(27) Q*?.ﬂ( avec 0 <<y <1

dg >®t/(?—w

ou encore

dk’
e (e o0 (G2)
oty -3 )

en remarquant que ¢ — g, est par hypothese trés petit, et que, d’autre
part, la tangente trigonométrique étant supérieure & ’arc fournit une
limite supérieure de la premiere écriture.

A la vérité, la valeur moyenne a substituer dans k' entre o et o,
n’est pas connue; mais il est facile par une substitution convenable,
de tirer de la formule précédente une limite supérieure de l’erreur

commise, et c’est cette limite seule qu’il importe d’avoir.

L’égalité (38) nous fournit la valeur de (7/// » de sorte que I’expression
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précédente peut s’écrire

cosw (cosm — A)?
cost® costosinto

.
. (37 bis) ’laug(qﬂ—%)‘{ (COSCP—H)iJ
'

Cx/(y—2 )

dont nous devons considérer une limite supérieure pour toutes les
valeurs possibles des arguments @ ct 9 ou  dansle champ du probléme.

On reconnait facilement que le produit cos © (cos @ — 2)? est maximum

oy COsSQ 1
La quantité C

"~ .—, esl toujours inférieure ou
('()sq;—}—‘u. sSImn-g

W= 9.

pour

’ \ ! . ..
au plus égale & .~ et 'on trouve facilement un nombre positif u
oin?

tel que 'on ait
1 -«
SULIRE sinzd’

sin?
en remarquant (ue le rapport o

5
n-

® st le plus grand pour les plus faibles

9]
valeurs de o, qui présentent en méme temps les écarts les plus consi-

dérables d’avec les @ correspondants. Ceci se produira ici pour ¢ égal
sin* @

a 18%27'6"" (47), soit pour une valeur de 1,1167 du rapport ; d’ou

sin’o
résulte une valeur de 1 -+ u. soit 1,12 par exemple. De sorte qu'une
limite supérienre de 'expression (57 bis) et, par suite, de (57) sera

(58)

1,12 19:/‘%4)]
b

| tang (¢ —@,) | [m m

Nous pouvons choisir comme valeur de remplacement dans £ la
valeur de ¢ exacte a une seconde prés par défaut. Or, nous avons reconnu
sur un certain nombre d’exemples lors de la recherche directe des
racines de 1’équation Z = o, et par raison de continuilé ce résultat
subsiste pour toutes les valeurs de ¢ dans le champ du probleme que

le premier membre de cette équation, ot U'on remplacait 2 par sa

valeur exacte & une seconde prés par défaut, était au plus égal a N

AR el

comme le montre le tableau suivant des substitutions faites dans
pour les couples d’arguments de wD déja considérés :

w.

Do 0Oo. 10e.

200. 300. 400. 500,
20000 0,000010 0,0000012  0,000000
3o......... 0,000000 0,000001)  0,000004 0,000000
J(( TN 0.00000% 0,00000% 0.00000) 0,000009 0,000000
500 it 0,000010 0,000010 0 000010 0 000009 0,0000018 0,000000
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Mais les accroissements d’une fonction quelconque sont sensiblement
proportionnels aux petits accroissements de la variable, a condition
bien entendu que sa dérivée ne cesse pas d’étre finie et continue, ainsi
que c’est le cas ici comme il résulte autant de I'étude précédemment
faite de £, que de la signification physique du probléme. Nous en dédui-
sons pour £, ,(;—.) I'écart | —o,| exprimé en secondes étant par

hypothese petit, la valeur “') lo —o,| dont une plus grande valcur

exprimée en lignes trigonométriques vaut |tang (§-—3,)| X 2,06265:
de sorte que Pexpression (58) et a fortiort (57) de l'erreur commise
aura pour limite supérieure

. . 1,12 lang-(¢ —0,)
(39) 23,0020 X< e 2

30. On obtient facilement une plus petite valeur de 4. Tirons, en effet,
la valeur de o de la relation générale (49) jointe a Pégalité (54), il

viendra
tang®

tange = ==

et portons-la dans I’expression de ~ (37); on aura

B=sm-¢ —sn-w =sm-®[ 1+ Z\ cos?® |~ — sin?w,
ou le crochet peut se développer suivant les puissances croissantes
de Z\ cos® @, cette derniére quantité étant inférieure a 'unité. On en

déduit, ce développement étant & termes de grandeur décroissante
et a signes alternés, une plus petite valeur de 7.2

sin-2® _
sin?® — sin w — ~ ZA
4

avec Z égal a
1 sin- W

hsm2d 14 smW

ou en remplacant Z par une plus grande valeur, obtenue par exemple
en y substituant 'unité au facteur (1 + sin¥") du dénominateur

oIn2 _ .
(sm?® — sin?w) | 1 — \ m/((I) @) co> @ .
4 cos*w sin2 @
La fraction du crochet a en ® une dérivée dont le signe est celui de
expression [ sin(®— ) sin @ — cos ®], toujours négative dans le champ
du probléeme puisque ce n’est que pour des valeurs de @ supérieures & 700
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environ qu’elle peut devenir, pour certaines valeurs de o, positive. Cette

fraction décroissante en ® prendra donc une plus grande valeur
..oco®d ..o . .

pour ® nul, soit € = division faite aux deux termes du facteur sin?®.

4
Le crochet (1 — ('Ot“d)> prendra une plus petite valeur pour une plus

petite valeur de ®, soit 20°. Une plus grande valeur de \ vaudra, d’autre
part, 1,03, ainsi qu’il résulte d’un calcul précédemment effectué (55),
de sorte qu’une plus petite valeur de A2 sera 0,76 (sin® & —sin*w), ce
qui donne, en extrayant la racine carrée, une plus petite valeur de A
égale a

(60) 0,861,

)¢ représentant la valeur de A ou Ion aurait remplacé ¢ par ®.

'

31. On a aussi, en utilisant encore les relations (4g)et(54)
pr=sin?® —sin®*¢ = ——sin*2®[ 1+ ZA cos*P |
g
qui donnera, comme plus petite valeur de u2 en raisonnant ainsi qu’il
vient d’étre fait pour 7,
ZA .
—sin?a®f1 — ZA cos*®
A
ou encore, en opérant comme précédemment, ¢’est-a-dire en remplagant
dans le crochet Z, .\, cos®® par les valeurs maxima qu’ils peuvent
respecltivement admettre
ZA . )
——sin® 2® x 0,76.
A
Une plus petite valeur de .\ pourra ainsi qu’il résulte d’un calcul
déja effectué (55), étre prise égale & 0,76, de sorte qu’en extrayant la
racine carrée, nous aurons une plus petite valeur de 1. égale a

}
(61) 0,38 sin2®7Z2,

32. On obtient enfin une plus grande valeur de |tang (9—2.)| en
partant des deux expressions

(62) tang:g:ji_“q), tang o, — _2%'___@_,
Vi1-+ZA Vi ZA,

la seconde étant écrite par analogie & la premiére. On en déduit,
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aprés une réduction évidente,

\/1—|—ZA4—'\/1+ZA s
tang?® + 1+ ZA, 1+ ZA

lang (o — @, ) = tang @

dont une plus grande valeur s’obtient par substitution de I'unité aux
deux radicaux du dénominateur, soit
sina®

: [ zA) — (— Ay ],

Les développements des parenthéses suivant les puissances crois-
santes de ZA et de Z\, s’effectuent sans difficulté puisque ces deux quan-
tités sont inférieures respectivement a l'unité.

Le sens de I’approximation est évident, ces développements présen-
tant, a partir du second, des lermes de grandeur décroissante et a
signes alternés. On a donc, comme plus grande valeur de [tang (0 —a,) |,
et en valeur absolue '

EHQL@Z A—A .

Il ne semble pas aisé d’évaluer un maximum théorique du pro-
duit Z|Ay— A\ |. Mais nous connaissons les variations de Z. Nous
savons, d’autre part, que les différences \ — .\, par suite de la conti-
nuité des fonctions \ et \;de méme allure générale et de méme sens de
variation et parce qu’elles sont des différences d’ordonnées de courbes
représentatives trés voisines ayant aussi des points communs, restent

. . . . . L
toujours faibles. On les mesure facilement, et I'on trouve ainsi que o

représente une plus grande valeur du produit Z| \—A\,|. On a du
reste, pour les valeurs déja considérées des arguments w®, pour les
écarts \— \, :

w

— T
D, 0Oe. 100 0. 300. 400, 500,
20000 s a0 0,0017 ~0,0131 0.0000
300....... -0,0017 —0,002> —-+-0,0086 0,0000
[ L —0,0012 —0.0003 —0,0049 —0,008¢ 0,0000
500..... .. —0,0057 —+0,0063 -+0.0027 —-0.0174 -0,0284 0,0000

et les valeurs correspondantes de Z(\A—A\)) :

W,
—_— — T
@, QOe. 100 200. 300. 40Qo. 500,
200 ... .. --0,00031  —-0,00057 0.00000
300 .. ... ~0,00028 —0,00018 ~0,0001) 0,00000
4o, ... —0,00018  —0,00003 —0.00023 —0,00010 0,00000
500........ —0.00079  —0,000067 -—0.00019  —0.0000(5 —+0.000206 0,00000
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Une plus grande valeur de | tang (3 —%,)| vaut donc

(63) hao0b

Ce ne sera, au reste, pas toujours une telle limite qu’il conviendra
de considérer : le type des relations (62) en o et 9, montre, en effet,
que lorsque o tend vers ¢ ou @, I'écart (0 —12,) diminue extrémement
pour devenir nul a la limite. La plus grande valeur constante obtenue
précédemment pour tang (g — 4) serait alors vraiment trop éloignée.
Mais nous pourrons lui en substituer une autre qui tienne compte
de cette décroissance de I'écart (3 — o,) avec celle de la différence ® — .
11 suffit, pour cela, de mettre en évidence dans 7 qui le contient le
facteur (0 — o). Prenant alors une valeur supérieure en valeur absolue

des petits écarts | \—.\,| soit ;(t—Aa nous aurons comme plus grande
valeur de |tang (¢—3,) |

(64) ‘_'Ef(_l’z,

102

Les deux expressions (63) et (64) fournissent des valeurs supérieures
en valeur absolue de tang (¢ —2,). L’expression (63) sera utilisée dans
le cas de valeurs de w assez éloignées de @, 'expression (64) étant
réservée pour les valeurs de w qui s’en rapprochent.

33. Ceci posé, si nous envisageons des inclinaisons w par trop fortes,
une plus grande valeur de 'erreur commise sur k', en y substituant
& ¢ la valeur ¢, approchée, sera obtenue en remplacant dans I’expres-
sion (59), tang (¢-—a,) par sa valeur supérieure (63), % et u par leurs
valeurs inférieures (60) et (61), et en substituant également dans 7 au
facteur (1 4 sinW’) le facteur (1 + sin®) qui lui est supérieur; soit

(63) 1,12 2,00265 sina®y 1+ sin® cos*o
10" 2,014 Sin (P -+ o) sin2 (P — »)

Cette expression varie évidemment en sens inverse de ®. De plus,
elle varie dans le méme sens que ® puisque sa dérivée en ® est toujours
positive. Une plus grande valeur de Pexpression (65) sera donc obtenue
pour une plus petite valeur de @ et pour une plus grande valeur de w.

Pour les valeurs élevées de w, d’autre coté, une plus grande valeur de
Perreur, définie par I’expression (59), pourra, en remplacant tang (¢—9,)
par sa valeur supérieure (64), 7. et u. par leurs plus petites valeurs (60)
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et (61), et en substituant dans Z au facteur (1 4 sin¥") 'unité, étre
mise sous la forme

1,12 2,06265  sin2®sin(® 4 0)sin*(® — )
o f 2,614 sin®® cos® w

(66)

. D : ,
Cette expression varie évidemment en sens inverse de ®. D’autre part,
sa dérivée en o est du signe de la quantité

— 3sin® cos® cosm — sin*w — sinw (5 — 6sin*P)

toujours négative, puisque dans le champ du probleme le facteur entre
parenthéses reste toujours positif. Une plus grande valeur de cette
expression sera donc obtenue pour une plus petite valeur de ®, et une
plus petite valeur de .

Ei, pour que Perreur faite sur k' en y substituant & 9 la valeur appro-
chée o, soit inférieure & une unité du n*"* ordre décimal, il suffira de

pouvoir déterminer le nombre entier n tel que les deux expressions (65)
et (66) précédentes soient a la fois toutes deux inférieures & Pl
lorsqu’on y remplacera ® par sa plus petite valeur dans le champ du

probléme, et @ par une certaine valeur comprise entre et ®.

Or, pour © = 5 ® et pour ¢ égal a sa valeur minima, soit 20°, les deux "

mégalités
1,12 2,0626) sina®y/ 1+ sin® cos*w I
10" 2,6T>< sin (@ + ) sin?(® — ) <—1_6’_"
1,12 2,01265  sin2®@sin(® + o) sin* (® - - ) I
10t 2,614 Ssinfd cos' o 10"

se trouvent toutes deux vérifiées pour n = 4, puisque leurs premiers

. 410 3,567
membres prennent alors respectivement les valeurs o et T

b
o, . L1
inférieures a o

Nous concluons de 1a :

D’une part que notre formule approchée (56) donne des valeurs g,
qui ne different des valeurs exactes ¢ que d’un écart faible dont une
sina®
] 4.10°
ce qui correspond & un écart maximum théorique ¢ — 7, d’environ 52"

b \ . ’ ’

D’autre part, et c’est la le plus important, que Pécart sur o résultant
de la formule approchée (56) n’a qu’une trés faible répercussion sur
la valeur de £’ et qu’en particulier erreur commise sur k' par la

valeur théorique supérieure de la tangente trigonométrique serait

k)
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itutl : inféri a une unité du quatrieme ordre

substitution de ¢, & ¢ est inférieure q

décimal.

Dans ces conditions, la résolution de Péquation Z=o0 (39) en o,
est donnée avec une approximation trés suffisante par la formule appro-

chée *(56).

34. Il peut n’étre pas sans intérét de comparer de suite aux valeurs
exactes de ¢ que nous avons calculées directement & une seconde prés
par défaut, les valeurs g, obtenues par notre formule approchée (56).
Cette derniére est du reste d’une application numérique facile en se
servant de I’angle auxiliaire U" dont 'expression se préte parfaitement
par sa ligne trigonométrique sinus au calcul. Ces valeurs de ¢, sont les
suivantes pour les mémes couples des arguments w® :

w

—
P. Qe. 100. 200. 30Q0. 500. 500,
200 .. ... 18027 14" 19°40" 19" 20°
3oo.. ... 280 542" 29°10" 2" 29°48"47" 3ov
40°... ... 37058 57" 38949 14" 39926 20" 39°51748" 400
500, ... .. 480 5’30" 48041 21" 49° 9'55" 49°33'43" 49052’ 54" 500
Les petites difiérences 9 — ¢, sont alors en secondes d’arcs :
w

P. 0Oo. 10e. 200. 300. 400, 500,

200 ... — 8 —18" [

ool — 9" -+ 7" — " o

400 i + 7" -+ 2 +13" -+ 5" o

500 .. -+35" —30" —10" —+32" +13" o

Mais ce qui présente le plus d’intérét, c’est de se rendre compte
numériquement de la répercussion que lécart g— o, a eu sur k'.
L’expression (35) de k' est préte & un calcul rapide avec Pintroduction
des deux angles auxiliaires aigus et positifs @’ et ¢ définis par les
relations
Slﬂ(P SIn®

sinw’=—

COSE=—= —L 4 -
sin @ sin @

Soit k', la valeur de I'expression (35) de k' ou I'on aurait remplacé
? par g4, ou par suite les angles auxiliaires seraient devenus ¢, et W,
définis par les relations
__sing, .o, Jsinw

sinw), = —
*7ising,’

THESE CALLANDRLAU
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les valeurs de &’ valent alors :

@,

20°.. .
3o0.....

40°.. ...

50°.

@,

20°.. ...

300.

4oo.. ...

w. .
_—__00. 100, 20e. 300, 400, 509,
.o 0,45675 0,51425 0,88304
0,30211 0,32881 0,38479 0,75000
0,19271 0,20554 0, 22685 0,27020 0,58680
vee. 0,11331 0,12108 0,12914 0,14309 0,17155 0,41318
et les valeurs correspondantes de K sont :
Qe. 1Qe. 200. 300, 400. 500,
0,45675 0,71426 0,88301
... 0,30213 0,32886 0,38476 0,75000
0,19270 0,2037) 0,22686 0,270°0 0.58680
0,11530 0,1>108 0.12915 0,14307 0,17155 0,41318

500 ...

ce qui donne, comme erreurs faites sur k' les écarts suivants, exprimés

en unités du quatriéme ordre décimal :

w.
@, go. 10e. 20e. 300, 400, 500.
200 .. ... 0,0 —0,1 0,0
300, ... —0,2 —o0,2 —o0,1 0,0
4oo°...,.. e —+0,1 —0,1 ~0,1 0,0 ,0
500 .. ... ... -+0,1 0,0 —o0,1 —+0,2 0,0 0,0

Ces résultats confirment I’étude précédente.

CHAPITRE 1V.

DES MEILLEURS COEFTICIENTS PRATIQUES DE POUSSEE A INTERVENIR.

Les coefficients A,. — Les coefficients . — Les coefficients de poussée K,
Autres résultats. — Cas ou le mur n’est pas vertical.

35. En nous reportant au paragraphe 18, nous avons pour expression
de la limite (31) par défaut de la composante horizontale de la poussée,
dans les conditions de notre étude, c’est-a-dire dans le cas d’un mur a
paroi intérieure verticale, la quantité P,= kyllr ou k, est donné par
la formule

(67)

COos* (@ + G) cosw
cos(w — d) cos(¢ — 9)’

hy==coso
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’ ’ : r_* .
dans laquelle ¢ représente Pangle de f.rottement intérieur du massif
donné. Nous trouvons facilement les diverses valeurs de &, pour les
mémes valeurs déja envisagées des arguments o et @, c’est-a-dire

ici w et ¢ :
1C1 9 o
@. Qo. 10e. 200. 30e. 4Qc, 500,
200 ... ... 0,39073 0,48439 0,88304
300 ... ... 0,25000 0,29378 0,316025 0,75000
40°. .. 0,15628 0,17676 0,20555 0,25733 0,58680
500 ... ... 0,092396 0,10103 0,112826 0,13000 0,16333 0,41318

36. Nous évaluerons aussi numériquement, et dans les mémes condi”
tions, Pautre limite supérieure qui, comme on I’a vu au paragraphe 18,
peut se mettre sous la forme P, = kllr, ot k est donné par la méme
relation (67) que ci-dessus pour kj, mais ol ¢ ne sera plus pris égal a
I’angle de frottement intérieur du massif donné, mais sera fourni par
I’équation o

sing = sin® cos [T—Z e L <— ®» -+ arc sin TJE—) ] )

smcp

ou O est alors égal a 'angle donné de frottement intérieur du massif
homogene. Quelques tAtonnements sont nécessaires pour résoudre en 2
cette équation, mais on obtient assez rapidement, par la méthode de
fausse position, ce qui conduit & remplacer tout d’abord ¢ par ¢ dans

le second membre, les valeurs suivantes de 2, & une seconde prés par
défaut :

w.
P. 0Oo. 100. 200, 300. 40o. 50?
200..... 15°49'58" 18912 16" 20°00' 00"
300..... 24°55°53" 26052 57" 28025 31" 30000’ 00"
4o0. . ... 34°42'30" 360 952" 37023 5" 38034’33" 40° 00’ 00"
500, ., ... 45° 341" 460 2’33" 46°54" 30" 47045 43" 180 42"32" 50°00’ 00"
d’ott I'on déduit aisément les valeurs correspondantes de k :
w,
P. Qe. 10e. 200, 300. 400. 507.—5
200.. ... 0,45045 0,53157 0,88301
309...... 0,31382 0,34293 0,40238 0,75000
4oo.. . ... 0,20132 0,21555 0,23865 0,28500 0,38680
500 . ... 0,12093 0,12738 0,13668 0,15165 0,18997 0,41318

37. 11 est clair que le coefficient K par lequel il faudra multiplier
l? facteur 1Ir pour avoir la composante normale de la poussée, dans
Iétat d’équilibre-limite étudi¢ aura comme valeur théorique la meilleure,
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la moyenne arithmétique de I'évaluation de ko, par défaut, et de la
plus petite évaluation k' par exces, ou plutét k. On aura alors,
pour les valeurs de K correspondant aux valeurs déja retenues, des

arguments w® :

w.
®. Qo. 10e. 200. 300. 400./ 500.
200,.... 0,42374 0,49932 0,88304
(68) / A X -
30°..... 0,27606 0,31132 0,37539 0,75000
40°. . ... 0,17449 0,1911) 0,21620 0,26376 0,58680
500,. ... 0,103848 0,11105 0,121138 0,136535 0,16744 0,41318

38. On ne peut s’empécher de comparer la difficulté qu’il y a eu
a obtenir k' ou plutét k, avec la facilité que l'on a a calculer k, et
si 'on remarque en outre, avec Boussinesq, que tout au moins dans le

. . . .y N ( .
cas du massif horizontal qu’il a traité, k' excéde k, des l‘)l environ
de la différence k — kg, on en vient a se demander s’il ne serait pas
possible d’obtenir d’une maniére générale et pour des talus d’incli-
naison » non nulle les coeflicients K en fonction des seuls k et k.
L’expression

(69) ]\:/'u_’_ TZ%(/‘_—/‘o)s

proposée pour le cas du massif horizontal par Boussinesq donnerait ici
pour les différentes valeurs de w® les valeurs suivantes de K :

w.

P. Qe. 100. 200. 300. 400. 500,
200 ..., 0,42334 0,50370 0,88304

300..... 0,27610 0,313886 0,38090 0,75000

40° .. ... 0,17470 0,192528 0 21907 0,26867 0,58680

50°..... 0,104069 0,111809 0 122584 0,13886 0,17108 0,41318

qui présentent vis-a-vis des valeurs correspondantes obtenues par la

Ao+ A

formule K = ‘avec une approximation de ’ordre du quatriéme

),

ordre décimal, c’est-a-dire avec une formule qui donne pratiquement
des chiffres exacts, les écarts suivants comptés justement en unités du
quatrieme ordre décimal, pour les mémes valeurs des arguments w® :

(O
~

D, Qo. 1Qo. 200, 300. 400. 500.
200 ... ..., —4,0 43,8 0,0

300 ....... —+0,4 —+23,6 —+55,0 0,0

40° . ....... —+2,1 147 +28,7 =+49,1 0,0

500, ....... —+2,2 + 75 +14,4 —+23,2 -+36,4 0,0
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Ces écarts, en dehors du cas du talus horizontal (w = o), sont trop
importants pour que Iexpression précédente (6g) des coelficients K
puisse étre conservée telle quelle pour des talus inclinés sur ’horizon,
puisqu’en fait elle ne garantit pas Pexactitude des chiffres du second
ordre décimal. Ces écarts assez considérables proviennent évidemment
de ce que la différence k'—Fky ou k, — ko n’est plus dans le rapport

\

de g a 11 <I(ll = 0,81818) a la différence k—FK,, ainsi du reste qu’il

, . — Ak . N,— Kk,
ressort des valeurs calculées de la fraction 7.’ ou mieux S—r":
AR AN ] — My
w,

D Qe. 10e. 200. " 300. 0. 50Q0.

20°,... . .. 0,82815 0,63321 0,00000

300....... . 0,81650 0,71333 0,51513 0,00000

40°....... . o 80881 0.74194 0,64350 0,4641> 0,00000

50°... ... . 0,80308 0,76090 0,69656 0,60460 0.43400 0,00000

De sorte que si 'on voulait utiliser 'expression (6g) précédente sous
une forme analogue, 1l y aurait lieu d’y remplacer le coeflicient constant :’;

J ho— R,

représentant la valeur de la fraction [T, oW j—j. par une

. . . , e . 1 . ’ L
fraction toujours inférieure & -, variable pour un @ déterminé avec o,

de valeur initiale % et de valeur finale nulle lorsque l'angle » prend

la valeur de l’angle de frottement du massif homogéne considéré,
c’est-a-dire son angle de terre coulante.

Considérons en effet, pour ce dernier point avec Boussinesq, le petit
écart « entre 'angle de terre coulante du massif donné et son inclinaison
connue o sur horizon, soit & = o — w. On a, ® étant supposé trés voisin
de 9, c’est-a-dire « trés petit,

sinw =sin (¢ — &) Y sing — z cosq.

d’ou
. sinw . (T ——
sinw'= —— 1 — a cotg =sin( - — \/2x colg
SII]CP 2
et
Tr ——
0= S V2a cotg,
On a done
o 24 o
:\/—cotqp~—’}‘ — coto,
d’ N\ 2 2
ou
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et Pexpression de kya laquelle est applicable I'écart ¢ —t = a, puisque o
est négligeable devant ¢ et que 'on peut, parsuite, y remplacer ¢ par w
g’écrit

cos® cos (o —+ 0)
ky=

< ]Ei‘ic-os’m[l—z\/zatangmj.
cos(o —0)

Dans le cas du coefficient ', Pangle ® doit étre pris égal a Pangle
de frottement du massif homogene donné. On aura donc

O—-—o=v0.
On a de suite également ‘
sin¢@ ., sinw
——L, sinw' = —
sin® sin @

COSE == 9
d’ou

e=\2(® — o) cot®, m’:g—\@(cp——m)cotcp

qui, en introduisant I’angle auxiliaire & défini par les relations

Vo — o=\ asinm, VO — o=\ acoswm,

donnent, en remplacant devant «, coty et cot® par cotew,

e T —
e =\/20 cotw cosm, o'= = —\/20 cotw sinw,

2

et I'on en déduit
cose ™M,

./ +n o o .
sin r_9 “+ — ) ™Ycosw | I— —cotwsinw |,
4 2 2 )

cos(w' —w—+¢) sinw[l —+ cotw \/2a cotm (sine — (‘osw:)].

cos(@ —e) N cosm(1+ e tangw),

1—sin®cos(w' — o + 8):COS2(0[I + V2a tangom (sinw — cosw)].

d’oti, aprés des réductions faciles,

Ao cos%)[x — 2\ 20 tangw sinm]

dont la valeur minima correspond évidemment & sinm égal a P'unité,
c’est-a-dire a pour expression

A cos%)[r — 2y2atangw I

On reconnait alors que la différence k' —Fk, ou k, —k, vaut zéro,
aux termes prés d’ordre de petitesse supérieure a yo.
Or, la valeur du coefficient k dans des conditions analogues s’obtient
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de la méme maniére que ko; mais o n’y aura plus la méme valeur
puisque ce sera I'angle ® devenu différent qui sera égal a I'angle de
frottement intérieur du massif homogéne donné. Soit alors o’ = at la
nouvelle valeur de « ol ¢ représente un coefficient numérique positif.
On obtiendra de suite

h—h, o cos2w[\/2octangw —\/2d Langw] ~ g costo /2o tangm (1 — /1),

résultat qui montre que la différence k—Fk, pour les valeurs de ®
voisines de celles de I’angle @ est de 'ordre de Ve

ho

. k' — ,
Il résulte de la que la fraction ;—/ ayant un numérateur dont
L \0

Pordre de petitesse, au voisinage de ® = ¢ ou ®, est supérieur a celui
du dénominateur, est bicn nulle & la limite lorsque Pécart o =¢—w
vaut zéro.

Ces données théoriques fournissent des résultats précieux sur I’allure

C M —hy ko —1 . ,
de la fraction ; . ou’,—* pour laquelle il semble naturel d’admettre
A S \0 L S \0

un sens de variation toujours semblable, c’est-a-dire décroissant. Des
tatonnements divers, car la simplicité doit étre, pour cette formule
destinée & un calcul numérique rapide, a la base de la recherche
entreprise, nous ont conduit & ne pouvoir utilement envisager comme
fraction simple équivalente, que l'expression

9 (,_ @
II P )
Nous aurions donc dans ces conditions la formule suivante pour K

- . 9 »? y

(70) K—k0+”2'2’<1_6§)(/"‘“/‘0)7

olt nous n’avons a connaitre que k et k, et ou k' ne figure pas. Les
valeurs de K calculées avec cette formule, pour les mémes valeurs des
arguments @ et » déja considérées sont alors les suivantes :

w,

P. O, 100, 200, 300. 400, 500,
20%...... 0,42334 0,49887 0,88304

300....... 0,27610 0,31165 0,374289 0,75000

40°. . ..., 0,17470 0,19163 0,21569 o 262291  0,58680

500, .. ... 0, 104069 0,111378 0,121022 0,13567 0,16612 0,41318

. Et ces nouveaux coefficients K différent des premiers (68) calculés
ky—+ &' ko—+ 4,
par la formule K = ———ou K= °_; ! que nous pouvons regarder
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comme exacts jusqu’au moins au quatriéme chiffre décimal, des gran-
deurs ci-dessous exprimées en unités de ce quatrieme ordre décimal :

w.

2 Q. 10o. 200. 300. 40~ 500,
200 ... —4,0 —4,5 0,0

30°........ .. +0,4 -+3,3 —1I1,0 0,0

400, .. .. ... L. H42,1 +4,8 — 5,1 - —14,7 0,0

500, ...l -+2,2 -+3,2 — I,I — 86 —13,2 0,0

L’approximation est donc meilleure, mais pas encore suffisante.

39. De la comparaison de ces différents résultats, il semble done
logique de conclure que les coeflicients de poussée a employer devront
étre calculés au moyen de I’expression

ho+ K,

(71) h= 2

par I'intermédiaire de la formule (56) que nous avons établie et que nous
proposons & cette fin. L’expression (71) parait du reste préférable a
celle (70) qui utilise les seuls k, et k, non seulement au point de vue
de Vapproximation des résultats, puisqu’elle assure I'exactitude de la
quatrieme décimale, tandis que la derniére ne garantit pas méme la
seconde; mais encore au point de vue de la rapidité du calcul numérique
et de lestimation pratique, notre formule (56) en tang o, étant établie
une fois pour toutes et donnant toute satisfaction tant au point de vue
de Pexactitude que de la commodité du calcul.

40. Il pourrait n’étre pas sans intérét, en terminant, de comparer les
valeurs numériques que nous avons obtenues dans la recherche des
meilleurs coeflicients pratiques de poussée, avec celles proposées déja,
et résultant d’autres hypotheéses, d’autres théories, comme de Pexpé-
rience elle-méme.

La plupart des recherches théoriques ne se rapportent qu’aux massifs
a surface libre horizontale. Parmi celles qui ont abordé le probleme du
talus incliné, il y a lieu de mentionner la méthode purement géomé-
trique et graphique de Rebhahn. 1l y a lieu surtout de citer le travail
de feu IInspecteur général des Ponts et Chaussées Résal, qui raméne
la question & I'étude d’une courbe dite ligne de poussée dont I'équation
non intégrable permet pourtant de reconnaitre les propriétés, et que
Pauteur trace par points en utilisant le calcul des différences finies. Les
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résultats numériques de Résal ont une similitude assez notable et par
14 méme intéressante avec ceux que nous avons obtenus. Aussi, mention-
nerons-nous & titre indicatif dans le tableau ci-apres et pour le domaine
commun de 59 en 59, ot leurs valeurs numériques ont été obtenues,
sur une premiére ligne les coeflicients publiés par Résal d’abord'en 1903
(3 gauche), puis aprés révision de ses calculs en 1910 (4 droite); sur
une seconde ligne, en caractéres gras, les valeurs correspondantes de
nos propres coellicients; et enfin, au-dessous, quelques résultats obtenus
de mesures expérimentales, dans des conditions aussi rapprochées que
possible de celles qu’envisage la théorie.

Les mesures effectuées ne l'ont guére été que pour des massifs a
surface libre horizontale, et avec du sable ordinaire dont I’angle naturel
tourne autour de 35°. Au reste, et a titre de comparaison, notons que
pour cette valeur de ¢ et pour le talus horizontal (v = o), le coellicient
théorique de Rankine vaudrait 0,271; celui de Malevé o,250; celui de
Rebhahn o,215; ceux de Résal 0,206 puis 0,214; le ndtre ressortirait
4 0,2206. Le prisme de la plus grande poussée de Coulomb conduirait
aune valeur 0,198. Le coellicient mesuré par Gobin sur un sable d’angle v
égal a 34° vaut 0,228, ce qui correspond presque exactement a celui
qui résulterait de nos formules, soit 0,23065.

Nous mentionnerons plus spécialement deux séries de mesures qui
paraissent avoir été réalisées dans des conditions préférables. Ce sont
celles effectuées par Gobin (G) et par G. II. Darwin (D), sur des talus
plans et inclinés. Le premier réalisait ses expériences sur un sable d’angle
naturel de 34°, et avec un talus incliné a 14°. L’expérience fournit

un coeflicient égal & 0,273 alors que nos formules conduiraient & une
valeur théorique égale a

0,25716 + 0,28572

-~y 4/
0,27144.
2 TR

Darwin opérait sur un sable d’angle naturel de 41° avec un talus

mncliné & 350. 1l obtenait un coefficient expérimental de 0,291, alors que
nos formules donneraient

0,28698 + 0,29430
2

=0,29064.

Nous mentionnons aussi les expériences du colonel Audé (A).

Ces résultats semblent indiquer que nos coefficients sont bien en
concordance avec la réalité physique.

TILSE GALIANDRLAU
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CONCLUSION.

41. Nous résumons. Le mur contre lequel agit la masse sablonneuse
est & paroi intérieure verticale. La composante horizontale de la poussée,
par unité d’aire, qui intervient plus particulierement, lors du renver-
sement du mur autour d’un axe horizontal de sa paroi intérieure et
dans Détat d’équilibre-limite du massif soutenu, a pour expression,
4 une distance r de lorigine définie comme intersection des profils
rectilignes du mur et du talus supérieur

P=HkIlr,
ou Il représente le poids spécifique de la matiére pulvérulente supposée

ho—+ A

2

homogeéne. Le coefficient K y a pour valeur ; ko est donné par

la formule

9

cos? (@ + 0)

ko= c0s 9 cosw B 3
0 ‘ cos(w — 0) cos (@ — §)

ol  désigne 'inclinaison du massif sur I’horizon; o ’angle de frottement
donné; et ou ¢ est déduit de la relation

T 9 1 . sinw
0= — X — - —0w+arcsin — ).
4 2 2 sino

Le coefficient &’ qui correspond a la plus faible valeur supérieure,
par suite & la meilleure approximation par exces de la poussée, résulte
de la formule

sin <g _fmero '+ m)
i 2 cose .
k= cosw Z. [1—sin® cos(w'— w + &) |,

cos(;:__ <p+w’+w> cos(p —e)
4 2

® y désigne encore I’angle d’inclinaison du massif; ’angle @ y représente
: b I3 . . r_z
cette fois 'angle donné de terre coulante du massif homogéne considéré;

’ ege . , . . .
@ et ¢ sont des angles auxiliaires définis par les relations simples
sino

sInQ .
COSE =— , sinw' = —
sin® sin @

L

9 .
angle ¢ enfin y est fourni par la formule approchée que nous avons
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établie o
tang
tango = —= - s - ,
sin? W 1 w (CL) B L)J
T and Jm ¥ t1+o,72<® I) D 4o
8005-(1 — 2—)

ot W représente un angle auxiliaire aigu et positif qui ne dépend que
de w et ®, tel que

3
sini’((l) + o) sn? (@ — W)

cos?w sin®

sin¥' —

Les coeflicients de poussée qui résultent de notre étude, nettement
inférieurs & ceux de divers auteurs, supérieurs & ceux qui résultent de
la théorie de Coulomb, se trouvent assez voisins, bien qu'un peu supé-
rieurs en général a ceux de Résal. Ils semblent constituer, pour les
hypothéses retenues, les meilleurs coeflicients de poussée a intervenir
dans le cas d’équilibre-limite d’une masse pulvérulente homogeéne
contre le mur A paroi intérieure verticale qui la contient. Les quelques
données expérimentales que V'on possede semblent enfin confirmer les
valeurs théoriques de nos résultats.

Le cas ou I’angle ¢’ est différent de zéro, ¢’est-a-dire le cas ou la paroi

intérieure du mur v’est pas verticale se déduit du cas de la verticalité.
'

On obtient, sans trop de calculs, la nouvelle expression de %/—‘— et
Pon peut encore établir que 'équation résultant de Pégalité a zéro
de cette dérivée représente une équation du second degré en u, qui
comporte une et une seule racine ¢ dans le champ du probléme. On
peut aussi montrer que la méthode des approximations successives est
encore applicable a la seule racine du trinome en u. qui convient au
probleme. On peut encore former une expression donnant d’une maniére
approchée la racine ¢ recherchée. Cette expression est de type analogue
a la formule que nous avons établie et proposée (56) pour le cas du mur
vertical; mais un facteur comportant t" y vient alors multiplier sous le
radical le terme ajouté a 1'unité.

Il semble également que 'application de la théorie des erreurs conduit
au méme résultat que celui que nous avons obtenu pour la paroi verti-
cale, a savoir que approximation faite sur ¢ par Pemploi d’une formule
approchée n’entache pratiquement pas d’erreur le coellicient &’ dont
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Pétude et Uobtention représentent encore la partie la plus complexe

de la question. . .
Mais il s’agit la de longs développements et de calculs fastidieux qui

ne peuvent trouver place ici. Ils feront éventuellement I'objet d’un

travail ultérieur.
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