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PREMIERE THESE.

SCR

LES SYSTEMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES

A VARIETES LINEAIRES LLACUNAIRES

ET

LEURS APPLICATIONS

Introduction.

1. Emile Borel a démontré [B] (") en 1897 I'impossibilité d’'une

identité
Xy (2) + Xp(z) +...+X,(z)=o,

entre des fonctions entiéres, sans zéros, de la variable complexe .
Voici, plus précisément, la forme que l'on peut donner a son théo-
réme : St l'on a une telle identité, ou bien les rapports mutuels des fonc-
tions sont des constantes, — ou bien les fonctions se partagent en
plusteurs groupes, la somme des fonctions d’un méme groupe est iden-
tiguement nulle, et leurs rapports mutuels sont des constantes.

Lorsque p = 3, ce théoréme équivaut(*)au théoreme de E. Picard :
« une fonction entiére ne peut admettre deux valeurs exceptionnelles
finies ». Or, on a complété le théoréme de Picard en le « traduisant en

(1) Les lettres placées entre crochets renvoient a I'Index bibliographique.
(%) En effet, si I'on avait
X+ X+ Xy=o,
la fonction — )—Xi’; » par exemple, serait entiére et ne prendrait aucune des valeurs zéro
et un.

C. I
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termes finis », suivant une expression de A. Bloch, c’est-2-dire en éta-
blissant des propositions relatives aux fonctions holomorphes qui
admettent deux valeurs exceptionnelles, et sont définies non plus dans
tout le plan, mais dans le cercle-unité : je veux parler principalement
du théoréme de Schottky et du théoréme de Landau. Ces derniers
peuvent étre établis, soit en partant de la fonction modulaire, soit en
s’appuyant, conformément au point de vue de E. Borel, sur la théorie
de la croissance des fonctions. Enfin P. Montel a démontré qu’une
famille de fonctions holomorphes, admettant deux valeurs exception-
nelles fixes finies, est normale (*); ce théoreme, d’ol peuvent se
déduire tous les précédents, au moins du point de vue qualitatif,
sera désigné, au cours de ce travail, sous le nom de critére de
P. Montel.

9. La « traduction en termes finis » du théoréme de E. Borel, dans
le cas d’'un nombre quelconque de fonctions, a été abordée en 1926
par A. Bloch dans un Mémoire paru dans'les Annales de UEcole
Normale supérieure [A]. Ce géométre est arrivé a vaincre en grande
partie les réelles difficultés que présente cette question, et il a obtenu
un théoréme qui est une généralisation immédiate du théoréme de
Schottky, mais qui se complique du fait de I'existence de cas singu-
liers; ces dermiers n’ont été que partiellement éclaircis. Voici du
moins le théoreme obtenu par A. Bloch si I'on fait abstraction des cas
singuliers (?) : Soient

fz)=ay+a,x+...; g(x)="by+bx+...; R

Mzx)=ey+ex~+...,

n fonctions d’une variable x, holomorphes dans le cercle |x| < 1, ne sy
annulant pas, et dont la somme 1’y devient pas égale a l'unité. Les
termes constants a,, b, . . ., e, sont supposés différents de 'unité, et tels

(1) Rappelons qu’une famille de fonctions holomorphes dans un domaine D est dite
normale dans ce domaine, si, de toute suite infinie de fonctions de la famille, on peut
extraire une suite infinie qui converge uniformément dans tout domaine fermé inté-
rieur & D, la fonction limite étant, soit une fonction holomorphe, soit la constante
infinie.

(2) [A], théoréme VII, p. 309.
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que la somme d’un nombre quelconque d’entre eux différe de séro et de
Uunité. Alors les coefficients a,, b, ..., e, (et, d’une maniére générale,
les coefficients des termes de degré i, a, b,, ..., ¢,) admettent une borne
supérieure dépendant uniquement de a,, b,, ..., e, (et de 7).

Cette proposition est d’ailleurs une conséquence du fait suivant,
qui constitue, & proprement parler, la généralisation du théoréme de
Schottky : dans tout cercle || < ¢, les fonctions admettent une borne
supérieure qui dépend uniquement de ¢, a,, by, ..., €.

3. Aprés ces travaux de A. Bloch, il manquait encore, dans le cas
d’une identité de Borel (") & p termes, un théoréme analogue au critere
de P. Montel dans le cas d’une identité & trois termes. C’est un théo-
reme de ce genre que j'ai cherché a établir, sans d’ailleurs m’appuyer
sur les résultats de A. Bloch, qui ne me paraissaient pas démontrés
de facon certaine. J’ai jugé utile de reprendre la question dés le début.
Sije n’ai pas fait subir de grandes modifications 4 la marche générale
des idées, qui était, en quelque sorte, conforme a la nature des
choses, j’ai par contre orienté ma démonstration dans un sens un peu
différent, puisque A. Bloch s’était borné i considérer des systémes
de p fonctions prenant desvaleurs données a Uorigine. En m’affranchis-
sant de cette restriction, j’ai obtenu une sorte de critére de famille
complexe normale (*), qui laisse encore des questions en suspens
lorsque p>4; au contraire, le cas p =14 se trouve complétement
éclairci (*).

Ce n’est la, bien entendu, qu’un résultat d’ordre purement quali-
tatif, obtenu en somme grace & une étude de la croissance des fonc-
tions envisagées. Pour arriver & des résultats d’ordre quantitatif, il
faudrait construire certains systémes de fonctions automorphes de plu-

(') Je nomme ainsi une identité de la forme
Xi+Xo+...+X,=0,

entic des fonctions holomorphes dans un certain domaine, sans zCros dans ce domaine.
(*) P. Montel nomme famille complexe une famille de systémes de & fonctions f7,

J% --.s f%, le symbole o servant & désigner le systéme de la famille considéré. La
famille complexe est dite normale si chacune des &k familles f$, f%, ..., f7 est nor-
male.

(3) Voir Chap. 1V, § 42.
C.
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sieurs variables, généralisant convenablement la fonction modulaire,
et 'on n’en a pas encore trouve ().

4. Dans le Chapitre premier, je rappelle briévement quelques
points fondamentaux de la théorie des fonctions méromorphes, et je
fais une premicre étude de la croissance des fonctions satisfaisant &
une identité de Borel, en vue de la démonstration future du cri-
tere de famille complexe normale. Ce Chapitre ne contient rien
d’essentiellement nouveau.

Dans le Chapitre I1, j’établis un lemme ¢énoncé sans démonstration
par A. Bloch; il convenait de le démonfrer, d’autant plus. qu'il joue
ensuite un role capital. Il est susceptible de diverses généralisations.

Le Chapitre IIl contient la démonstration du résultat fondamental :
Pexistence du critéere de famille complexe normale dont j’ai déja parlé.
Dans le Chapitre suivant, je donne quelques exemples des appli-
cations dont il est susceptible.

Enfin, le Chapitre V est consacré a la résolution de divers pro-
blémes d’unicité dans la théorie des fonctions méromorphes; cette
résolution est étroitement liée & I'étude de certaines identités de
Borel. J'indique, en terminant, une application du critéere de famille
complexe normale aux questions d’unicité.

Qu'il me soit permis de remercier M. Paul Montel de l'intérét qu’il
m’a toujours temoigné; j'espére avoir tiré profit, dans la rédaction de
ce travail, de ses conseils et de ses critiques amicales, et je lui
exprime ici toute ma respectueuse reconnaissance.

Index bibliographique.
[A]. A, Broen. — Sur les systémes de fonctions holomorphes & variétés

linéaires lacunaires (Ann. de D’Ecole Normale, 3° série, L. 43, 1926,
p. 3og -362).

[B]. E. Borer. — Sur les zéros des fonctions entiéres {Acta mathematica,
t. 20, 1897, p. 357-396).
|G G. Jouia. —~ a. Sur les familles de fonciions analytiques de plusieurs

variables (Acta mathematica, t. 57, 1926, p. 33-113).

(1) Ce probléme semble lié a celui de I'uniformisation pour les systémes de p fonc-
tions de p variables complexes.



SUR LES SYSTEMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES, ETC. 5
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morphes (Ann. de U'Fcole Normale, 3° série, t. 36. 1919. p. 93.
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[11]. G. Vaumon. — Lectures on the general theory of integral functions

(Toulouse, 1923).

CHAPITRE 1.

PRELIMINAIRES.

I. — Rappel de quelques propositions fondamentales.

5. Nous aurons constamment a utiliser les résultats fondamentaux
de la théorie des valeurs moyennes logarithmiques, fondée par
F. et R. Nevanlinna ('). Rappelons-les briévement.

Soit f(x) une fonction méromorphe dans le cercle |z|<1. La
formule de Jensen s’écrit

92

(1) 10glf(o)|:;][E -log[f(,~e:0)|d6~210g[—(—:,—|+Elog———lé;}£,
0 v 'y ’

en supposant f(o) fini et différent de zéro; le premier terme du

(1) Voir, par exemple, 'exposé complet de la théorie dans [F, «].
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second membre représente la valeur moyenne de log| f(x)] sur la cir-
conférence, de rayon r<C1, ayant pour centre l'origine. Quant aux
sommes qui figurent au second membre, elles sont étendues, respec-
tivement, aux zéros a, et aux poles b, de modules inférieurs a r, chaque
zéro et chaque pole étant compté autant de fois qu’il y a d’unités dans
son ordre de multiplicité.

Si 'on pose (')

o

T
m{r, )= Lﬂf log| f(re®) | do,
[

2

7

N(r,f):Zlog b‘ >
L% ]

la relation (1) peut s’écrire

(2) m(r, )+ N(r, f) = n(7)+ N(r, f)+ log | £(0) 1,
ou encore

. 1
() T, £ =T(r 3 )+ log| £(0)],

apres avoir posé

T(r, fy=m(r, f)+N(r, f).

La quantité T(r, f) caractérise la croissance de la fonction f(x). On
montre que c¢’est une fonction convexe de logr, et, par suite (*), une
fonction croissante de 7.

. F. et R. Nevanlinna ont démontré la relation suivante, qui géné-

() a étant un nombre positif, on pose

+
loga =loga siazi,
+ .
loga=o0 si a<1.

(*) Car si une fonction ¢(r), définie pour r2o, est finic pour r = o, et convexe

en logr, elle est croissante. Soit en effet o <C 7y < ry, et prenons ro compris entre o

et ;. On a par hypothése
o(re) logry 1

o(ry) logry v | So.
o(rs) logry 1 |
Il suffit de faire tendre ry vers zéro pour conclure
o(r)Se(re).
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)

ralise la relation (1) :

om

() logf(m) == [ loglsren)| 2
__2 Obr(x— @z -.-Z 7@?{1}2—1’5 -+ { > const.

Cette nouvelle formule, qu’ils ont appelée formule de Pousson-Jensen,
est valable pour tout nombre & de module inférieur a 7. Selon 'usage,
a, désigne le nombre complexe conjugué de a,.

On peut en tirer 'inégalité (¢f. [A], Lemme 4, p. 320)

ret —¥—$

d5

(4) log | /()| < =2 m(r, f>—j';§nz<r,fl.)

—2 log +2 log
(lz}=p<r)
Pour ’obtenir, il suffit de remplacer, dans la relation (3), « par pc®,
et de prendre les parties réelles des deux membres; il vient

r? —~be
r(x— bp)

r(a;—a,

2T

5 o & ———i o ] 7'2—92
(3) loalf(pe‘f’ﬂ—mfo log | /(re!®)| s s —) &
r—a,x r? —b x
_Z 10 > (a:—av) +Z oL 7((,3———1)‘1.)

et cette relation conduit a I'inégalité (4). Les logarithmes qui figurent
au second membre de (4) et (5) sont tous positifs, puisque |z |, |, |
et |b,| sont inférieurs a r.

L rr— byx

Si, en particulier, /() est holomorphe, le termeElO I’(“' )
— Ou

disparait, et I'on tire de (4)

(6) m(r 5 )s(EEEY i, 1) — T Erog f2)
et a fortiort
: . r+p\ r+p,tl 1
7. Limitation de m(r, —f;—)> — Supposons f(x) holomorphe et sans
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zéros. La relation (3) se simplifie; si on la différentie, on trouve

1t 2% o poptl
J'(z) _,J_f 10‘:|f(7’¢”6)}M
Y

‘/(g’) Y (,r(ue__l’);;

et, d’'une facon générale,

de= ( f(z)\__ nt [T Py aredds
dorn—1 (m>— ;Tr\/o\ loblf(’e )](r(,xﬁ,_‘_x)n—i—i’

par suite, en posant |z | =g,

e P

el )

En développant le premier membre de cette derniére inégalité, et en
posant, pour abréger,

s e 3) =\

oun trouve immédiatement, par récurrence, une inégalité de la forme

- [ @) ep [, 1 .
</) !j<l> §11L[’3I~_‘07X(1.'/‘)]7

P, étant un polynome de trois arguments, dont les coefficients sont
des constantes positives ne dépendant quc de n.

8. Rappelons enfin le théoréme fondamental suivant :

Une famulle de fonctions f(x), holomorphes dans le cercle |x| <1, et
pour laquelle m(r, f) est inférieur & un nombre fixe M quel que soit le
nombre postttf rinférieur a un, et quelle que soit la fonction f de lu
Jamulle, est normale.

P. Montel (*) a donné de ce théoréme une démonstration basée sur
la propriété que possédent ces fonctions de pouvoir se mettre sous la
forme du quotient de deux fonctions bornées (*) (Nevanlinna).

(*) [E), p- 44.

(2) On sait qu'une famille de fonctions bornées est normale.
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Placons-nous dans le cas oir les fonctions n’ont pas de zéros; ¢’est
précisément le cas ol nous nous servirons du théoréme. Nous allons
indiquer effectivement une borne supérieure de | f(x)|. Désignons en
effet par m(1, f) la limite vers laquelle tend m(r, /) lorsque r tend
vers un; cette limite existe, puisque m(r, f) croit avec » en restant
borné. Appliquons V'inégalité (4). en y permutant les lettres r et ¢,
puis en faisant tendre ¢ vers un; il vient a la limite

log| /(@) 5 ma, ) — 2t (1, 1);

I 17 !
r désigne |z |.

Remplagons / par }; il vient

I —

s (&) 12 g mtn f) 4 m (1, 4):

Puisque N(7, /) et N<r, }) sont nuls, la relation (2) permet d’écrire,

aprés un passage a la limite,

m<1, %): m(1, f)—tlog|f(o)].

Il vient en définitive

“log| f(o)

— 7

hr 1+
(8 -2 M oma '
) y—r? (’f)+1
7'1 LN
Mog " f(0).,

,/r
log|f(a)| S —Fm (s [) =

P
1 -
et, st m(1, /') est inférieur au nombre fixe M,

A . 7,
17 47 T—7r.
M - log f(o) <log f(x):< M + log I
1 7 1 r =] f\ So= 10 f( ) = -2 7 08 f(O\ :

On en déduit que les fonctions f(z) forment une famille normale. En
effet, si | f(o)| admet une borne supérieure valable pour toutes les
fonctions de la famille, 'inégalité de droite montre que | f(z)|admet
une borne supérieure qui ne dépend que de r; davs le cas contraire,
on peut extraire de la famille une suite infinie de fonctions, telle



10 HENRI CARTAN.

que les valeurs & l'origine des fonctions de cette suite tendent vers
P'infini, et I'inégalité de gauche montre alors que ces fonctions con-
vergent uniformément vers 'infini dans tout cercle | x| <7,, quel que
soit le nombre positif r, inférieur & un.

Si f(0) =1, 'inégalité (8) prend la forme suivante :

Lr

[log! fx) < — m{1, f):
on obtient ainsi, pour log| f(«)|, une limitation intéressante, car elle

est effectivement atteinte avec la fonction

AT

J(z)=e=%;
un calcul facile montre en effet que 'on a

m(x, fy=1
pour cette fonction.

II. — Etude de la croissance de p fonctions helomorphes, sans zéros,
dont la somme est identique a un.

9. L’é¢tude que nous allons faire ici servira ensuite i la démonstra-
tion du critére de famille complexe normale exposée au Chapitre IIT.

Sotent, dans le cercle-unité, p fonctions F,(z), F,(z), ..., F (),
holomorphes, sans zéros, vérifiant I'identité

(9) Fi+Fo+. . +TFy=1

Reprenant unc méthode de démonstration (') qui, dans le cas ou les
fonctions F, sont définies dans tout le plan, conduit au théoréme de
E. Borel (¢f. §1), mais I'appliquant a des fonctions définies seule-
ment dans le cercle-unité, nous trouverons une borne supérieure
pour m(r, F,).

(") Je m'inspirerai d’une démonstration du théoréme de E. Borel donnée par R. Nevan-
linna ([ F, 8], p. 381)
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Supposons que P'on ait

II

F, ¥, ... F,
dF,  dF, dF,
dz dz 1
D (x) — ax ax ax 7‘=é 0;
dr—F, dr—'F, dr—F,
T dwt T dw

autrement dit, supposons que les fonctions F,, F,, ..., F, ne soient
lites par aucune relation linéaire homogéne a coefficients constants
non tous nuls (*).

Différentions p — 1 fois I'identité (9); nous obtenons un systéme
de relations qu’on peut écrire

F,+ Fotr.. .+ F,=1,
il F,+ ! Fot...+ il F,=o
F, ! £, 0 s T
......................... ey
-1 Fip-1) p—1)
1 2 P —_
+ 2 F,+.. ..+~ _F,=o0
F, ! F, ¥, 7

et qu'on peut considérer comme un systeme de p équations linéaires
par rapport aux p inconnues F,, F,,

..., F,. Le déterminant des coef-
ficients n’est autre que

I 1 1
¥ ¥,
_| ¥/, F ~° F, |_ D
Alz)=1 .. |FFE T
F;F—1 ) F;P*‘ ) F;,P—”
F, F, ' F,

En appliquant la regle de Cramer, on trouve

: _ A(x)
Fz)= ’m ’
en désignant par A,(z) le mineur du déterminant A, relatif au "

élé-
ment de la premiére ligne.

(1) Si D(z) était identiquement nul, on se raménerait & une identité, de la méme
forme que (g), entre un nombre moindre de fonctions.

C. 3
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Or, « et b étant deux nombres positifs, on a I'inégalité évidente
log(ab)< loga + logb.
Par suite, /,(x) et f, (x) étant deux fonctions méromorphes, on a
log fi(x) fo() 11081 fi(2) +Tog fula) .
et, en prenant la valeur moyenne sur la circonférence |« |=r,

m(r. fuf)Sm(r, [1)+m(r, f).
On a done 1ct

m(r, FEY<m(r. A)+m (7‘, §>

Faisons successivement? =1, 2,. . ., p, etajoutons membre 8 membre;
il vient
]7

P
2"’("’ ) §2 m(r, &)+ pm (I."£> ’
i=t

=1

et, en désignant, pour chaque valeur de r, la plus grande des p quan-
tités m(r, F;) par m(r),

7 .
(10) m(r) gE m(r, A)) -+ pm <r. i) .

Cette inégalité va permettre de limiter m(r). L'idée de la démonstra-
tion est, en gros, de faire voir que le second membre est comparable

A Iggm(r).

10. Une difficulté provient d’abord de la présence de m (r, KI>, au

lieu de m(r, A). Mais appliquons la relation (2) a la fonction A(x);
comme elle est holomorphe, on a

N(r, A)=o,

et, par suite, st A(o) n’est pas nul,

m(r, A):m(r, %)4» N(r, %)—&—log]A(o)t.
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On en déduit, puisque N <7, ) est positif ou nul,

(11) m(r, i)gm(r, A)-—log|A(o)],
et, en portant dans (10),
(12) m(r)§2m(7‘, A) + pm(r. A) —ploglA(o)|.

F’ F F( 1)
A(x) et A(x) sont des polynomes en B LR l”,;_—], h prenantles

valeurs 1, 2, ..., p; d’autre part, nous pouvons appliquer I'inéga-

F’, Fip-o
lité (7) a(# o

mutant dans l 1negalité (7) les lettres r et ¢, nous trouvons des inéga-
lités de la forme

M) £Qfe =

ey

bsignant |z | par r, et per-

) X(p, 1), ey \(p, F,,)],

n

M) SB[p o N B X (o )

Q, et R désignant des polynomes de p + 2 arguments, dont les coeffi-
cients sont des constantes positives ne dépendant que de p.

.
Prenons les log des deux membres dans chacune des inégalités pré-
cédentes, et servons-nous de I'inégalité presque évidente

(13) IOO(a “+ —|—a))<10fra —Llnuay—l— +looa)~{— log?,

les «, étant positifs. On trouve

+ + + i -+ __— ]
log! A, (x) gUl[logp, logp_, sdogXh(p Ep. ..., Tog X (p, F,,)J,

- + o+ g - +
log A(x)|< V[Ing, logp — log\(p. F,). ..., log\(p, F,,)1,

U, et V désignant des fonctions linéaires de p + 2 arguments, dont les
coefficients sont des constantes positives ne dépendant que de p. On

peut d’ailleurs supprimer le terme en logc qui est nul, 5 étant plus
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petit que un; on a, en outre,

1 1
prnand lOf—J
o—r g—r

-
log

tul

Prenons enfin la valeur moyenne sur la circonférence || =r, et
revenons a (12); il vient

(14) m.(r)ga—k—blogo_‘_

1 o, o Moo ;
=+ ¢ ¥ loaX(p, ¥,) — plog| A(o)

a, b et c étant des constantes positives qui dépendent sculement de
I’entier p.
Mais on a
\(p, ¥y=m(p, F;) + m(p, i;—) ’
et, en vertu de la relation (2),

(15) X(ps Fo) =2m(p, Vi) — log| Fi(0) |,

de sorte que I'inégalité (14) prend la forme

1 + I , A
m(ry<a' + blog _r—\l—chog[zn(p. F,)—;log Fl(o).] —plogiA(o)!.

0
h

C’est au moyen de cette inégalité qu’il faut conclure. Or, nous
sommes génés parla présence, au second membre, de A(o)etdeF,(o).

Soit alors « un nombre positif fixe inférieur 4 |A(0)| et & chacune
des quantités | F;(o)]. L’inégalité précédente peut s’écrire, en faisant
usage de I'inégalité (13),

I

-
m(r)<a’—+ b log ~+ ¢ Y logm(p. F)),
< ¢ gm(p

p—r

a” dépendant de p et de « seulement. On a donc en définitive

I

(16) m(r)<A -+ Blog -+ C]o%m(p),

p—r

B et C ne dépendant que de p, et A dépendant de p et de «.

11. 1l reste maintenant a introduire, au second membre, m(r) au
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lieu de m(p). Ony arrive grace & une méthode classique de E. Borel,
qui s’applique aux fonctions croissantes d’une variable réelle, en par-
culier & m (7). On vérifie aisément la proposition suivante :

Les valeurs de r, supérieures a R, pour lesquelles on a, h étant un
nombre positif, l'inégalité

mlr)

m [1‘+ e‘TJ > m(r) -+ hloga,

peuvent étre enfermées dans des intervalles, en nombre fint ou en infinité
miR)
3

dénombrable, dont la somme des longueurs est au plus égale a 2¢

Si donc on a ici, R étant plus petit que unr,

_m (R)

2e " <1—R,
b \ M
c’est-a-dire

.

m(R)> hlog Ij R

il existe certainement une valeur de r, comprise entre R et 1, pour
laquelle on a

m(r)

S

m[r—+—e ]gm (r)+ hlogo.

Prenons alors

mir)

p:/u}—eh L

et portons dans (16). Il vient

B +
m(r)SA+ 7 m(r)+ Clogm(r),

A’ dépendant de 4. On peut choisir / assez grand pour que % soit plus
petit que un; ce choix de A dépend uniquement de 1'entier p,
puisque B est une constante qui ne dépend que de p. On peut alors
écrire

m(rysA’+ ¢ lgg m(r),

d’ot1 'on conclut aisément
m(r)<M,

M étant un nombre positif, qui ne dépend que de A” et C”, donc de p
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et « seulement. Puisque R est inférieur a », on a a fortiord
m(R)<M.
De I'étude précédente, il résulte finalement que 'une des deux
inégalités suivantes est vérifiée
m (R~ L.
(17)

J

)
—R

m(R)< hlog
- I
quel que soit le nombre R inférieur a un.
12. Nous en tirons deux propositions fondamentales, correspondant

respectivement au cas d’un systéme unique de p fonctions F,, et au cas
d’une famille de tels systémes.

Tuatorene 1. — Etant donné un systeme de p fonctions F;, on «
= i (r
lim _mr) <.
{r >
log

I —

A étant unc constante positive fixe qui ne dépend que de p.

2
I—7r

En effet, 2 log finit par étre supérieur a M lorsque » tend vers 1.
On a donc, d’apreés (17), si r est assez voisin de un,

2

m(r)y<hlog —
h étant une constante positive fixe qui n¢ dépend que de p; on en
déduit immeédiatement le théoreme (*).

Rappelons que, pour établir ce théoréme, on a supposé A=£o et
A(0)s#£ o. Nous verrons dans un instant qu'on peut s’affranchir de
cette derniere hypothése.

(') Dans le cas p = 2 (fouctions holomorphes ayant dcux valeurs exceptionnelles
zéro et un), I'emploi de la fonction modulaire permet de montrer [F, ¢] que I'on a

m(r . . . . m(r
—(—I—)- S 1; il existe en outre des fonctions pour lesquelles on a lim _mr) 1.

log —— log
S1—r © fem 1

lim
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Treoreme 1. — FKtant donnée une famille de systmes de p fonc-
trons F,, st A(0) et les F,(0) sont supérieurs en module a un nombre
positif fixe ,valable pourtous les systémes de la famille, les fonctions F,
Jorment une famille complexe normale, ce qui veut dire que toutes les
fonctions F,de méme indice 7 forment une famille normale. D’atlleurs,
les fonctions F,, prises dans leur erisemble, forment aussi une famille
normale.

En effet, m(r) est inférieur au plus grand des deux nombres M

et 4 log - : ~> et, par suite, admet une borne supéricure qui ne dépend
que de . Donc (¢f. § 8) Ia famille est normale dans tout cercle de
centre origine et de rayon r inférieur 4 un; dans ces conditions, elle
est normale dans le cercle-unité, comme on le voit en appliquant le

procédé diagonal classique.

13. Cherchons a élargir un peu les hypothéses restrictives faites
jusqu’ici, mais en conservant toujours la condition A &£ o.

On peut s’affranchir de 'hypothése A(o) 3£ 0. Il existe en cffet un
point &, (fur, [ <r, < 1), tel que A(x,) 5= 0. On peut écrire, en vertu

de (6",
1 r =7 = /|
mir. « }< m(r.d) 4+ —— lo'* —
(- 3) () e TN el
el, si 7 est supérieur & un nombre fixe 7, compris entre r, et un,

/1 ra+-1\? To—1y 7 1
nz(r.~>§<—“j:—f—l> m(r, A) + ,'_‘- ! log )

A ro—1r, ro—ry T A(y)

c¢'est-a-dire )
1
I)l(l A><I\[”l(l.u§) O" WWJ?

K étant un nombre positif qui ne dépend que de 7, et 7.

Cette inégalité remplaceral'inégalité (11) au cours de la démonstra-
tion précédente, qui subsiste ainsi avec ce léger changement. Le théo-
réme I reste donc vrai.

Ce qui précéde montre de plus que, dans énoncé du théoréme I,
on peut remplacer ’hypothese

A(0), >«

par la suivante : pour chacun des systémes de la famille il existe, a l'tn-
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térieur d’un cercle de rayon fize r,, ayant pourcentre l'origine, un point
ot |A(x)| > =, ce point pouvant bien entendu changer avec le sys-
téme considéré; o et », sont les mémes pour tous les systéemes de
fonctions de la famille. .

On peut également remplacer hypothése relative aux F;(o) par.la
suivante :

Quelle que soit la fonction ¥; appartenant ¢ l'un quelconque des
systemes de la famille, il existe, & Uintérieur d’un cercle de rayon
Jixe r,, ayant pour centre l’origine, un point ot | ¥(x) | > «.

1l suffit en effet, dans cette derniére hypothése, de remplacer, au
cours de la démonstration précédente, I’égalité (15) par une inégalité
de la forme

X(p. Py <K | m(p, Fiy 101 |-

Nous désignerons dans la suite par tucorime I bis, le théoréme II
ainsi complété.

Ces perfectionnements viennent d’étre obtenus au moyen de I'iné-
galité (6'), qui se déduit de (4) lorsque f(«) est holomorphe. Nous
aurons besoin, plus loin, d’appliquer I'inégalité (4 ) & une fonction f(x)
ayant des poles, et de savoir comparer les valeurs d’une expression

rr—byz

telle quez log = o)
. t < pos - . .

précisément ce que nous apprendrons a faire an Chapitre suivant.

pour deux valeurs différentes de x. Cest

CHAPITRE I1.
AUTOUR D’UN LEMME DE A. BLOCH.

I. — Généralisation d'un théoréme de Boutroux;
diverses propositions qui s’y rattachent.

14. Dans son Mémoire des dnnales de I’Ecole Normale, A. Bloch
énonce et utilise le théoréme suivant ('), extension au domaine com-

(1) [A], Lemme 3, p. 321.



SUR LES SYSTEMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES, ETC. 19

plexe d’un théoréme de P. Boutroux (') s’appliquant aux polynomes
d’une variable réelle : Soiz

g(w):(x_a.l)(x—o:z)...(x~—oct,)

un polynome de degré n dont tous les séros sont intérieurs au cercle-
unité. A tout nombre positif r< 1 et @ tout nombre positif vy, st petit
sott-il, on peut faire correspondre un nombre H dépendant uniquement
de r et de y (nullement des o ni de n), tel que Uinégalité

lg(z)]|>e

sott vértfiée pour toute valeur de x inférieure a r en module, sauf peut-
étre pour celles comprises dans des contours de longueur totale au plus
égale a vy.

A. Bloch ne semble pas étre parvenu & démontrer cette proposition.
Je vais en donner ici une démonstration élémentaire, qui fournit effec-
tivement une valeur pour 5 nous n’aurons pas a supposer les =, infé-
rieurs & un en module, ni @ inférieur & 7 en module. Voici la forme
précise qu'on peut donner au théoréeme (?) :

Tueoreme IlI. — Soient, dans le plan, des points P,, P;, ..., P, dis-
tincts ou non, dont le nombre n et la position sont quelconques; soit de
plus houn nombre positif arbitraire. Les points M du plan pour lesquels
on a l'inégalité

produit MP, < MP, > . .. < MP,< A

peuvent étre enfermés a U'intérieur de circonfeérences, en nombre au plus
égal a n, dont la somme des rayons est égale a 2eh (e désigne la base
des logarithmes népériens).

15. Supposons en effet donnée une distribution de points P, en
nombre n, et soit £ un nombre positif arbitraire. Je vais tracer des
cercles, en nombre au plus égal & n, dont ]Ja somme des rayons sera
egale a 24, de facon que, M étant un point quelconque, assujetti seu-

(1) G. Valiron en a donné une démonstration : [H], p. 78-79.
(%) Jai mdiqué cet énoncé dans une Note aux Comptes rendus de [’Académie
des Sciences, t. 186, 1928, p. 624.

C. %
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lement & n’étre intérieur & aucun de ces cercles, on ait I'inégalité

(%) lZIOgT;]T <1 —logh.

n
7

Je suppose d’abord qu'il existe un cercle C, de rayon £, qui con-
tienne les n points P, a son intérieur. Je trace alors le cercle I' de

méme centre et de rayon double. I est clair que, si M n’est pas inté-
rieur a [', on a

P>/,
et par suite
= W og s < log 5
n & O8NP, = R0

13

a fortiori I'inégalité (18) a lieu.
Si, au contraire, il est impossible de trouver un cercle de rayon £
qui contienne les n points, je regarde si I’on peut trouver un cercle de

ravon (7 — 1) = qui contienne n — 1 points. D'une facon générale
yon ( )74 ' points. ¢on g ’

.- . . . ~ A
soit A, le plus grand entier tel qu'il existe un cercle C,, de rayon 2, ~»

qui contienne A, points P,; ne considérons dorénavant, parmi les
points P, que les points non intérieurs a C,. Soit ensuite A, <X, le

. s Ao
plus grand entier tel qu’il existe un cercle C, de rayon %, qui con-

tienne 4, des points restants; cessons désormais de considérer ces
A, points (nous dirons qu’ils « appartiennent » au cercle C,); et ainsi
de suite. A la fin des operations, on aura peut-étre 2 envisager un ou

. k .
plusieurs cercles de rayon —, contenant un seul des points restants.

On est ainsi conduit & envisager successivement p cercles C,,
(1.2, ..., G,, de rayons non croissants, et chaque point P; « appar-
tient » & 'un d’eux et & un seulement. Ces cercles sont donc en
nombre au plus égal a n; d’ailleurs la somme de leurs rayons est égale

kK , .

8a—(A~+ho+...+2%,)=14k. En outre, ) étant un entier quelconque
17

nférieur ou égal a n, s’il existe quelque part un cercle 8, de rayon 7 ~»

qui contienne (27 points parmi les ~ points P, 'un au moins de ces

. . N , o , L~k
u. points « appartient » a un cercle CJ de rayon supérieur ou ega] a 1;-
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Ce fait résulte immédiatement du procédé suivi pour définir les
cercles C,, G, ..., C,.

Cela posé, tracons les cercles I',, I'y, ..., I", respectivement con-
centriques aux cercles C,, C,, .. ., C,, et de rayons doubles. La somme
des rayons des p cercles ainsi tracés est égale a 2/4. Soit maintenant M
un point quelconque du plan, assujetti seulement a n’étre intérieur a
aucun des cercles I';, T's, ..., T',. Nous allons chercher une limite

supérieure de — 2 logaom -
n g1,
i

» étant un entier quelconque inférieur ou égal a », je dis que le

-~ /\ . - .
cercle Sy, de centre M et de rayon i = conticnt au plus » —1 points P,.

Supposons en effet qu'un des points P; soit intérieur & S, et soit C;
le cercle auquel il « appartient ». Désignons, pour un instant, par R le
rayon de S,, par r le rayon de C;, et par d la distance des centres des
cercles S, et C,. Ces deux cercles se coupenl, puisqu’il existe un
point intérieur a la fois 4 S, et C,. On a donc

d < R-r.

Mais, par hypothese, le point M, centre de S,, n’est pas intérieur a I',,
concentrique a C; et de rayon double; on a donc

ar<d.
On déduitde la
< R.

.. y ) o, )
Ainsi le rayon de C, est plus petit que % - D'aprés la remarque faite
plus haut, le cercle S, ne peut contenir..>7% points P, et par suite en
contient au plus A — 1.

Par conséquent, il n’y a aucun-point-P, a 'intérieur du cercle S,, de
ko NETIT
centre M et de rayon —; il y en a un au plus & l'intérieur du cercle S,

k ~ \ . ) A
derayon2~,.--; A — 1 auplusa Uintérieurdu cercle S, derayon /-, ..,
n — 1 au plus & l'intérieur du cercle S, de rayon £.

. 1 . 5. L . >

Nous majorerons doncE logm,en supposant qu’il y ait un point P,

1

. . k . cos . k <
a la distance ~ du point M, un point i la distance 2 ~, ---> un point a la
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distance A;‘;, .-+, enfin un point a la distance £; cela fait bien n points
en tout. On peut ainsi écrire

1 1 i A 2k IV
— o [ — o — o — v o — k
- EIO’ (loc P ~+ log —+ —+ log i ~+ log )

MP,= n

1
<——f log At dt =1 — logh.
0

La démonstration s’achéve aussitot; il suffit, en effet, de poser

~/:::/L
e

pour retrouver I’énoncé du théoréme III. La méthode utilisée a ’avan-
tage d’indiquer comment on peut s’y prendre pour tracer effective-
ment les circonférences I; il importe de remarquer qu’il faut com-
mencer par les plus grandes; la démonstration n’a pu se faire que
grace i cette précaution.

16. Mais cette méthode est susceptible d’étre généralisée. Obser-
vons que, jusqu’iei, nous avons trouvé une limite supérieure de

1 I
7 2 log g

valable pour tout point M situé a 'extérieur de certains cercles, ou
sur la circonférence de I'un quelconque de ces cercles. Si la démons-
tration a pu étre menée jusqu’au bout, ¢’est grdce a la convergence de

2. 1
l zntcgmleflog; dr.
[
Soit maintenant f(r) une fonction quelconque, définie, positive et
. .. . 1 . .
continue pour » positif, croissante avec - et infinie pour r=o. Je
.. . .. , e I
vais indiquer une limite supérieure de ;Zf(MP,), valable encore

14
pour tout point M extérieur a certains cercles, ou situé sur la circon-
férence de 'un d’entre eux. Je ne suppose méme pas que V'intégrale

Sriar
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soit convergente, mais j’introduis une fonction o(r), définie, positive
et continue pour r positif, et telle que 'intégrale

ff(r)q:(l‘)dr

soit convergente. L’intégrale/cp(f)dr est convergente a fortiori;
0

posons

Q(r) :]ﬂrcp(r) dr;

®(r) est une fonction définie pour » positif, positive et croissante,
nulle pour » = o. Elle posséde donc une fonction inverse, soit

r=w(),

nulle pour z=:0, définie pour z positif et assez petit ('); la fonc-
tion W(¢) est elle-méme continue, positive et croissante.

k désignant un nombre positif arbitraire, je vais établir le théoréme
suivant :

Tueoreme 111 bis. — Les points M du plan pour lesquels on a l'inéga-
lité

k k
fo)W)dt ff(t)wmz
NS EE _

o(1)di ® k)

0

peuvent étre enfermés a Uintérieur de circonférences, en nombre p au
plus égal a n, et de rayons ¢\, s, ..., pp, vérifiant la relation

id)(%): @ (k).

Il suffit, pour s’en convaincre, de reprendre la démonstration du
- <14 . . k
théoréme III, en considérant cette fois, au lieu des cercles de rayons 2~

(1) D’une maniére précise, si ®(r) augmente indéfiniment pour » infini, la fonc-
tion W'(z) est définie pour toutes les valeurs positives de ¢; si au contraire ®(7) tend
vers une limite / lorsque » augmente indéfiniment, W(¢) est définie pour o <¢ < (.
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qui contiennent % points, les cercles de rayons @[%(I)(L)] qui con-
tiennent 7. points. Ils sont en nombre p inférieur ou égal & n. SiI’on
trace encore les cercles concentriques aux précédents, et de rayons
doubles, leurs rayons ¢, vérifient la relation

P

4 -
2@(%):2%@@):@(/&).
/=1

=1

et I'on a, pour tout point M assujetti & n’étre intérieur & aucun de ces
cercles,

I%Zf(mn)g53/[1}‘(}@(1\)” +f[l}‘(’—gl<p(/l)\)] -

S

. ‘[[q\<%®(ﬁ))]+‘_.;/[q'((b(/‘))];

<[ Tw(e@mn)|d
En posant '
Wtd(h)] = u,

on trouve enfin la limitation indiquée dans !’énoncé du théo-
réme III bis.

I est clair que les théorémes (11 et 111 bis restent vrais pour un systéme
de points placés dans un espace a un nombre quelconque de dimensions;
il suffit de remplacer le mot « cercles » par « hypersphéres ».

17. Appliquons le théoréme III bis & deux cas particuliers.

B ) < g ’ .
1° Cas ou f(r)=1log-. — C’est le cas examiné au début. Mais nous

allons obtenir unc proposition plus générale que le théoréme III, qui
correspond au cas ou I’on prendrait o(r) = 1. Prenons cette fois

@(’1) f— ’vu=—1’
« étant un nombre positif quelconque. On a

I
®(r)=~rx,
: 24
I3 /

atloe Ldr— Lra( L _ogk ).
‘[U 7 lo_,rdr__al (a lon/\>
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On a donc I'inégalité

1 1 1
o alog B, < g 7 losh

3

N

sauf pour des points M qui peuvent étre enfermés a Pintérieur de
cercles de rayons g, tels que
(o= (2k)

J
Sil'on pose
i
. = he¥,

le théoréme prend la forme suivante : Les points M du plan pour les-

quels on a
H MP,< A"

=1

peuvent étre enfermés a l'intérieur de circonjérences, en nombre au plus
égal a n, dont la somme des puissances & des rayons est au plus égale
a e < (2N, quel que soit le nombre positif o.

Bien entendu, les cercles a tracer dependent de .

. 1 . , .
2° Cas ot f(r)= +5- — Ce cas est intéressant quand % cst entier et

positif; car si on se place dans un espace 2 A-+2 dimensions,
f(r) est une fonction harmonique. Prenons

o(r)y=r';
on a
P41
r
P(r)=
(=3 F1’
A
f ~rdr==k
7
0
On a donc l'tnégalité
1 i k1

3

n bk (P TR

sauf en des points intérieurs a des hypersphéres de rayons 3 ,, tels que

2 (o)) t==(2h).
J
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En particulier, le cas 2 =1 est le cas du potentiel créé par des
masses électriques distribuées dans I'espace a trois dimensions; ¢’est
la surface totale des sphéres exceptionnelles qui est bornée, résultat
pressenti par A. Bloch (*).

18. Voyons maintenant ce que deviennent les théorémes 111 et I11 bzs,
lorsqu’on passe d’une distribution discontinue de points P;, en nombre
fini, & une distribution continue. Nous remplacons 'expression

= > J(MP)),
par l'intégrale l
[ m@rsue) den,

étendue i tout le plan (ou plus généralement & tout 'espace); U'inté-
gration se fait par rapport au point variable P, et ds, désigne 1’é]é-
ment d’aire dans le cas du plan, I’élément de volume dans le cas de
Pespace. L’intégrale est une fonction du point M. La fonction w.(P) est
une densité continue, positive ou nulle, telle que I'intégrale

[Py dar

soit convergente et égale a un. Il est clair que si la seconde intégrale
est convergente, la premiere 'est aussi; car, en vertu des hypothéses
faites sur la fonction f(r), f(MP) reste bornée lorsque, M restant
fixe, P s’éloigne indéfiniment.

Placons-nous toat de suite dans le cas général, ou interviennent les
fonctions ¢, ® et W'. Au lieu de considérer les valeurs de I’entier 2

pour lesquelles il existe un cercle de rayon W [; ® (k)| qui contient

7. points, considérons cette fois les valeurs de «, pour lesquelles il
existe (*) un cercle de rayon u, jouissant de la propriété suivante :
D(u)

l'intégralefgx(P) da,, étendue i ce cercle, est égale & )

(1) [A], p. 356.
(2) 1 se peut d’ailleurs qu'il n’y ait point de telles valeurs de u. Dans ce cas, il n'y
aura ancun cercle a tracer.
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Plus précisément, u étant une variable continue qui va décroitre
de k a zéro, soit «, la plus grande valeur de « jouissant de la propriété
précédente ; il existe done un cercle C,, de rayon u,, tel que I'inté-
D(u,)
. Q(4)
désormais p.(P) par zéro en tout point du cercle C,. Soit lensuite u, la
plus grande valeur de « qui jouisse de la méme propriété, etc. Le pro-
cédé est général. Mais, cette fois, on peut étre amené a envisager une
suite infinie de circonférences C,,C,,...,C,, ..., correspondant & des
valeurs w,, usy, ..., u,.... Tracons les circonférences I',, I',, ...,
concentriques aux précédentes et de rayons doubles. Si le point M
n’est intérieur 4 aucune de ces dernieres, on trouve pour I'intégrale

grale [y.(P) da,, étendue a ce cercle, soit égale a - Remplacons

f‘u(P)f(MP)dap.

étendue a tout le plan, la méme limitation que celle trouvée tout i
N I
heure pour — X/ (MP,).

Soient d’ailleurs g,, g5, ..., pus ... les rayons des cercles T,
Iy, ...; T, ...; 0n a5, = 21,, et par suite

;@(%’)gb(k).

le premier membre étant une somme ordinaire ou une série.
Par exemple, étant donnée, dans l’espace a trois dimensions, une dis-
tribution de charges électriques positives, de masse totale égale a un, les

. . . .. LI . ,
points de Uespace ot le potentiel est supérieur a ; peuvent étre enfermés
dans des sphéres de surface totale 6/~ k>.

19. Revenons au cas général. On a été amené a considérer des
cercles I',, ouplus généralement des hypersphéres I';, en nombre nul,
fini ou infini. Mais, si I'on connait une borne supérieure A de u(P)
valable dans tout I’espace, on peut indiquer une lmite supérieure du
nombre n des cercles ou des hypersphéres T',, au moins sous certaines
conditions qui seront précisées dans un instant. Cette limite dépend
de A, de £, et aussi du nombre des dimensions de 'espace; c’est la

premiére fois qu'intervient ce dernier.
C. b}
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Par exemple, si l’intégraleff(r)(lr est convergente, et si l'on
prend ¢(7)=1,0n a
i
n<TAUK)F .
U(k) désignant le volume de I’hyperspheére de rayon 4 dans I'espace &
v dimensions, dans lequel nous nous plagons par hypothése.

En effet, s’il existe une hypersphére de rayon #, telle que l'inté-
gralefp(P)dap étendue a cette hypersphére soit ¢gale & ¢, comme
cette intégrale est, d’autre part, inférieure ou égale a

AU =ArU(4),
on a

tZA e U((R)
ou

1 ) FS
7:‘.‘\“'(1‘)]‘ N

d’ot I'on déduit le résultat annoncé.
La limite supérieure de n se calcule d’une maniére analogue dans
®(r)

le cas général, a condition que —T augmente indéfiniment lorsque r

tend vers zéro, u. désignant toujours le nombre de dimensions de
I’espace. Il en est bien ainsi dans le cas du potentiel harmonique.

II. — Application & I'étude de N.(r. /).

20. Revenons aux poles b,, de modules inférieurs & »< 1, d’une
fonction f(«) méromorphe dans le cercle-unité, et posons, pour |z| < 7,

2 log

N.(r, f) se réduit & N(», /) pour z = o. Rappelons que les loga-
mhmes qui figurent au premier membre sont tous positifs; par suite
N, (r, f) est une quantité positive.

L’inégalité (4) s’écrit alors, en rétablissant | 2| a la place de ¢,

1+] l

(18) log | f(x)|< P l m(r, f)— IU’;! m<r', %)

<‘x<n?>+ﬁﬂnf}

bux
Mmﬂ;ﬂzh<rn,
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Nous poserons également
To(r, fy=m(r, [} +Nulr. f):
T.(r, f)seréduita T(r, ) pour z = o.
Nous avons vu (§9) que I'on a
m(r, frfa)Sm(r. fi) +m(r, fi):
comme on a évidemment

N..(r, flfﬂ)éN»'!("'7 fl)‘*‘ N(r, f’:))

on a aussi
(19) To(r fif2) STulry fr) 4T (7 fa)-

Ces inégalités se généralisent pour un nombre quelconque de fonc-
tions.

Nous allons chercher 4 comparer les valeurs d’une expression telle
que N.(r, f), pour deux valeurs différentes de x. Pour simplifier,
supposons d’abord » =1, et, changeant un pcu les notations, consi-
dérons Pexpression

Zlog
i

les #; étant des nombres complexes, de modules inférieurs a un, en
nombre fini.
Cherchons une limite supérieure du quotient (')

[ — Lz
N

1t
E log
. - tl
i
o 2

x ety ¢tant deux nombres de modules inférieurs a o <1.

21. Partons de la double inégalité

x—t lz| it

D R A

& 1

_ <
tl—‘t§.|x =

11—t

qui s’établit aisément par des considérations géométriques : en effet,

(1) Cf.[A) p. 321-322.
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¢ étant Laffixe d’un point quelconque, fixe, intérieur au cercle-unité,
la transformation homographique

£—

Yy == oy >

11— ({2

appliquée 4 x, transforme la circonférence ayant son centre a l'ori-
gine, et || pour rayon, en une autre circonférence, dont un diamétre
est sur la droite joignant I'origine au point d’affixe ¢. Il suffit d’écrire
que la distance de P'origine & un point quelconque M de cette derniére
circonférence atteint son maximum et son minimum lorsque M vient
respectivement aux deux extrémités de ce diamétre, pour obtenir
Pinégalité précédente.

Partageons les points ¢, en deux catégories, suivant que |¢ | est

" c e T4
supérieur ou inférieur a —
1° Cas ot | t[>——— —Ona
. - < St ] 1+ |z,
fog x—zLI% ey =tos[ - “”T—m]
(|
~ D < = )
et
I R R vl B ol KA SO iy
log 1— 1y :10°1+!“-1yi =log| 1 (Iﬁ‘t])lﬂtﬂ-lyl
(il
< (I ,ll)l_}-][!'l)l’
d’ou
oIt _ =yl i—p,
log 5 |t|)‘+|tﬁ-|3'l> -~ (1—]|t]).
On en déduit
IMZ(I) 8 I.__Z),
(20) log | —— G=ep |5 =7
2° Casoz‘zt§l—_:—e- — Ona
1y — < l |-+ ¢]
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I+ p
2

et le maximum du second membre a lieu pour |y|=¢, |t]=
On trouve alors immédiatement

il PR ol )

1—ty|” 4
d’out

o l—i')' (1—p)‘-"

log =1 > A

Soit ~ le nombre des points ¢ de modules inférieurs ou égaux

y1+p a d’apre Cnréce
& ——- On a, d’aprés ce qui précede,

(21) Zlog

la somme qui figure au premier membre étant étendue a ces points .
Mais on a évidemment

(22) S| 57| < o 12

les sommes étant toujours étendues aux mémes points ,.

Si k est un nombre positif arbitraire, on peut, en vertu du théo-
réme III, tracer des cercles dont la somme des rayons soit égale a 4ek,
et tels que ’on ait 'inégalité (')

p)?

)

= i
1—ty (r —
)/__ti\>n A

I—t—i.Z‘
xr—;

(23) Elog T;i—l:[ <n logll{,

sauf peut-étre lorsque le point « cst intérieur aux cercles précédents.
Des inégalités (21), (22) et (23), on déduit

b N
< (I—P):’JO?JZ‘ZIOD

Dans cette inégalité les sommes sont étendues aux points ¢; de modules

T— iy
y—t|

e . , L I+ . , .
inférieurs ou égaux & ——- Pour tout point ¢ de module supérieur

;dl—&—lo

> on a I'inégalité (20). On a donc, en étendant cette fois les

I

(*) On supposc évidemment 4 ek <<1; donc log i

est positif, et méme plus grand

que 2.
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sommes a tous les points ¢,

I Za:§ lei,r
(24) Elog! }<.\1210gb, o

M désignant le plus grand (') des deux nombres

] ‘
—-— el :

=% EE=nE

1
log -

A

En définitive, {inégalit¢ (24) est vraie pour tout couple de points x
ety, intérieurs au cercle de rayon ¢ ayant pour centre l'origine, excep-
lion faite peut-étre pour des points x qu’on peut enfermer & Uintérieur
de circonférences dont la somme des rayons est égale a fel:.

.o ., 7 1
11 suffit de remplacer, dans I'inégalité (24), 2 par-. y pav — et 4,
b SR TP

par -£, pour trouver I'inégalité

(2) N (r, fY<<MN, (r, f).

M désignant cette fois le plus grand des nombres

812 et (i lo .
(r--p)y B A
cette inégalité est valable pour tout couple de points x et y, intérieurs
au cercle de rayon ¢ <r ayant pour centre I'origine, exception faite
peut-étre pour des points 2 qu'on peut enfermer & U'intérieur de cir-
conférences dont la somme des rayons est ¢gale a 4erk, et « fortior:
inférieure a 4ek.
L’inégalité (25) entraine [a suivante

(23") T (r  fYy<<MT,(r. f).

22. Ce point étant acquis, nous pouvons établir quelques théo-
rémes qui, si compliqués qu’ils puissent paraitre, rendront ensuite de
grands services.

. 1 . 1
(') Pratiquement, on peut prendre M = 10{3,,—, puisque log P plus grand
L i

(1—o)?

que >,
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Toeoreme IV. — Soit f(x) une fonction holomorphe dans le cercle-

unité, et sotent ry, ¢, v et o des nombres positifs fixés unc fois pour
toutes (3 < ry< 1). Supposons que l'tnégalité

|f(x)] >
soit vérifiée en un point x intérieur au cercle C, de rayon g ayant pour

centre lorigine; r ayant une valeur positive (]uelconque comprise enire 1,
et un, on a, pour tout point y intérieur au cercle C,, l'inégaluté

T (7-, ;) <K km(r. f).

sauf peut-étre pour des points qu'on peut enfermer a Uintérieur de cir-
conférences (') dont la somme des rayons est égale a ~. La lettre K

désigne une constante positice (*), qui dépend seulemenl dery, ¢, yeta.

En effet, I'inégalité (18) permet d’écrire, puisque N..(r, /) = o,

L1 r+lx| 1 r-le] 2 ) r+|z| . |
m(/,‘/.>—l—————, - N, < j>§</—;_}’l_l) m(r, f)— ~—«ITI log | f(x)].
D’ailleurs,

—log|f(r)] log 'I-/'(T"V ,
et, puisque
P>, Je | <o,

on a a fortior

.m<f>+\< }yfﬂjﬁy”“4”+2i;&ﬂﬂkn’

m 1 1y P, 1
A = 1< ! o
P g ) (L) e - B

1l suffit de joindre & celte inégalité I'inégalité (25’) dans laquelle

d’ou

on aurait permuté les lettres et y, et remplacé f par -,

7> pour établir
le théoreme IV.

(1) Ces circontérences dépendent de la valear de » considérée.
(2) Nous aurions pu écrire A -~ Bm(r, f), mais V'introduction de Ia lettre unique K
psb aussi simple,
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Tagorime IV bis. — Soit f(x) une fonction méromorphe dans le cercle-
unité. St les points x, intérieurs au cercle de rayon g ayant pour centre
lorigine, pour lesquels on a

(26) |f(2) | > e

ne peuvent pas étre enfermés a Uintérieur de circonférences dont la
somme des rayons sott égale a v, on a, pour tout point y intérieur au
cercle de rayon ¢ ayant pour centre lorigine, et sans exception cette
fois,

m(r, }.)<K+K'F3(r, £ (r>ry).

Les notations du théoréme précédent sont conservées.
En effet, I'inégalité (18), traitée comme tout 4 1’hcure, permet

d’écrirve
I o+ P\ 40t
1)2<’,f>;<rn_ )rll( )+ A l lf(x |’

et, d’apres I'hypothése de I'énoncé, on peut choisir x de facon que les
inégalités (25") et (26) soicent valables toutes deux, ce qui démontre le
théoréme.

Tutonrne IV ter. — Les conditions du théorcme 1V bis étunt mainic-
nues, on a

" T 4

T, (r, 7><I&+KT)(1‘, h (r>ry),
sawf peut-ctre pour des points qu’on peut enfermer ¢ Uintéricur de cir-
conférences dont la somme des rayons est égale a v.

En effet, 'inégalité (18) permet d’écrire

() ) t )+ REpSe

et U'on peut choisir .z de facon que I'inégalité (26) soit vérifiée en méme
temps que la suivante

Tu(r, fi< MT, (r, 1),

quel que soit y de module inférieur a ¢
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Mais I’on a, pour tout point d’affixe y inférieure a ¢, sauf peut-étre
pour des points qu'on peut enfermer & I'intérieur de circonférences
dont la somme des rayons est égale a y, I'inégalité

(< (o)

ce qui démontre le théoréme.

23. Avant de terminer ce genrc de considérations, indiquons, en
passant, comment I'inégalité (25) permet de compléter un théoréme
de S. Mandelbrojt [D]. On peut donner au théoréme primitif la forme
suivante :

Soit f(x) une fonction holomorphe, sans zéros, et de module inférieur
a un dans le cercle-unité; x et y étant deux points quelconques du cercle
de rayon o <1 ayant pour centre Uorigine, le quotient

log | f(=) |
log | f(»)]

admet des bornes supérieure et inférieure ne dépendant que de .

Il est d’ailleurs facile de trouver leurs valeurs exactes; ce sont

ot ) ey,
I— p I+ P
comme le montre I'inégalité (8) ou Von fait m (1, f) =o0; ces bornes

1+

sont atteintes avec la fonction ¢'—*.
Voici maintenant le théoreme complété :

Tatorime V. — Sott f(x) une fonction holomorphe, de module infé-
rieur a un dans le cercle—unité pouvant avoir des zéros; @ tout nombre
positif o inférieur G un, et a tout nombre positif y arbitraire, on peut
faire correspondre un nombieposmf A, indépendant de la fonction f,
et tel que U'on ait

log| f(2)| _
log | f(3)] =
pour tout couple de points x et y, intérieurs au cercle de rayon ¢, ayant
C. 6
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pour centre lorigine, exception faite peut-étre pour des points x, qion
peut enfermer a Uintérieur de circonférences dont la somme des rayons
est égale a .

Soit en effet » un nombre positif compris entre ; et 13 appliquons
I'inégalité (18), en tenant compte des égalités

m(r, f)y=o, N.(r f)=o0;

il vient, en remplacant z par y,
1 —- 4 I 5 I
k’g Ij()’) ‘ £— P Ej,i m <7'7 j>““ N, </', 7) >

. I
et aussi, en remplacant / par 7

1 _r+laz] B A
8T 7 fxi”"("./‘)+N‘<"])'

Mais, puisque |x| et |y | sont inféricurs a g, les deux inégalités
précédentes entrainent a sortiori les deux suivantes :
| o1/

ea(r3)on ()
n|\r, - i ry 4 )
(27) ) T\ T\
loa L < TP <,,1\ ..\‘L<*,i-
& gars rpnlg) )
De la premiére on tire en particulier

j <_.’——‘-§_‘°]“ ) 1s
m(l,f): P og | ()]

portons dans la seconde; il vient

{174

. |on;/(x>|<—(iiﬁ) log | /()| + \(/”

et, en divisant par —log /|())| qui est positif,

g/ | (1Y’ v 7)

Tog | /()| “\r—p) ™ ZTlog[7(IT
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b 1 .
Or, d’apres (27), on a
. S
—log| f()) 2N, ("‘ 7>’

et par conséquent

o . * 2 N( ,‘7 i
et <(FEe Y g ;3

Mais, sauf pcut-étre pour des points x qu’on peut enfermer a 'inté-
rieur de circonférences dont la somme des rayons cst égale a v, on a,

d’apres (25),
A\ ,(r, }

<M,
N,<r, —,>
s

M étant le plus grand des deux nombres

~

8 ,.:7_ /I /12 l ¢
o8

D

11 suffit de prendre » supérieur & un nombre r, plus grand que g,
pour obtenir 'inégalité
log | /()] <AL

fog | f())

pour tout couple de points « et y, intérieurs au cercle de rayon ¢ ayant
pour centre l'origine, exception faite peut-étre pour des points x
gqu’on peut enfermer a I'intérieur de circonférences dont la somme

des rayons est égale a y; le nombre A est égal 4 la plus grande des
quantités

r,+0o\? 8r? P40, hr? Ge
(" ‘> + — et <~—f e —l———-—_l 1 2log“‘_;
\71”‘.0)' r—p (’l—P) 7

et, comme on peut choisir », aussi voisin de un qu’on veut, on peut
prendre A aussi voisin qu’on veut de la plus grande des quantités

¢

l—i—p\'—' ] I-0\° ,}
+ ~\2 t e +~‘_,lgl .

RN
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Il importe de remarquer que, pour une fonction f(x) donnée, les
circonférences exceptionnelles a tracer dépendent du choix de 7,.

CHAPITRE I111.

UN CRITERE DE FAMILLE COMPLEXE NORMALE.

24. Considérons, dans le cercle-unité, une famille infinie de sys-
temes de p fonctions X, (), X,(x), ..., X,(x), holomorphes, sans
zéros, vérifiant 'identité

NN+ ..+ Xp=0.

On pourrait affecter chaque fonction d'un symbole indiquant le sys-
teme de la famille auquel elle appartient, mais nous ne le ferons pas,
pour simplifier ’écriture.

. . Ny
Nous ne pOi‘Z&I‘OﬂS notre attention que sur les ?'(ZPPOI‘ZS mutuels \—)
4 V

(A, w=1, 2, ..., p) des fonctions d’un méme systéme. On pourrail,
par exemple, supposer X,==1, mais cela romprait la symétrie des
notations.

Nous allons, dans ce Chapitre, établir un critére de famille complexe
normale relatif & une telle famille. En réalité, ce ne sera pas tout a fait
un critére de famille complexe normale, au sens adopté jusqu’ici par
P. Montel; nous verrons, en effet, qu’on ne peut pas affirmer que

A

toutes les familles e soient normales. Nous nous trouvons donc en

résence d'une « famille complexe normale » d’un type nouveau.
I P y

25. Montrons d’abord comment certaines considérations géomeé-
triques peuvent conduire a des systémes de p fonctions holomorphes,
sans zéros, dont la somme est identiquement nulle. Nous justifierons
en méme temps I'expression systémes de fonctions a variétés linéaires
lacunazires, introduite par A. Bloch.

Placons-nous dans Uespace projectif complexe 3 p — 2 dimensions;
un point de cet espace posséde p — 1 coordonnées complexes homo-
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‘\\o—u

génes. Soient

X, =o,. X,=o, X,=o

les équations de p variétés linéaires V,, V., ..., V,, 4 p — 3 dimen-
sions. Les premiers membres de ces équations sont des formes linéaires
des p — 1 coordonnées, et p—1 quelconques de ces formes sont sup-
posées linairement indépendantes. Chacune d’elles n’est définie a priort
qu’a un facteur constant prés; nous pouvons disposer de ces facteurs
constants, de facon que X,, X,, ..., X, vérifient I'identité

X, +Xo+...+ X,=o.

Supposons alors que les p — 1 coordonnées homogénes d’un point M
de U'espace soient des fonctions holomorphes de la variable complexe z,
définies dans le cercle-unité par exemple; si, quel que soit x, le
point M(z) ne vient sur aucune des p variétés V,, V., ..., V,, que
nous nommerons alors lacunartres, et si'on remplace, dans X,, X,, .. .,
X,, les coordonnées du point M en fonction de x, on obtient p fonc-
tions X,(z), Xo(@), ..., X,(2), holomorphes, sans zéros, dont la
somme est identiquement nulle.

Pour employer le langage de P. Montel (*), les p — 1 coordonnées
du point M admettent p combinaisons linéaires exceptionnelles X,,
X,y oo X

Le cas p = 3 est celui d’'une droite complexe (plan de la variable
complexe) a trois points lacunaires, par exemple o, 1 et o (critére
de P. Montel).

Le cas p = 4 est celui du plan projectif complexe a quatre droites
lacunaires, non concourantes trois a trois.

I. — Cas de trois fonctions.

26. Avant de traiter le cas général, il sera bon de nous familiariser
avec la méthode de démonstration, en ['appliquant d’abord au
cas p=23. Nous allons montrer que, étant donnée, dans le cercle-
unité, une famille de systémes de trois fonctions X,, X,, X, holo-

(1) Voir par exemple [E]. Chapitre X,
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morphes, sans zéros, dont la somme est identiquement nulle, il est

possible d’en extraire une suite infinie de systémes, pour laquelle les

’& ’—‘1 eti\_-3 convergent respectivement, soit vers
N, X, Sty converg sp ’

rapports mutuels

des fonctions holomorphes sans zéros, soit vers la constante zéro, soit
vers la constante infinie ('). Il s’agit de convergence uniforme duns
tout domaine Jermé intérieur au domaine considéré, ici le cercle-unité,
et nous convenons, une fois pour toutes, de ne jamars encisager d’autre
type de convergence que celui-la, sauf indication contraire.

Introduisons également une convention de langage : nous dirons
qu'une suite de fonctions holomorphes, sans zéros, « converge au
sens strict », ou plus simplement « converge », lorsqu’elle converge
vers une limite qui n’est ni la constante zéro ni la constante infinie;
dans ce cas, la limite est une fonction holomorphe sans zéros, en
vertu d’un théoréme classique. Nous mettons donc & part le cas ou la
limite est égale & I'une des valeurs exceptionnelles des fonctions de la
suite, ici zéro et l'infini. L'inverse d’une fonction qui « converge »
« converge » aussi; le produit ou le quotient de deux fonctions qui
« convergent» « converge » vers le produit ou le quotient des limites.

Dans le cas général ou la suite converge vers une fonction holo-
morphe ou vers la constante infinie, nous dirons que la suite « converge
au sens large ».

27. Etant donnée, dans le cercle-unité, une [amille infinie de sys-
temes de trois fonctions, holomorphes, sans zéros, vérifiant Iidentité

N, +X;+ X,=o,

nous allons faire voir qu’on peut en extraire une suite infinte de sysiémes,
Jjoutssant d’une des propriétés suivantes :

- > -

1

vl
X,

X, o X, oroent » -
5\-—{ el — « convergent »

a. Les rapports mutuels <

(') Il est & peine besoin de faire remarquer que ce fait est unc conséquence directe
X
t

Xy

du critére de P, Montel; car la fonction — &, par exemple, est holomorphe, et ne

prend ni la valeur zéro ni la valeur un.
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b. 1., u, v désignant les trots indices 1, 2, 3 rangés dans un certain

X‘/\ »\v >\v ,
()/'a’re, X. converge vers — 1, ¢t N el — converg‘enz vers zero.
w

7 }\pt.

Dans le cas b, nous dirons, en anticipant sur le cas général, que X,
et X, sont de premuére catégorie, et X, de seconde catégorie. Dans le
cas a, nous dirons que toutes les fonctions sont de premiére catégorie.
Il'y a, en somme, quatre circonstances possibles, suivant que les trois
fonctions sont de premiere catégorie, ou que l'une d’elles est de
seconde catégorie.

Dans le théoréme précédent, nous avons énoncé des propriétés de
convergence qui ont lieu dans le cercle-unité; mais il suffit, pour
I’établir, de montrer qu'on peut extraire, de la famille donnée, une
suite de systémes jouissant de ces mémes propriétés de convergence
dans un cercle de rayon quelconque ry <1 ayant pour centre l'origine.
En effet, une fois ce point acquis, donnons-nous une suite infinie de
cercles (') C,,C,, ..., C,, ..., dont les rayons tendent vers un. Nous
pouvons extraire de la famiile une suite de systémes pour laquelle un
des quatre cas de convergence se trouve réalisé dans le cercle C, ; de
cette suite nous pouvons extraire une suite nouvelle, pour laquelle un
des quatre cas se trouve réalisé dans le cercle C,; et ainsi de suite.
Le nombre des cas possibles étant fini (quatre), I'un d’eux se trouvera
réalisé pour une infinité de cercles, et le procédé diagonal fournira
une suite de systémes pour laquelle les propriétés de convergence,
relatives & ce cas, auront lieu dans le cercle-unité tout-entier (*).

28. Soit donc C, un cercle de rayon fixe »,<1. Commencons par
envisager diverses hypothéses :

1° Supposons d'abord qu’on puisse extraire de la famille une suite
de systém rl lle 2 converge vers zéro dans le cercle C
systemes pour laquelle 5= converge vers z S o

Alors, en vertu de I'identité .

o

I+ o,

cr
7|7
i

(%) Tous les cercles dont nous parlerons désormais ont pour centre l'origine.
(2) Nous aurions pua simplifier un peu ce raisonnement; mais il présentera I'avan-
tage de s’appliquer sans modification au cas ol p est quelconque.
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Ny \‘ Xy X, ,

oo converge vers — I, et - = -~ converge vers zéro dans le
Xu XX

cercle C,. Le théoréme est donc établi dans ce cas.

2° Supposons en second lieu qu'on puisse ex(raire une suite pour

X, . X
laquelle converge vers — 1 dans le cercle C,; alors & con-

5 xy
vergent vers zéro, et le théoréme est établi dans ce cas également.

et

A
3°Supposons enfin qu’on puisse extraire une suite pour laquelle <*

X,
« converge » vers une limite différente de — r dans le cercle C,;
X
alors — = — <1 —+ Eﬁ) « converge », et Y N converge » aussi
X, X PNy Xy ’
o

29. Nous pouvons désormais, pour établir le théoréme, exclure
Phypothése 1°. Il existe alors un nombre positif «, jouissant de la

ropriété suivante : tout quotient Is que soient % et ris
prop ¥ : tout quotient 1= quels g et wopri
parmi les nombres 1, 2, 3, est supérieur en module & « en un peint
. . , . I . ~
aumoins du cercle C,, et inférieur enmodule & ~ enun point du méme

cercle; le nombre « ¢st valable pour tous les systémes de la famille.
Deux hypotheses, qui s’excluent mutuellement, sont alors possibles :

L. Supposons qu’on puisse extraire de la famille une suite infinte de
X,
systémes, pour laquelle la dérivée logarithmique de - < recte in férieure ou

égale a un (') en module en tout point du cercle LU.

Je dis que, dans ces conditions, l\~‘ admet des bornes supérieure

et inférieure fixes dans le cercle C,. En effet étant holomorphe

’ \
2
el sans zéros, nous pouvons poser pour un instant
}l — e,
\,

S (&) étant une fonction holomorphe. La dérivée f'(x) a, par hypo-

() Au lieu de un. nous pourrions prendre n'importe quel nombre positif fixe.
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these, son module inférieur ou égal & un en tout point du cercle C,.
Soient alors , et &, deux points quelconques intérieurs a ce cercle;
on peut les joindre par un segment de droite de longueur inférieure
a2r, et on a donc, en intégrant,

Sl — flz,) < arg,
el/ =Sl e,

Or, u étant un nombre complexe, on a I'inégalité

l et E g ell‘:,
d’ou I'on déduit ici
reit Sy g < e%o.
efizy)

27
PYICH < e,

Appliquons cette derniére inégalité en prenant pour &, un point x

. LI X, 1
quelconque du cercle C,, et pour «, le point de ce cercle ou ,rl <

o

Il vient
Ny(z)
X, ()

Lo,
o

On démontrerait de méme 'inégalité

t\1( )
N\

|
[ > e,

W~

Ainsi,

\ . o
< . admet des bornes supérieure et inférieure fixes dans le

cercle C,.

La famille des fonctions \,’ est donc normale, et 'on peut, de la
“Ap
X,
X,
«converge » dans le cercle C,. On se ramene & I'une des hypothéses 2°
et 3°, et le théoréme est établi.

suite de systémes considérée, extraire une suite infinie pour laquelle

II. 1’hypothése précédente étant exclue, on peut appliquer le théo-
reme II 0is (§ 13) a I'identité
N

N,
{;“‘—l'-}—:—*"l:o.
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En effet, chacune des fonctions )T1 et - est supérieure en moduled«
3 5

en un point du cercle C,; quant au déterminant A du Chapitre I, c’est

A
ici la dérivée logarithmique < =5 or elle est supérieure en module
X,

4 un, donc i un nombre fixe, en un point au moins du cercle C,.
Par conséquent, on peut extraire de la famille une suite infinie de

X 1. X X,
systémes, pour laquelle <# et & « convergent » dans le cercle C,, et

3

le théoréme est complétement démontré.

Remarque. — Ce théoréme, relatif 2 des fonctions de x définies
dans le cercle-unité, reste vrai si le domaine de variation de ax est quel-
conque, en vertu du théoréme classique : St une famille de fonctions
holomorphes est normale en chague point (') d’un domaine, elle est nor-
male dans tout le domaine.

Nous n’avons pas eu besoin, jusqu’ici, des théorémes IV, IV bis el
1V ter. Ils vont intervenir dans le cas p = 4 et dans le cas général.

II. — Cas de quatre fonctions.

30. Introduisons d’abord, avec A. Bloch ([A], p. 318), quelques
conventions de langage et  d’¢criture. Désignons le wronskien de

n fonctions X,,X,, ..., X, de la variable .z, c’est-a-dire le détermi-
nant
X, X, o N,
dx,  dx, dx,
dr dx T dx
PR ce s - I ’
d—1N  drn—! \_2 1t '\n
AT At T Tdpe

par Ia notation | X, X,...X,|.

(*) On dit qu'unc famille de fonctions est normale en un point P,s'il existe un
cercle de centre P dans lequel elle est normale.
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Observons que
iU, T, U, U

U, ~0

est la dérivée logarithmique de % Appliquons cette remarque &

l

U= X,NN .. N
U,=1X,X,N, ... N\,

RS

et servons-nous de I'identité (')

U, Ul =X, X, . XL N, X X X, L X

(1) Pour l’établir, regardons pour un instant | U; U, ;| et | X;XpX;...X, | comme
des polynomes & n? variables indépendantes Xy, X,, ..., X5, X}, ..., X}, ...,
Xip=11o L., X521, Nous allons montrer que tout systéme de n? nombres qui satisfait
4 I'équation

t X1X2~~-XIL |=o0
satisfait aussi a I’équation
[UUs| =05

comme les premiers membres de ces deux équations sont linéaires en X\~ il en
résultera que le polynome | U, U, ! est divisible par le polynome |X;X,...X,!; en
égalant les coefficients de X{*=1, on trouvera l'identité cherchée.

Or, soit un systéme de n? nombres @/ satisfaisant a la relation

0 0 0

ay ay a;,
1 1 1

a, a, a;, —o0:
n—1 n—1 n—1

al a¥ c..oal

nous allons faire voir que si, dans le_polynome | U, U, ', on remplace les lettres X'i;f’
respectivement par les nombres af, on trouve zéro. En effet, les 2 fonctions de z

1, .
Xi=a+a'z-+-a?x2+.. =+ at=! g1 (i=1,2 ..., n)
i ¢ 9 v ’
n—i!
sont liées par unc relation linéaire homogéne
dlx“—;“ng—.. .—""OCanE o.

a coefficients constants non tous nuls. Si %, et %, sont nuls, les fonctions X3, X;. ...,
X, sont liées par une relation linéaire homogéne; les wronskiens Uy ct U, sont donc
identiquement nuls, ¢t 'on a | UyU, ! =o0. Si a, et a; ne sont pas nuls tous deux,
les n —1 fonctions 24 X+ 23 Xs, X3, ..., Xz sont liées par une relation linéaire homo-
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Nous voyons que la fraction

‘_’\-'\7 . \n
que nous appellerons fraction dérivée i n termes formée avec les
n fonctions X, X,, ..., X,, est la dérivée logarithmique de
LGN, L\
XN L Vlli.

Avec n fonctions on peut former n(n—1) fractions dérivées &
n termes, deux a deux opposées.

Nous désignerons sous le nom de fraction dérivée a deux termes,
X, %)
<. X,
11 est clair que les fractions dérivées, ainsi que les expressions de

X, X,...X, A ..
la forme '—X‘T——K—l ne changent pas si 'on multiplie toutes les
14V2. 0 oA

une expression telle que

fonctions par une méme fonction de x.

31. Cela posé, énoncons le critéere de famille complexe normale que
nous démontrerons ensuite :

TaroreMe VI. — Ktant donnée, dans le cercle-unité, une famille
infinie de systémes de quatre fonctions holomorphes, sans zéros, vérifiant
U'identité

N+ No 4N+ )\, =o0.

on peut en extraire une suite infinie de systémes, pour laquelle se trouve
réalisée l'une des circonstances suivantes :

a. Les indices 1, 2, 3, 4 se partagent en deux catégories, jouissant des
propriétés suivantes : 1° le quotient de deux fonctions quelconqgues de

géne, et I'on a done

. ayUj+~a,Us==o0.
d’olt encore
U;Usl=o0.

Il suffit de faire « = o dans cctie derniére identité pour établhir la proposition
annoncée.
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/

premiére caiégorie « converge »; 2° le quotient d’une fonction quel-
conque de seconde catégorie par une fonction quelconque de premicre
catégorie converge vers séro ('); 3° comme conséquence de la pro-
priété 2°, le quotient de la somme des fonctions de premiére catégorie par
l’une quelconque d’entre clles converge vers séro. Ajoutons qu’il existe
au moins deux indices de premitre catégorie, et qu’il peut n’exister
aucun indice de seconde catégorie.

b. Les indices se partagent cn deux groupes de deux indices chacun,

r ‘e
P

sotent i, fetk, L. [ tients 2t ep X sergent ver:
en Z,JB , L. 1.5 qu() l(’nsie x—.lconcelgen vers —1I.

Pour plus de clarté, examinons les différents cas prévus dans «. Si
tous les indices sont de premiére catégorie, tous les quotients 3= « con-
1

vergent », A et u. prenant toutes les valeurs 1, 2, 3, 4. S’il existe un

.. , . X, X X
seul indice de scconde catégorie, 4 par exemple, 5\;1, T1 et =2 « con-
2 3 “vg
vergent », “F, of, ot convergent vers zéro, et X+ X Xy
8 NG, g Zero, X,

vers zéro. Eunfin, s’il existe deux indices de seconde catégorie, 3 et 4

converge

\, NN ,
par exemple, X, converge vers —1, et X, ef X, convergent vers zéro.

On montrerait, comme au paragraphe 27, qu’il suffit d’établir ces
propriétés de convergence pourl’intérieurd’un cercle G, (| x| <7, < 1).
Soit alors C, un cercle |z | <r, (ro<<r, < 1).

32. Commencons par envisager deux hypothéses particulieres.
1° Supposons qu’on puisse extraire de la famille une suite de systémes
pour laguelle %,ll converge vers séro dans le cercle C,, en désignant par z,

Jy ky ¢ les quatre indices 1, 2, 3, 4 rangés dans un certain ordre.

Considérons 'identité
XA X, e
1 =\?L> —+= : —+ —\—, = 0.

. A\ . .
la fonction (1 - %) ne s’annule pas dans le cercle C,, au moins a
St

(1) Ce sont les propriétes 10 et 2° qui seryent précisément de définition aux catégories.
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partir d’un certain rang. On est ainsi ramené au cas de trois fonctions
holomorphes, sans zéros, a savoir

On peut donc extraire, de la suite considérée, une nouvelle suite
de systémes, pour laquelle se trouve réalisée, dans le cercle C,, 'une
des circonstances prévues au paragraphe 27. Examinons-les.

Y, Y. .Y,
SiY,,Y,, Y,sont de premiére catégorie, YV, " et o Y * « convergent »

) AVIRVID ¢ i
dans le cercle G ; doncK.i, XX, ¢ convergent », et

oent vers zéro dans ce cercle; en outre

AV,
\ \ \, conver-

Ni+ XN+ X .
— COnVerge vers zero.
X

C’est bien la un des cas de convergence prevus au théoreme VI.

X .
Si Y, est de seconde catégorie, < et \—i convergent vers zéro, et
AN
AV X, A
a fortiory ¢ <, < en outre, & converge vers —I. (C’est 1a un des cas
P, y:

k

prévus au theoreme VI.

Si enfin Y, ou Y, est de seconde catégorie, Y, par exemple, alors
Xe . X, X ,
T et - convergent vers zéro, ¢ converge vers — 1 : c’'esl encore un
g i N

des cas prévus au théoréme VI.

En définitive, le théoréme VI se trouve établi pour le cercle C,, dans
I'hypothése 1°.

2° Supposons qu’on puisse extraire une suite de systémes pour laquelle

X, e e
% « conyerge » vers une limite différente de — 1 dans le cercle C,.
By

Conservons les notations précédentes. La fonction limite de Y,, qui
n’est pas identiquement nulle par hypothése, a un nombre fini de
zéros dans le cercle C,. Isolons-les a 'aide de petites circonférences [,
et soit D le domaine intérieur au cercle C, et extérieur a ces cir-
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conférences. A partir d’un certain rang ('), la fonction Y, ne s’annule
pas dans D. Nous pouvons donc appliquer aux trois fonctions Y, Y,,
Y., définies dans le domaine D, le critére de convergence établi plus
haut. Un raisonnement, semblable & celui qui vient d’étre fait dans
I’hypothése 1°, montre que 'on peutréaliser, pour les fonctions X, X,,
X,, X,, un des cas de convergence prévus au théoreme VI; la conver-
gence a lieu dans le domaine D, mais, comme on a affaire a des fonc-
tions holomorphes qui convergent vers des fonctions holomorphes,
elle a lieu également & l'intérieur des circonférences I',. Il y a donc
convergence dans tout le cercle C,, et le théoreme VI est établi
pour le cercle C,, dans ’hypotheése 2°.

33. Nous pouvons désormais, pour établir le théoreme dans sa
généralité, exclure ’hypothese 1°. Il existe alors un nombre positif

fixe o, jouissant de la propriété suivante : tout quotient <~ est supé-
X

rieur en module 2 @ en un point du cercle C,, et inférieur en module

I . ” - . .

a - en un point du méme cercle. Plusieurs hypothéses, qui s’excluent

mutuellement, sont alors posssibles :

Hyrornise I. — Supposons qu'on puisse extraire de la famille une
suite infinie de systemes, pour laquelle deux fractions dérivées d deux
termes restent inférieures ou égales a un en module en tout pornt du
cercle C, .

-
X1 X,

XX,
peut extraire de la famille une suite pour laquelle

I'une de ces deux fractions dérivées; on
X converge » dans
NG verge 8

le cercle C, (¢/f. §29, I). Si la limite de %—1 est différente de — 1, on se

Soit par exempfe

trouve ramené a I'hypothése 2° du paragraphe précédent, et le théo-
réeme VI est établi pour le cercle C,.

Dans le cas ou ¢ convergerait vers — 1, envisageons l'autre frac-

(') Nous imvoquons ici le théoréme suivanl : S une suite de fonctions holo-
morphes f,(x) converge vers une fonction holomorphe f(x) non identiquement
nulle, les séros de f(.x) sont les limites des séros de fr(.r).
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won dévivke de module inférieur ou égal & un dans le cercle C,,

501t -————. Le théoréme VI est établi, & moins encore gue z% ne con-
yerge-vers — 1. '

Si ¢ ou/ est égal & 1 ou 2, soit par exewmple i=1, j =3, on voit
que, %‘ convergeant vers — 1, T converge vers 1, et I’on est ramen¢ a
I'hypotheése 2°. _

Sinon,ona:=23, /=14, et %— converge vers — 1 : on est alors dans
le cas b du théoréme VI, qui se trouve donc établi pour le cercle C,,
dans I’hypothése I.

Excluons maintenant cctte hypothése. Nous pouvons alors extraire,
de la famille, une suite infinie S de systémes, jouissant de la propriété
suivante : chacune des six fractions dérivées 2 deux termes, sauf

A

N "XNa X, , .
une peut-étre, — <~ par exemple, est supérieure & un en module en

o\,
un point au moins du cercle C,, et cela quel que soit le systéeme de la
sulte S.

Soit r, un nombre positif fixe, compris entre r, et un, et désignons

Xo X, . . , .,

par }_\(Xi I'une quelconque des cinq fractions dérivées autres
AN
X, X A .

que ‘- Le théoréme IV (') permet d’écrire, pour tout nombre r

3%
compris entre r, et un, 'inégalité (*)
. o (XX A 2.9
(Zb) I‘J<<7}W)<k+l\"l</, W),

quast partout, « o prés, pour les points y du cercle C,. Par « quasi par-
tout, a 5 prés », nous entendons : « pour tout point du cercle C,, sauf
peut-étre pour des points qu'on peut enfermer 4 'intérieur de circon-
férences dont la somme des rayons est égale & 3 ». Le nombre positif ¢
sera fixé plus loin (§ 36).

ST
On a a fortior: 'inégalité

, XL\, . . P
(28") IIL(I,W><]X-}— I&m(r,—X;KI—>-

(t) Chapitre IT. § 22.
(2) On peut, sans inconvénient, supposer que le méme nombre K est valable pour
(XX,

X;X;

les cinq fractions dérivées
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34. TFaisons alors ’hypothése suivante :

Hvyeoratse II. — r, désignant un nombre positif fixe compris entre 1,
et un, on peut extraire, de la suite S définie au paragraphe précédent,
une suite infinie §', jouissant de la propriété suivante : chacune des trois

Xy | X X, X, | X | X X5 Xy | X | Xy X, X, |
XXX TRX 115X, O TX KX,
quast partout, ¢ Y prés, inférieure ou égale 4 un en module dans le
cercle C, (|| <ry).

fractions dérivées est

Le nombre positif y sera fixé dans un instant.

Considérons alors en particulier un systéme, d’ailleurs quelconque,
de la suite §', et raisonnons sur ce systéme de fonctions. En vertu de
I'hypothése, les points du cercle C, ou 'une quelconque des trois
fractions dérivées est supérieure 4 un en module, peuvent étre
enfermés a 'intérieur de circonférences I',, en nombre fini, dont la
somme des rayons est égale a 3y. Tracons, relativement a chaque cir-
conférence I';, les deux circonférences, ayant pour centre I'origine,
qui sont tangentes a I', et excluons du cercle-unité la couronne
qu’elles comprennent. L'ensemble des régions ainsi exclues est cons-
titué par des couronnes en nombre fini, centrées a l'origine, et dont la
somme des épaisseurs (') est au plus égale a Gy. Il suffit d’avoir pris

Py ’./2

=
pour qu’'il existe des régions non exclues, comprises entre les deux
circonférences de rayons 7, et r,, ayant pour centre l'origine; ces
régions sont constituées par des couronnes X, X,, ..., X,, centrées a

’
I's

LR . - " - . Py o
l origine, dont lu somme des épaisseurs est au moins égale a —— En

tout point de ces couronnes, les trois fractions dérivées ont leurs
modules inférieurs & un.

A

X, X, |
\

X, en deux
points quelconques x, et x, d’une de ces couronnes, admet des

Je dis que le module du quotient des valeurs de -

>
-
B

(') Nous désignons sous le nom de couronne la région comprise entre deux circon-
férences concentriques, et nous appelons dpaisseur de la couronne la différence des
rayons de ces deux circonférences.

C. 8
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bornes supérieure et inférieure fixes. En effet, posons pour un instant

)X1x2. — (I
X, el

La dérivée logarithmique (') de o(x) est inférieure ou égale & un en
module en tout point de la couronne considérée X; Or, on peut
joindre les points x, et x, par une courbe, ne sortant pas de X;, dont
la longueur est inférieure ou égale a4 un nombre fixe A, qu'on peut
prendre égal a =r,—+ r, — r, par exemple. Intégrons de x, 4 x, lelong
de cette courbe, en choisissant arbitrairement la détermination de
logo(,), et en suivant par continuité la détermination de logo(x).
Il vient

logot.r;) —logo{r,) <A.

~—

Il existe donc une détermination de lcgq'(m1

(=)’ PouT laquelle on a

RAC)
lo,o 59(1'33 l < AL
Or, u étant une quantité complexe,

On a donce ici

— A<log Qé;i; <A,
|,
2 .3/ : =

Il estainsi démontré que le module du quotient des valeurs de - | )\< X1 ]

en deux points quelconques de la couronne X; admet des bornes supe~

X, X,
rieure et inférieure fixes. Si donc la fOl]Cthﬂ \ < a son module
3|

supérieur ou égal & un en un point de X, elle est bornée inférieure-
ment en module par un nombre fixe, ¢ *, en tout point de Z;; sinon,
elle est bornée supérieurement.

- X XXX, . . o
(1) Rappelons que la fraction W(,L}I{_ﬁ_i,_‘}(—‘ﬁ est, au signe prés, égale & la dérivée
X, X, ’ ’
logarithmique de ~oto-2-.

8 XXy
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De méme, étant donnée I'une quelconque des couronnes X, Z,, ...,
X, X1 e 1 XX
I X X XX,
soit supérieurement, soit inférieurement, en tous les points de cette
couronne.

X, chacune des fonctions

est bornée en module,

35. N'envisageons désormais que les valeurs r des rayons des circon-
[férences centrées a 'origine et intérieures a U'une quelconque des cou-
ronnes ,, ..., %,. Nous allons montrer que I'on a, pour chacune de
ces valeurs de »,

| A

‘ s - V;x,ng> XX
R e ')§<I‘“""<”—m* KX )
\ 2

K désignant une constante positive fixe, c’est-a-dire valable pour tous
les systemes de la suite S’ définie au paragraphe précédent (). Nous
avons déja, il est vrai, introduit au paragraphe 33 une constante K;
mais il n’y a aucun inconvénient & écrire encore la méme lettre, car,
étant données plusieurs constantes positives K,, K,, ..., K;, nous
pourrons toujours, dans les inégalités envisagées, les remplacer par
une seule, la plus grande d’entre elles, et Pappeler K. Cette notation
sera trés commode.

Pour établir I'inégalité (29), supposons par exemple que, pour la

:A

A

Ca. . X, X, . , ,
valeur de » considérée, la fonction l;(i—xh ait son module borné supé-
g g

ricurement sur la circonférence "z =r; le cas ou le module serait
borné inférieurement se traiterait de méme. Ecrivons I'identité

X‘z \Xaxzi [Kaxsl XLX‘.’

X, T IXNX]TXX XX

-
et prenons la valeur moyenne, sur la circonférence || =r, des log
X, X,

—_.ﬁ-:;— est lﬂfe-

des deux membres; il vient, puisque le module de

(*) Mais les valeurs-de » pour lesquelles P'inégalité (g) est valable dépendent du
systéme considéré,
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rieur 2 un nombre fixe,

m(l X . '(I’ \1\'ﬁ> m(r \’~
,\'»/ \ ) \71\3 ’ \1‘ 2

Or, d’apreés I'inégalité (28'), on a
AN, o AN
m</.~<'\2 4><I\—}—I\m,(7, 1X2 )
\) X AVRWA ) o ly NN
m X < I m 7\1X) ‘ -+ m( \|\ )
Mais, puisque * a son module supérieur & « en un point du cercle C,

(§33),ona »
m <r. ’\\‘>< R —=—hm </. %);

et I'inégalité (29) est démontrée.

7
e
SN’

d’ou

H
’

2

A

Let

XI/«

On a des inégalités analogues relativement aux fonctions
R

et a leurs inverses.
Soit alors z un nombre positif quelconque inférieur & un; désignons

v : . X X.
par m(c) la plus grande des six quantités m((«‘, \2>’ 772(,3, \ >’

0 N \, NN Py e e
m(\ L m(r, N >, m (u, \ > et m <‘ WA Daprés ce qui précede,
r meg(zhté

_ N\ VAL BN
”l(i)<f\+|\m<1,‘\ )+I\m<l. \JT—>+I\”1<” \S—>

est vérifiée pour des valeurs de r qui remplissent des intervalles, en nombre

.. . . L ly—
Jini, dont lu somme des longucurs est au moins égale @ —*——-

11 suffit, maintenant, de reprendre la méthode de démonstration du
Chapitre I, pour conclure que m(r,) admet (*) une borne supérieure
valable pour tous les systémes de la suite S'. On traitera, en effet,
I'inégalité précédente comme on a traité l'inégalité (12) du para-
graphe 10, et 'on arrivera a une inégalité de la forme (16). Puis, en
désignant par R un nombre positif quelconque inférieur a +,, on
reprendra le raisonnement du paragraphe 11, & condition toutelois de

() 7y est le rayon du cercle G,, defimy au paragraphe 31.
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remplacer la considération de Vintervalle 1 — R, par celle d’inter-

ry— Ty

. On trouve finale-

valles dont la somme est au moins égale

ment que m(R) est inférieur au plus grand des deux nombres M et
1

A
Ty 1y

hlog » M et . étant deux nombres positifs, valables pour tous les

systémes de [a suite S'. En particulier, m2(r,) < m(R) est borné.
€. Q. F. D.

On peut donc extraire, de la suite S, une nouvelle suite pour
\, \, . X, i
laquelle U\ Ct « convergent » dans le cercle C, de rayon r,.
Comme ces gquotients ne peuvent converger tous les (rois vers —1,
on est ramené i '’hypothése 2° du paragraphe 32, et le théoréme VI

est démontré pour le cercle C,.

HI. Excluons enfin [’hypothése 11.

Nous pouvons alors extraire, de la suite S définie au paragraphe 33,
une suite infinie de systemes jouissant de la propriété suivante : les
N XXXy
P XX
supérieur 2 un en module, ne peuvent pas étre enfermés a 'intérieur

de circonférences dont la somme des rayous soit égale a v.
Nous allons, dans ces conditions, trouver une limitation de

points du cercle C,, de rayon r,, ou » par exemple, est

lorsque r est supérieur & un nombre tixe r, compris entre r, et un.

36. On a en effet I'identite (')

(30) N Xs N NN NN NNy
’ VD V5 VR VI VD VI VIRV VR W

d’ou

\ AR
B (RR5Y)

() Cf LA p- 327
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Mais le théoréeme 1V bus permet d’écrire

(32) m(/’ -%A\—Xl—!\ix 1><K—i—I&T <

A

Xy | X, X, X, |
"XX'%1:7X:\n)’

pour tout point  du cercle C,.
Or l'identité (30) peut prendre la forme

X3HX1X2X3{ —_ EX1X2X3| X1X:: XQX
XXX T T XNGX, XX TG

d’ou [¢f. I'inégalité (19), Chap. 11, § 20]

33y (s s XXXl )

XX X

NG XX T A
< S S R I L S
:/n<r, A + T, {r : 4

D’autre part, d’aprés (28) et (28'), ona
3 YRS s NX - N
(31) m(r, Baw ) T, ( . X.JX;H><I\+I\/71<I, XX, >,
quasi partout, a ¢ prés, pour les points y du cercle C,, et

N ’ X, N, - A, X ) . - AN
It s <, N2 , . 3
(35) m(\/ | N, >: l~<1, XX, <I\—r—1&m\/ quw—>

ol
|
R
+
=
~
A7
i
e

quasi partout, 2 & prés, pour les points s du cercle C,.
- - I .
1l suffit de choisir 5 assez petit, par exemple ¢ ==, pour qu’il
existe certainement des points communs aux points y et aux points s

pour lesquels les inégalités (34) et (35) sont valables. Soit x =y =z

un de ces points communs. La comparaison des inégalités (31), (32),
(33), (34) et (35) donne enfin

(36) m(r. f\,—-w—ixz N >< K - km <r, X,“\'z M >

XONLXG X, A
’ NN . ). U\
-+ I\m(r, ——1—\—‘—>+ km(r, 3 ; : )

Appliquons alors la méthode du Chapitre I a I'identité

No 0N N
DV VIS VL
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il suftit de poser

et de partir de I'inégalité (10). On a ici

XX
A= X, XX,
et 'inégalité (36) donne une borne supérieure de m( A) a l'aide de

F, F, F
quantités de la forme m(r, P), P désignant un polynome en

5 F,F
| : : . .
7 p ety A partir de ce moment, le raisonnement fait au Cha-
L 2 3

l

pitre 1 se répete identique.
On peut donc extraire, de la suite considérée, une suite pour

7

}\
laquelle <, 1\ et T « convergent » dans le cercle-unité, et a Jortiort

X
dans le cercle Co, tous les rapports mutuels 5. « convergent » alors,
v

et le théoreme VI est enfin démontré pour le cercle C,.

D’apreés la remarque déja faite, il se trouve établi ¢galement pour le
cercle-unité tout entier.

37. De méme que le critere relatif au cas p = 3, le théorcme 17T reste
vrat st le domaine de vartation de x est quelconque. Mais le raisonne-
ment du paragraphe 29 (Remarque) n’est plus valable ici; en effet,
nous ne sommes pas strs a priore de la proposition suivante : « Si le
théoreme VI est vrai pour tous les points d’'un domaine, ¢’est-a-dire si
tout point du domaine est centre d’un cercle pour lequel le théoréme
est vrai, il reste vrai pour 'ensemble du domaine. » Cela tient a ce
que le théoréme VI ne permel pas d’affirmer que la famille des fone-

. \, .
tions \~» par exemple, soit normale.
]

Il faut donc avoir recours » une autre méthode. Indiquons qu’il
suffit de ramener le cas d’un domaine quelconque D au cas du cercle,
en effectuant la représentation conforme, sur un cercle, du domaine
de recouvrement simplement connexe (Ueberlagerungsflache) du
domaine D.
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Sans nous attarder davantage au cas p = 4, qui sera étudié en détail
au Chapitre suivant, traitons tout de suite le cas ou pest quelconque.

ITI1. — Cas général.

38. Tatorkye VII. — Etant donnée, dans le cercle-unité, une famille
infinie de systémes de p fonctions holomorphes, sans zéros, vérifiant
Uidentité

X +X,+...+X,=o0,
on peut en extraire une suite infinie de systémes, pour laquelle se trouse
réalisée ['unc des circonstances suivantes :

a. Les indices 1, 2, ..., p se partagent en deux calégorves, jouissant
des propriétés suivantes : 1° le quotient de deux fonctions quelconques de
premiére catégorie « converge »; 2° le quotient d’une fonction quel-
conque de seconde catégorie par une fonction quelcongue de premiére
catégorie converge vers 3¢éro; 3° comme conséquence de la propriété 2°,
le quotient de la somme des fonciions de premiére catégorie par 'une
quelconque d’entre elles converge cers séro. Ajoutons qu'il existe au
moins deux indices de premiére catégorie, et qu'il peut n’exister aucun
indice de seconde catégorie.

b. Il existe deux groupes d’indices, chaque groupe comprenant au
moins deux indices; mats il peut exister des indices n'appartenant a
aucun de ces deux groupes, lorsque p > 4. Dans chaque groupe, on dis-
tingue encore entre les indices de premiére catégorie, cn nombre au
moins égal a deux, et les indices de seconde catégorie, qui peuvent d’ail-
leurs ne pas exister; et Uon peut énoncer, pour les fonctions d’un méme
groupe, les mémes propriétés de convergence 1°, 2° et 3° que dans le
cas a, avec cette différence que la propriété 3° est cette fors indépendante
des autres.

Le cas « est en somme le cas ol il existe un groupe unique compre-
nant tous les indices.

Si I'on applique le théoreme VII au cas p = 4, on retrouve le théo-
reme VI, qui apparait ainsi comme un cas particulier d’un théorcme
plus général.
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39. Comme le théoréme VI, et pour la méme raison, le théo-
réme VII reste vrai sile domaine de variation de .z est quelconque.

Indiquons alors rapidement la marche a suivre pour démontrer le
théoreme VII. On suppose qu’il a été établi pour p —1, lorsque le
domaine de variation de z est quelconque, et 'on montre qu’il est
vrai pour p, lorsque le domaine de variation de . est le cercle-unité.

Les fonctions envisagées étant supposées définies dans le cercle-
unité, il suffit, comme dans les cas p=23 et p =4, d’établir les pro-
priétés de convergence pour l'intérieur d’un cercle C,, de rayon r,,
ayant pour centre lorigine. Soit C, un cercle concentrique et de
rayon r, compris entre r, et un. Envisageons d’abord deux hypothéses
particuliéres :

Hypothése A, -— On peut extraire de la famille unc suite de systémes
\, , . . 3. -
pour laquelle x_ converge vers zéro dans le cercle G, 7 et désignant
/

deux des indices 1, 2, ..., p.

Hypothése B. — On peut extraire de la famille une suite pour

N\ .. .
laquelle \* « converge » vers une limite différente de — 1 dans le
“*/

cercle C,.

Dans I'une et 'autre hypotheses, on montre, en raisonnant comme
au paragraphe 32, que le théoreme V1I se trouve établi pour le
cercle C,, comme conséquence du théoréme VII relatif a p — 1 fonc-
tions définies dans un domaine quelconque.

40. On exclut désormais I'hypothése A; plusieurs hypothéses, qui
s’excluent mutuellement, sont alors possibles.

Hypothése [. — On peut extraire de la famille une suite infinie de
systémes, pour laquelle deux fractions dérivées & deux termes restent
inférieures ou égales & un en module en tout point du cercle C;.

En raisonnant comme dans le cas p = 4, on voit (ue le théoréme VII
est ¢tabli pour le cercle (i, dans I'hypothese 1.

On exclut ensuite I'hypothese I, ce qui conduit & I'existence d’une
suite infinie S, de systémes, jouissant de la propriété suivante : cha-

c. 9
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cune des six fractions dérivées & deux termes, sauf une peut-étre,
XpoXp! Dap srieure i lul int d
< par exemple, est supérieure & un en module en un point du
p—1Np
cercle C,.
On n’envisage désormais que la suite S,, et I'on fait relativement &
cette suite 'hypothése suivante :

Hypotheése Il. — r, étant un nombre compris entre 7, et un, on peut
extraire de S, une suite infinie de systémes, pour laquelle il existe un
groupe de trois indices Z, j, £, pris parmi 1, 2, ..., p — 1, tels que
chacune des trois fractions dérivées a trois termes formées avec X, X,
et X, soit quasi partout, & v, prés, inféricure ou égale & «n en module
dans le cercle Cy(|a|<r,). Le nombre positif y, est ensuite conve-
nablement choisi.

On montre, comme dans le cas p =4, que le théoréme VII est
établi pour le cercle C,, dans I’hypothese 11.

On exclut ensuite 'hypothése II, ce qui conduit a 'existence d’une
suite S,, extraite de la suite S,, jouissant de la propriété suivante: 2, 1, v
désignant trois quelconques des indices 1, 2, ..., p, I'une au moins
des trois fractions dérivées a trois termes formées avec X;, X, et X,

. N XXXy . - N .
soit EACR VI S Wk est supérieure 4 un en module en des points du

cercle C,, qu'on ne peut pas enfermer & 'intérieur de circonférences
dont la somme des rayons soit égale & v,.
On fait alors 'hypothése suivante :

Ilypothese 11l. — r, étant un nombre compris entre 7, et un, on peut
extraire de la suite S, une suite infinie de systémes, pour laquelle il
existe un groupe de quatre indices 7,7, £, /, pris parmi 1,2, ..., p—1,
tel que chacune des fractions dérivées i quatres termes formées avec
X., X,, X, et X, soit quasi partout, a y, pres, inférieure ou égale & un
en module dans le cercle C;, de rayon r,, ayant pour centre I'origine.
On écrira cetle fois des identites de la forme

AVEREEES Vo Vi VIR W U6 VIR W W ¢
AVERED V5 ¢ VERREER Vi 3 VIRV Vi W Wil

et I'on pourra trouver, relativement a m (r, 22N, e inégalité
: " XN
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X, X, X,
X, XX, |

encore a la validité du théoréme VII pour le cercle C,.

Le procédé est général : 'exclusion de I’hypothése III conduit a
Pexistence d’une suite S, extraite de la suite S,, et 'on fait, relative-
ment & S, une Aypothése IV qui fait intervenir les fractions dérivées a
cing termes, etc.

La derniére hypothése, qui sera la (p — 2)*™, sera relative & une
suite S,_;, extraite des précédentes; clle sera formulée ainsi : 7, ,
¢tant un nombre compris entre r,_, et un, on peut extraire de S,_;
une suite de systémes, pour laquelle chacune des fractions dérivées
a p—1 termes formées avec X,, X,, ..., X, , reste quasi partout,
a y,_, pres, inférieure ou égale & un en module dans le cercle G, ., de
rayon r, ,, ayant pour centre U'origine.

On exclat enfin cette hypothese, ce qui conduit & Pexistence d'une
suite 8,_,, extraite de S,_;, pour laquelle on peut trouver une limitation

! NN, X
de m<r, ISTEER.

S
LU0 VIR

en invoquant lcs théoremes 1V, IV bus et IV zer. Il reste alors a appli-

quer la méthode du Chapitee 1 a I'identité

analogue a I'inégalité (36), relative & m(r, > On conclut

), en procédant comme au paragraphe 36, et

Mo e
_,\/, \/, e X/? -

pour achever la démonstration.
Nous pouvons donc considérer le théoreme VII comme définiti-
vement établi.

4. Erxtension awx fonctions de plusieurs variables. — On sait que
le eritére de P. Montel s’étend facilement aux fonctions de plusieurs
variables complexes ('). On peuat penser que les théorémes VI et VII
sont susceptibles d'une pareille généralisation. En réalité, cela ne va
pas sans de sérieuses difficultés; je suis pourtant parvenu 4 démontrer
que le théoreme VI s'étend aux foncicons de n varcables complezxes x,,
Ly, « .o, Ty, définies dans U hypercylindre

ry <rt. Fy <7, PN Ty <V,

(1) [ G al; voir aussi [E]. p. 244.
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La démonstration, qui est assez longue, sera publiée dans un
Mémoire ultérieur.

CHAPITRE 1V.

UN CRITERE DE FAMILLE COMPLEXE NORMALE (suite).

I. — La valeur du critére lorsque p—4 et lorsque p > j.

12. Supposons p =14, et examinons les diverses circonstances
prévues au théoreme VI. Dans le cas «, si toutes les fonctions sont de

.y , . \ .
remiére catégorie, tous les rapports <= « convergent »; s’il v a une
g < )
X

. , . N\
seule fonction de seconde catégorie, tous les rapports Tl « convergent
Ny

au sens large ».
Au contraire, si, dans le cas «, il existe deux fonctions de seconde

. . - - \
catégorie, X; et X, par exemple, tous les rapports \~; convergent au

. . \, . . it 1
sens large, sauf le rapport <3 ou, du moins, le théoréme ne dit rien
A

sur ¢ - Il est intéressant de donner un exemple d’une suite infinie de
A

N, Lonver N
x, converge vers —1, | et y

. . X, L, . .
zéro, la famille * n’étant pas normale. Placons-nous, & cet effet, dans
g A

systemes pour laquelle ‘ convergent vers
1

le cercle-unité, et prenons

NI — et
- 271 1 —

s \‘2_____1_,,(3 ne h’
\ — p2n r—t)
X;=e )

——— i —2
\,=¢ R

n étant un entier positif qui augmente indéfiniment. La famille |

3

N\ ) . . )
n’est pas normale, car < =" tend vers zéro si la partie réelle de

“N 4

est négative, et vers -+ = si elle est positive.

o . ‘ \,
Il reste enfin & examiner le cas b. Supposons, par exemple, que |
2
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X
et i/

? convergent vers —1; alors le théoréme ne dit rien sur i{—’- Pre-
A -*3
nons, en effet,

[\ o= e,
N, = e (1 — o),
N,==-—1,
X,zz1 e '

. X , . .
La famille ' n'est pas normale. 1l suffirait méme de prendre
X,

X,=—X,, et X, = —X,, la famille ’;:,T n’étant pas normale.
)

Par conséquent, les cas dans lesquels le théoréme VI ne permet pas

>

v oo o . X, . R
d’affirmer que toutes les familles <= solent normales peuvent se pré-
q AW p p

senter effectivement. Il ne faut donc pas espérer trouver, lorsque
p= 4, un critere de famille complexe normale plus complet que le
théoréme V1.

43. Lorsque p >4, au contraire, on peut garder 'espoir de com-
pléter le théoreme VIL.

Convenons d’appeler « cas douteux » ceux des cas prévus dans
I’énoneé de ce théorime, ol il existe des indices n’appartenant &
aucun groupe. Supposons d’abord p = 5 : il y a un cas douteux, celui
ot il existe deux groupes de deux indices chacun, 1,2 et 3,4 par

7

X X s
exemple. Alors \42 et ' convergent vers —1, et ¢’est tout ce que le

2

théoréme permet d’affirmer. Or, dans tous les exemples de cette cir-
constance que j'ai su trouver, on pouvait, de la suite envisagée,

. . . N X
extraire une suite nouvelle pour laquelle I'un des rapports © et {*
b | -V

convergeait vers zéro. Mais je ne suis point parvenu a démontrer
qu’il en soit toujours ainsi ().

(1) Pour tenter d'¢elaircir cc point. je me suis placé dans 'hypothése d'une suite
. e s NN . . .
jouissant des propri¢tés suivantes \ et N conyergent vers —i, et il est impossible

A A
AN

dextraive de cette ~uite nne suite nomelle pour laguelle Vune des fonetions §§ et
et ]

X,
\;
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D’une facon générale, p étant quelconque, le théoréme suivant s’est
trouvé vérifié dans tous les exemples que j'ai pu construire :

« La circonstance & du théoréme VII est remplacée par la suivante :
tous les indices se répartissent en plusieurs groupes, comprenant
chacun deux indices au moins; les fonctions d’'un méme groupe jouis-
sent des mémes propriétés de convergence 1°, 2° ct 3° que dans le
cas «, et ces trois propriétés sont indépendantes. »

Mais, comme je viens de le dire & propos du cas p =5, je n’ai pas
réussi a établir ce théoréme.

44. Le théoréme VII garde néanmoins sa valeur dans des cas trés

converge vers zéro. Je me permets d’indiquer ici, sans démonstration, quelques-unes
des conséquences de cette hypothese.

Posons
AR VI
-To= T gy - g = %]«
\5 X|
‘3 Y 1 Xg, e
3 =Y, g,
\; N
On a
T TP S N
¢t. par hypothése. Ies fonctions gy ¢t z3. qui sont holomorphes. convergent vers zéro.
N GoY, Y, Y, . AN AN
Alors ¢) =9 g9 3 € > €y o convergent vers zéro; deméme e, | .7 ) » ¢ =)y
'Y, Y, " Y, 'Y, & ’ ! Yl) k Y?)
Y”l n }’;’ n R . . 3
€ "Y—]> ) &y ( Y—,> » ele.. quel que soir Pentier positif n; enfin, si n est assez grand,

N PN I 1 . .
()Y, ()7 Yo (g v = e v, convergent ¢galement vers zéro.
1 2

En outre, supposons. pour fixer les idées, que les fouctions soienl définics dans le
cercle—unité, ct construisons. pour chaque systéme de la suite, une fonetion ¢(x),
holomorphe dans l¢ cercle-unité, n'y prenant pas la valeur wa, ct ¥ admettant les
mémes z¢éros que la fonction =), avec les mémes ordres de multiplicité. On a alors la
proposition suivante : « L« suite des fonctions o(z) converge nécessairement
vers séro dans le cercle-unité ».

~

. . 2t K
Par exemple, les z¢éros de &5 ne peuvent pas étre de la forme

y maugm entant

indéfiniment lorsqu’on se déplace dans la suite des systémes, car la fonetion
?(Z) =1 — emx
ne converge pas vers %éro.

Ces considératlions montrent pourquoi il est difficile de trouver un exemple réalisant
I'hypothése envisagée.
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généraux. Placons-nous dans le cercle-unité, pour fixer les idées, et
supposons que chacune des fonctions X, de la fanulle prenpe a Uorigine
une valeur fize a,, et que la somme d’un nombre quelconque des quan-
ttés a, ne soit pas nulle.

Appliquons le théoréme VII. Il ne peut pas exister deux groupes
d’indices ('); donc le cas « est seul possible. De plus, iln emste pasde

fonction de scconde catégorie, puisque tout quotlent X * possede, 2
Vorigine, une valeur fixe non nulle. Par suite, on peut extraire de la

Jamille une suite infinie de systémes pour laquelle tous les rapports X,

\,
« consergent »; autrement dit, toutes les jamzlles sont normales, et

\,
bornées dans tout domaine fermé intérieur (*). '

Le théoreme VII nous donne done une certitude dans ce cas général;
on pourrait se placer également dans d’autres hypothéses, de facon a
exclure la possibilité des cas douteux.

Faisons une derniére remarque : si, comme A. Bloch, nous avions
systématiquement fixé les valeurs des fonctions a I'origine, nous
n’aurions pas trouvé de cas douteux (') lorsque p = 5; mais il s’en
serait de nouveau présenté dés que p = 6. Il ne semble pas que
A. Bloch ait soupconné U'existence de ces cas douteux, et il énonce un
théoréme (') qui ne parait guere certain ; ou, tout au moins, rien dans
son Mémoire ne conduit a admettre son exactitude.

II. — Quelques applications du critére.

45. Pour fixer les 1dées, nous nous placerons désormais dans le
cercle-unité.

(") Sinon. sotent X, Xy, ...,Xp les fonctions d’'un méme groupe, X, par exemple, étant

.y . - . X1+X;-—...—~—Kh
de premiére catégorie. Le quotient — < devrait converger vers zero: or

1
il posséde une valeur fixe, non nulle, & Porigine.
(2) Cette proposition était virtuellement contenue dans fe théoréme VII du Mémoire
de A. Bloch : [A]. p. 343.

X;
(3) En effet, les fonctions & et <,

car elles devraient prendre '1!0:3 la valeur —1 4 Porigine; c’est impossible, puisque
X; n’est pas nul a lorigine.
(*) [A], Theoréme IX, p. 345.

ne pourraient pas converger toutes deux vers — 1,
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Considérons une famille de systémes de p — 2 fonctions ¥\, F,, ...,
F,_s, holomorphes, sans zéros, dont la somme ne prend pas la valeur un.
Posons

X,=F,. X,=F,. X,r=F, .
Npoy=1—F,—F,—. .. —F,_,. \,=—1;

X,, Xy, ..., X, sont des fonctions holomorphes, sans zéros, et leur
somme est identiquement nulle. En leur appliquant le théoréme VII,
on obtient un critére de famille complexe normale, relatif a la
famille F,, ..., ¥,_,. Nous ne I’énoncerons pas dans le cas général, &
cause de sa complication; bornons-nous au cas p = 4.

Cas d'une famille de systémes de deux fonctions holomorphes, sans
zéros, dont la somme ne prend pas la valeur un.

Soient f et g ces deux fonctions; posons
N =/ A,=g, Ny=st—f—g. N, =—1,

et appliquons le théoréme VI. Examinons successivement les diverses
circonstances prévues dans I’énoncé de ce théoreme, en commencant
par le cas 0.

Ce cas se subdivise en deux :

Xl ;:: f
1° g, et g, convergent vers —1. Alors £ converge vers — 1, et / + g

AW s

converge vers 7610.

7

\, — g
o ! R - S O 1 er B -1
2%\ et * convergent vers — 1. Alors g converge vers 1, et ——

. J

, D, SRS L
converge vers zéro. Le cas ou 5 et ¢ convergent vers —1I se déduit
) -*3

de celui-la par permutation de f et g.

Passons au cas a. Nous avons les possibilités suivantes :

X
o Q < A .
1° Tous les rapports X, convergent ». Alors f et g « convergent ».

2° Il existe une fonction de seconde catégorie et une seule. Ce cas
se subdivise en trois :
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«. X, ou X, est de seconde catégorie. Si c’est X,, g « converge », et
S converge vers zéro. Si c’est X,, / « converge », et g converge vers
2€ro.

B. X, est de seconde catégorie. Alors /et g « convergent ».

v. X, est de seconde catégorie. Alors f et g convergent vers 'infini,

et l « converge ».

S

3° 1l existe deux fonctions de seconde catégorie.

«. X, et X, sont de seconde catégorie. Alors / et g convergent vers
%€ro.

B. X, et X, sont de seconde catégorie. Alors / converge vers zéro,
g converge vers I.

Le cas ou X, et X; sont de seconde catégorie se déduit de celui-la
par permutation de fet g.

v. X, et X, sont de seconde catégorie. Alors g et ? convergent vers
I'infini.

Le cas ou X, et X, sont de seconde catégorie se déduit de celui-la
par permutation de f et g.

5. X, et X, sont de seconde catégorie. Alors f et g convergent vers

Pinfini, et l converge vers —1.
-

46. Tous les cas ayant été examinés, nous pouvons énoncer le
théoreme suivant :

Taeorene VIbis. — Etant donnée, dans le cercle-unité, une famulle
de systémes de deux fonctions f(x) et g(x), holomorphes, sans zéros,
dont la somme ne prend pas la valeur un, on peut en extraire une suite

infinie de systémes, pour laquelle se trouve réalisée U'une des circons-
tances suivantes :

1° Chacune des fonctions f et g « converge » ou conserge vers zéro;

2° f et g convergent vers l'infint, et f « converge » ;
=]

o

3° g et —‘j—f convergent vers ['infini, et la circonstance analogue,

obtenue en permutant f et g;

C. 10
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J

4° f + g converge vers séro, ct :, converge vers —1;

4—1

5¢ g converge wvers 1, et

converge vers séro, et la circons-

tance analogue, obtenue en permutant / et g.

Dans les cas 3° et 5°, la famille des fonctions / peut ne pas étre
normale; dans le cas 4°, il se peut qu'aucune des familles /" et g ne
soit normale. Pour trouver des exemples de ces circonstances, il suffit
de se reporter aux exemples donnés au paragraphe 42. Ainsi le cas 3°
est réalisé pour les fonctions suivantes

ff(@)=—en

‘ ‘-!,'(J/)c——(}’”‘z'_"—f-(""'.

en conservant les notations du paragraphe 42. Voici un exemple du
cas 4°:
{ J(z) =—e",

glx)y=e (1—c™),
et un exemple du cas 5° :

( flx)=—c.

[ gla)=14enr-1.

Dans le cas 4°, il suffit méme de prendre pour f(x) une famille non
normale de fonctions holomorphes sans zéros, et de prendre ensuite
g(x)= — f(z). Dansle cas 5°, on peut de méme prendre pour f(x)
une famille non normale de fonctions holomorphes sans zéros, et
prendre ensuite g(x)=1.

Voyons ce que devient le théoréme V1 bis lorsqu’on suppose que
les fonctions f(z) et g(x) de la famille prennent respectivement des
valeurs fixes a, et b, a 'origine (a,=¢ o, b, 0, a,+ b, 1). Les cing
circonstances possibles se réduisent alors a trois, et 'on obtient le

TueoriMe VI ter. — Etant donnée, dans le cercle-unité, une famille de
systémes de deux fonctions f(x) et g(x), holomorphes, sans zéros, dont
la somme ne prend pas la valeur un, si l'on a

S(o)=ay,, g(0)=1b, (@70, by 0, ay+ by 1).
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a, et b, étant deux nombres fizes, on peut extraire de la famille une
suite infinie de systémes, pourlaquelle se trouve réalisée l'une des circons-
tances sutvantes :

1° fet g « convergent »;

2° [+ g converge vers zéro, ¢t 7 conserge vers — I, ce qui exige

(ly—+ /}0:0;

[ J—

3° gconvergevers1,et?> 7 converge vers zéro, ce qui exige b,=1;

et la circonstance analogue, obtenue en permutant f et g, a, et b,.
Examinons maintenant deux cas particuliers du théoréme VI bis.

47. Considérons d’abord une suite infinie de systémes de deux
fonctions f(x) et g(x), holomorphes, sans zéros, dont la somme ne
prend pas la valeur un, etsupposons que f(0) et 2(0) tendent vers séro.

Je dis que f + g converge vers zéro ().

En effet, s’il n’en était pas ainsi, on pourrait, de la suite considérée,
extraire une nouvelle suite S, possédant la propriété (P) suivante :
|/ + g est supérieur & un nombre fixe « en un point au moins d’un
cercle de rayon fixe r, ayant pour centre 'origine. Appliquons le
théoréme VI bis a la suite S : la circonstance 1° de ce théoréme n’est
pas possible; en effet, on ne peut pas extraire de S une suite pour
laquelle fou g « converge », puisque f(0) et g(o) tendent vers zéro;
on ne peut pas non plus extraire une suite pour laquelle f et g con-
vergent vers zéro, car alors /'+ ¢ convergerait vers zéro pour cette
suite, ce qui est en contradiction avec la propriété (P). Les circons-
tances 2°, 3°et 5°ne sont pas possibles non plus, puisque /(o) et g(0)
tendent vers zéro. Enfin la circonstance 4° est en contradiction avec la
propriété (P).

Le théoréme VI bus serait donc inexact pour la suite S; par consé-

quent, hypothése qui a conduit i 'existence de cette suite est inad-
missible. C. Q. F. D.

48. Considérons, en second lieu, une suite infinie de systémes de

(1) Rappelons que nous avons convenu, au paiagraphe 26, de n'envisager que la
convergence uniforme dans tout domaine jfermé intérieur au domaine considéré.
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deux fonctions [ et g, holomorphes, sans zéros, dont la somme converge
vers zéro. Je dis qu’on peut en extraire une nouvelle suite, pour laquelle
se trouve réalisée [’une des deux circonstances suivantes :

1° [ et g convergent vers 3€ro;

2° = converge vers — 1.
& o

En effet, dans tout cercle de rayon » <1, ayant son centre al'origine,
la somme f -+ g ne prend pas la valeur un, au moins a partir d’un
certain rang dans la suite, puisqu’elle converge vers zéro dans le
cercle-unité. Appliquons donc le théoréme VI bis.

Dans le cas 1° de ce théoréme, ou bien f « converge » vers une
fonction F, et alors, comme f + g converge vers zéro, g « converge »
/

g
et alors g converge vers zéro. Dans les cas 2° et 3°, g converge vers

/

8

vers — I', donc £ « converge » vers — 1;0u bien f converge vers zéro,

Pinfini, et, puisque g<1 —+

J

Dans le cas 4°, ; converge vers —1. Enfin, dans le cas 5°, g converge

> converge vers ZéI‘O, %converge vers — 1.
5

vers 1; par suite f converge vers —1, et l converge vers — I.
=}
La proposition est donc démontrée (*).
[l en résulte, en particulier, que s¢ | £(0)| est supérieur ¢ un nombre

f
P
En effet, de toute suite infinie extraite de la suite considérée, on

Jfize «, et st [~ g converge vers séro, on est sir que = converge vers — 1.

peut extraire une suite pour laquelle gi, converge vers — 1; cela suffit

pour conclure, en vertu d’un raisonnement classique, dont nous
aurons a faire usage a diverses reprises. Exposons-le au moins une

f

fois : si - ne convergeait pas vers — 1, on pourrait extraire une suite

8
%ﬁ, telle quel L
sn gn

infinie soit supérieur 2 un nombre fixe « en un

(1) Au lieu d'invoquer le théoréme VI bis, c'est-a—dire en somme le théoréme VI,
on peut donuer de cette proposition une démonstration directe. qui ne fasse pas
appel aux théorémes IV et IV 4is; clle ressemble beaucoup 4 la démonstration du
eritére rclatif au cas p = 3 (§ 26-29).
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point au moins d’un cercle fixe (|z|<r,<1). Or, de la suite ?e on

n
peut extraire une suite qui converge vers — 1. Il y a contradiction.

49. Je vais maintenant démontrer le théoréme suivant :

Considérons une suite infinie de systtmes de deux fonctions holo-
morphes p et q, admettant respectivement les valeurs exceptionnelles (*)
Sizces « et 3, dont 'une au moins n’est pas nulle; si le produit pq converge
vers zéro, on peut exiraire, de la suite considérée, une suite infinie pour
laguelle U'une des fonctions p et g conserge vers 3éro.

Dans le cas ou « = o, on peut supposer 3 = 1, en multipliant g par
une constante. Posons

f=p. g=plg—1);

/ et g sont holomorphes, sans zéros, et leur somme converge vers
zéro. D’aprés le paragraphe précédent, on peut extraire une suite
pour laquelle ’'une des fonctions f et <1 e é;\) converge vers zéro, ce
qui démontre le théoréme. o

Dans le cas ot 8 £ 0, on peut supposer « = B =1. Posons:

Xy=p—1, Xo=q—r, Xy=(p—1)(¢g — 1), X,=1—pq.

Les fonctions X,, X, et X, sont holomorphes et ne s’annulent pas;
en outre, dans tout cercle intérieur au cercle-unité, X, ne s’annule
pas a partir d’'un certain rang, puisque X, converge vers un. Cela
suffit pour qu’on puisse appliquer le théoreme VI aux fonctions X,
X,, Xy, X, dont la somme est identiquement nulle. L’examen de tous
les cas prévus dans ’énoncé de ce théoreme (*) montre que, dans
I'’hypothése ou pg converge vers zéro, on peut extraire, de la suite
envisagée, une suite pour laquelle 'une des fonctions p et ¢ converge
vers zéro.

Remarquons enfin que le théoréme serait inexact si o et (3 étaient

(1) On dit qu'une fonction admet la valeur ezxceptionnelle x. si clle ne prend pas
la valeur o,

(2) Cetexamen. semblable & celui qui figure au paragraphe 45. n’offre aucune difficulté,
et j'ai jugd inutile de le reproduire 1ci.
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nuls tous les deux. 1l suffirait, pour le mettre en défaut, de prendre

, s
p==e"r, g==e

n étant un entier positif qui augmente indéfiniment.

Indiquons, pour terminer ces applications, que si 'on a une famille
de systemes de deux fonctions holomorphes p et ¢, admettant respec-
tivement les valeurs exceptionnelles fixes « et 3, dont 'une au moins
n’est pas nulle, et sile produit pg ne prend pas la valeur un, on peut
énoncer un critere de famille complexe normale.

ITII. — Généralisation des théorémes de Schottky et de Landau.

50. Notre critére de famille complexe normale (théorémes VIet VII),
et les théoréemes que nous venons d’en déduire, permettent de
démontrer des propositions analogues au théoreme de Schottky ou au
théoreme de Landau. Nous supposerons, pour simplifier, p =4, et
nous nous placerons dans le cas, envisagé aux paragraphes 45 et 46,
de deux fonctions f(x) et g(x), holomorphes, sans zéros, dont la
somme ne prend pas la valeur un. Ecrivons leurs développements en
série de Taylor dans le cercle-unité :

g'f(.x) =y, X+ AT,
glx)y=by+bx—+...+bx"+ ...
? (ap~" 0, by 0, ay+ by£1).

Nous allons démontrer la proposition suivante :

a,etb, étant fixés, st aucune des trois quantités ay -+~ b, a,— 1 et by — 1
n'est nulle, | f(x)| et |g(x)| admettent, dans tout cercle |x| <r<1,
des bornes supérieure et inférieure qui ne dépendent que de r, a, et b,.

Considérons en effet la famille (F) de tous les systémes de deux
fonctions f(x) et g(x), satisfaisant aux conditions énoncées plus

haut, et telles que
J(o)=u, g(0)=0b,.

Reportons-nous au théoréme VI zer; les cas 2° et 3° se trouvent exclus
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ici. Done, de toute suite infinie extraite de la familie (F), on peut
extraire une nouvelle suite pour laquelle fet g « convergent ».

Cela suffit pour démontrer la proposition annoncée, en vertu d’un
raisonnement classique, semblable & celui qui est exposé & la fin du
paragraphe 48.

Puisque | /()| et |g(«)| admettent une borne supérieure M(7), qui
ne dépend que de r, a, et b,, les inégalités fondamentales

Moy, M)

an

HA

-

]1]1, 7le

\ ’ \ ) 1
ot I'on donne & » une valeur fixe, S par exemple, montrent que |a, |

et |b,| admettent une borne supérieure qui ne dépend que de a,, by, et
de n.

Dans les cas particuliers ot 'une au moins des quantités a,+ b,
ay,—1, et by,—1 est nulle, une étude spéciale est nécessaire. Par

exemple,sia,=—by(a,541,a,%—1),|/+ &l {‘ et \%admettent,

dans tout cercle || < r< 1, des bornes supérieures qui ne dépendent

que de a, et de r. Si a,=1(b,~1, by=£—1), )j:I s | /] et ﬂ
-

admettent des bornes supérieures qui ne dépendent que de b, et de .
La méthode de démonstration est toujours la méme : on se raméne au
théoréme VI zer (*).

51. Aprés ces généralisations du théoreme de Schottky, passons au
théoréme de Landau.
Soient, dans le cercle || <R, deux fonctions holomorphes f(.x)

et ¢(x), qui ne s’annulent pas et dont la somme ne prend pas la
valeur un :

S fle)y =ap+4-ayr+...,
(L) =bo+ b+ ..
(ay7Z 0. by#0, ay-+ by 71).

(') Des résultats de ce genre ont déja été indiqués par \. Bloch : [A], p. 331,
théoréme TIf. Mais nons avons voulu ici les rattacher & notre critére de famille com-
plexe normale.
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Les fonctions f(Rx) et g(Ra) sont définies dans le cercle |z| <1,
et nous pouvons leur appliquer les propositions du paragraphe précé-
dent. On a

|\ f(Rz)=ay+a Rz +...,
| ¢(Ra)==b,~+ bRz . ...

Par conséquent, si «, et b, sont fixés, de maniére qu’aucune des trois
quantités a, + b,, a, — 1 et b, — t ne soit nulle, a; R et b, R admettent
une borne supérieure qui ne dépend que de a, et b,; si a,, par
exemple, a une valeur fixe non nulle, R admet une borne supérieure qui
ne dépend que de a,, b, et a,.

Les cas ou l'une des trois quantités a,~+ b,, a,— 1, b,—1 est
nulle demandent & étre examinés séparément. Par exemple, s
a,=—b,(a,41, a5 — 1), et st a, -+ b, n'est pas nul, R admet une
borne supérieure qui ne dépend que de a, et «, + b,. En effet, (a, + 6,)R
est borné en fonction de «,, puisque, dans tout cercle |z| <r<1,
| /(Rz) + g(Ra)| est borné en fonction de «, et de r (cf. paragraphe
précédent).

St a,=1(by#1, 0,52 —1), R admet une borne supérieure qui ne
dépend que de b, et a,. En effet, a,R est borné en fonction de 0,
puisque, dans tout cercle |z | < r <1, | f(Rz) | est borné en fonction
de b, et de 7.

Indiquons enfin que, au lieu de faire intervenir a, et b, pour limi-
ter R, on peut faire intervenir les coefficients «, et b,, de rang fixe n.

Dans tout ce qui précede, nous n’avons énoncé de résultats que
dans les cas les plus simples, et souvent nous n’avons fait qu’esquisser
les démonstrations; celles-ci se réduisent toujours, en fin de compte,
a ’examen des cas prévus par le théoréme VI ter. Les indications
précédentes donnent au moins une idée du role joué, dans toutes ces
questions, par notre critére de famille complexe normale.
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CHAPITRE V.

LES IDENTITES DE BOREL ET LES QUESTIONS D UNICITE
DANS LA THEORIE DES FONCTIONS MEROMORPHES (1).

52. Soit f(x) une fonction méromorphe dans tout le plan, ou seu-
lement au voisinage d’un point singulier essentiel isolé, que nous
supposerons a I'infini. Désignons par E(a)’ensemble des points ou la
fonction f(«) prend la valeur a, et, en particulier, par E(w)’ensembie
des poles de la fonction. Dans tout ce qui suivra, on admettra, sauf
indication contraire, que chaque point de I’ensemble E(a) est compté
autant de fois qu’il y a d’unités dans l'ordre de multiplicité de la racine
correspondante de I’équation f(x) = a, st a est fini, du pdle correspon-
dant, st a est infini.

Lorsque deux fonctions f(«) et g(x), méromorphes dans tout le
plan, admettent le méme ensemble E(a), nous dirons qu’elles prennent
ensemble la valeur a, ou encore que g(x) prend la valeur a en méme
temps que f(x). Il en est ainsi, en particulier, lorsque chacune des
deux fonctions admet @ comme valeur exceptionnelle, c’est-a-dire ne
prend pas la valeur a; dans ce cas, 'ensemble E(«) est vide.

Nous dirons, de méme, que deux fonctions, méromorphes au voisi-
nage du point i I'intini, prennent ensemble la valeur a au voisinage de
l'infini, s'il existe un cercle de rayon assez grand, a I’extérieur duquel
les ensembles E(« ) relatifs a ces deux fonctions coincident. Nous con-
viendrons également de dire qu'une fonction f(x), méromorphe au
voisinage du point 4 l'infini, admet « comme valeur exceptionnelle,
s'il existe un cercle al’extérieur duquel /() ne prend pas lavaleur a.

() Certains des résultats de ce Chapitre out ¢té publiés dans deux Notes aux
comptes rendus de U'Acad. des Sc., t. 183, 1927, p. 1253, ct t, 186, 1928, p. 624.
Les affirmations des paragraphes 4 ct 3 de la scconde Note sont trés probablement
inexactes.,

(O It
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53. G. Polya et R. Nevanlinna ont été, je crois, les premiers &
s’occuper de U'unicité de la détermination d’une fonction méromorphe,
par la connaissance d’un nombre fini d’ensembles E(a,), E(«,), ...,
E(a,), assujettis ou non & la restriction relative aux ordres de multi-
plicité.

R. Nevanlinna a démontré le théoréme suivant (') :

St deux fonctions, mcéromorphes au wvoisinage du point a linfing,
supposé singulier essentiel, prennent ensemble cixa valeurs distinctes au
vousinage de U'infint, elles sont nécessairement identiques, méme lorsqi’on
ne tient pas compte des ordres de multiplicité. Une fonction méromorphe
au voisinage du point a I'infini est donc complétement déterminée par
la connaissance, au voisinage de ce point, de cinq ensembles E(a,),
E(a.), E(a,), E(a.), E(a;).

Il est naturel de chercher a réduire ce nombre de cing. Ony arrive
en s’appuyant sur le théoréme de E. Borel, déja cité dans I'Introduc-
tion (§1):

St l'on a une identité de la forme

NXi(x)+ X, (z)+...+ X,(z) =0,

entre des fonctions entiéres, sans zéros, ou bien leurs rapports mutuels
sont des constantes, — ou bien les fonctions se partagent en plusieurs
groupes, la somme des fonctions d’un méme groupe est identiquement
nulle, et leurs rapports mutuels sont des constantes.

Rappelons que, pour démontrer ce théoréme, R. Nevanlinna (*)
établit la proposition suivante, d’ou il découle immédiatement : si les
p fonctions ne sont pas liées par d’autre relation linéaire, homogéne,
a coefficients constants non tous nuls, que la relation donnée

X+ Xhp+...+X,=0,

tous les m (/', ﬁ) (A p=1, 2, ..., p)sont bornés lorsque raugmente

g . \¢
indéfiniment, et par suite les - sont des constantes.

"

(1) [F, d]. G. Pblya avait établi cc théoréme [ G] dans le cas de deux fonctions
entiéres, de genre fini, qui prennent ensemble quatre valeurs finies distinctes.

(%) [F, 6], p. 381.
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X v . v
Or, pour montrer que m(r, 1—3> est borné, il suffit de supposer

que les fonctions sont définies au voisinage du point a linfini,
et qu'elles n’ont ni poles ni zéros dans ce voisinage; dire

,

A L : Xy . ol
que m,(r, X_;> est borné, c’est dire que -X—: n’a pas de singularité a

Pinfini. D’ot une généralisation du théoréme de Borel :
St on a une identité de la forme

X (x2)+ Xo(z)+...+ Xp(z) =0,

entre des fonctions holomorphes, sans zéros, au voisinage du point a
linfint, ou bien leurs rapports mutuels sont réguliers a I’infini, — ou bien
les fonctions se partagent en plusieurs groupes, la somme des fonctions
d’un méme groupe est vdentiquement nulle, et leurs rapports mutuels sont
réguliers a l'infint.

Dans les problémes que nous allons nous poser, nous nous raméne-
rons systématiquement a I’étude d’une identité, a laquelle nous appli-
querons ce dernier théoréme. D’ailleurs, celui-ci subsiste évidemment
lorsque les fonctions X, X,, ..., X, ont des zéros et des poles, pourvu
qu’aucun de leurs rapports mutuels n’en posséde.

54. Envisageons d’abord deux fonctions f(z) et g(x), méro-
morphes au voisinage du point a I'infini, supposé singulier essentiel;
admettons qu’elles prennent ensemble, au voisinage de I'infini, quatre
valeurs distinctes «a, b, ¢, d, que nous pouvons supposer finies. Cher-
chons i voir si ces deux fonctions ne seraient pas forcémentidentiques.

Désignons, d’une facon générale, par (e, e, e,, ¢,) le rapport
anharmonique de quatre nombres e,, e,, e;, €, :

€1— €y €,— €,

€4\ €5, €;, €, ) — ’
(1 2 €3 ,,) er—e, e,—e,

et posons
\(fa 8- a,/)):X,
(37) ¢ (f: 8 a4, (’>:Y7
'(f‘ga a, d):Z'
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X, Y, Z sontdes fonctions holomorphes, sans zéros, au voisinage du
point a I'infini. Or, I’élimination de f et g entre les relations (37)
conduit & une identité de Borel i six termes :

(a—bYe—dY(XN+YL) i («—c)(d— )Y +71X)
la ~dYb — L+ XY)==o0.

Remplacons X, Y, Z par leurs valeurs en fonction de f et g; il vient

(38) (a—b)(c—d)[(f—a)(f—b)(g—cHg—4d)
+{(s ~a)y(g—b6)([--)(f—d)]
+(a— ) (d-—-b)[(f—a)(f—c)g—b)g—d)
(g —aY(g—f - (f—d)]
d+(a—d)(b—O)[(f—a)([f -d)(g—b)g—r)
+ (g —a)y(g—d) () L) [f—c)]l=o.

Désignons respectivement par X, X7, X}, X, X!, X7 les six termes
qui figurent au premier membre de (38), dans 'ordre ou ils se preé-
sentent. Ce sont des fonctions méromorphes au voisinage du point a
I'infini, et leurs rapports mutuels ne possédent ni zéros ni poles. Nous
appliquerons donc le théoréme de Borel généralisé a I'identité (38);

les différents cas de décomposition possibles sont les suivants :

. Un seul groupe comprenant les six fonctions;

3. Deux groupes de trois fonctions;

v. Un groupe de deux fonctions et un groupe de quatre;
s. Trois groupes de deux fonctions.

Le cas (3 se subdivise lui-méme en deux cas essentiellement distincts,
suivant que les trois fonctions d’un méme groupe ont leurs indices
inférieurs tous différents, ou que deux de ces indices sont les mémes.
Nous prendrons, comme types de chacun de ces deux cas,

(By) N+X+ N =X+ X+ Xt=0,
(Bs) N+ X3+ Nl= X2+ N+ Xi=0.
Le cas v se subdivise aussi en deux cas essentiellement distincts :
(1) N+ X=X+ X2+ X!+ XI=o,

(72) X1+ X0=X7+Xi+ X+ N2=o0.

3=
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Enfin, le cas 2 se subdivise en trois :

(d,) X1+ X3=X{+ X=X+ X}=o,
(8,) Xi+ X=X+ X=X+ Xi=o,
(d) X+ Xj=Xl+ X=X+ X=o0.

Je dis d’abord que, « et ¢ désignant deux quelconques des quatre
nombres a, b, ¢, d (u = ¢), si deux des six rapports anharmoniques
(f, 8> u, ¢) sont réguliers a Uinfini, f et g sont identiques. Ecrivons
en effet

\ (fogou9) =P (z),
S

& Uy, o) =P, (2),

P et P, étant des fonctions réguliéres a l'infini. L’élimination de g
entre ces deux relations conduit a une équation, du second degré au
plus en /. Si elle permettait de calculer f en fonction de P et P,,
J n’aurait pas de singularité essentielle a P'infini. 1] faut donc que
cette équation soit identiquement vérifiée, autrement dit, que les deux
relations écrites se réduisent a une seule. Or, si 'on y regarde, pour
un instant, P et P, comme des constantes, fet g comme des variables,
elles définissent une homographie admettant les points doubles «, ¢,
u, et ¢, ce qui fait au moins trois points doubles. Cette homographie
se réduit donc a la transformation identique. et I'on a

flz)=g(z). C. Q. F. D.

Cela posé, sil’on examinesuccessivement les cas énumérés plus haut,
en écrivant, pour chacun d’eux, que le rapport de deux fonctions d’un
méme groupe n’a pas de singularité a I'infini, on trouve précisément,
au moins dans les cas «, 8,, 8., Y1, Y2 et 8,, que deux des six rapports
anharmoniques (f, g, u, ) sont réguliers & linfini. On en con-
clut f=g.

Dans le cas 0,, on a

[(fs & b, c)P=1.

Si (/, g, b, c)=1, on a f=g. St (f, g b,c)=—1, on trouve
ensuite (/, g, «, b)==—1, ce qui est impossible, en vertu de la
remarque faite plus haut.
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Il reste 4 examinerle cas 5;,. L’élimination de / et g entre les
équations

Il

X;+Xl=o et X+ X2=o0

(X3t}

donne

[((l, ba () d):ll:Iv
d’ou

(a. b, e, d)y——1.

puisque les nombres @, b, ¢, d sont distincts. On trouve ensuite
(f-g.c.d)y=—1;

cela exige que f et g admeltent « et b comme valeurs exceptionnelles;
sinon f et g prendraient ensemble la valeur @, par exemple; or on n’a

pas
(a, a, ¢, d)y=—1.

55. Tous les cas ayant été examinés, nous obtenons le théoréme
sutvant :

TutoreMe VIII. — a, b, ¢, d désignant quatRE nombres complexes dis-
tincts, il existe au plus une fonction, méromorphe au voisinage du point
singulier essentiel a U'tnfint, pour laquelle E(a), E(b), B(c), E(d) coin-
cident respectivement, au voisinage de Uinfini, acec quatre ensembles
donnés A, B, C, D. Il y a cxception si, les ensembles A et B étant vides
au voisinage de 'infini, on a

(a, b, ¢, d):—l;

dans ce cas, s"il existe une fonction répondant a la question, il en existe
deux, et deux seulement, f(x) et g(x), ctlon a

(f, 8, ryd)y=—1.

Lorsque nous disons que deux ensembles coincident au voisinage
de l'infini, nous entendons qu’il existe un cercle de rayon assez
grand, a 'extérieur duquel ils coincident.

Convenons alors de dire que deux ensembles de points coincident
au sens large, lorsqu’ils ne different que par un nombre fini de points.
Le théoréme VIII entraine évidemment le suivant :
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Tueorime VIII bis. — [l existe au plus une fonction méromorphe dans
tout le plan, non rationnelle, pour laquelle E(a), E(b), E(c), E(d) coin-
cident au sens large avec quatre ensembles donnés A, B, C, D; il y a

exception s, les cnsembles A et B n’ayant qu’un nombre fini de points,
on a
(a, b, ¢, d)y=-—1;

dans ce cas, s'tl existe une fonction répondant a la question, il en existe
deux, et deux seulement, f(x) et g(x), et Uon a

(f:g: ¢, d)E—I-

Ce théoréme reste vrai a fortiori si I'on supprime les mots « au
sens large »; le cas d’exception correspond alors seulement au cas
ou les ensembles A et B sont vides. On retrouve ainsi un théoreme du
a G. Polya et R. Nevanlinna (").

56. Considérons maintenant trois fonctions f(x), g(x) et h(x),
méromorphes au voisinage «du point & Dinfini, supposé singulier
essentiel; admettons qu’elles prennent ensemble, au voisinage de
'infini, #rois valeurs distinctes @, b, ¢, que nous pouvons supposer
finies. Nous allons démontrer que deux de ces fonctions sont néces-
sairement identiques. Posons en effet

() 8 a b)=X,
([, & a c)=Y,
(f, h,a b)=1,
(f, &, a,‘c):’l‘,

et éliminons /, g, & entre ces relations; puis, dans l'identité obtenue,
remplacons de nouveau X, Y, Z, T enfonction de /, g, 4. Il vient, tous
calculs faits,

(39) (f—a)g—b)(h—c) + (f—b)g — ) (h—a)
(S —Ng—a)h—b)— ([ — ) (g —b)(h—a)
—(f—a)g— ) (h—b)—(f—b) (g —a)(h—c)=o.

(') G. Polya [ G] #'était placé dans le cas o0 les fonctions sont entiéres et de
genre fini, et ol Pune des quatre valeurs a, b, ¢, d cst précisément égale a l'infini.
R. Nevanlinna [F, &, p. 378] s'est ensuite placé dans le cas général des fonctions
méromorphes dans tout le plan.
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Désignons respectivement par X|, X7, X, — X}, — X}, — X les
six termes qui figurent au premier membre de (39), dans I'ordre ou
ils se présentent. Ce sont des fonctions méromorphes au voisinage du
point & l'infini, et leurs rapports mutuels ne poss¢dent ni zéros ni
poles. On va leur appliquer, comme tout & I’heure, le théoréme de
Borel généralisé.

On remarque d’abord que si les deux rapports anharmoniques
(/> & a, b)et(f,g,a,c)sontréguliersa I'infini, on a /= g. On fait
en outre la remarque suivante : Si I'on a une 1dentité

\7—X9 -o.

p et g désignant deux quelconques des indices 1, 2, 3, différents ou
non, deux des trois fonctions f, g, A sont identiques. Par exemple,
I'identité

N — N\ =
donne

(f—a)g—0)h—c)=(]—c)(g—b)(h—a),
et, par suite, comme g — b n’est pas identiquement nul, f= /.
Cela posé, on examine les cas de décomposition suivants :

«. Un seul groupe comprenant les six fonctions;
3. Deux groupes de trois fonctions :
(B1) N\ N2 X = N 4 X2 - Ni=o.
(3.) X4 X2 XI= NP X! Xi=o
v. Un groupe de deux fonctions et un groupe de quatre; d’apres
une remarque précédente, il est inutile d’envisager le cas ou les
indices inférieurs des deux fonctions du premier groupe sont diffé-
rents. On examinera donc seulement le cas suivant :

X+ X2=X3 —X)— X Xi=o;

5. Trois groupes de deux fonctions; mais il est inutile d’envisager
ce cas, puisque, dans I'un au moins des trois groupes, les deux fonc-
tions ont des indices inférieurs différents.

Si, dans chacun des cas «, 3,, 3. et v, on écrit que le rapport de
deux fonctions d’un méme groupe n’a pas de singularité a I'infini, on
trouve que deux des trois fonctions f, g, /4 sont identiques, en vertu
de la remarque relative aux rapports anharmoniques. D’ou le
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Taeorime IX (). — Il existe au plus pEUX fonctions, méromorphes au
voisinage du point singulier essentiel a U'infini, pour lesquelles E(a),
E(b), E(c) coincident respectivement, au voisinage de I'infini, avec trois
ensembles donnés A, B, C.

57. Ce théoréme entraine le suivant :

Tatoreme IX bis. — Il existe au plus deux fonctions méromorphes
dans tout le plan, non rationnelles, pour lesquelles E(a), E(b), E(c)
coincident au sens large avec trois ensembles donnés A, B, C.

Le théoréme subsiste a fortior: si 'on supprime les mots « au sens
large ».

En particulier, il existe au plus deux fonctions, méromorphes dans
tout le plan, ayant un nombre fini de zéros et de poles (*), et pour les-
quelles E(1) coincide au sens large avec un ensemble donné. Or, s’il

en existe une, soit f(x), il en existe une autre, Donc la con-

I
_ J(z) _
naissance de 'ensemble E(1) détermine leszéros et les poles, qui sont
d’ailleurs interchangeables. Dailleurs, si /(«) a au moins un zéro ou

1 - .
n pole, les zéros de f(x) et —— .D’ot
un pole, les zéros de /() et Ty e coincident pas. D’ou le
Tucoréme X. — Il existe au plus une fonction f(x), méromorphe dans
tout le plan, admettant au sens large un ensemble E(1) donné, ayant un
nombre fini de péles, et des séros donnés en nombre fini, pourvu qu’elle
posséde au moins un zéro ou un pdle.

Dans le cas d’une fonction /() n’ayant ni poles ni zéros, il existe
une fonction et une seule, admettantle méme ensemble E(1) que f(x),

A . I . N .
et n’ayant ni poles, ni zéros : ¢’est ———- Nous retrouvons la un théo-

S (z)

(') Lorsque j’ai publié ce théortme dans les Comptes rendus, deux cas particuliers
en avaient seulement €té envisagés jusque-la : le cas des fonctions entiéres admettant
deux valeurs exceptionnelles (P6lya et Nevanlinna), et le cas des fonctions entiéres
d'ordre fini non entier [F, b, p. 389]. R. Nevanlinna a publié¢ ensuite ce méme théoréme
dans les Comptes rendus, t. 186, 1928, p. 28q.

(2) Les zéros et les poles ne sont pas donnés.

C. 12
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réeme da & G. Polya (') dans le cas des fonctions enticres de genre
fini, et étendu par R. Nevanlinna [F, b, p. 383 ] aux fonctions entiéres
de genre quelconque. D’apres ces deux auteurs, le théoreme est vrai
méme si 'on fait abstraction des ordres de multiplicité des racines de
I’équation
Sf(z)=1x.

Nous venons de supposer, pour simplifier, a =0, b =, c =13 il
va sans dire que 'on passe de ce cas au cas général par une transfor-
mation homographique.

Tutorime XI (?). — Etant donnés trois ensembles A, B, C quelconques,
il n’existe pas, en général, de fonction méromorphe dans tout le plan,
poutt laquelle E(a), E(b), E(c) coincident respectivement avec A, B, C.

Nous allons méme montrer davantage : il n’existe pas, en général,
de fonction pour laquelle, E(«) coincidant avec A, E(6) et E(c) coin-
cident au sens large avec B et C. En effet, en vertu du théoréme 1X bis,
il existe au plus deux fonctions pour lesquelles E(a), E(6), E(c) coin-
cident au sens large avec A, B, C; soient E,(a) et E,(a) les
ensembles E(a) relatifs & ces fonctions, si elles existent. Prenons alors
un ensemble quelconque A’, distinct de E, (a) et E,(a), et assujetti a
coincider au sens large avec A. Il n’existe aucune fonction pour
laquelle, E(a) coincidant avec A’, E(b) et E(c) coincident au sens large
avec B et C.

En particulier, il n'existe pas en général de fonction méromorphe
dans tout le plan, ayant des zéros et des poles en nombre fini, et admet-
tant un ensemble E(1) donné.

Revenons au théoréme IX. S’il existe deux fonctions f(z) et g(x),
méromorphes au voisinage du point a4 'infini, et prenant ensemble
trois valeurs au voisinage de ['infini, o, 1 et oo par exemple, on peut

écrire i
j—I:U éff_l:\f
A

(1) G. Polya (Deutsche Math. Ver., t. 32, 1923, p. 16) énonce ce théoréme sous la
forme suivante : $i les points ot deux polynomes prennent des valeurs entiéres
coincident, leur somme ou leur différence est constante.

(%) 11 est a peine besoin de rappeler qu'on peut toujours construire une fonction,
méromorphe dans tout le plan, admettant deux ensembles E(a) et E(6) donnés, par
exemple admettant des zéros ct des pdles donnds.



SUR LES SYSTEMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES, ETG. 85

d’ol 'on tire

, 1—U U
(40) f: I—-V’ g 1 >
Y

U et V étant des fonctions holomorphes, sans zéros, au voisinage du
(o)
point a I'infini. Réciproquement, U et V étant deux telles fonctions, les
formules (40) définissent deux fonctions / et g prenant cnsemble les
valeurs o, 1 et oo au voisinage de l'infini.
En particulier, les deux fonctions

—ehr ] — e—5%

1
J@)=T—F7= s@=—=
sont méromorphes dans tout le plan, possédent les mémes ensembles
E(o), E(1) et E(w), et n’admettent d’ailleurs aucune valeur excep-
tionnelle ().

58. Counsidérons maintenant quatre fonctions f,, f5, g1, g», méro-
morphes au voisinage du point a 'infini supposé singulier essentiel;
admettons qu’au voisinage de 'infini, ces quatre fonctions prennent
ensemble deux valeurs finies a et b, que f, et f, prennent ensemble
la valeur ¢, et que g, et g, prennent ensemble la valeur ¢. Nous pou-
vons supposer ¢ infini.

On est alors ramené & I'étude de I'identité & huit termes

(41) (fi—a)g—0)+(fi—a)(g.—b)
+(g—a)(fo=0b)+ (52— a)(fi—0)
—(fi—=b)(g—a)—(fo—b)(g—a)
—(&—0)(fi—a)—(5—0)(fi—a)=o0.

Le rapport de deux termes quelconques est holomorphe et ne s’annule
pas au voisinage de l'infini. Les cas de décomposition 4 examiner sont
trées nombreux; dans la plupart d’entre eux, on trouve que deux des
quatre fonctions sont identiques, mais il y a également des cas assez
nombreux ol il n’en est rien.

Les hypothéses précédentes étant maintenues, supposons en outre

(') Au contraire, nous avons vu que deux fonctions qui prennent ensemble guatre
valeurs possédent nécessairement deux valeurs exceptionnelles (théoréme VIID.
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que les fonctions f,, f., 81, g. prennent une infinité de fois chacune

des valeurs a et b. Dans ces conditions, il suffit que Sz — 2 soit régulier

a I'infini, pour que f, et f, soient identiques; en effet, /1 prenant une

infinité de fois la valeur b, ;‘ prend une infinité de fois la valeur un,
et par suite est identique a un. ¢. Q. F. D.

Cette remarque facilite 'examen de tous les cas de décomposition,
et ’on arrive 4 la conclusion suivante : deux des fonctions /,, /., g,
g sont identiques, sauf dans le cas ou ’on a

fi—a SH—a fr—a SH—a
42 = — 1) — = — )
(42) Ji—b &2— b Jo—0b g&—b

ce qui entraine inversement

Sr—a Ji—a S—a _fzﬂa,

e—b fi=0b g — b fi—b
Remarquons d’ailleurs que sil’on a deux fonctions g, et g,, prenant
ensemble les valeurs a, b et o, les formules (42) définissent deux
fonctions f, et f,, prenant ensemble les valeurs a, 6 et «o; de plus les
quatre fonctions f,, f,, g1, g, prennent ensemble les valeurs a et b.

59. L’étude précédente conduit au théoréme suivant :

TrkoreMe XII. — a et b désignant deux nombres complexes finis et
distincts, considérons la famille de toutes les fonctions méromorphes au
voistnage du point d [infini, et admettant, au voisinage de U'infini,
deux ensembles E(a) et E(b) donnés, dont chacun contient une infinité
de points. Etant donné un ensemble M quelconque de points, il existe au
plus uNe fonction de la famille pour laquelle E(oo) coincide avec M au
voisinage de Uinfini, sauf peut-étre pour brux ensembles exception-
nels (") M, etM,, pour chacun desquels il existe deux fonctions; en outre,
s'tl y a un ensemble exceptionnel, il y en a deux.

Supposons, en effet, qu’il existe un énsemble exceptionnel M,, et

(1) Nous ne considérons pas comme distincts deux ensembles qui coincident au voi-
sinage de Iinfini,
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soient g, et g, les deux fonctions de la famille pour lesquelles
E(ec) coincide avec M,; nous savons, d’aprés le théoréme IX, qu’il
n’existe pas plus de deux telles fonctions. Les formules (42) nous font
alors connaitre deux fonctions £, et f, de la famille, qui admettent un
méme ensemble E(oc), soit M,; c’est un second ensemble excep-
tionnel. N

II n’y en a pas d’autre. Soient en effet M, un ensemble exceptionnel,
h, et h, les fonctions correspondantes; si M; ne coincide pas avec M,,
les fonctions g\, g., h,, h, sont distinctes, et 'on a alors, d’apres
I’étude précédente,

&

hy—a
hi—b

\—a ho—a
—b’ hy—b

-

-’

8o
S

S

et, par suite, h, = f,, h, = f>. Donc, si M, ne coincide pas avec M,, il
coincide avec M,. Le théoréme XII est complétement démontré.

Nous avons admis, il est vrai, que les ensembles M, et M, ne coinci-
daient pas au voisinage de linfini; pour s’en assurer, il suffit de
vérifier (') que chacune des fonctions f, et f,, définies par les for-
mules (42), est distincte de chacune des fonctions g, et g,.

Par exemple, on ne peut pas avoir f,= g,; onaurait alors en effet

g1+ &=120;

c'est impossible, puisque g, et g, prennent ensemble la valeur a, et
la prennent effectivement.

60. Appliquons le théoréme XII au cas des fonctions méromorphes
dans tout le plan; nous y avions supposé a et b finis et ¢ infini; nous
allons, cette fois, pour rendre le théoreme plus frappant, supposer
a =0, b —=ow, c=1. Nous obtenons alors le

Treoreme XII bis. — Considérons la famille de toutes les fonctions
méromorphes dans tout le plan, pour lesquelles E(o) et E(oc) coincident
au sens large avec deux ensembles infinis donnés (*). Etant donné un

(') Cela suffit, car, si les quatre fonctions fi, £, g1, & sont distinctes, comme elles
admettent, d’autre part, les mémes ensembles E(a) et E (&), elles ne peuvent admettre
toutes I¢ méme ensemble E(w), en vertu du théoréme IX.

(?) Ces fonctions sont de la forme ¢(@)R(2)et'®), v étant une fonction méromorphe
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ensemble M quelconque, il existe au plus une fonction de la famille pour
laquelle E (1) coincide avec M au sens large, sauf peut-étre pour deux
ensembles exceptionnels (') M, et My, pour chacun desquels il existe deux
Jonctions; en outre, s'il y a un ensemble exceptionnel, il y en’a deux.

Enfin, on peut reprendre I'étude de I'identité (41), dans le cas oi
les fonctions f,, /., g\, g, du paragraphe 58 sont méromorphes dans
tout le plan. Mais, au lien de supposer que ces fonctions prennent une
infinité de fois chacune des valeurs a et b, il suffit de supposer qu'elles

. . - —a
prennent au moins une fois chacune des valeurs @ et 6. Si alors oL

'2..
est constant, on en conclut f,=f,, et la démonstration s’achéve
comme précédemment. On a donc le théoréme suivant :

Tueorime XII ter. — Considérons la famille de toutes les fonctions
méromorphes dans tout le plan, admettant des zéros et des poles donnés,
et admettant au moins un 3éro et au moins un pdle. Etant donné un
ensemble M quelconque, il existe au plus une (*) fonction de la famille
pour laquelle E(1) coincide avec M, sauf peut-étre pour deuzx ensembles
exceptionnels M, et M, pour chacun desquels 1l existe deux fonctions;
s’il y a un ensemble cxceptionnel, il y en a deuzx.

Nous pouvons ajouter ici : Pour une distribution donnée de zéros et
de poles, il wexiste pas, en général, d’ensemble exceptionnel. En effet,
il n’en existe pas lorsque les zéros et les poles donnés sont en nombre
fini, en vertu du théoreme X. Laissons de coté le cas ou il y aurait un
nombre fini de poles et une infinité de zéros, par exemple, et venons
au cas ou les poles, ainsi que les zéros, sont en nombre infini. Dési-
gnons par A I’ensemble des poles, par B I'ensemble des zéros. En
vertu du théoréme XII bis, il existe au plus deux couples de fone-
tions, /' et f,, g, et g, pour lesquelles E(w) et E(o) coincident au
sens large avec A et B, et telles, en outre, que les ensembles E(1) rela-
tifs a /) et & f, coincident au sens large, et que les ensembles E(1)

donnée, qui admet des zérox et des poles en nombre infini, R(z) une fonction ration-
nelle arbitraire, et G(z) une fonction entiére arbitraire

(1) Définis chacun 4 un nombre fini de points prés.

(?) Et, en général, il n’en existe pas, en vertu du théoréme XI.
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relatifs 4 g, et g, coincident au sens large. Prenons alors deux
ensembles A’ et B’ quelconques, coincidant au sens large avec A et B,
et tels que I’ensemble A’ ne soit identique a aucun des quatre
ensembles E(oc) relatifs & chacune des quatre fonctions f,, f., 81, 8-
Il est clair que, st Uon considére maintenant la famille des fonctions
ayant pour poles les points de A’, et pour zéros les points de B', il n’y
a pas d’ensemble E (1) exceptionnel pour cette famille.

61. Nous allons étudier maintenant un probléme d’un genre nou-
veau, relatif non plus & un systéme de fonctions prenant ensemble
certaines valeurs, mais 4 une famille infinie de tels systémes. Au lieu
d’avoir A considérer une seule identit¢ de Borel, nous aurons a c¢n
considérer une infinité, et nous leur appliquerons le critére de famille
complexe normale du Chapitre III. Bornons-nous, pour rester dans le
cas simple d’une identité a quatre termes, au probleme suivant :

Trouver un critére de famille complexe normale pour une famille de
systémes de deux fonctions p(x) et {(x), holomorphes dans un
domaine D, n’y prenant pas la valeur séro, et y prenant ensemble la
valeur un.

Posons
(?—I

URES |

:)\,

A est une fonction holomorphe, sans zéros, et nous avons l'identité
¢—1+A—Ay=o,

a laquelle nous appliquons le théoréme VI. Il suffit d’envisager toutes
les circonstances prévues dans I’énoncé de ce théoréme; nous n’indi-
querons pas le détail de cette discussion: nous en avons déja fait de
semblables (*). On trouve le théoréme suivant :

Tukorime XIII. — Etant donnée une famuille de systémes de deux
Sfonctions o(x) et U(x), holomorphes, sans séros, et prenant ensemble la

(1) Voir, par cxemple, Chapitre 1V, § 43.



90 HENRI CARTAN.

valeur un, on peut en extraire une suite infinie de systémes, pour laquelle
se trouve réalisée I’une des circonstances suivantes :

1°0 et q; conoergent au sens large;

2° co-—r, et $ 2 hyp— convcment vers zéro, — et lu circonstance

4

analogue, obtenue en permutant oetd;

3 q—Jetz’; - convergent vers un;
W— Y convergent vers 5é
oy —1, p— et i convergent vers 36ro.

(2. Le théoréme précédent permet de démontrer le

Turcorime XIV. -— Sowent deux fonctions f(x) et g(x), holomorphes
et sans zéros au voisinage du point a Uinfint, supposé singulier essentiel.
Si I’on peut trouver une suite infinie de couronnes circulaires C,, homo-
thétiques entre elles et s’ élotgnant a I"infini, de fagon que, dans chacune
d’elles, les fonctions f et g prennent ensemble la valeur un, on a néces-

satrement

fl@)=g(=) ou  [lm)=

~

Indiquons sommairement la démonstration.

Considérons la couronne C, comme iransformée d’une couronne
fixe C, par une substitution linéaire o’ = S,(«). Envisageons alors,
dans la couronne C,, la famille des fonctions

on(x) = [[Sa(2)]
Yn(z) = g[Su(z)],

et

et appliquons-leur le théoréme XllI. Le cas 1° ne peut se présenter,

car I'une des fonctions f(x) et —— serait bornée sur une infinité de

f()

circonférences s’éloignant & I'infini, donc serait constante. De méme,
le cas 2° ne peut se présenter, car / ou g serait identique 4 un. Dans
le cas 3°, on a nécessairement /{x)==g(x). Dans le cas 4° enfin, on
a f(x)g(x)==1. Le théoréme est démontré. Il compléte le théoréme
de G. Polya et R. Nevanlinna déja cité (§ 57).
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61. On peut encore le compléter de la facon suivante :

TreorEMe XV. — Soient deux fonctions distinctes f(z) et g(x),
holomorphes et sans séros au wvoisinage du point singulier essentiel
a Uinfini. Supposons

f(x)g(z)#1.

Soit alors une suite arbitraire de nombres complexes 5,,6yy . .., Gpy - . .
qui tendent vers Uinfini. Etant donnée une circonférence T' ayant son
centre a l'origine et un rayon arbitraire, il existe un point z, sur cette
circonférence, et une suite infinie o, , 6;, ..., 0, , ... extraite de la
suite précédente, qui jouissent de la propriété suivante :

C désignant un cercle de centre z, et de rayon arbitrairement petit,
et Ci, Cyy .5 G,y ... désignant les cercles homothétiques de C par
rapport « Uorigine, dans les rapports respectifs o, G;, ..., Ggy - -y

J—r . ; S
- @ AW MOIns un 3éro ou un pole dans chacun des cercles

8

la fonction
C,, a partir d’un certain rang.

On sait que G. Julia (') a démontré des théorémes analogues en
partant du principe : « si une famille de fonctions n’est pas normale
dans un domaine, il existe au moins un point du domaine ol elle n’est
pas normale. » Ici, le raisonnement est forcément un peu différent;
voici, exposée trés brievement, la suite des idées.

Supposons que, étant donné un point quelconque = sur la circonfé-
rence I', on puisse trouver un cercle C de centre z, jouissant de la pro-
priété suivante : de toute suite infinie extraite de la suite o,, on peut
extraire une nouvelle suite infinie o, , ,, ..., o, ..., telle que la
fonction j%i n’ait ni poles ni zéros dans chacundes cerclesC; ,C,,, . ..,

Gy - - .- En invoquant le théoréme de Borel-Lebesgue, on peut étre
ramené au cas d’application du théoréme XIV. On aurait donc

I

g(z)’

f(#)=g(z) ou f(z)=

ce qui est contraire a4 I’hypothése.

(MO [G 0]

C. 13
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Par conséquent, il existe sur I' un point z,, qui jouit de la propriété
suivante : étant donné un cercle C quelconque, de centre z,, on peut
trouver une suite infinie g, telle que, dans chacun des cercles C, ,
la fonction 7{—; ait au moins un zéro ou un péle. Prenons alors une

g —

suite infinie de cercles, de centre z,, dont les rayons tendent vers
zéro ; pour chacun d’eux nous avons une suite g, . La suite diagonale
fournit la suite o, de I’énoncé, et le théoréme est démontreé.

Vu et approuvé :
Paris, le 3 octobre 1928.
Le Doven pE LA FACULTE DES SCIENCES,
C. MAURAIN.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 3 octobre 1928.
Le Recreur pE L’Acapkmie pe Parrs,
S. CHARLETY.




