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PREMIERE THESE.

SUR LES

FONCTIONS POLYGENES

D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

INTRODUCTION.

On considére quelquefois les fonctions analytiques d'une variable
complexe comme les seules pouvant jouer un role en Analyse. Certains
auteurs évitent méme d’appeler fonctions d’une variable complexe z
des expressions telles que

Pz, y)+ Q= »),

P et Q étant deux fonctions quelconques des variables réelles et y.
Il est clair, cependant, que ces expressions ne sont pas moins des
fonctions d’une variable complexe, d’aprés le contenu de la notion
moderne de fonction. On sait, en outre, que si I’on cherche & dériver
une telle fonction, sans soumettre P et Q 4 aucune condition, on
trouve une expression dépendant de la direction-limite de dz, ce qui
s’exprime couramment, d'une maniére qui n’est pas la plus correcte, en
disant que la dérivée n’existe pas. Nous tacherons de montrer, dans ce
qui suit, 'avantage qu’il y a a considérer les dérivées de telles fone-
tions non monogeénes tant au point de vue purement théorique qu’a
celui de leurs applications possibles.

THESE CALUGAREANO. 1
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Nous montrerons que ces fonctions, moyennant une généralisation
convenable de la notion de dérivée, sont susceptibles de satisfaire a des
équations différentielles trés générales. On verra aussi qu’elles sont
trés simplement liées aux solutions analytiques des mémes équa-
tions et permettent quelquefois de les déterminer par des transfor-
mations faciles.

On verra aussi que, si I’on veut étendre la notion de fonction quasi-
analytique dans le champ de la variable complexe, les fonctions non
monogeénes analytiques dont nous nous occupons principalement
doivent étre considérées, avec les fonctions monogénes, comme les
plus simples fonctions d’une variable complexe appartenant a cette
classe quasi-analytique.

Les fonctions non monogénes d'une variable complexe se trouvent
implicitement employées dans divers raisonnements concernant des
problémes assez variés de I’Analyse. Nous mentionnons plus loin des
questions de représentation conforme remontant a Gauss, ainsi que
des recherches modernes comme celles de M. Picard sur certains sys-
témes d'é(fllations aux dérivées partielles, ou la notion de fonction
non monogéne n’est pas traitée en elle-méme. Viennent ensuite des
recherches comme celles de M. Pompeiu et de M. Hedrick, qui
essayent de constituer une théorie générale de ces fonctions, si long-
temps éclipsées d’'une facon compléte par le caractére esthétique des
propriétés que posséde la classe — trés particuliere — des fonctions
monogenes. Dans les pages qui suivent, nous nous sommes attachés a
mettre en lumiére certaines méthodes permettant de toucher aux
résuitats avec le maximum de simplicité; chose qui, &4 nos yeux,
contribue a I’esthétique des résultats tout en en facilitant la recherche
et en augmentant la précision. Enfin, pour en venir aux résultats
pratiques, remarquons que l’application — dont nous avons déja
parlé — que nous faisons aux équations différentielles, nous permet de
signaler des classes d’équations dont I'intégration se trouve facilitée
si 'on fait usage des fonctions non monogeénes.



CHAPITRE 1.

LES FONCTIONS POLYGENES D’ UNE VARIABLE COMPLEXE.

1. Considérons donc la fonction

(1) f(z2)=P(=z, y) +1Q(=, »)
ou P et Q sont des fonctions continues, une fois dérivables, de x et
de y.

Si I'on donne un accroissement dz =dr.e® a la variable z, on
obtient pour la dérivée de f(z) I’expression

d 1[oP o (0 P 1foP 0Q ./0 0P\’
(2)—%:5[&—_4—%{ 1 <0—§ — W)] +ene 3% ——(-);f- + 7 (d_g_'—ﬁ)]

Cette expression, facile a obtenir, figure déja dans les recherches de
Riemann ('). Si 'on se contente d’envisager les fonctions ayant une
derivée indépendantede p, onobtientlaclasse trés importante des fone-
tions monogénes, en annulant le coefficient de e=*% dans I’expres-
sion (2). Ceci donne immédiatement les conditions de Cauchy. Nous
procéderons autrement, et pour cela nous continuerons a appeler
dérivée de f(z) I'expression (2), dépendant de 'argument ¢. C’est ce
qui explique le nom de fonction polygéne (*) de z que nous attri-
buons 4 f(z) définie par (1).

Il est facile de remarquer que les diverses dérivées de f(z) en un
point z, quelconque ont leurs affixes distribuées sur un cercle ayant

(1) Riemany, Dissertation inaugurale (OEuvres complétes).

(2) Ce terme a eté imprimé pour la premiérefois par M. Edw. Kasner dans sa Note:
A new theory of polygenic (or non monogenic) functions, parue dans Science,
vol. 66 décembre 1927, p. 981. Ces recherches sont d’un caractére plutdot géométrique.
Voir aussi les Notes du méme auteur parues dans Proceedings of Nat. Acad. of
Sciences, vol. 13, janvier 1928, p. 75, et Bull. of the American math. Soc., vol. 34,
1928, p. 152, 263, stc.



son centre au point d’affixe

o i (2]

et dont le rayon est le module de

y L __1[oP  0Q _ ./0Q _ oP
(3) P[f]—g[()x d—y"“(%-"m)]
En désignant par %L la derivée de J(z) suivant une direction faisant
) pe dz, ’

un angle ¢ avec l'axe des z, on a

B[f):,il[%+gz]; p[/’]zé[g—; ;,éf;]

2 2

ff = O[]+ e=*%p[ /1.
Il est logique d'appeler 8[ /] dérivée moyenne d’aprés sa forme
méme. L’expression ¢[f], considérée déja par M. Pompeiu ('), a alors
été appelée dérivée aréolaire, locution que nous emploierons aussi.
Nous montrerons plus loin que ces deux opérateurs différentiels
sont trés utiles pour élargir — en quelque sorte — lanotion d’intégrale
d'une équation différentielle. Indiquons, pour I'instant, un autre mode
de les définir, qui est de nature & simplifier beaucoup cette étude.
Introduisons, en méme temps que la variable z, sa conjuguée

Z=a+ 1) ; Z’:x——i).
On a alors
w:___z-!—z; J:z—-z'
2 21

Il est donc visible que toute fonction
f(5)=P(z,))+1Q(=, y)

devient, si 'on veut faire ce changement de variable, une fonction
de 5 et de z. L’avantage de cette substitution est, comme I'a remarqué

(1) D. Poumegiu, Rendiconti del Circolo mat. dv Palermo, t. 33, 1912 (1), p. 112
et t 33, 1913 (1), p. 277.
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M. Al. Proca ('), celui de conduire aux relations

a 0
(4) =5 el=2%
Ainsi, les opérateurs ¢ et p étant ramenés a de simples dérivées
partielles de la fonction f(z) regardée comme fonction de z et z, les
propriétés de permutabilité, associativité, ete. de S et p apparaissent
immédiatement. On a d’ailleurs trés simplement
df _of . of 9z _9f of

= = - = —3p -,
dz 0z Jz 0% 0z +e Js

£

On obtient en général, par itération,

n § tni
(3) o =(g )",
valable quand P et Q sont dérivables n fois, formule dont nous ferons
grand usage.

Ces résultats conduisent & regarder toute fonction polygéne comme
une fonction de z par Uintermédiaire de s et z. Pour obtenir une
telle fonction, il suffit de considérer une fonction de deux variables
complexes F(z, «) et de remplacer « par 3. Nous restreindrons, 4 notre
tour, la grande généralité des fonctions qu’on peut obtenir ainsi (*),
en considérant les fonctions analytiques en = et en u et en y rem-
placant u par 5. On obtient ainsi une classe de fonctions polygénes que
nous appellerons polygénes analytiques,; nous montrerons que ces fonc-
tions s’introduisent comme solutions de certaines équations différen-
tielles. Remarquons surtout qu’elles sont indéfiniment dérivables.

2. Ainsi, la classe des fonctions monogénes résulte d’une particu-
larisation de f par la condition

plfl=o.

(1) M. Proca n’a point publié cette remarque dont je le remercie ici. Elle a apporté
une grande simplification dans cette étude.

(?) Les fonctions que nous appelons polygénes ont été considérées sous le nom de
Jonctions monogénes (), par M. Pompeiu dans les Mémoires cités.
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On peut se demander ce que fournit la condition
o[f]=o.

Or, on voit facilement que cette condition résulte de la précédente
par la substitution de — y a y. Cette classe de fonctions, que nous
appellerons antimonogénes, en étroite liaison avec celle des fonc-
tions monogénes, s'obtient par une symétrie par rapport a l'axe Oz,
en transformant chaque fonction monogéne P(z, y) +1Q(«, y) en
P(x, —y) +1Q(x, —y). Il suit de 1a que toute fonction antimono-
géne est développable en série entiére de puissances de z, dans un
domaine facile & préciser (par symétrie) quand on connait le domaine
d’existence de la fonction monogeéne génératrice.

Pour signaler une autre classe trés intéressante, de fonctions poly-
génes analytiques, remarquons que ’'on a

WO f 0rf 0 f  or 1 .
(6) AN =G+ s = 5o =0l elr1]=e[el11],
identité que 'on peut vérifier a I'aide des formules de définition (3)
et (3'). Il résulte immédiatement que, si I'on appelle fonction harmo-
nique de z, toute fonction P + 7Q telle que

AP=—=AQ=o,

on a
f=P4+iQ==(z)+ ®(3),

les fonctions @, et @, étant monogénes par rapport a la variable sur
laquelle elles portent respectivement. C’est la une des faces du rapport
qu’il y a entre les fonctions harmoniques réelles ou non et les fone-
tions monogenes ('). Le cas des fonctions harmoniques réelles est un
cas particulier du précédent, celui ot Q =o. On a donc, pour toute
fonction harmonique A(z),

p[&[h]]:o; o[h]=®(z); hiz) =@ (s)+ D,(z),

(1) Signalons, a ce propos, la Note de M. Hayashi [Rendicont: Palermo, t. 34,
1912 (2), p. 220], et remarquons que la simplicité de nos notations nous évite certaines
erreurs que cette Note doit a la longueur des calculs. La rectification des résultats de
M. Hayashi est facile en se servant des formules (4).
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en désignant par ® une fonction monogéne quelconque (nous conti-
nuerons dorénavant a utiliser cette notation). On a fait, depuis long-
temps, la remarque que si P+ :Q est monogéne, P et Q sont harmo-
niques, mais la réciproque n’est pas vraie. Notre relation explique ce
fait : & la fonction monogéne ®, () vient s’ajouter — en général — le
terme anti monogéne @, (z ). Mais on voit également que I’on a toujours

0[h(z)]=®(z).

Donc, P et Q étant harmoniques, P +7Q n’est pas toujours mono-
géne, mais on posséde une opération différentielle & permettant tou-
jours d’en déduire une fonction nécessairement monogéne.

3. Outre ces classes trés particuliéres parmi les fonctions polygénes
analytiques, il est facile d’en introduire d’autres plus générales par
des conditions trés variées.

Signalons, par exemple, les classes de fonctions polygénes que
M. Picard a définies en passant ('), dans un Mémoire ou il s’agit de géné-
raliser les équations de Cauchy, servant de base 4 la théorie des fonc-
tions monogeénes. Par une méthode élégante, qui fait appel a la théorie
des groupes linéaires de transformations, M. Picard détermine tous les
systemes d’équations aux dérivées partielles (du premier ordre et
méme d’ordre supérieur), jouissant de la propriété connue des condi-
tions de Cauchy: si P et Q, P, et Q, sont deux systéemes de fonc-
tions de « et y satisfaisant aux conditions de Cauchy, P et Q regardées
comme fonctions de P, ct Q,, satisfont encore a ces conditions. Cela
revient 4 dire que si f(z)=P—+iQ et f,(z)="P, +¢Q, sont mono-
genes en z, il en est de méme de f(t), c’est-a-dire de la fonction
résultant de I'élimination de z entre

f(=) et t=f,(3).

(1) E. Picarp, Sur certains systémes d’équations aur dérivées partielles géne-
ralisant les équations de la théorie des fonctions d’une variable complexe
(Journ. de Jordan, 4° séiie, t. 8, 1892, p. 217).
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Or, soit
g (0P 0Q 9P 0Q P gup o
oF, &9, ()y’?;’%"?"“’b‘ﬁ"”’)’“”’
JP 9Q oP 9Q 0P P o
oz’ 9z’ 9y’ 9y’ 5;?""’7)55""’>’—0’

(7)

un systéme d’ordre n jouissant de cette propriété. M. Picard démontre
Iexistence de tels systemes, quel que soit n, en indiquant la méthode
qui permet de les former tous a 'aide des groupes linéaires de substi-
tutiouns correspondants. On voitdonc que l’on obtient ainsi une infinité
de classes de fonctions polygénes jouissant d'une propriété assez
remarquable se rattachant a la notion de corps. On peut dire que la
classe des fonctions monogénes forme un corps de fonctions par rapport
a la composition, en ce sens que si f(z) et f,(z) appartiennent & ce
corps, il en est de méme de /] f,(z)]. Cette propriété appartient aux
classes de M. Picard, correspondant a tous les entiers n.

Cette classification des fonctions polygénes, en corps de différents
ordres, parait étre I'une des plus naturelles. Il reste a voir si toute
fonction polygéne rentre effectivement dans 'un de ces corps.

Une autre classification des fonctions polygénes a été donnée par
M. Hedrick ('), qui range dans une méme classe toutes les fonctions

qu’on obtient & partir d’une fonction polygéne f(z, z) par la compo-
sition ®[ (=, 5)] ot ® parcourt tout le corps des fonctions analy-
tiques (?).

Enfin, on peut se poser des questions de représentation conforme

() Heorick, INGOLD et WESTFALL, T'heory of non-analytic functions of @ com-
plex variable (Journ. de Math., g* série, t. 2, 1923, p. 327). Observons, & propos
de ce Mémoire, que bien des résultats relatifs aux caractéristiques d'une fonction
polygéne peuvent étre obtenus facilement en adoptant notre langage. Ainsi, on vérifie
immeédiatement sur Pexpression (3") I’existence de deux directions principales o, et 9,

attachées a chaque point z, rendant 7 Maximum ou minimum. On trouve dans ce
¢

Mémoire relativement récent, des considérations géométriques intéressantes sur cette
théorie.

(2) La These de M. Miron Nicolesco, parue récemment, contlient une condition trés
simple nécessaire et suffisante pour que deux fonctions f et g appartiennent 3 une

. . . D .

méme classe selon M. Hedrick. On doit avoir D—Ej:li) = 0. (Thése soutenue a Paris,

%)
le 5 mai 1928.)
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d’une nature spéciale. On obtiendra ainsi telle ou telles classes parti-
culieres de fonctions polygénes. Mentionnons ici les fonctions qui
résultent de la représentation conforme conservant l'aire et qui
forment, elles aussi, un corps caracterisé par cette propriété géomé-
trique. On trouve déja dans les ceuvres de Gauss les formules

082 0Q
Q=9 YT

>

qui définissent cette classe. En effet, la résolution de ce systéme, par

rapport a P et Q, définit une classe de fonctions P + 7Q de la variable

complexe x 41y, a la seule condition que ()(i—:?l, ne soit pas nulle.

4. Observons que les fonctions polygenes analytiques admettent,
d’aprés leur définition, un développement en série suivant les puis-
sances de z et z. Un élément de cette forme étant donné, on pourra
inversement lui appliquer les méthodes du prolongement qui per-
mettent de définir, du moins théoriquement, son domaine d’existence.
Ce mode de définition conduira, comme pour les fonctions analytiques
ordinaires, a la notion de fonction polygéne multiforme.

I1y a lieu de remarquer, 4 ce propos, que le prolongement d’une
telle fonction peut se trouver arrété d’une facon assez artificielle par
la présence d’une courbe singuliére, alors que lexpression analy-

tique f(z,s) de lafonction polygéne permet de traverser cette courbe.
Prenons I'exemple trés simple

f(z! :’): —_—

I1—23

|

L’élément de fonction, correspondant au voisinage de l’origine,
divergera certainement sur le cercle-unité tout entier, car

©

I—3Z2—=—1—7T1

est nulle sur ce cercle. Si I'on se contente donc de faire le prolon
gement a la Weierstrass, la fonction n’existe qu’a 'intérieur du cercle-
unité. Mais I'expression

1

1—22

THI SE CALUGAREANO
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garde un sens dans tout le plan. La définition compléte de cette fonc-
tion revient donc a une question de pré férence entre séries entieres,
d’une part, et expressions analytiques, d’autre part, question qui s’est
déja posée pour les fonctions analytiques présentant des coupures (').

Les fonctions polygénes analytiques que nous venons de définir
appartiennent a la classe plus générale des fonctions quasi analytiques
d’une variable complexe. On sait qu’on appelle ainsi toute fonction
qui est completement déterminée dans tout son domaine d’existencc
lorsqu’elle est connue dans un domaine (D) d’aire non nulle. Cette
propriété appartient aux fonctions analytiques de z et sa démonstra-
tion se réduit & prouver que si un élément de fonction est nul dans un
cercle aussi petit qu’il soit, la fonction est nulle identiquement dans
tout son domaine d’existence. Or, cette propriété appartient aussi aux
fonctions polygénes analytiques. Soit

(7) J(8)=ao+ (@305 4+ @g1 3) -+ (@2 + @) 55+ @ 3%) +. ..

un élément de fonction polygéne convergeant dans 'aire (D) et s’an-
nulant & son intérieur. On a, en posant 3 =re®,

J(z) =+ r(ay, ¢+ ag e™) 4+ 12 (ag 0 ay + ag e ™) - ..
+ 1@y €4y e ag e )L

Il suit que I'on a, quels que soient 6 et =,

o eniﬂ + a, g€ n—2 i9+ - @y p—t o= 12 if)_+_ don (y—mﬂ —o0
ou
@no (€20 ) b,y (0 ) -y (e0) + @ =0;

donc tous les a; sont nuls et / (3) est nulleidentiquement. Le prolon-
gement permettra de voir qu’il en est ainsi dans tout le domaine d’exis-
tence de f(z); ce qui prouve que c’est une fonction quasi analytique
de s.

On se demande d’abord quel peut étre le domaine de convergence
d'un élément donné. On aura I’équation polaire de la courbe de con-
vergence en déterminant la plus grande des limites de la suite

- n —_— i ———— -
T { VA 2" 4 Qe (7 e gy P | (po=exh).

(1) E. BoreL, Legons sur la théorie des fonctions, »¢ édit., 1914, p. 81.
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Désignons par « (0) cette limite, fonction de 0.
On aura pour courbe de convergence

1

0= —
v

(6)

N

On pourra considérer les fonctions polygenes entiéres et leurs zéros.
Iciil y alieu de signaler une différence capitale qui sépare ces fone-
tions des fonctions entiéres monogeénes. Une fonction polygéne peut
étre nulle tout le long d’une ligne non singuliére, sans étre nulle dans
tout le plan. Il suffit de prendre I'exemple /' = 1— 2z, nulle tout le
long du cercle-unité, existant dans tout le plan.

CHAPITRE 1I.
REPRESENTATION DES FONCTIONS POLYGENES PAR DES INTEGRALES DOUBLES.

1. Nous reviendrons, dans ce Chapitre, sur les fonctions polygénes
uniformes les plus générales, continues ainsi que leurs dérivées pre-
miéres, quittant pour un instant les classes analytiques. Nous démon-
trerons ici certaines propriétés générales de ces fonctions, permettant
de les rendre plus familieres au lecteur, quoique ces propriétés ne
soient pas toutes nécessaires aux applications que nous ferons aux
équations différentielles.

Observons d’abord que, en se reportant a (3'), on peut écrire la for-
mule de Cauchy-Riemann d’une maniére plus condensée

(6) /'f(z)dz:zi o[ f1dC

[

en désignant par (C) le domaine superficiel limité par un contour
fermé C, et par dC un élément d’aire pris dans ce domaine. De
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méme on a

(6) fcf(z)d_é:ziﬁ;a[fjdc.

Ces deux formules permettent d’abord de donner une définition de
¢[f]et e[ f]quirappelle un mode de définition du vecteur tourbillon
d’un champ vectoriel. On a, en faisant tendre le contour & vers un
point ('),

aia[szlimé-)fcf(z)cﬁ,

. .1 )
i p[f]=lim fcf(z ) ds.

en désignant par (o) l'aire limitée par le contour o. Une application
plus intéressante de (6) peut étre faite en reprenant le raisonnement
fait par Cauchy sur les fonctions monogénes et en I'adaptant aux fonc-
tions polygénes. Calculons I'intégrale

f ‘f_(_z; dz

le long d’un contour C, le point = étant intérieur et / (z) étant une
fonction polygene (continue et umforme) quelconque. Tragons un
petit cercle y entourant & et joignons C a vy par un chemin linéaire «.
Appliquons la formule (6) au domaine (C — v) limité par C, v et les
deux bords de «

On désignera par dC; un élément d’aire entourant le point z. L’in-
tégrale se transforme comme on I'a fait poor les fonctions monogenes
On a, en vertu de la continuité,

(7)

(5w y=JS(x)+¢ (‘\vcc|e|<~n)

ff( )d__f( )f fzef;.-‘

Il est clair que la derniére intégrale disparait lorsque le rayon de v

(*) La seconde formule (7) fournit la définition de la dérivée aréolaire de

M. Pompeiu, égale a o[ f] au facteur é prés.
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diminue indéfiniment et il reste

Hni/Tgééédkzzznif(x)
On auradonc ‘

gﬂif(w)zﬂg%dz—zzlinxf— lf(z ]IIC

Il nous reste a transformer la secorde intégrale. On a immédiate-
ment, en vertu de (4),

S[fifal=fidlfa]l+ f28[fs)s
_ elfi-fil=Tielfel+ feplfi]s
et aussi
D[ J Lelfsl—Jielfa],
f2 (f2)?
d’ou
J(&) ] _GE==2)p[fl=fa)plz—2]__ plf]
p[z—x]— (3 —x)* T i—a

car z est monogéne. La formule devient donc

flor= 1 lff( S, 1 hmf Lt

Montrons que la derniére intégrale a un sens, malgré la présence
d’un élément singulier provenant du pole z=a. Soit I' un cercle de
centre & et de rayon R, compris dans (C). On a

lﬁ): dC, [< - Ilfgll

Supposons ¢ [ /] borné dans (C)

elfI<M.
On a
‘ pdC, M dC, i
m3—* m |5 —=|
Posons z = +re, |z — x| =r.
Il vient

R > v
f_ici_:/‘ 27::;[11:2“&
o 2=z r
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On voit done que I'intégrale

j 2L g,
)

2 —x

a une valeur finie, de module inférieur 2 2nRM. Ceci montre qu’il en

est de méme de
" elf e,

gC)"—_'L

lorsque o[ /] est borné dans (C), car le domaine compris entre I' et G
ne fournit pas d’élément singulier. Or

S =] -]
-y ST ) Y

et le module de/ est inférieur & 2nrM, r étant le rayon du cercle vy.
n
Cette intégrale tend donc vers zéro avec r, et il reste
lim e/ 4c :/' el/] 4c
—x 68— o

1C—v) “

intégrale qui a un sens bien défini. La formule devient ainsi

(8) == [ S3) g ! (C)ELJ-_QEJ dc,.

Cette formule, généralisant celle de Cauchy, a été trouvée pour la
premiére fois par M. Pompeiu quil’asignalée (') en 1912; elle montre
que pour connaitre une fonction polygéne /() dans un domaine (C),
il faut connaitre les valeurs de f(s) sur le contour C, et les valeurs de
sa dérivée aréolaire dans (C). Le cas des fonctions monogénes ne dif-
fere point, au fond, de ce cas général; on se donne alors implicitement
les valeurs — nulles — de p[ f] dans (C). Cette méme formule est uti-
lisée par M. Borel () (les notations différant un peu) pour définir des
fonctions monogénes dans un domaine (C), non analytiques dans ce

domaine. Il suftit, pour cela, de supposer ¢[ /] = o dans un domaine

(*) D. PompEelu, Rendiconti Palermo, t. 33, 1913 (2), p. 278.
(2) E. BoreL, Legons sur les fonctions monogénes.
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de Cauchy (que M. Borel définit), et¢[ ]2 0 dansle domaine complé-
mentaire.

Observons que la premiére intégrale qui figure dans (8) représente
dans (C) une fonction monogéne. C’est donc la deuxiéme, I'intégrale
double, qui représente la partie essentiellement polygéne de /(). On
voit donc que cette partie polygéne est déterminée par o[ f] @ une
fonction monogéne prés. Ce résultat apparait aussi directement. Suppo-

sons que I'on donne
ol [1=Acz).

Si f, est une fonction particuliére satisfaisant a cette équation, on a

p(f—J)=o0
donc
f— fi=®(z)=fonction monogéne.

On verrait de méme que deux fonctions ayant laméme ¢[ /]dans un
domaine donné, différent nécessairement par une fonction antimono-
geéne dans ce domaine. Si

donc
[—=fi=®(z )—fmlctxon antimonogeéne.

2. On peut se demander si les valeurs de ¢[ /] peuvent étre données
arbitrairement dans (C), tout en conservant la continuité. Il suffit de
démontrer que si on définit /(z) par

(o) fe=1 [ 2ac,

on a
e[ f1=A(s) [dans (C)].

A chaque fonction A(z) correspondra alors une fonclion admet-
tant A(z) pour dérivée aréolaire. Il sera démontré du méme coup que
toute fonction polygéne peut étre représentée par

(9) f(3)=@(z) + L f"”(”
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En effet, une fonction polygéne f(z) étantdonnée, telle qu’elle pos-
sede des dérivées premicres continues, il est facile de former ¢[ /] par
des dérivations. On formera alors I'intégrale (9') qui, admettant o[ f]
pour dérivée aréolaire, ne pourra différer de f(z) que par une fonction
monogéne. Toute fonction f(z) rentrera donc dans (9).

Pour établir que la dérivée aréolaire de la fonction définie par (9)
est A(z), nous utiliserons la formule

2ip[f] _hm——ff z)dz [(e)~o0].

On a, le long d’un contour ¢ entourant z,

faf(x)dx: 1fda:fc}-A—(s—)dCs
=1 [aw} [ 75|

Nous démontrerons plus loin la légitimité de cette permutation d’in~
tégrales. On a donc

I 11 N dx
PlN=ime 1 [ A [52

e . ™ s dx
en limitant le domaine (C) a (o), carfg -

a (o). On aura dans (o), en vertu de la continuité,

s;(la

- est nulle pour s extérieur

A($)aans o= A(5) +€(s) ['avec |e(s)|<m].

L’intégralef —di est égale a 2mz, donc
5 L — 8§
elf]= —lm . l%fA(z) 2m’do-+f e(s)zm'da}.
(o) Tl o)

fe(s)da <nfdo':(a)‘n
(@) (o}

el fl=A(z)+ k (avec | k| <n).

Or,

et 'on a finalement
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7, tendant vers zéro avec (o). Il reste done
plLf1=A(5)

On voit que la fonction ¢[f] peut étre donnée arbitrairement
dans (C), du moins lorsque la continuité est respectée dans (C).

Pour achever cette démonstration, il reste alégitimer la permutation
des intégrales, effectuée précédemment.

3. Soit (C) un domaine {ini simplement connexe ¢t 5 une courbe
fermée entiérement située dans (C). Si A(z) est une fonction continue,

on a
) :f(/:.j i\_‘:‘f(n:\:f{u‘:\f‘ﬁ‘_“_"r/:
Jg \(-;N'T'S .65——§

“Cy

/ ./\(.s')r/(]\/‘ ds :)/n:// As)dC,,
Y ‘6:‘78‘ < G

|

Pour démontrer cela, décomposons le domaine (C) en trois parties,
de la maniere suivante. Tracons une série de cercles sécants de rayonr,
ayant leurs centres sur ¢ et chaque cercle passant par les centres des
cercles voisins. On entourera ainsi 5 d’un espace annulaire. Pour
fermer cet espace annulaire, le dernier cercle tracé pourra passer par
le centre du premier, ou le contenir & son intérieur. Soit N le nombre
de cercles de rayon r nécessaires a la formation de cette région annu-
laire et soit 3 sa frontiére située entre o et C, = sa frontiére située
dans (a); désignons par («3) Pespace annulaire et par («) I'espace
intérieur & z. On aura

(N 1)< L= longueur du contour
done
\ _ ]1 -
N
Or
CAsy » ’
/; .d(,‘—_:/ -~—f -a—/ .
s os < 80 as Y

I est clair que I'on a

[ oz / \L>—, dC, = / Aisd / _f_[_:'« —= 0.
3 s . z 8

<80 e Yo
rEESE CALUGAREANO. 3

«
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car, pendant cette intégration, I'élément différentiel reste toujours fini.

On a de méme
ds . .
//(J\ = [\\s)db / P "’zﬂt[ Ais)dC,.

»[,d;._v/m )

en vertu de la méme propriété. Il reste

/(/:j -».\E.’l ACo= | Fizids,

TG %3

Montrons maintenant que la fonetion

tend vers zéro lorsque l'aire du domaine («3) tend vers zéro en méme
temps que 7. On a

[ ,/(_.ﬂ[ M) s, - Z

v 23 ,wr»

(..

(2.) étant le domaine formé par les régions communes aux cercles I,
successifs. Donc

N
/‘ :\‘_”(/( *[ / 7 J.;;Z /(1 _\(‘”//(J\ )
g~ - —, T

o/ af | -8

¢ !
On a dans chaque cercle (I')
Ns)=A(s) 4+ (le | <o),

en désignant par s, le centre du cercle 1',.

: - {
[ M,/(]\}é . L g s,
iy | Jwgsosh ey [

On aura également

J=
=X 1<21/ e

g
=1t v




avec
) : (G ! : G,
/ \(S)([(‘\ < \H”/ ol --—€[ ol i
= - g, 508 , s -8
e ' ’,
Or
[ AC Tt e
e R e
I o, ‘S[ - _r/(_,\— / _(/(:\ ,
T R S A TR Rt
et
CoNesy : o,
/ ——dCy < \is) + e —
Lyt T Jiry TS,
T : e,
(/(1\12“\(3”‘4_5] e e
o | RER Y
Mais
lz-sl2ls—s
s, étant un certain point situé sur I'.. On aura
| Ao / dc.= 7"
Ja |z —s] sl r, s
1l en résulte
P Nesy ] : T .
1/ : dCoi<<|e-- 1 \Nisod] == 13,
(I . Yor—s !

'

I _\.(._.s._g d(;\ | < Bl.

e,

d’on

A
Py Aoy 00 N L Ny EIY
I / —'—"_.([(_1\ “ \Z ),I_c +1 \(SL)H_|_:____—€;__!_'
’ !

T8
)

I 443

On augmentera le second membre en remplacant |A(s,)| par son
module maximum A sur la courbe 5 contenant les s, et |z — s, | par sa

valeur minima |z — s”|; on aura
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Mais N < !—,i—' done

VAR NE ! 27
‘ »Li—]d(,v < S tLorrie o A,
| 0 B8 ]:—s

a3 !

qui montre que notre intégrale tend vers zéro avec r. On a supposé z
extérieur au domaine («3). Il vésulte de la continuité de cette inté-
grale dans le plan entier ('), et du fait qu’elle ne peunl jamais repré-
senter qu'une fonction bornée, que la limite est zéro, quelle que soit
la position de z.

GHAPITRE III.

LES FONCTIONS POLYGENES COMME SOLUTIONS l)yEQUATIONS DIFFERENTIELLES
ET FONCTIONNELLES.

I. Considerons une équation différentielle d’ordre 2

() Fiyoo, ytemt o0y iyl 2] =0,

On peut chercher a satisfaire & cette équation par une fonction
v =/f(z), polvgéne en z, les dérivées de y étant remplacées par les
expressions (5) calculées précédemment (Chap. I). Apres cette substi-
tution, le premier membre de 'équation (1) dépendra visiblement de
I'angle 0. Nous dirons que la fonction polygéne /(=) satisfait a 'équa-
tion différentielle (1) lorsque le premier membre de celle-ci est nul
pour toute valeur de ¢(*). Nous verrons, par les divers exemples géné-

(') Le lecteur pourra vérifier, par un calcul facile, qu'une fonction de z telle que f(2)
définie par (g'), est continue dans tout le plan et nulle & Uinfini.

(%) On peut aussi envisager le probléme d’une autre maniére, par exemple en se
donnant ¢ le long d'une courbe et en cherchant la solution f(z) qui lui correspond
sur cette courbe. Nous nous bornerons a la premiére maniére de poser le probléme.
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raux qui suivent, que de telles solutions polygénes peuvent bien
exister.

Avant de passer aux exemples, signalons un théoréme général
reliant ces solutions polygénes & certaines solutions monogénes d’une
méme équation.

Démontrons donc le théoréme suivant :

A. Sty == G(z, 3) est une solution polygéne analytique de (1), dans
un domaine (C), la fonction y,= G(z, z — 21d) en est une solution
monogene ().

En effet, soit AB une parallele a Paxe des a, contenue dans le do-
maine (C), et soitd sa distance a cetaxe. Lafonction G(x + id, x — id)
satisfait & (1) le long de AB. Or, c’est une série cntiére en x conver-
geant au moins sur un segment de AB. Cette série représente la fonc-
tion G(z, s - 2id) monogéne dans un cercle et satisfaisant a (1) sur AB.
Il en résulte, par la possibilité du prolongement, que cette fonction
satisfait a (1) dans tout son domaine d’existence. La valeur de d peut
étre prise arbitrairement, pourvu que le segment AB ne sorte pas du

domaine ’existence de G(z, =). Lorsque ce domaine comprend un
segment de 'axe des x, on peut prendre « = o. Des solutions mono-
génes s’obtiennent donc & partir des solutions polygénes parle simple

changement de s en z. Le simple changement de z en z ne conviendra
pas lorsque des singularités s’opposent i ce que 'on puisse prendre
d=o.

Cette remarque permet de signaler certaines classes d’équations
différentielles dont I'intégration peut étre simplifiée, quelquefois com-
pletement achevée, une fois qu’on en a calculé les solutions polygénes.

On peut généraliser le théoréme précédent.

Considérons une équation monogéne par rapport & y et a ses deri-
vées, mais polygéne en s

(I)[Z = v o },l/ _‘,n]|~“

L BN N 7

(1) Nous avons énoncé ce théoréme dans une Note insérée aux Comptes rendus,

t. 186, 1928, p. 930.
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Soit y = Gz, :-) une solution polygéne de cette equation. Un ra-
sonnement pareil a celui qui précede permet d’établir que la fonction
monogene ¥, = G(z, - — 21d) satisfait & 'équation monogene

L I N T T T B e B

2. On peut étendre tout ceci aux équations fonctionnelles. Appe-
ons ainsi des relations entre 3(3) et o[a(2)], 2{0(z)], . ... 2| l(2)],
ot o est une fonction inconnue et @, b, ..., /, des fonctions don-

nées ().

Soit par exemple
F(:. Toatzrolaty] ol biay])=o.

Les données F, «; b, elant analytiques par rapport aux vaiiables
qu’elles contiennent, cette relation est susceptible d’étre verifiee par
une fonction polygéne ¢ = G (=, 5). Le raisonnement fait plus haut
nous permettra d’établir que la fonction monogeéne 9, = G (=, - —2/d)
satisfera & ’équation monogéne

l"(:. 3= oud. i) glac ]l b(]) o

LES LQUATIONS LINEAIRLS.

I. Pour prendre I'exemple le plus simple, commencons par I'équa-
tion lineaire du second ordre. Soit done
(1) AV 4By +Cyr+-D.=zo

une équation a coefticients A, B, C, D monogénes en . On a .

N .
) > - e Y=
a: 3
L 2 s o2ty )y v J*
= ey Ly 2
a:t 0z 0= 0=

{1) (est la définition adoptéc par M. Leau dans son Memoiic de 1897 (Ann. de la
Fac des Se. Toulouse,t. XI).
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En substituant dans (1) et en annulant les coefficients des puis-
sances de ¢ %, on trouve trois conditions équivalant & (1) :

>y Iy . .
'\7):—.,-*—85;_—‘—(11—'-'13——0.
a1y L, Ay
(29 . ,4_\55):5«— );EL.().
’ A
S =Tl

Pour avoir les solutions polygénes analytiques de (1), il suffit de
raleuler les solutions analytiques en = et = de (2). La derniére
¢quation montre que l'on a

V=0 4+ 30,
®, et &, étant monogenes en . 1l suffit de cette intégration pour se
rendre compte de la forme analytique de la solution. Il s’ensuit

av N Ry
gs =0 »(4)—34_(1),4—.-(1)4_,,_ T =@+ =0,

La deuxieme équation de (2) donne
(2") 2AD,+B®, —o,
et la premiére
\d, i BO -+ Cdy + D+ (AP, + B, 4+ Cd,)—o.

Pour que cette derniére équation, dans laquelle A, B, C, D, &,, &,
sont monogénes en z, puisse étre satisfaite, il faudra avoir

"

(2" AO,+ BO, — Cdy—=o.
Elle devient alors

(2") AP+ B!

+ GO, +D =o.

On voit donc que ®, doit étre choisi de fagon & satisfaire aux deux
équations (2") et(2”). Ceciimpose une relation entre les coefficients A,
B, C. nécessaire pour 'existence des solutions polygenes. On anra

AQ,+ B®, +C®,—=o.
2\ @ +B®,—o,
2AQP;+ (2A'+ B)®,+B'®,—o.
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d’ou, nécessairement

LA B G |
0 2\ Bl=o
fa\ o\ B B ‘
ol encore
(3) 132 ’.K(J:uaz o
\ B |

On a, par (2'),
(D_,._"/(" .
et

' B
—/-— s
- 2 A
Yi=® +yZe - ,

v étant une constante arbitraire et @, étant une solution monogéne
de (1).
En somme,

~'/ JI'\ oz

Vi=ysIe
est une solution polvgene de
(" A"+ By'+ Gy =o.

pourvu que la condition (3) soit satisfaite. On vérifie facilement que
l'on a
B - 4 -
RAVEN "B
v By Gy e 3 2] L (B —{AC
vy = by =Gy YAl /l\[)i\ B { q )

| S

Hn vertu du théoréme démoniré précédemment, la fonction mono-
geéne

_1‘2'__”/2(‘ *

satisfera 4 (1"). On vérifie que I'on a aussi
) o (Lo s [ 1V W B
AVi-=Bo,+Crymye V9 oty \ C— (B PG

d’ou la vérification immeédiate. Conduits par 'analogie avec ce qui
se passerait si A, B, C étaient constants |I’équation (3) devient
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alors b* — fuc = o}, essayons voir si

B ds

y=ped

n’est pas solution de (1°). On a

Al B
A B

L dz

- = I
Ay +By,+Cy,=pe 5 47\[2

’—(B"—AAC)],

gui montre qu’il en est bien ainsi.
On a donc, en général,

B
—fﬁdz

y={(a+B3)e

comme solution générale polygene ('), et

B
—_ | —ds
Y=(a+Bz)e '/"’A

comme solution générale monogéne.

Ainsi, cet exemple nous a permis de déterminer complétement les
solutions polygénes et monogenes, si intimement reliées les unes aux
autres. L’exemple en question forme une classe assez large parmi les
équations linéaires du second ordre puisque A(z) et B(z) restent
complétement arbitraires, C(z) étant déterminé en fonction de ces
coefficients par la relation (3).

2. Passons & I’équation d’ordre III :
) Ay"+By'+ Cy'+Dy+E=o.
On a, avec les équations déja écrites,
(3) = a'y diy vy dly

— 7 3 e - 3 e—4y p—b1p <
03} + 03203 + 0Js5 032 +e 0z3

(1) Nous appelons solution générale polygéne une solution contenant un nombre
de constantes atbitraires égal a I’ordre de I'équation.

THI SE CALUGAREANO 4
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La substitution et 'identification conduisent aux quatre conditions

! 3
f“x% 1;‘3%+cﬁ’-+l) +E=o.
gy Y , 0%) Jdy
S g TRB TE =0
(6) :
CY AP i
Asom B =0
dy
’ A(—)‘E—g = 0.

La derniére condition revient &
y=0,+z.0,+ 7P

et la substitution de cette expression, dans les trois premiéres équa-
tions, donne

(6" AQ®"+ B, + Cd, + D®, + E=o,

(n//) ; "\(Dlg—!_ Bd”;“‘ Cd)’_)-!—D(I)z: 0.
AV
! 3AD, + 2B®, + Cdy—o,

(A®+BO -+ CO\+DB=o.
(6") ¢ 3AQ" 4+ 2B, + CD,=o.
f 3A0, +B®,=o.

Ici, les deux possibilités suivantes pourront se présenter. Observons
que les deux équations du systéme (6”) coincident avec les deux pre-
mieres de (6”). Si donc, on exprime que les trois équations (6”) ont
des solutions communes, le systéme (6”) n’introduira plus de con-
dition supplémentaire. Or, on sait former une équation du premier
ordre 4 laquelle satisfont toutes les solutions communes des deux pre-
miéres équations de (6”). On fait ce calcul par un procédé qui rap-
pelle la recherche du plus grand commun diviseur de deux polynomes.
L’équation ainsi trouvée devra avoir des solutions communes avec la
troisieme équation de (6”) qui est, elle aussi, du premier ordre. 11
s'ensuit que ces solutions communes sont données par la troisieme
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équation de (6”). Or, celle-ci s'intéegre facilement :

B4

®,=vy e_fm C

On trouvera donc les conditions en question en substituant cette
expression dans les deux premiéres équations de (6”). On trouve
ainsi

C=g%132-3(f\’B+AB')],
_ B3 1 ” , B ) / B .
D= 27Ar ﬁ(A B—AB") — AY?(A B - AB )<1T? -+ g—)z\).

Ainsi, les deux coefficients A et B restent arbitraires et la solution
est du second degré en z.
Mais on peut aussi se contenter d'une solution moins générale, du

premier degré en 3, en prenant ®, = o. Il suffit alors que les deux
équations (6”) aient des solutions en commun, et ceci introduira une
seule condition. Ainsi, trois coefficients resteront arbitraires, et les

équations admettant des solutions polygenes du premier degré en z
seront moins particuliéres. Pour déterminer ®,, on aura a intégrer

3AQ, + 2B, + CP,—o.

La substitution de ®,, dans la premiére équation de (6”), donne D
en fonction de A, B, C.

3. L’étude de I’équation linéaire d’ordre n n’introduit pas de diffi-
culté nouvelle. Soit

(7) Ay " Ay A L+ Ny A =,

les A,(z) étant monogénes. On aura, en posant ¢™*? = p,

Oy . ary 7 ary ary
Y=g+ O gz O g T e

En substituant dans (7), on aura immédiatement, en exprimant que



— 98 --

celle-ci est vérifice pour toute valeur de .,

du /, ogn—1y On—p 4 )
[ A, ()Tz‘ + A, ()'7"-_..)1 -+ A” (()v—u—i +eeet 1\"_1 P - An)’ + A= 0,
- on o1y on—r ()),
(.x,il 0 Jan— ‘1}/)_ —+ (Jn_l .A, p ()_ —-+.. .+ C,L_,, /r—()—"u_—’”—;yT_ —+...+ C \n_; PE
gy ()n.—x ot ¥
(8) « ChA, St g Ch_ A, ~—“)-n-x_1 G T Ch Ak == T

_ ()I ) . dn—l y

A S 0z 03— —+ Cﬁ 1 A oz

()n y

,\ CIA, s

On a ainsi (n + 1) conditions auxquelles devront satisfaire les solu-
tions polygenes y. La derniére donne immédiatement

y=0, + s+ 0,3 +. ..+ ®,3
On en déduit

dy
05t

% _ . e =
6:% =00, ,+CL® T+ + Dy, 4.+ G0,

_(I)fz)+ @fu __)_(Dm,-,_|_ _._(I)u Sn—=1

en désignant j! par C%. Ceci permet d’écrire le systeme (8) sous la

forme
' le(I){ln) + A, (Diln_”‘l" cee A/}(I)lln—pl_‘_ et An—ld)'i +A,® + AIH—[]
+  F[A@E +A @4 AR+ A, D, +AD,
PP
—+ Z"[Ao([)',n-m‘i' A (I)i;f,_l” o A/ad)'qn:)-(“ - An—1®;]+1+ An(br/—H |
+

2t [A @ + A O A0 A, @, + A0, |—o.
COLCAA DI+ G A O+ - CL A, @274+ ClA,_, @, ]
4+ ZCHCL AR+ Gl A D2 - G, A, PP - CHA, B ]

b G, [CL AR+ Gy A @05 o+ Gl Ay - Gl A, @y ]

+ 32O [CA A+ CL A @ -+ CL A, @0 7 .+ CIA,, @, |=o,
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2[(:‘ B CR N O e - CE A - CEA i@y )

o B T T T

+Cl z l_cfz A + (ﬂn+1 m—-zk_h“— . sz-—p A,u(b}ii?f_”'—i— e GhA i ®he ]

B T T T T P
=q R — — y d

+Cliy = /[Crlz j'\()(p(/\{fi-ll-g-l—'}"‘ ChiA (/Ln-{'—(],‘-b-l' et Cn—p A,v(l’/—«-r/r P4+ Ci A 1 @rp1 ]

+

- Gl B [Ch ADT - Ch A - CE L A @ 4 ClA®, ] =o,

ColC ' Ag®),+ ClA @, ] =o0.

En égalant a zéro les coefficients monogénes de chaque puissance
de z, on trouvera les systémes auxquels devront satisfaire les ®; :

(9" AR+ A QO A A @+ AP Ay =0
" AdP+ Ay tI)"-“+ 4 A,,lb"'/"—f— A D +A,L(l),_o
C

(9 é CLADE 4. o by A, @7 2 Vo .4 ClAp 2@ Ci A, ®, = o

( A, q>f3m+ Ay @ AP L Ay, @)+ A, B, = o,
(9")  CLADI .. .+ CL A, @7+ 4+ ClA, 2@+ ClA,  ®=o,
C2A @ 4. .4+ CL A, @p—r— L + CIA, B, =o;
...................................................................... ;
, Ay AP e AP e Ay, @)+ A D, = o,

G O(D,}‘—”a—. e Gl A, 0= - - Gl A, @, + Gl A, ®,= o,

(97) { CZAD 4. 4 CR, Ay 7 L + C2A,,®,= o,
.............................................................. ,

G A @1 CITLA 77+ 4 4 CIT Ay @, = 0
...................................................................... ;

Ag® - AP o A A @ AP, = o,
Cl A"t . .4 Gl Ay 4 .+ CY Apy @t Cl Ap_, Dp= o,
(9M) { C2A@I™ . 4+ G2, A, @0 + CIA,, @, = o.

Cr' A, @), + CA, @, = o.

Ainsi, le probléeme de la détermination des solutions polygene
revient a la dlellSSlO de ces n systémes, contenant chacun une seul

des n fonctions @,.
(9') détermine la partie monogéne ®, de la solution. C'est I'équa-

@ W
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tion (7) elle-méme. On voit qu’a cette solution s’ajoutent n — 1 termes
représentantdes solutions polygénes del’équation sanssecond membre.

On observe que chaque systéme contient son précédent. Donc, si
'on a trouvé les conditions nécessaires et suffisantes pour que le sys-
teme (9") almette des solutions non identiquement nulles, tous les
systémes (9') admettront de telles solutions. La solution polygéne
de (7) sera donc effectivement de degré n—1 en z. Ces conditions
s’obtiennent comme précédemment, en intégrant la derniére equation
de (9), ce qui est immeédiat, .

_ﬁf”—\‘" 0z

et en substituant dans les autres équations de ce systeme. Elles seront
donc au nombre de n— 1 et fourniront tous les coefficients A, en
fonction de A, et A, (qui restent arbitraires) et de leurs dérivées. On
peut également se contenter d'une solution polygéne de degré ¢
en z(g<n), ce qui laissera les (n— ¢+ 1) premiers coefficients
arbitraires et réduira le probleme a 'intégration de I'equation d’ordre
(n—q)

¢ (- n—p— ' —
CIAOP T . 4+ CY, A, @) o+ Cl N @y =0

D, —=vye

qui remplace la derniére équation de (g).
On aura g conditions qui fourniront les coefficients autres que
Ay, Ay, ..., A4 Onvoit donc que I’équation est d’autant plus géné-

rale que le degré des solutions enz, — le degré dont on se con-
tente — est plus petit. Comme précédemment, on obtiendra des

solutions monogénes de la méme équation en changeant s en z. On
obtiendra méme la solution générale pour I’équation dans laquelle A,
et A, restent seuls arbitraires.

Ainsi la considération des solutions polygénes possibles nous a
permis de trouver des classes d’équations lineaires d’ordre n compleé-
tement intégrables, dans lesquelles deux coefficients restent arbi-
traires et des classes plus générales pour lesquelles I'ordre peut étre
rabaissé; mais les solutions qu’on obtient pour celles-ci ne sont pas
les solutions générales.

En somme, les équations linéaires qui admettent des solutions
polygénes sont des équations réductibles.
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CHAPITRE 1V.

SUR LES EQUATIONS NON LINEAIRES ALGEBRIQUES.

1. Les applications qui précédent fournissent des fonctions poly-

génes assez banales puisque ce sont des polynomes en z, a coefficients
monogénes en z. Ce sont lales seules fonctions polygénes (analytiques
ou non) pouvant satisfaire a des équations linéaires d’ordre fini.

Par contre, les équations non linéaires introduisent des fonctions
de = qui n’ont pas ce caractére élémentaire. Montrons-le d’abord sur
un exemple simple. Prenons I’équation, quadratique en y/,

(1) Ay"+By?+ Cy'+~Dy +E=o.
On en déduit, par le procédé déja employé, les conditions équivalant
a (1)
0%y I\ Iy o
AX'7:*2 —+ B(\—) _'_(J 0= —- .D) + E=o.

Jsz
. . 'y n 9 dy LAy
(2) “A'();7E+2BEE'()?+(‘()5— ,
J*y )
e ‘*‘B<7)3> =°
La derniére condition, que 'on peut appeler une équation aux
dérivées aréolaires puisqu’elle ne contient pas ;)%, montre que les

solutions polygénes ne seront plus, ici, des polynomes en z. Cette
équation peut étre complétement intégrée, de la méme maniére que

Y

I’équation & coefficients constants

(3) au’ 4+ bu*= o,

les fonctions monogenes jouant dans
(2") A Q:‘; —!—B(d%z)_:o

le role des constantes a et & de (3).
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On a, pour (3),
u= %L(i)x+(:)+d.

c et d étant des constantes arbitraires.
De méme on aura, pour (2'),

) r= BEILIB()E+ 0,(2)] + &, ().

@, et @, étant des fonctions arbitraires monogénes en z.
Il reste & satisfaire aux deux autres conditions (2), ce qui détermi-
nera @, et ®,, tout en imposant des conditions pour les coefficients A,

B,C,D,E.Ona
Iy Ak
0z EB(z)+ @y (3)
. AEB 4@, - d (A
E—®'+EZB+®O+L(‘B+‘D°)Z£(*>’

En substituant dans la seconde équation (2), on a, apres calcul,

, _ [ /A
[2(A'+B®,) + €]+ 2BL(ZB 1 @) 1 <E\/ o

Il s’ensult nécessairement

A

— A = const.
B

A+ B, + (?: —=o.
done
C—+ 2kB’

B ds.

(D’:

La premiére équation (2) donne

AB® 4 Bd2 + C®, + D,
ZB -+ @ ZB/+ @, _
2B 0 - 0 1L I —o.
+ kB gt — o kB St DAL(BE + @) + =0

Il faudra supposer soit £ = o, soit D = o.
En choisissant cette derniére hypothése, qui ne diminue pas 'ordre



de I’équation, on trouve les conditions
2k(B'C — BC') — G2+ 4BE — o,
(BB’ — 2B2)®, + 2 BB'®), — B2@ — o.
La premiere équation détermine E en fonction de B, C et la cons-
tante #, quirestent arbitraires. Rappelons qu’on a
A=/B. D=o.

Laseconde ¢quation, déterminant @, estlinéaire et du second ordre.
La solution polygéne sera donc '

),—_—A«L[:—.B(:)-HDU(:)]—‘[

C—+ 2iB’ Ie
5 s

La solution monogéne correspondante sera

C+ 2/kB

3B ds.

Y =FKL[sB(zs) + ®(z)] —

2. La classe générale des équations différentielles algébriques en y
et ses dérivées, jouit de la propriété de conduire a4 un nombre fini de
conditions en ¢ et p. Soit

(5) AGB)+PRO)+PH(yY+.. .+ Py ]=0

une équation d’ordre n, les polynomes P* étant respectivement de
degré «, par rapport aux dérivées y“, et & coefficients monogénes
en 5. Soit « le plus grand des nombres «;. Il est clair que, aprés avoir
remplacé les y' par

.2. —+ (3"“-’[?_()_ " ,
Js 0z ) "

on aura une équation algébrique-en ¢=*? = u,, de degré no au plus. Le
nombre des conditions équivalent & (5) sera donc égal & na, ou plus
petit.

Il est possible que I'une de ces conditions ne contienne que des

-~

"

B

dérivées par rapport 3 z senlement; ce sera une équation aux dérivées
aréolaires. Dans ce cas, on intégrera cette équation comme une équa-
tion & coefficients constants, en remplacant les constantes d’inté-
gration par des fonctions arbitraires, monogénes en =. Ayant ainsi

(HESE CALUGAREANO. 5
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précisé la forme de la solution comme fonction de z, la substitution
dans les autres équations de condition fournira les conditions néces-
saires et suffisantes pour I’existence des solutions polygénes, et déter-
minera les fonctions monogénes restées arbitraires. Enfin, la sub-
stitution de = & s fournira des solutions monogénes de la méme
équation (5).

Il estfacile de trouver la forme générale des équations différentielles
algébriques conduisant & des équations aux dérivées aréolaires. Soit

%q
Py v )= A3(s) [y ).

J=1

La seule dérivée aréolaire (non mixte, en appelant dérivée mixte

or+qy )

une dérivée telle que >, figurant dans y@ est %_—y, ayant pour
Js7 "

dz? dz

coefticient 7. Le groupe P} fournira donc, comme termes contenant
seulement des dérivées aréolaires,

On obtient les conditions en ¢ et ¢ en annulant les puissances suc-
cessives de u.. Pour obtenir une équation aux dérivées aréolaires, il
faudra donc grouper ensemble les termes

Qv y )/
‘\j"/(;)[—d‘%]

¢J = h = const.

tels que

o . or1 .
De plus, pour que des dérivées mixtes, comme ()——Z » ne s’ ajoutent pas

5P )z

aux autres, il faudra que, st k est divisible par un nombre ¢, < n, des
L . A . . .
termes de degré j = {—{‘— ne figurent ni dans P}1, ni dans P} pour > q,.
1

En effet, a partirde 7 = ¢ + 1, toutes les dérivées y™ contiennent u.”
comme coefficient d’une dérivée mixte; donc, si tous les termes de



35

degré j = ;/—% ne sont pas nuls dans les P, ¢ > q,, des dérivées mixtes

s'introduiront avec les dérivées aréolaires.

3. Nous avons envisagé, plus haut, des équations algébriques en y
et ses dérivées, en montrant que ces équations conduisent d un nombre
fini de conditions en cet g. Or, on voit facilement que cette hypothése
peut étre levée quant a y. On peut considérer des équations algé-
briques en y', ¥, ..., ¥, dont les coefficients soient analytiques
en z et y, mais non nécessairement algébriques. Ces équations con-
duisent également 2 un nombre fini de conditions en ¢ et z. Pour
montrer la possibilité de ce cas, et pour faire 'étude complete des
équations du second ordre admettant des solutions polygénes — qui
rentrent toutes dans le type suivant, comme nous le verrons plus tard —
nous prendrons un exemple qui n’est que la généralisation du cas
traité au n° 1. Soit (')

(6) VA )+ B(= 0 )+ G5 ) ) =0

une équation non linéaire quadratique en y’, et dont les coefficients
sont analytiques en z et y. Elle équivaut au systéme

S ary\? dy o~
D=2 T.\(E) —+-B()—z -+ L= o0.

, *y dy dy dy
(67) *E AL e TBET

()z}, d‘)l ‘.’__
0% +A<7§> =

La derniére équation peut encore étre intégrée facilement, en con-
sidérant 5 et 5 comme des variables indépendantes

a*y
0z . dy
o = MBI

0z

(1) Nous avons esquissé la marche des calculs qui suivent, dans une Note insérée
aux Comptes rendus, t. 186, 1928, p. 1406.
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ou
0 dy\ 2 7 .
_d—§<L()_Z>——— 5‘_;: A f\(.-. S)ds,
y
) . - Alz,8)ds
:—)‘%/:(Dl(:)efﬂ ’ s
_ N ftA:,xm’i'
(<) .:(D,(.:)—l-(l)?(:.):f edo dt =p(5, ).

Ainsi, les solutions polygénes de (6) s’obtiennent en déterminant
d’abord u.(z, y) al'aide de deux quadratures a partir de A(z, y), et en
résolvant (7) par rapport & y. Deux fonctions arbitraires monogénes
en z, ®, et ®,, s'introduiront ainsi.

Pour préciser la forme de la solution, et pourtrouver les conditions
auxquelles les coefficients A, B, C doivent satisfaire, on peut procéder
par substitution, comme précédemment; mais nous suivrons une
autre voie, susceptible de s’appliquer & un cas plus général, et deman-
dant des calculs moins laborieux.

Observons que le systéme (6) contient 3 équations reliant les 3 déri-
vées partielles du second ordre de y & ses dérivées d’ordre inférieur,
et & y. En résolvant par rapport a ces 3 dérivées du second ordre et en
formant, de deux maniéres, les dérivées du troisiéme ordre o¢® et 29,
on pourra écrire deux relations nouvelles qui devront étre vérifiées
pour que les solutions polygénes existent.

On aici, a partir des deux derniéres équations (6'),

JB oG

. s s L OA —
0%*p -+ 2A.0.0p + (90) 5}—,9—}—]5.69 i a;&.p—}- 5)—,9_0,
. o JA  OJA | o JoB OB .
206%p +2A.0.0p+2A.0 .p+2<—(£ -+ o o>6.p+B.op+<E + P 5>p__0,

d’ou en éliminant 3¢ et en remplacantles dérivées du second ordre dp
et o par leurs valeurs données par (6'),

(9C _ 08

2 _AAC =412 —
B 4;\0—4())/ 2()z
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De méme, en partant des deux premiéres équations (6),

JA  OJA . .
dp? +<d -+ (FB)({J) +2A.p.0p=o.

o

Ly, 0N s s ., 9B
2 00?4 ’J)— 0(p)’+2A.0.02+ 2A.0.8p + B.p>+ Ty (p)’=o
d’ou
()A B
0 ()y'

Ces relations sont nécessaires et suffisantes pour que les solutions
polygénes existent, & moins que, les relations n’étant pas vérifiées
identiquement, une fonction polygéne définie implicitement par ces
deux relations satisfasse 4 ’équation donnée ; mais ¢’est Ia un cas sin-
gulier que nous laisserons de coté.

On voit donc que les coefﬁcnents gardent beaucoup d’arbitraire. On

doit avoir
o _, 0\
dy " 0s

et, dans ces conditions, C est donnée par deux quadratures par rap-
port a y, car cette fonction satisfait a I’équation linéaire du premier
ordre

JC " 1 JB\

7 +A.C— Z<B —+ )I>—o.

La constante arbitraire qui s’introduira ici pourra étre remplacée
par une fonction monogéne de = quelconque. On aura

o=l oo (oo )P0 |

Observons que I'on a

17[0) dw
A= (5:7 B=2 E
en vertu de
9B __0A
oy s

Il s’ensuit
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w (3, v) étant ici une fonction arbitraire analyvtique en z et y, et ®(z)
étant une fonction analytique arbitraire. L’équation (6) s’écrit donc

),11_1_3 (; ¥ ! 1 o=t qp+/|: gw> d:i]e"’(/')’;:().

les solutions polvgénes étant données par

20, + @, :fe"’i""'(l)' = (5, ))-

On a, en dérivant par rapport a z,

24 - 3
d‘:rwwp+w_iﬁ_310+@——-
) 0s? i 2 0z

£ Ry (;’* AN
e . O ) dw dy w00 [0\ Dy
G‘D.I_i-(p_)'—— -(-)—‘——]— (‘)(); o= -+ e (5'((75) + € PN
donc
dr __ . : .9y
(*)-; (o[ (I) —l—@ ()ﬁ]
”“) _ _\<3d>q - ]
0z

32
De méme, en dérivant par rapport a z,
— w9
@ = 0z
et
P e O dy 0&) dy dy oy
Ci=e o 5 6z o Tz o
donc
a _ >’y 3 . - . . O
9z —¢ wP, PrY 0P — —e~vP, — Ac¢ u)m‘(‘¢'+®2—52>°
En remplacant dans les deux premiéres équations de (6'), on a
P, —o, O, +®=o;
donc
®, =354y ——f (5 —s)®(s)ds.
0

¢, =,



En définitive, les solutions polvgénes seront obtenues en résolvant

7z 4

<\

Y
sy =plz.)) :] e ds
0
par rapport & . Elles contiendront donc trois constantes arbitraires «,
B, v. La substitution de = — C a4 z nous offre les solutions monogénes
de (6) qui, elles, ne contiendront que deux constantes arbitraires dis-
tinctes, comme l'exige 'ordrede I'équation, égal & deux. Les solutions
monogénes que I’on obtient ainsi sont donc les solutions générales.
Pour prendre un cas particulier, soit
cs+d
-

A=

s B:’)‘(‘LVV.

On trouve, en prenant ® = o,

i = L it [1—(czs+d+1)LyJry.

=GTrdeay!

la solution polygéne étant donnée par

|

,},l:+11+1 =
o — /..
s+ d 41 c:—}—d_'_\

14

On a fait ici ¢, = k = const.
Le cas particulier ¢ = o, d =1, qui donne

J.),i/_l_.),/g___‘o
avec les solutions

T -
y=\2%Z+ 1L polvgéne,
Y=\"2:+1% monogéne,

est facile a vérifier. Un autre exemple est

6 ).'2 — éz_

Y 19 2 1

=gy =8 iy =gy — ¢
dont 'intégrale générale monogéne est (')

YZPZ[LOQ(A: -+ B); & é"a]

(1) Voir E. Goursat. Cours d’Analyse, vol. II, 3¢ édition, p. 537.
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et qui rentre dans le cas examiné plus haut. L’intégrale polygéne est
ici la fonction antimonogéne qu’on obtient en remplacant s par z.

4. La facilité relative des calculs, dans I'exemple qui précéde, est
due surtout i la présence d'une équation aux dérivées aréolaires. On
peut se demander si les solutions polygénes ont le méme degré de
généralité que les solutions monogenes, dont P'existence est assurée
par le théoréme de Cauchy. Aprés les exemples que nous avons donnés,
il est clait que la réponse a cette question est négative.

En effet, la solution monogéne sera en général la seule fonction de
la variable complexe = (ausens général) pouvant satisfaire a I’équation
différentielle. La solution polygéne existera lorsque certaines relations
existeront entre les coefficients; ces relations, plus ou moins restric-
tives, rendront compatible le systéme en cete.

On pourra affirmer que les solutions polygénes n’existent pas,
toutes les fois que I’équation

olyl=o

est une conséquence de ce systeme, et toutes les fois que ce systéme
est incompatible.
Observons, par exemple, que toutes les équations du premier ordre
excluent les solutions polygénes.
On a en effet '
Ny S )"
0—}‘(“._‘).‘) )-—F(,u,), CE-*—IJ-D?)
Il faut, @ étant arbitraire, que son coefficient soit nul

dy

?)—g:O,‘ _}’:(I)(:).

On peut, cependant, trouver des solutions monogénes de telles équa-
tions par le procédé suivant : on substitue u” & y dans une équation
du premier ordre, ce qui donne une équation d’ordre (p +1). Cette
équation peut admettre des solutions polygénes que I’on détermine. On
change 5 ens et 'on dérive p fois la solution obtenue. On trouve ainsi
une solution monogéne de I’équation du premier ordre.

Ce procédé permet de rattacher certaines équations de Riccatti a
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I’équation non linéaire étudiée au début de ce Chapitre. Soit
= A ALy + Ayt

Cette équation, étant du premier ordre, ne saurait admettre des
solutions non monogéunes. Posons y = u'. Elle devient

w=A+Aju'+ A,u”
qui rentre dans le type déja étudié

Ay +By?+Cy'+-Dy+E=o
avec
A=1, B=—A,, C=—A,, D=o, E—=—A,.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence des solu-
tions polygénes deviennent
—1=AA, (avec k= const.),
2 (Ay A — AL A) — A2+ A, A, =o,
(A AL — 2 A )Dy+ 2 A, AL D, — A2D) =0

ou
AQ:—}”,
zr\,—Af—«i%:o, ® =0
ou encore
A_,:—;(, Ao_ékA"_%/\Af, O, — oz + B

et la solution polygéne est

y:kL[ocz—!—5+ ;J +/ Ak
:kL[ou—l— +f> + - fA ds,
la solution monogéne étant

Y=FL(a'5+3")+ /)l [A,d:,;
donc

Y1:~—:———+

dY ko' éA
dz 'z f° 7 2!

THISL CALUGAREANO. 6
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satisfera 4 I’équation de Riccatti

Y= <§ kA, — /;A',-’) Ay =

I
7
3

ce que 'on vérifie facilement.

CHAPITRE V.

SUL L'ORDRE DE GENERALITE DES EQUATIONS A INTEGRALES POLYGENES.

1. Nous nous posons, au Chapitre précédent, une question sur
Pordre de généralité des équations qui admettent des solutions poly-
génes. Cette question est intéressante parce qu’elle précise I'impor-
tance des fonctions polygénes dans I’étude des équations différen-
tielles. Il convient donc, pour arriver a une conclusion, d’examiner le
cas général des équations non linéaires.

Remarquons d’abord que toute fonction polygéne analytique, dépen-
dant de plusieurs parameétres arhitraires, peut étre regardée comme
une solution polygéne d’une certaine équation différentielle. 11 suffit,
pour établir cela, de refaire le raisonnement concernant les fonctions
de = et de plusieurs parameétres. Considérons d’abord une fonction

ne contenant aucun parameétre
y==®»(z, 7).
On aura

(1) V=04 p @, ' =0L4 2p B+ 2D,
En éliminant u et z entre ces trois équations, on obtiendra une
équation monogéne en 3, y, y', ¥’
D, (s, 0. v, ¥')=o.

dont y est une solution polygéne.
11 est facile de voir, par les calculs qui effectuent cette élimination,
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que I'équation ainsi obtenue est linéaire en y” et quadratique en y’. Le
méme résultat sera obtenu en partant de ®(z, 2z + 3) ot « et 3 sont
des constantes arbitraires. Remarquons, pour linstant, que toute
¢quation admettant une ou plusieurs solutions polygénes est au moins
du second ordre. D’ailleurs, nous avons établi, au Chapitre précédent,
que les équations du premier ordre n’admettent jamais des solutions
polygénes. Insistons sur ce fait que I’équation ®, = o obtenue est
monogéne en 3, y, ¥, y"; nous entendons par cela que la fonction @,
est monogeéne par rapport a chacune de ces variables. On pourrait
former également une équation polygéne en z et monogene en y, y/,
en éliminant . entre les deux équations (1) et en laissant subsister z.
Considérons

.1':‘1)(3, 3, C)
et formons
(2) { V=0, + pnd:, V'=0QL+ 2pPz+ P20,
3= @ 3@, - 3 2@ . D,

L’¢limination de u, z, C entre les quatre équations (') nous four-
nira une équation du troisi¢eme ordre admettant y comme solution
polygene, quelle que soit la valeur de C. Le résultat est le méme sil’on
part de (I)(z, as 48, C).

Le raisonnement est général et permet d’établir que zoute fonction
polygéne analytique, contenant k paramétres arbitraires, est intégrale
polygéne d’une équation monogéne du (k + 2)*™ ordre au moins.

On voit donce que, de ce point de vue, les fonctions polygénes analy-
tiques égalent en importance les fontions monogeénes analytiques (*).

Toute fonction de notre classe, comme toute fonction monogéne,
est attachée & une ou plusieurs équations différentielles.

2. On peut se poser la question de la facon inverse, et ce point de

(*) On considére, pendant cettc élimination, z comme indépendant de z, ce qui
n’empéche pas d’obtenir une fonction y convenable, qui peut, d’ailleurs, ne pas étre la
seule convenable.

(2) I1 est correct d'employer cette nomination qui n’implique aucun pléonasme,
comme M. Borel I'a montré.
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vue ne conduit pas au méme résultat. Cauchy a démontré, en effet,
que toute équation monogéne, mise sous la forme canonique, admet
une famille de solutions monogénes. Or, nous savons déja que toute
équation monogéne n’accorde pas la méme hospitalité, si 'on peut
dire, aux fonctions polygénes. Les équations monogénes (et méme les
équations polygénes en z) qui admettent des solutions polygénes sont
des équations d’une classe particuliére. On a vu, en effet, que les solu-
tions polygénes imposent toujours certaines conditions concernant la
forme de I’équation différentielle. Il est intéressant, dés lors, de savoir
reconnaitre si une équation donnée admet ou non des solutions poly-
génes; mais c’est la un probléme dont la complication, en général,
empéche d’aboutir & un critére pratique.

SUR L’'INTEGRATION DE CERTAINES CLASSES D’EQUAT!ONS DIFFERENTIELLES.

Nous ferons ici quelques remarques sur un type particulier d’équa-,
tions différentielles. Considérons les équations d’ordre n qui, résolues
par rapport a ¥, se présentent sous la forme

(B) k) 1 — P[:’ 7, j"g ),”’ s )'(n—u],

ou P est un polynome par rapportay’, y”, ..., y"~", dont les coeffi-
cients sont monogénes en s et y, sans étre nécessairement algébriques.
De plus, soit

Az ) [0 [5")7 e [y )T

un terme homogéne de ce polynome. Nous appellerons poids de ce
terme la quantité

P=g¢g:+2¢,+3q,+...+(n—1)qn.

Le poids d’un polynome tel que P sera le plus grand poids réalisé
par ses termes. Cela étant dit, nous considérerons les équations (B)
telles que le poids du second membre soit <n. Nous dirons alors que
I’équation est du type (B). Observons que toute équation du type (B)
conduit & une équation aux dérivées aréolaires au moins. Car les
termes de degré maximum en . étant, dans chaque dérivée y, de la
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forme ‘u’"%, il est clair que I’équation obtenue en annulant le coeffi-

cient de u" dans (B), ne peut contenir aucune dérivée mixte, ni aucune
dérivée par rapport a z. Donc, c’est une équation aux dérivées aréo-
laires. Ainsi, la circonstance simplificatrice sur laquelle nous avons
insisté au n* 2 du Chapitre IV, se présente toujours pour les équations
du type (B).

Toutes les fois que le poids du second membre est < n, on voit faci-
lement que cette équation aux dérivées aréolaires se réduit a

dn y
gz =0,

ce qui montre que la solution est un polynome de degré (n — 1) en z,
comme pour les équations linéaires.

Pour se convaincre de I'existence effective des solutions polygénes
pour une équation donnée, il faudra vérifier que certaines relations
nécessaires existent bien entre les coefficients de I'équation. Nous ne
tacherons pas de préciser ces relations dans le cas général, ces condi-
tions étant assez compliquées. Mais nous avons une méthode générale
nous permettant d’écrire toutes les relations nécessaires et suffisantes
qu1 doivent étre imposées aux coefficients d’une équation du type (B)
pour que cette équation posséde effectivement des solutions polygénes.

Il est clair que P'équation générale d’ordre n et de poids <n est
équivalente a4 un systéme (S,) d’équations aux dérivées partielles
(par rapport & z et 5 qui devront étre regardées comme des variables
indépendantes). Ce systéme s’obtient en annulant toutes les puis-
sances de p dans (B), donc il contient (n + 1) équations qui se trou-
vent déja resolues par rapport aux dérivées partielles d’ordre n de y.
Chaque couple d’équations consécutives permettra d’écrire une rela-
tion nouvelle, en calculant de deux maniéres différentes certaines
dérivées d’ordre (n+1)de y. On obtient ainsi n relations dans les-
quelles on peut remplacer les dérivées d’ordre n par leurs valeurs
données par le systtme (S,). On a donc »n relations contenant les
dérivées d’ordre (n — 1) de y, ainsi que ses dérivées d’ordre inférieur
et qui forment un systeme (S, ). En supposant que la résolution de ce
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nouveau systéme soit possible, les mémes calculs se continueront en
permettant d’obtenir un systéme (S,), et ainsi de suite. Si le processus
ne se trouve pas arrété, on arrivera a deux équations donnant les
dérivées partielles de y en fonction de z et de y; ce sera donc un
systeme (S,) du premier ordre qui nous permettra de former une der-
niére condition d’intégrabilité. Elle devra étre une identité. Sinon, la
fonction implicite qu’elle définit devra vérifier toutes les relations
précédentes et fournir une solution polygéne de Péquation (B); mais
ce cas est tout a fait exceptionnel, sans étre impossible @ priori. On a
ainsi une premiére condition nécessaire et suffisante pour 'existence
d’une fonction y satisfaisant a (S,). En remplacant les valeurs des
dérivées g et %%, fournies par (S,) dans (S,-,), on aura %—:)—, ::f);

g* . . .. , .
et 7_1 en fonction de 5 et y. Deux nouvelles conditions nécessaires et

J3*

suffisantes s’introduiront pour que y puisse étre déterminé. En conti-
nuant ainsi, on remontera au systéme (S,), qui sera compatible aprés

n(n +1)

la formationde 1 +2+3 +...+n= conditions nécessaires

et suffisantes. Il n’est pas sur que toutes ces conditions sont distinctes,
et en fait, il n’en est pas ainsi pour les exemples que nous avons
traités. Car, pour ces exemples, le procédé indiqué plus haut ne peut
pas se continuer au dela des dérivées premiéres, ce qui fait que le
nombre de conditions nécessaires et suffisantes est moindre. Ainsi,
pour l'équation linéaire du second ordre, qui devrait nécessiter
— théoriquement — trois conditions, il suffit d’écrire une seule relation
entre les coefficients pour que [es solutions polygénes apparaissent.

Ce procéde nous permettra de trouver, d'une facon symétrique, les
conditions précises qui nous sont nécessaires pour décider si une
équation donnée admet ou non des solutions polygeénes.

2. Le théoréme (A)(Chap. III), qui domine notre étude, est suscep-
tible de nous offrir certaines facilités pour l'intégration — au sens
ordinaire — des équations envisagées. En effet, de 'analyse qui pré-
céde, résulte I'existence d'une classe assez large d’équations différen-
tielles pour lesquelles — méwme sil'on se refuse a accorder aux solu-
tions polygénes un intérét philosophique — on a une méthode de
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déduire des intégrales monogeénes ou de réduire ce probleme &
I'intégration d’équations plus simples.

Pour jeter un coup d’eeil critique, remarquons que les solutions
polygénes d'une équation différentielle ont ceci d’artificiel que, dans

toutes les dérivées
0 d {m)
mi— (L _ .
7 <()z e ():> J

que I'on introduit dans cette équation, on donne a xune méme valeur,
ce. qui n'est pas nécessaire a priors. D’autre part, si chaque dérivée
introduisait une quantité . indépendante des autres, il est clair que
les solutions polygénes deviendraient tout & fait exceptionnelles. Mais
on peut varier les relations que I'on introduit entre les p successifs et
généraliser ainsi la notion de solution polygéne. On voit facilement
(par exemple, sur I’équation linéaire du second ordre), que l'on
obtient ainsi de nouvelles classes d’équations & solutions polygénes.
Le théoréme (A), permettant d’en déduire des solutions moncgénes
des mémes équations, s’appliquera sans modification.

Bornons-nous au sens primitif des solutions polygénes et a la
classe (B) précédemment définie.

Du point de vue pratique, celui des intégrales de I'équation consi-
dérées le long de I'axe réel, il est clair que les solutions polygénes ne
peuvent nous offrir rien de plus que les solutions monogénes. En
effet, ces solutions sont analytiques en z et en z; done, les fonctions
qu’elles nous définissent sur Oa sont également des fonctions analy-
tiques de z.

Par contre, I'intérét pratique que les solutions polygénes pourront
présenter sera celui de nous faciliter la recherche des solutions mono-
génes. Or, on a vu que les solutions polygénes nous fournissent immé-
diatement des solutions monogenes par une substitution linéaire.

La recherche des solutions polygénes présente-t-elle des facilités
particuliéres, au moins dans des cas spéciaux?

Cette recherche sera sensiblement facilitée, pour la classe (B), par
le fait que I'on est toujours conduit & intégrer une équation aux déri-
vées aréolaires. Sil’équation donnée admet effectivement des solutions
polygénes, il suffira, pour avoir leur forme générale en z, d'intégrer
une équation aux dérivées aréolaires.



Y -

3. Or, ce probléme est toujours plus facile que celui d’intégrer
I’équation donnée. En effet, soit
gy dl’:v"/ T3 dl’:}' 9s
o= | | ozes
une équation aux dérivées aréolaires.

7y B 1y
(8) (())E::‘ ZZ A/q,v,';:m,t/g;A.‘;/';,'I;(z.' }),[%

Pour intégrer cette équation, on considérera z comme un parameétre
et I'on remarquera que 3z, la véritable variable indépendante, ne figure
pas dans cette équation. On prendra donc z comme fonction et y
comme variable, et Pordre de I'équation sera ainsi rabaissé d’une
unité. Si la nouvelle équation peut étre intégrée complétement, on
aura

qui, résolue par rapport a y, donnera la solution de (8).

Ceci n’est que la généralisation de ce que nous avons fait pour le
cas du second ordre, n° 3 (Chap. 1V). Donc, la méthode offre toujours
cette facilité, pour la classe (B) et, généralement, pour les équations
satisfaisant aux conditions du n° 2 (Chap. IV).

Remarquons que les n constantes arbitraires que y contiendra aprés
I'intégration de (8), devront étre considérées comme fonctions mono-
génes de z. Elles seront déterminées ensuite, par substitution directe
dans le systéme (S,) correspondant a I’équation envisagée.

Ces applications font voir que les fonctions polygénes jouent un
role dans le probléme de I'intégration de certaines classes d’équations
différentielles et que leur étude permet parfois d’apporter une simpli-
fication réelle a ce probléme, ainsi qu’a des problémes de natures trés
variées concernant les transformations ponctuelles.

Vu et approuvé :
Paris, le 8 juin 1928.
Le DoyeEN bt raA FACULTE DES SCIENCES,

C. MAURAIN.

Vu et permis d’smprimer :
Paris, le 8 juin 1928.
Le RECTEUR DE L'ACADEMIE DE PARIS,

S. CHARLETY.
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