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SUR LES TRANSFORMATIONS

DES

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

D’ORDRE QUELCONQUE

A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES.

e O ————

INTRODUCTION.

1. Etant donnée une équation quelconque aux dérivées partielles du
premier ordre, par une transformation de contact convenablement
choisie, il est possible de ramener son intégration acelle d'une équation
de méme ordre immédiatement intégrable ('). On ne posséde aucune
théorie permettantde procéderd’une facon analogue pour une équation
d’ordre supérieur & 'unité : les transformations de contact prolongées
m — 1 fois sont les seules transformations réversibles portant sur les
coordonnées d’¢lément d’ordre e, telles que toute multiplicité se
change en une autre multiplicité (*); elles permettent parfois de
ramener une équation & une forme plus simple (*), mais ces appli-

(') Goursar, Lecons sur Uintégration des équations auzx dirivées particlles
du premicr ordre, p. 289. Get Ouvrage sera désigné par la notation I, les deux
volumes de celui sur les équations du second ordre par I, et 11,.

(?) Backiesn, Math. Ann., t. 1IN p. 297.

(*) Goursar, 11, Chap. 11.

C.
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cations sont limitées en raison de ce que les propriétés d’ott pro-
viennent les principales difficultés du probléme d’intégration des
équations d’ordre supérieur a I'unité sont invariantes par rapport aux
transformations de contact. Les divers modes de transformations de
ces équations (ue I'on connait (') ne réussissent que grace a la forme
particuliére des équations auxquelles elles s apphquenl

2. La recherche des transformations des équations aux dérivées
partielles peut se rattacher a I'intégration des systéemes différentiels
les plus généraux (*) : dans le travail qui va étre présenté, il sera
traité de transformations des équations & deux variablesindépendantes
que P'on déduit de I'étude des systémes de qualre équations a deux
inconnues s et 5, fonctions de deux variables indépendantes, respec-
tivement x, y et z’, y’

T A It ! ’ ro, ., - I
l[('zayy~7/)1o,1)o17~--7p0,m,»1'L‘a_y7 *7[)10»'--5[)0,"1.')__0
(m;sm'y m;Zmyi=—1,2,3,4);

™

il suffit, du reste, de légéres modifications pour (ue les méthodes
employées permettent d’¢tudier des systemes plus généraux (*).

Le probleme de ['intégration du systéeme (1) peut s’énoncer de
maniere 4 généraliser le probléme de Backlund (*) : déterminer un
couple de surfaces (s) et (s'), I'une d’un espace (e), 'autre d’un
espace (¢'), entre lesquelles il soit possible de déterminer une corres-
pondance ponctuelle telle que les coordonnées d’¢léments d’ordre m
de (), d’ordre ' de (s'), en deux points correspondants satisfassent
aux relations (1)

Aucune des surfaces (s) et (s') ne peut étre prise arbitrairement;
chacune d’elles doit ¢tre choisie parmi les intégrales d’un ou plusieurs
systémes en involution; il arrive que certains de ces systémes se
réduisant & une seule équation, les relations (1) permettent de définir
une ou plusieurs transformations entre deux équations, I'une a I'in-
connue 3, l'autre a 'inconnue z'.

(') Pour le second ordre, voir Goursar, 11,, Chap. 1X.

(*) Goursar, 1L, p. 293. — Derassvs, dnn. Ec. Norm., 3¢ série, t. XIV,
p. 238. — Gav, C. R. Acayl. Sc., 1. 136, p. 116,

(*) Mé¢me de systémes o les fonctions dépendent de plus de deux variables
indépendantes.

(") Goursat, C. R. Acad. Sc., t. 167, p. 347.
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3. La méthode que nous emploierons, dans cette recherche, s’appuie
sur les résultats suivants, qui sont nouveaux, sauf le premier, relatifs
a intégration d’un systéme de deux équations aux dérivées partielles
a une inconnue (').

Soient deux équations d’ordres met M, mZM :

(2) \ f(xay’ S, Pw, L) Pom):O’
" F(&, ¥, 5 Pros -+« Pon ) =O.
Posons

iz=m

I=M .
of dnF oF i f
(2) — : —_ -
o= 3 20 () = X o (i)
i=0 I=0

/

Formons le systéme (A) comprenant les équations (2) et celles
qu’on en déduit par différentiations, jusque ety compris celles d’ordre
m -+ M — 1 en z : siles équations (2) n'ont pas de direction commune
de caractéristiques, c’est-a-dire si le résultant 1) des équations algé-
briques qui déterminent leurs directions de caractéristiques n’est pas
nul, soit identiquement, soit comme conséquence algébrique de (A),
ce systétme admet comme condition de compléete intégrabilite la
relation (3) : '

(3) [/, F]=o.

Supposons que les équations (2) admettent 7 directions communes
de caractéristiques; et représentons par D" les conditions qui I'ex-
priment : elles sont satisfaites soit identiquement, soit comme
conséquence algébrique de (A). Au moyen de différentiations et
d’éliminations, il est possible de former un systéeme B” qui admette (3)
comme condition de compléte intégrabilité; la forme de ce systéme
ne dépend pas uniquement de 72, M et . Comne circonstance excep-
tionnelle, il arrive que les calculs fassent apparaitre une relation non
identique entre « et y.

Dans bien des cas, les premiers membres des ¢quations (2)

(') Une partie de ces résultats se trouve exposée dans une Note parue aux
C. R. Acad. Sc., t. 162, p. 532.

(%) Cetie expression avait é1é considérée précédemment par CampereLL, Proc.
of the London Math. Soc., t. XXI, p. 233, pour des équations & un nombre
quelconque de variables indépendantes,
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contenant des fonctions indéterminées par exemple, on ne peut effec-
tuer jusqu'au bout les éliminations nécessaires pour la formation du
systéme B” (r=o0, 1, ..., m, le cas oit =0 correspond a A); on
peut cependant former un systéme C” dont les relations, convenable=
ment résolues, donneraient le systeme B” : la condition d’intégrabilité
de B” est satisfaite si ('%) est conséquonce aIO'ébrique de C.

Il n’est pas nécessaire que les equallons (2) possédent 7 directions
communes de CdIaC[LI‘NL]qllLQ pour qu’on puisse former le systéme C7,
puis le résoudre suivant le schéma fourni par B”; admettons qu elles
en posscdont moins de 7 qui leur soient communes et que les relations
D" et (3) soient conséquences algébriques de C: le systéme B’ corres-
pondant est alors compléetement intégrable; il fournit des solutions
singulicres du systéme (2) engendrées par des caractéristiques
communes a ses deux équations appartenant a r familles différentes.
On est assuré qu'il en est ainsi, si lon sait, a priori, que ce systéeme B”
est possible et admet un groupe de transformations de contact dont
I'ordre est un nombre égal a celui de ses dérivées paramétriques; cela
suppose, bien entendu, que la solution générale de ce systéeme dépend
de constantes en nombre fini.

Nous avons mis ainsi en évidence certains cas d'intégrabilité des
équations (2), ce ne sont évidemment pas les seuls qui peuvent se
présenter.

Nous supposons loujours, comme on est obligé de le faire dans ce
genre de questions, que les calculs qui sont effectués 4 un moment
quelconque ne sont pas en contradiction avec ceux qui précédent.

A. Soit (s) une surface de (e) d’¢quation 3 = g(, y); surlignons
d’un trait le symbole d’une expression pour 1nd1quer que nous y rem-

placons z, pioy Poys -+ PAT &y L4y &5y ---- A () correspondent des
surfaces (s") si les deux équations (4)

(4) ¢ =o, ®' —o,

obtenues par I'¢limination de x et y entre les quatre relations (T),
admettent dessolutions communes. Pardifférentiationset éliminations,
onpeutdéduiredesrelations (r)unsystemeI" (r=o,1,..., m) tel que I”
soit équivalentau systeme (X construiten partant des relations (4), puis
des relations 11" et K=o, telles que H" et K = o soient équivalentes
aux conditions D" et [¢',®’| = o relatives & (1), en tenant compte
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algébriquement de T”. Supposons que celles des relations H” qui ne
sont pas identiquement satisfaites soient conséquences algébriques de
I : si K = o est ¢quivalente, en tenant compte algébriquement de I”,
a une relation

(5) U=o

ne contenant que z, y, z et ses dérivées jusqu'a un certain ordre, on
obtient une équation aux dérivées partielles en = dont les intégrales
permettent de déterminer par I'intégration du systéme B” qui corres-
pond a chacunc d’clles des solutions du probléme de Biacklund relatif
au systéme (1). Il est possible de former cette équation (5), si ce
dernier systéme est invariant par rapport a un groupe de transforma-
tions de contact de I'espace (¢') dont I'ordre est un nombre égal a
celui des dérivées paramétriques de B”, y compris le cas ol ce nombre
est nul, les conditions relatives aux H” étant supposées satisfaites.

3. 1l ne parait pas possible d'indiquer un procédé régulier pour
former toutes les transformations qu’on peut déduire des systémes (1) :
on verra, par la suite, qu'on peut en trouver un grand nombre. En
s’appuyant sur les résultats généraux que nous venons d’esquisser, on
trouve des transformations intéressant, en particulier, les équations
admeltant un groupe continu de transformations de contact (équa-
tions linéaires comprises);au fur et & mesure que l'ordre des équations
s’¢leve, 'ampleur de ces applications diminue par rapport a la
généralité des équations de I'ordre considéré : les équations d’ordre p
admetlant une famille de caractéristiques (p — 1) se comportent
toutefois a peu pres comme celles du second ordre a caractéristiques
quelconques.

Supposons que deux des équations (1), au moins, sotent d’ordre m’
en z'; les équations (4) sont alors d’ordre m’ : on obtient de nouveaux
résultats en recherchant s'il est possible que le systéme (4) admette
des solutions singuliéres engendrées de m’ facons par des caracté-
ristiques appartenant aux ' familles des deux équations. 11 faut pour
cela que les déterminants déduits de la matrice

dr;y (dEy T oF,
dl"> (d)”) d[/;n‘.() o dp:),m’

soient nuls comme conséquences algébriques de (1). Ces conditions

I=1,2,3,%
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étant satisfaites, le systéme (1) est équivalent & un systéme (1) oti une
des relations peut étre prise arbitrairement, les trois autres étant
assujetties a certaines conditions. Si 72’ =1, on retrouve des transfor-
mations de surfaces indiquées par Bicklund; on peut certainement
former ’équation (5); si s’ > 1, pour que cette équation existe, il faut
que des conditions supplémentaires soient remplies, mais qui sont
plus simples que pour un systéme quelconque d’ordre n' en ='.

Lorsque trois des conditions {1) satisfont aux conditions dont
nous venons de parler, on est condait a rechercher ce (ui se passe
lorsque 'on compléte le systéme par une certaine relation d’ordre
m’ +1 en =, déduite des trois premiéres :

m'= m =1, on trouve des transformations qui changent des équa-
tions du deuxicme ordre appartenant a une classe treés générale en
équations du deuxicéme ordre admettant une famille au moins de
caractéristiques du premier ordre; les équations (ui possédent une
seule transformation infinitésimale de contact appartiennent & cette
classe ;

m'=1,m =2 : on est conduit a des transformations d’équations
du troisieme ordre admettant des caractéristiques d’ordre 1, 2 ou 3;

m'=2, m=1 : les transformations obtenues intéressent des équa-
tions du troisieme ordre qui posseédent des caractéristiques du premier
ou du deuxiéme ordre, etc.

Le travail dont I’exposé va suivre est divisé en trois Chapitres.

La théorie générale relative au systéme (2) est exposée dans le
premier, aprés quelques remarques sur le systeme de deux équations
du premier ordre & une inconnue,

Dans le Chapitre II, les résultats du précédent sont appliqués au
systéme (1), en commencant par le cas ol deux de ses relations sont
r=ux,y =y.

Enfin le dernier Chapitre est consacré spécialement aux transfor-
mations de surfaces de Bicklund et, en particulier, a I'étude des cas
singuliers de ces transformations.

Il me reste & exprimer & M. Goursat mes sentiments de profonde
reconnaissance pour la bienveillance qu’il m’a constamment témoi-
gnée et pour les conseils et les encouragements qu’il m’a adressés au
cours de ces recherches.
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CHAPITRE 1.

SUR QUELQUES PROPOSITIONS RELATIVES A LA RESOLUTION DES SYSTEMES D EQUATIONS
) AUX DERIVEES PARTIELLES.

Etant données deux équations du premizr ordre a une fonction
inconnue s de deux variables indépendantes x et ) :

F(x’y’57p5(1):0’

(1
Sy G(z, ¥, s, p, q) =o,

elles peuvent admettre une intégrale commune qui constitue une
solution singuliére de leur systéme et qu’il peut étre avantageux, pour
des raisons que nous ferons apparaitre, de mettre en évidence.

Posons
0= F,;G,,— F,,G,,.
Supposons que

(1) d=—o

ne soit pas conséquence algébrique de (1); les trois relations (1) et (1I)
déterminent x<* éléments du premier ordre; si ces éléments sont ceux
d’une surface, celle-ci représente l'intégrale que nous avons en vue.
En général, il n’en est pas ainsi; on trouve aisément des conditions
nécessaires pour que cette circonstance se présente.

Toute solution de (T) satisfait aux équations obtenues en différen-
tiant les équations de ce systéme

dF B . dF dG dG
=Fpr -+ l«q,q+<—-—)::o, » :Gpl'+Gqs+<2;>=0,‘

dx dx d.

(1) . s
a’l*__F . db)_ dG__G G.t [ dG .
=t (G)=o GGt () =0

Si la solution considérée satisfait aussi & (I1I), on déduit des rela-
tions (III), en supposant I,.G, = o,

. /dG dr’
() ()=

(av) dG d¥
“o(y )~ G () =
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Toute solution commune aux équations (T) et (II) est solution des
équations (IV), c'est-a-dire que les relations (I), (I1) et (IV) doivent
étre algébriquement compatibles en z, p, ¢ pour qu'une telle solution
existe.

Ceci n’est valable que si F,.G,= 0. Si F,.G,==0 est compatible
avec les relations (I) et (II), différents cas peuvent se présenter. Sup-
posons d’abord ¥, = o; d’apres (1)

F,,G[,:: (o34

si F,= o0, nous sommes amenés & considérer le cas ol l’équation
F =0 admet une solution singuliére, qui est intégrale de G = o;
si ;= 0, on a G,==0: ou G,= o, et alors c’est G=o0 quiadmetune
solution smgullere solutionde '= o; ou G, 5+ o, etdesrelations (1II')

on déduit
o (29) 6, (%) o,
(IV") dx dx
b (48) g, (4 =
dy) \dy) =
analogues aux relations (IV); nous supposerons dans la suite, sauf
indications contraires, sans nuire a la généralité, que

F,G,+o.

Nous allons montrer que la condition nécessaire que nous venons
d’établir est en général suffisante :

Sotent L(x, y), P(x,y), Q(x, y), trois cxpressions qui, substi-
tuées a s, p, ¢ sallsfonl Ldenllguemcnl aux relations (1), (11) et (IV);
de plus elles vérifient Uinéquation & =VF,G,— ¥, G, o; il en
résulte que

P = %, Q= (—)—7:,
ox dy

et par suite que 5 =1 (x, y) représente une solution du systéme (1).
En effet, par hypothése, on a

F(z,y,4, P, Q)=o0,
G(z, y,Z,P, Q)=o0;
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par suite
. Fpdz+ Fydy + F.dZ + F,dP + F,dQ =o,

Gydr + Gydy + G.dL + G, dP + G,dQ =o,

ou, par exemple,
! ()F

|?;__ 'd__"(rv Y Z» Pa Q)

Comme on a également

Vplz,y,2,P,Q)G,—F,G,=o0 et F,G,# o,
il vient

(F,Gp—FyG,)de + (Fp,Gy,—F,Gp)dy + (F,G,— F,G,)dZ =0
et, en tenant compte des relations (IV), qui donnent
F,(Gy4 PG.) — G,p(Fa+ PE) =0,  F,(Gy+QG.) —G,(Fy+ QF,) = o,

on obtient
(F,G.— F.G,) (dZ—P do—Qdy) =o.
Comme .
¥,G,— F.G,o,
on a
dZ —PdX —QdY =o.

La solution qui peut étre ainsi déterminée est une solution singu-
liere; elle jouit de la propriété d’étre engendrée par des caractéris-
tiques communes aux deux équations (1) puisque, sur cette intégrale,
N
0 = 0.

Elle peut étre 'unique solution du systéme, mais elle peut aussi
coexister avec d’autres. Si les deux équations (I) sont en involution,
elles admettent des solutions communes dépendant d’une constante
arbitraire; lorsque ces surfaces intégrales admettent une enveloppe,
elle constitue la solution singuli¢re : les caractéristiques (au sens de
la théorie des enveloppes) sont des caractéristicques pour chacune des
équations aux dérivées partielles.

Il est tres facile de donner des exemples : soit f(w,y,z,a) =0
I'équation d’une famille de surfaces dépendant d’'un paramétre arbi-
traire «, la fonction f étant telle que ces surfaces admettent une
enveloppe.

L’élimination de a entre

JS=0, Jat+pfi=o, JSrrqf:=o
C. 2
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conduit en général & un systéme de deux équations du premier ordre;
ces deux équations sonten involution etadmettent une solution singu-
liere déterminée par I'élimination de @ entre f =o et f,=o.
Soit
—=axr+aty; p=a, qg=a*.

La famille de plans est intégrale du systéme

py +px—s=o,
7=

qui admet une solution singuliérg
4+ hys=oy

cette solution est singuliére aussi pour la premiére equatlon du sys-
téme. ;

Les plans sont aussi intégrales du systéme

p:v—%—qy-—-‘s:::(‘),‘
q=p3

mais la solution singuliére du systéme ne l'est plus pour aucune des
équations.

On trouvera des systémes non en involution possédant une inté-
grale singuli¢re en considérant, par exemple une famille de spheres
dont les équations dépendent d'un paramétre arbitraire

S =t —oax +2by —2c5-+2d=o,

a, b c, d étant fonction d’un parameétre ; 'enveloppe s’obtient en.
adjoignant I’équation '
P=ax+b0y+cds—d=o;

a, b, ¢, d représentant les dérivées par rapport & ¢ de a, b, ¢, d.
7 étantquelque fonction de ¢, soitla famille de quadriques S+ AP*=o,
elle admet comme enveloppe celle de la famille de spheres; ces deux
familles de surfaces peuvent étre considérées chacune comme appar-
tenant & une certaine famille a deux parametres : S + uX=o,
S + AP*+vX = o, X dépendant des parametres u et ¢, X' des para-
metres v et /, ces deux expressions étanl définies pour w et v nuls,
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Chacune de ces deux familles & deux paramétres est U'intégrale com-
pléte d’une équation du premier ordre, et les deux équations obtenues
n’admettent en général aucune intégrale commune autre que 'enve-
loppe commune des sphéres et des quadriques, qui est une intégrale
singuliére pour leur systéme. Si 'on ¢’arrange pour que A, a', 0, ¢, d’
s’annulent pour une méme valeur de ¢, la sphére et la quadrique
correspondant & cette valeur, coincident et constituent une intégrale
du systéme autre que l'intégrale singuliére.

La solution singuli¢re. quand elle existe, provient d’'une décompo-
sition du probléme constitué par l'intégration du systeme (I). Des
équations (11I), on déduit

dG (dF .
ds + I "(dx) — G, \Zl_;> =0

d dF
() (f) =

dy
s'il existe une solution singuliére, on peut écrire
=l —Z(z, )]+ H(p—P)+ 1 (g—Q) =0,
l,, 1}, ! étant certaines fonctions de x, y, z, p, ¢, el des expresswns
analogues pour

6 ()=o) 1 (5) ol

avec pour /', I’, [" les indices 2, 3, 4, 5.

Onad’ abord la solution = = A, 2= Q, g =0Q, puis on devra satis-
faire aux équations
l/

1
t " 11
Z, 4 {; —=o,

-

s+, Us+ U U+ sl

. L4
l 0 l 4 4 0y
KA 4 4 = 0,

Z

Le U, Ul Des 1)

1

dG dG
dz — Dy
et en y adjoignant les deux équations (I), on obtient un systéme dont
on poursuivra l'intégration.

Rappelons maintenant que l'on pose

par quoi on remplacera dans (III) les deux équations =0;

[F, G]: F,,(GI -+ pG;) —‘Gp(Fx"T“ pF:) + F'/(Gy""]G:)"‘Gq(Fy“*‘ qF:),
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et observons que si ¢ = o et F,£0,0na

Coer o (dGY dF) F, dG <dF>]
[b,G]nF,,< o) -6 (G +P_p[F,,<;l7 G, (%X
En nous appuyant sur des résultats bien connus et sur ceux que nous
venons d’établir, pour discuter un systéme de deux équations du

premier ordre nous procéderons de la maniére suivante :
Nous formons les relations (I1), (TV) et (V)

(V) [F, G]=o;

nous désignons par (VI) le systéme formé de (I) et 'une des équa-
tions (IV).
1° ¢ # o [méme en tenant compte de (I)] : si (V) est conséquence
algébrique de (1), ce systéme est en involution; il peut admettre en
outre une solution singuliére si ses surfaces intégrales ont une enve-
loppe.
2° (M) et (V) sont conséquences algébriques de (VI) [on peut aussi
remplacer (V) par la relation (IV) qui ne figure pas dans (VI)] : une
solution, en général singuliére, non nécessairement unique (voir 1°

et 3°).

Cas particuliers. — a,. (V) est conséquence de (I) sans que (II') le
soit : le systéme (I) est en involution.

a,. (I1)est conséquence de (I) : une solution, et pas d’autre.

3° (V) n’est pas conséquence de (1) [non plus que (IL)] : onl’adjoint
au systeme (1), ete.

Bema/gue — Lorsque (II) est conséquence algébrique de (I), il
peut étre avantageux dans une discussion de grouper 1° et 2°, @,.

Nous donnerons plus loin de nombrcuses applications de ce mode
de discussion : signalons qu’il permet de déterminer le cas des trans-
formations de Biicklund signalé par Clairin et qui correspond ala
deuxiéme partie du 1ableau On en dedult également une interpré-
tation du role de la relation | F, (] quand ¢ = o.

Remarquons, enfin, que les conditions d’existence de la solution
singuliére ne font intervenir que les dérivées du premier ordre des
fonctions I et (5, tandis que celles de la solution qui peut résulter de
la troisieme partie du Tableau contiennent les dérivées secondes de F
et G; de la provient 'intérét que 'on trouve a mettre en évidence la
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solution singuli¢re dans des discussions analogues 4 celles ol conduit
I’étude du probléme de Béacklund.

Nous allons étendre au systéme formé par deux équations aux
dérivées partielles d’ordres quelconques, et par la méme occasion a
des systémes plus généraux, les résultats que nous venons de démon-
trer relativement au systéme de deux équations du premier ordre.
Nous serons conduits & des propositions que nous emploierons avan-
tageusement dans la résolution de ces systémes, et leur discussion,
lorsqu’il y figure des parameétres.

1. Soient les deux équations aux dérivées partielles d’ordre m et M,

m<M, (e,) et (Ey):

(l) ’ f(x’}’, Sy P10y Pots ~~'a]70m)::0> (em))
| B(&, ¥, 2, pios Pors -+ P ) =0,  (En).

Nous supposons que les premiers membres sont des fonctions ana-
lytiques, définies dans certains domaines, des arguments qui y
figurent.

Désignons par (e,,), le systéme des /. + 1 équations d’ordre m + A
obtenues par différentiation & partir de 'équation (e,,); (e,,); repré-
sente I’équation de ce systeme dont le premier membre se déduit de
celui de (¢,,) en en prenant £ fois la dérivée par rapport a y, kSh, et

h — k fois par rapport a z,

d" f af
I . = I
(em )i dxh—k dvy/.‘ e d]’m:o Pomcthey e dpm-1,1

Pm+h—k—1,k+1 + ..

of drf .
+ ()POm Ph-kk+m—+ <m> =0;

la forme linéaire par rapportaux dérivées d’ordre m + / qui constitue
la premiére partie de cette somme, nous la représentons par (¢, )j.
Les notations analogues seront appliquées aux équations dérivées

de (Ey).

Par des différentiations successives, nous obtenons les systémes

(elIL)U (em)'h ey (em)ha ey
(EM)h (EM)M ey (EH)H» e

Le nombre des équations qui figurent dans chacun de ces systémes
s’obtient en ajoutant 1 a l'indice extérieur de la parenthése, I’ordre,
en ajoutant les deux indices. Les équations des systémes (e,,); et
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(Ey)n sont du méme ordre si m + A =M + H; leur nombre est alors
au total de A +H +2 =24 +m — M + 25 il croit de deux unités
lorsque 'ordre des équations ‘croit d’une unité; la différence entre le
nombre des équations et celul des dérivées de = de l'ordre de ces
équations croit donc d’une unité, dans les mémes conditions. Les
équations des systemes (e,,)y_,, (Ey),_, sont d’ordre m +~M — 1, et
dans leur ensemble au nombre de m + M, c’est-a-dire précisément celui
des dérivées de = d’ordre m +M — 1, le nombre des équations des
systemes (e,)y, (Ey), dordre m + M est m +M + 2 dépassant
d’une unité celui des dérivées de = de cet ordre; les équations d'ordre (.
(MSu=M +m — 1) obtenues en différentiant les équations (1) sont
au contraire en nombre inférieur a celui des dérivées de = d’ordre .

Appelons (A) le systéme obtenu en adjoignant aux équations (1)

celles qu'on en déduit par différentiations jusque et y compris celles
d’ordre m + M — 1 :

(A) } (e,,,),, ((5,,,)2, ey (em)n—h,
L En (B ooy (B ey

lorsque nous considérons les ¢quations de (A) d’ordre au plus égal
a K, nous représentons leur ensemble par (Ay). :

Désignons par D le déterminant des coefficients des dérivées d’ordre
m + M — 1 dans les équations (e, )y_,, (Ey),.-, :

oo . I 6 e e o
dPm.,o dpm—-l,l OPo,m o
of L af .- o
d,”m,o dpl,m—i dPo,m """""
of of
0 a...es | o OPms 9Pom 0 '
o seesias e o] () df df df(
D — - ()Pm,o R dpl.m-—l d/’o,l:l
oF O e 0
dpuo  OPM—1a 9P B LT
o oF . JF JoF o o
Opas O Ipom Crr easaees :
O  clieees o oF coene dF o
dPn,o dPo,M
) Ceeee e o o o JoF
- Ipuo OPon
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Ce déterminant est égal au résultat des deux équations de degrés m
et M qui donnent les directions des caractéristiques des équations (1)

of of of
= dym — ——dy"tdx +...+ (—1)" ——— dx™ = o,
()P/n,o 4 dpnz——l,l Y ¥ ( ) Po,m
oF Jor
dyM — ——— Ay tdx 4. .+ (— 1) dzM =o.
dPM,o Y OpPy—11 ) z (=1) Opon z
2. Quelques propriétés algébriques du systéme (A). — Considé-

rons les divers arguments qui figurent dans les équations de (A)
comme autant de variables indépendantes. Si, dans ces conditions, D

n’est nul ni identiquement, ni comme conséquence de certaines équa-

tions de (A), les équations d’ordre m + M — 1 de (A) permettent de
calculer les dérivées de s d’ordre m + M — 1 au moyen de z, y, z et
de ses dérivées d’ordres inférieurs & m + M — 1, et cela, méme en
tenant compte des autres équations de (A). Nous allons montrer, de
plus, que les ¢quations d’un ordre quelconque ¢ de (A) permettent
d’exprimer un nombre de dérivées de cet ordre égal au nombre des

équations de (A) d’ordre ¢, au moyen des autres dérivées d’ordre 7,

de x, y, s et des dérivées d'ordres moindres, méme moyennant les

équations (A,_,); pour cela, il suffit de montrer que les équations

(o)i-my (Ey)i_y, considérées comme équations linéairesen p;,, ...,

Po.i» Ou encore que les formes linéaires (¢, )—,, (Cy)iy sont linéai-

rement indépendantes. Or, si ces formes ne sont pas linéairement
indépendantes, il v a entre elles 7 relations linéaires identiques; en y

remplacant les dérivées d’ordre ¢ par les dérivées d’ordre m +~M —1

obtenues en augmentant I'ordre de dérivation par rapport a = de

41+ M — 1 — {unités, nous obtenons g relations linéaires identiques

entre les formes (¢, )y_,, (y)._,, ce qui est contraire & ’hypothése

D =£o.

Si p =1, une des formes d’ordre ¢ s’exprime linéairement au moyen
des autres; il en résulte que deux des formes /-+1 s’expriment au
moyen des autres, etc., que m + M — / des formes d’ordre m + M —1
s'expriment au moyen des autres formes de cet ordre. Sipg>1,ilya
plus de m + M — i des formes d’ordre m -+ M — 1 qui sont dans
ce cas.

La propriété essentielle que nous voulons établir est la suivante :

Si, parmi les formes (¢,)u_y, (Ex)meiy U ¥ en a exactemeni
m + M —r qui sont indépendantes, les Sormes (e u—ry (Ey)ur
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‘d’ordre m +M — r, au nombre de m +M + 2 — r, sont depen-
dantes et, parmi elles, il s'en trouve exactement m + M + 1 —r qui
sont indépendantes.

Il est d’abord évident que r est au plus égal & m. En raison de 'hy-
pothése, entre 7 + M + 1 — r des formes (¢, )y_, (&y) oy il existe
une relation linéaire identique; on peut donc trouver, en particulier,
des coefficients A, u, X', p’ fonctions de x, y, z, ... pyy tels que I'on
aitidentiquement :

s M—r M—r+1 -
;\0 (8,,, )I?l—l -+ )\1 (sm)l}l—i + .00+ )\M—r(em )M—ll -+ )‘M—r+1 (8,,, M—Il+ “+...

-+ )\M—l (Em ):} : -+ }-‘o( Lr:'M)?n~1 .. {J-m—r( CM);';'::;: 0,

N —p

7‘/o (Em M=t +)\Ix (em ot~ oo Ay (€ )t + {I-'D(CM),“,,_,—F cee
-+ P’lm—-—r(chl);ﬁ:: .ot l‘l‘lm—l(CM ;ﬁ:} — O.

La proposition est établie si les coefficients Ay_,,;, Ay_,,sy - -+ Ay_yy OU
. . 12 12 7

bien les coefficients @, ..., Upiysey +-+5 Moy, sont nuls; car, par

exemple, dans le premier cas, on en déduit la relation

)\0 ( Em )gl——r- -+ )\1 ( Em )gl-—l' et )\)l—l‘(elll );}:: ~+ %o ( CM )/(}l~l‘ +. l"’m—l‘( CM ',:fii =o0.

Soient A;, wj, A, 1. les coefficients de plus haut indice qui ne soient
pas nuls; nous allons voir que si ;' est supérieur a m —r, i est
inférieur & M — r, de sorte que J'un des deux cas que nous venons de
signaler sc présente nécessairement.

En effet, désignons par /o et H le plus haut ordre de dérivation par
rapport & y des dérivées d’ordres 1 et M dans (e,,) et (¢y). Iin raison
des identités (2) '

h+i=H-+/,
h+{=H~+j;

d’ou
i—i=y =),

; i=i+j =
or

, , : J>m—r;
par hypothése, de plus,

Jsm—r, 'SM—r;

donc :

i<M—r+m—r—m+r,
i<M-—r,



TRANSFORMATIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 17

Nous pouvons ajouter que les formes d’ordre m +M — r — 1- sont
indépendantes et aussi que les r relations identiques qui existent entre
les formes d’ordre m + M — 1 peuvent étre résolues par rapportar

des formes (&y),,_, dont les indices supérieurs sont r nombres consé-
cutifs.

Remarqgue. — La propriété que nous venons d’établir donne un
procédé pour exprimer que deux équations algébriques de degrés m
et M ont r solutions communes; on le déduit aisément de la condition
classique. '

3. L’expression [ f,F|; premiére propriéié. — Le systéme (A)
est complétement intégrable, suivant la définition connue, lorsque
toutes les solutions non singuliéres de ce systéme ne vérifient aucune
équation d’ordre au plus égal a m +M —1 qui ne soit conséquence
algeébrique de (A). Cela entraine que D soit différent de zéro, méme
moyennant (A) [ou, ce qui suffit, (Ay), puisque D est d’ordre M au
plus], et que les m + M + 2 équations (e,,)y, (Ey), soient compa-
tibles par rapport aux m -+ M + 1 dérivées d'ordre m + M, ce qui
procure une seule condition. On I'obtient de la facon suivante : multi-

N : , : N 0 .
plions le premier membre de chaque équation (I,)!, par dp,{_i,i’ celni

et ajoutons; les dérivées

-

de chaque équation (e, )j par —
, . ' 9Pu—jj
d’ordre m + M disparaissent; posons

af [/dmF af ( dmF ) af [dmF
F]= e oL (a2
F1= s (Gam ) *+ s (zwray) + - (5)

_ oF (d“_‘/_") _ JoF < af oF /dMf
Opu \ dxM Opy—ys \daM? d}’> T OPou (‘_l.—}’ﬁ)

Cette expression est d’ordre m + M —1 au plus et représente le
résultat de la combinaison que nous venons d’effectuer ; cela subsiste

méme si (uelques-unes des expressions 5‘:%, % sont nulles. La con-
ij 1.

dition de compatibilité cherchée est donc
(3) [/, Fl=o.

Nous allons préciser ce qu'il faut entendre par la. D = o n’étant

pas conséquence algébrique de (A), par la résolution algébrique de ce
C. 3
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systéme, on en déduit d’autres: (A)', (A)?, ..., (A)", qui ne sont pas
analytiquement distincts, ol les dérivées principales de chaque ordre
sont en nombre égal 4 celui des équations de (A) qui sont de cet
ordre. Soient P, les dérivées principales, P, les dérivées paramé-
triques ('), P¥, P désigneront ces dérivées jusqu’a Iordre . Voici
comment se fait cette résolution : on détermine d’abord un élément
d’ordre m + M — 1 dont les coordonnées vérifient le systéme (A);
pour cela on donne aux dérivées P¥ un systéme de valeurs numériques
P¥  n’annulant pas D; nous en déduisons, par les équations (A,), un
certain nombre de syst¢émes de valeurs numériques pour les déri-

vées P, soit P! I'un d’eux; nous supposons que les nombres P}
l)M
r,

a,o0?
o n’annulent’ pas non plus D. Prenons arbitrairement les valeurs

numériques des dérivées P, de chaque ordre supérieur & M jusqu’a
m + M — 1 compris; on en déduit pour les dérivées de chacun de ces
ordres un systéme de valeurs numériques. Lenombre des coordonnées
de I'élément d’ordre 7 + M — 1 que 'on obtient ainsi, qui sont arbi-
traires, est égal &

= mM.

(m+M—1)(m+M) (m—uo)ym (M—1)M
2 o 2 B 2

Nous supposons que I’¢lément considéré appartient au domaine d’ana-
lycité. Alors le théoréme d’existence des fonctions implicites nous
apprend qu’il existe, correspondant a chacune des P,, une fonction
des P, et de .z, y, dont la valeur numérique pour P, x,, v, concorde
avec celle de la coordonnée correspondante de ’élément.

Si le systéme (A) est complétement intégrable, la substitution de
ces fonctions aux P, dans [ /, I'| donne un résultat 1dent1quement nul.
Au lieu de lelement d’ordre m + M — 1 considéré, nous aurions pu
en obtenir un autre en partant d’un systéeme de valeurs numeériques
différent de P} , le nombre des coordonnées arbitraires y serait
également mM, et 'on en déduirait un systéme de fonctions pour
les P, jouissant des propriétés analogues & celles des fonctions pré-
cédentes.

Cela suppose que 'on a pu effectuer la résolution numeérique des
équations (A), comme il a été indiqué, c’est-a-dire que la relation

4) D—o

(') Riquiew, Les systémes d’équations aux déricées partielles. p. 16g.
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ne soit satisfaite ni identiquement, ni comme conséquence algébrique
de (A). On est conduit & rechercher quel est le role de la relation
[f, F|=o, lorsque les deux équations (1) ont une ou plusieurs direc-
tions communes de caracterlsuques et & étudier certaines solutions
singuliéres des systémes tels que (1). Mais, par suite de la multiplicité
des cas possibles, croissante avec I'ordre des deux équations, la démons-
tration générale desrésultats que nousavons en vue ne peut se faire de
‘la méme maniére que pour deux équations du premier ordre. Nous ne
la ferons pas directement sur le systéme (A), mais sur un systéme plus
général auquel nous attribuerons uniquement les propriétés de (A)
qui sont nécessaires a la démonstration.

. \ - . < .
4. Les systémes b — Considérons un systéme S, d’équations aux

dérivées partielles & une inconnue z, fonction des deux variables indé-
pendantes z et y; k est l'ordre le plus élevé des équations qui le
composent; les équations d’ordres inférieurs & &k y sont au nombre
de N, soit S;_, leur ensemble; S, désigne I'ensemble des équations

d’ordre au plus égal a p; s, désigne 'ensemble des équations d’ordre &
au nombre de p :

(ss) a,=o, a, = o, ey ap,==o.

Lorsque nous voudrons mettre les nomnbres N et p en évidence, nous
emploierons la notation S§ .

Nous disons que nous avons mis le systéme S; sous une forme régu-
liére siles équations de tout ordre ¢ de ce systéme sont indépendantes
par rapport aux dérivées d’ordre p, méme moyennant les équations
de S; d’ordres inférieurs & g3 c’est-a-dire s’il n’existe aucune équation
d’ordre ¢’ inférieur & e qui soit conséquence algébrique des équa-
tions 3, sans I’étre des équations S, (*).

Dans ces conditions, si nous résolvons les équations de chaque
ordre par rapport a certaines dérivées de cet ordre, qui deviennent
les dérivées principales, en nombre égal a celui de ces équations, nous
avons effectué une résolution réguliére (*) du systéme donné; il se
présente, en général, différentes facons d’effectuer la résolution régu-

(%) Cf. Maurice Jaxer, C. R. Acad. Sc., t. 156, p. 118,
(7)) Dazasses, ~Ann. Ec. ./Vorm.,‘.%e série, t. X111, p. 438.
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liére du systéme correspondant aux divers groupes de solutions prove-
nant de la résolution algébrique des équations; c’est ce que nous avons
constaté sur le systéme (A).

Pour intégrer un des systémes provenant de la résolution reguhere
de S, nous nous assurons d'abord s’il est complétement intégrable.
S’il ne I'est pas, nous lui adjoignons les nouvelles équations obtenues
en écrivant les conditions d’intégrabilité; nous formons ainsi un
nouveau systéme sur lequel nous opérons comme sur S,, en complé-
tant la résolution réguliére, et ainsi de suite. Le nombre des opéra-
tions est limité, soit que I'on arrive & une relation non identique entre
les variables indépendantes, soit que 'on arrive 4 un systéme complé-
tement intégrable. Nous pourrons obtenir ainsi les solutions de S,
sauf, peut-é&tre, certaines solutions singuliéres.

Les systémes que nous étudierons seront, analytiquement, indé-
composables; lorsqu’il s’en présentera qui ne le soient pas, nous nous
occuperons séparément de chacun des systémes provenant de la
décomposition. Nous ménerons alors de front les opérations de réduc-
tion effectuées sur les divers modes de résolution réguliére. Pour cela,
nous meltrons le systétme donné sous forme réguliére; nous écrirons
les conditions immédiates d'intégrabilité : on peut les trouver sans
-avoir a résoudre les équations, comme on I'a fait dans le cas de deux
équations; celles qui ne sont pas conséquences algébriques du systéme
donné, nous les lui adjoignons de maniére a former un nouveau
systeme sur lequel nous opérons comme sur le précédent et ainsi de
suite. Ainsi, lorsque la relation (3) n’est pas conséquence algébrique
de (A), elle constitue une nouvelle équation que nous lui adjoignons.
Pour l'intégration effective, on sera bien obligé de résoudre comple-
tement les équations, mais pour la simplicité des calculs et de la
discussion il vaul mieux le faire le plus tard possible.

On n’obtient ainsi que les solutions non singuliéres du systéme
donné; les calculs par lesquels on effectue les éliminations et résolu-
tions algébriques successives ne sont valables qu'a la condition que la
fonction inconnue n’annule pas certaines expressions; par exemple,
D pour le systéme (A ); il peut se faire que le systéme donné admette
des solutions singuliéres; on les obtiendra en intégrant les systémés
obtenus en adjoignant au systéeme donné les équations provenant de
I’annulation de ces expressions.

On est conduit ainsi a des calculs compliqués, surtout lorsque le
systéme donné contient des paramétres arbitraires et que 'on doit,
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non seulement résoudre, mais discuter. Notre but est de fournir, au
moins pour une classe importante de systémes, un moyen d’ordonner
les calculs qui est souvent avantageux.

Nous supposons que le systéme S, jouisse des propriétés.suivantes:

Aucune équation de s, n’est conséquence algébrique d’autres équa-
tions de Sy, ce que nous exprimons aussi en disant que les équations s,
sont indépendantes par rapport a l'ensemble des arguments qui y
figurent, méme moyennant S;_,;

Toutes les équations obtenues en dérivant une fois les équations
de S,_, par rapport & x el a ) sont conséquences algébriques de
certaines équations de S;;

Des 2p équations d’ordre & + 1 dérivées des équations de sy,
p — 1 sont conséquences algébriques des p + 1 autres, que nous dési-
gnons par s,,,, moyennant S;; 'ensemble des équations S; et s;,, est
représenté par S;,.

Ces propriétés subsistent, évidemment, aprés un changement
linéaire quelconque de variables effectué sur x et . Nous supposons,
de plus, qu’au besoin, par un tel changement de variables, on peut
s'arranger pour que le systéme s,,, comprenne les équations

da, da, da,
(7) %—0, -‘—{;.——0, ey %.——-0.

Admettons que a, contienne la dérivée d’ordre & dont I’ordre de
dérivation par rapport a y est au moins égal & celui de toute dérivée

d’ordre & figurant dans s;; %Z;-” contient une dérivée d’ordre k + 1,

Pi+1, dont ordre de dérivation, par rapport & y, est supérieur a celui
de toute dérivée d’ordre & + 1 figurant dans (7), de sorte que nous

pourrons prendre pour systéme s;., celui qui comprend les équa-
da,

tions (7) et 2 = °

’ . da; . . . .
Les équations —— = o (i < p) sont donc conséquences algébriques

dy
de Sk+l'
Il résulte de la que les équations d’ordre k + 2 dérivées de s;,,
sont conséquences algébriques, moyennant S;,, des p + 2 équa-
tions sy,

d*a, d?a, d*a, d*a, da,

Gid) @ =0 G@ =0 0 G T gy — % gp =
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car les équatious Ara; 0‘ L . t ¥ lgébri
q drdy = (¢ < p) sont conséquences algébriques

de Si,, et des équations dérivées une fois par rapport a x des équa-
tions de s, c’est-a-dire d’équations figurant dans sy, ,.

N?us représentons par S, ’ensemble des équations S, et s;,,.

D’une facon générale, nous représentons par si, le systéme
des p + h équations :

,/hal . d" a,
\ W - 0, -(Z'F = 0, .oy
d"a dra dra
r o P — P —_
(Skan) dzoh — dz"Vdy — 0, Az dy* — 0, T
(l ﬂfﬂ__ - 0, d/l al’ = 0
\ dx dyh—-l ’ d‘},h °

et par S;,, l'ensemble des équations S;, Siiys Skeas - Skanj les
h

a;

équations A _, (i < p) sont conséquences algébriques
dz" dy
de SlH—h'

Nous dirons d’un systeme qui posséde les propriétés que nous
venons d'énoncer, qu’il jouit des propriétés d’un systéme S Si cela
se produit pour S,, il en est de méme quel que soit & pour S;,,.
Si le systéme se trouve, de plus, sous forme réguliére, il est compleé-
tement intégrable, car nous démontrerons plus loin (*) que si les équa-
tions s; sont indépendantes par rapport aux dérivées d’ordre k, les
équations s;,, le sont par rapport aux dérivées d’ordre k + 15 ainsi
en est-il de (A) lorsque la relation [f,F]=o0 en est conséquence
algébrique, sans que D = o le soit; par contre, lorsque D = o est
conséquence algébrique de (A), ce systéme n’est plus sous forme
réguliére; toutefois, si les équations d’'ordre m + M — 1 de ce systéme
sont indépendantes par rapport a l'ensemble de leurs arguments,
méme moyennant (A, ,y_,). (A) jouit encore des propriétés d'un

systeme S Voici pourquoi : les équations obtenues en dérivant une

fois les équations (A,,,y_,) sont conséquences algébriques d’équations
de (A); celles que 'on obtient en dérivant une fois les m + M équa-
tions d'ordre m +~M — 1, s’expriment au moyen des m +M + 2
équations (e, )y, (Ey),; d’autre part, par suite de la propriété du
crochet, il existe une relation linéaire entre les premiers membres de

(1Y) Voir alafin du n° 6.
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ces équations. Supposons que l'une des expressions of , OF
. ' . OPo,m ()Po,n.
différente de o, par exemple la premiére; toutes les équations

d’ordre m + M dérivées de (A) sont conséquences algébriques des
équaﬁons (”nz)m (EH)?::’ <E31>:,,7 RS) (EM):Z_" et cest ici I’éq“a'
Jaif JF
()/'0.111 =
il suffit de permuter le role de f et F; si 'on a & la fois d;))f =o,
O,m
5;)7—- = 0, il suffit de faire un changement linéaire de variables quel-
o, M

conque pour que cette circonstance ne se présente plus pour les
nouvelles équations. Reste & examiner le cas ou les équations (e, )y_,,
(Ey)n—, ne sont pas indépendantes par rapport a 'ensemble de leurs
arguments : certaines équations de (k,),,, dont je désigne le
nowmbre par r, sont conséquences algébriques des autres équations
de (A); d’aprés une remarque faite plus haut, ces équations se suivent
dans la suite :

soit

tion (e, )u-t qui joue le role de a, = o. Lorsque

(E\l )?n-vl ’ (“:M)/ln—x y ey (E‘l Z:‘: 5
ce sont, par exemple,
(B2 (Ba)n 2 (B (e rSm—).

Les 2r équations obtenues en les dérivant une fois par rapport a z
et y s’expriment au moyen de r + 1 seulement figurant dans (Ey),,
savoir :

(Ew)it (Ba)t2 o (a5

ces derniéres sont donc conséquences algébriques de (A) et des
m + M+ 2 —r — 1 autres équations d’ordre m + M qui figurent
dans (e,,)y et (Ey),, la condition [ f, '] = o se trouve nécessairement
réalisée; si n-+r<m —1, ce qui est la méme chose que de

of I , )
supposer . %+ o0, le systeme formé avec A,y ,etles m +M —
équations
(am)M—h (I‘:M)?n—lﬂ (EM)I.IHH teey (EM)ZI——]7 (EM);::-—,TI-, (EM);Int’.l‘—.-‘7 ecy (EM)::::

jouitdes propriétés d’'unsystéme S ouk=m+M—1,p=m+M—r;
les m+M — 1 +1 équationsd’ordre 7.+M que 'on a & considérer sont

(emds  (En)S, (Ex)b. ooy (Ey)a, (Ex)u*2 (Ey)37+2, .., (Ex)%,

m
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et c’est encore l'équation (e,)4~! qui joue le role de a,=o;

d A . -
lorsque J ‘f = 0, memes observations que precedemment.
0,m

Lorsque D = o, et que moins de m + M —1 équations d’ordre
m + M — 1 seulement sont indépendantes par rapporl aux dérivées
de cet ordre, (A, y_,) ne se trouve pas sous forme réguliére.

8. Avant d’aller plus loin, nous allons présenter une observation;
elle concerne le cas ot S,(p << k) ne se trouve pas sous forme régu-
liére, autrement dit, ot entre certaines équations d’ordre ¢ et d’autres
équations de S, d’ordre inférieur a p, on peut éliminer les dérivées
d’ordre ¢ de telle fagon que le résultat de I’élimination soit une équa-
tion (¢) d’ordre ¢’ inférieur a p, qui n’est pas conséquence algébrique
de S_.; le systtme obtenu en remplacant une des équations d’ordre
(p): (e), par (e) est équivalent a Sy, sauf peut-étre pour certaines
solutions singuliéres, et jouit aussi des propriétés d’un systéme S
L’équation obtenue en dérivant (e’) par rapport a x est conséquence
algébrique des équations de S, et de leurs dérivées par rapport a z,
et I'on obtient un systéme équivalent au systéme considéré, en y
remplacant une équation d’ordre g + 1 par une équation d’ordre ¢’ + 1;
il n’est, du reste, pas exclu que cette nouvelle équation soit consé-
quence algébrique des équations du nouveau systéme, sans que (e')
le soit. Si ¢ + 1 < k, le nouveau systéme jouit encore des propriétés

d’un systéme S

L’opération que nous venons d’indiquer sur (e), il est possible
qu’elle se présente pour d’autres équations de S;_,; lorsqu’il n’en est
plus ainsi, le systéme S,_, se trouve sous forme réguliére.

Comme nous I’avons dit précédemment, un systéme se trouvant

sous forme réguliére, qui jouit des propriétés d’'un systéme S, est

complétement intégrable. Si p <k + 1,1l est en involution d’ordre

k+1—p, et sa solution la plus générale dépend de k+1—p

fonctions arbitraires d’une variable, et, éventuellement, de constantes

arbitraires. Si p =k +1, sa solution la plus générale dépend
k(k+ s .

de (—2—1) — N constantes arbitraires; elle ne dépend pas, alors, de

fonctions arbitraires, nous dirons que son ordre d’involution est zéro.

Lorsque le systéme S, ne se trouve pas sous forme réguliére, nous
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allons moutrer que ses solutions non singuliéres sont solutions d’un
systéme en involution d’ordre au moins égal & k + 1 —p, et nous indi-
querons comment on peut profiter des hypothéses pour simplifier les
calculs; il faut signaler le cas ou 'on rencontrerait une relation ne
contenant que x et y, ou ce que nous venons de dire se trouve en
défaut; mais, si cette relation ne se déduit pas immédiatement des
équations du systéme donné, ce cas est exceplionnel.

6. Placons-nous donc dans le cas ot S; n’est pas sous forme régu-
liére. En premier lieu, si les équations s; sont indépendantes par rap-
port aux dérivées d’ordre k méme moyennant S;_,, il suffit d’opérer
sur S;_, et de mettre ce systéme sous forme réguliére. Supposons
maintenant que les équations s, ne soient pas indépendantes par rap-
port aux dérivées d’ordre k, au besoin moyennant S;_, ; nous pouvons
remplacer dans Sy, r des équations de si par les r équations, prove-
nant de I'élimination des dérivées d’ordre k :

(8) by=o, by=o, ..., by=o

et qui sont de 'ordre & — 1 au plus; soit s, les p — r autres. Nous
savons que les équations sy, ne sont pas indépendantes par rapport
aux dérivées d’ordre k +1; la proposition fondamentale qui nous
servira par la suite, c’est qu'il y ena parmi elles exactement p+1—r
qui le sont, soit s, ,. Pour le prouver, il suffit de montrer qu'il y a
exactement r combinaisons linéaires, indépendantes, de ces équations,
telles que le premier membre se réduise & une expression d’ordre
intérieur a k + 1, moyennant S;. Tout d’abord, il existe r de ces
combinaisons provenant des équations

(7) da, . dap

=o, . 2z =%

dzr —
. . R db; ’
bi=o étant conséquence algébrique de S;, — =o 'est de S, et
de (7). Il n’en existe pas d’autres: & cause de la facon dont a été
P

e . . da - -
choisie a,, I’équation 2, = © ne peut entrer dans une telle combi-

naison, et, s’il en existait plus de r entre les équations (7), c'est que
C. 4
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la matrice ‘
' Oa, da, da,
OPre OPk_11 o ap,,
da, da, da,
Opro OPk—1.1 o 2
da'p da, - da,
de,o de—:,x o dPo,/c

serait d’ordre inférieur & p—r; a4 moins que le systéme donné se
décompose, ce qui est contraire aux hypothéses, il existerait moins
de p —r des équations s; qui seraient indépendantes, moyennant S;_,,
par rapport aux dérivées d’ordre k, ce qui est également contraire aux
hypothéses.

On déduit de la la conséquence suivante, relative aux équa-

. d , N

tions 2% =o0; elles sont naturellement d’ordre au plus égal & k;
dy ’
, . o L db;

b;= o étant conséquence algébrique de 3y, Z =° I'est de Spyy;

chacune de ces équations doit I’étre simplement de S; et de I’ensemble
des
db db
’ | — ro___
(8) %—0, ceey dx-_.(),

sinon il existerait une combinaison des équations s, procurant une
équation d’ordre inférieur & k + 1 et distincte des r combinaisons
dont nous venons d’établir ’existence. '
Dans ce qui précéde, nous avons supposé que le changement de
variables, dont nous avons parlé dans I’énoncé des propriétés d'un

systéme S, était effectué, s'il était nécessaire; s'il en était ainsi, en

revenant au systéme donné, on en conclut que des 2r équations
db, db, . : . , -
=% =% il en existe r qui sont conséquences algébriques des

. , . db; )
r autres et de S;; ce ne seront plus les r équations d_t’l = 0 qul seront

dans ce cas, mais » équations prises parmi | b _ il db: _
ans ce cas, équ s prises parmi les 7= =o0 el les —~ = o

que l'on choisira dans chaque cas particulier. Sauf avis contraire,
nous supposerons dorénavant que le changement de variables a été
effectué.
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Observons encore que si les équations s, sont indépendantes, méme
moyennant S;, par rapport aux dérivées d’ordre k, les équations sy..,
le sont, méme moyennant S par rapport aux dérivées d’ordre k + 1.

7. Nous allons nous servir des résultats que nous venons d’établir
pour décomposer 'opération de réduction du systéme S; en un sys-
téme complétement intégrable, en opérations partielles que nous défi-
nissons ainsi qu'il suit. Les 7 équations b,= o ne sont pas nécessaire-
ment, moyennant S;_,, d'ordre k — 1; autrement dit, si 'on met 5;
sous forme réguliére, les équations par quoi I’on remplace celles de s,
que l'on supprime, peuvent ne pas étre d’ordre k — 1; nous savons
seulement, par hypothése, qu’aucune n’est conséquence algébrique
de s; et des autres équations de s;; mais si le systéme S; contient effec-
tivement des équations d’ordre inférieur a k, nous pouvons admettre
que les équations b;= o sont d’ordre k — 1, quittes plus tard a nous
occuper de la forme réguliére des systémes. Les r équations % =o0
sont alors d’ordre k, mais elles ne seront pas nécessairement indépen-
dantes par rapport aux dérivées d’ordre k; elles pourront méme ne
pas I'étre par rapport a I’ensemble de leurs arguments, moyennant S;;
nous écartons pour I'instant cette derniére possibilité, que nous envi-
sagerons plus loin.

Considérons le systtme S, composé de la maniére suivante : les
équations d’ordre inférieur & k, S _,, comprennent les équations S,_,
et (8), et les équations d’ordre k, s, comprennent s, et (8"). S, admet
toutes les solutions de S, sauf peut-étre celles pour lesquelles les cal-
culs d’élimination que ’on a dt effectuer seraient rendus illusoires. Si
les équations s, sont indépendantes par rapport a I’ensemble de leurs

i

arguments, méme moyennant S)_,, S| jouit, comme nous l’allons
montrer, des propriétés d’un systéme S ; en employant une notation

dont nous avons expliqué le sens, nous pourrons le représenter aussi
par S, (N> N), lesnombres k et p gardant la méme valeur que pour
le systéme donné :

Les équations s, sont bien au nombre de p, indépendantes; les
équations obtenues en dérivant une fois les équations de S, , sont
conséquences algébriques de S| : cela est vrai par hypothése pour
les équations provenant de S,_,, puisque toutes les équations de Sy
sont conséquences algébriques d’équations figurant dans S, ; quant
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aux équations (8), leurs dérivées par rapport & z (8’), figurent
dans S); leurs dérivées par rapport & y, d’aprés une remarque faite,
sont conséquences algébriques de Sy et de (8), donc aussi de S;.

Les équations obtenues en dérivant une fois les équations s, par
rapport & x et a y sont conséquences algébriques des dérivées par rap-

A 14 M dza 1 d
port & x de ces équations et de ——2 = o moyennant S, ; désignons
day*
par s;,, I’ensemble des équations dérivées par rapport a x des équa-
d*a,

tiOI\S S;‘ et de — — O. Posons
dxb d*b a*b
" 1 __ 2 r—
(8 ) dzz o, dz: — 0, e dz? 0,

désignons par s}, l’ense’mble des équations Skey €1 (8" au nombi,'e
de p+ 1, dont sont conséquences toutes les équations dérivées de s,
moyennant S} ; par S J le systéme f?rmé de S; et s,,,; il faut mon-
trer que les équations dérivées de s, sont conséquences algébriques
de S;,,; or, les équations dérivées de s; sont conséquences de S, par
hypothése, donc de S ; les équations dérivées par rapport a « de (8")
figurent dans s;,,, 1l reste par conséquent a le montrer pour les équa-
. [ ' M db 2 " '
tions — -~ = o; or, les équations —— = o étant conséquences algé-
dx dy r dy
. . . a2 b; , .
briques des Sy, les équations —- d’y = o le sont des équations S| et de

celles obtenues en les dérivant par rapport a x, c’est-a-dire toutes
équations figurant dans S, ,.

On définirait de la méme maniére le systéme S;,, au moyen des
' . Q/ 1 1 { 4 “ A+
équations de Sj, Sy, Skia9 <=1 Skeny (87), (8), ..., 84+Y,

drb, drb, drb,
m—-—o, 7;;,-‘-_0, caey dxh—-o.

(8)*

Si maintenant les équations s, ne sont pas indépendantes par rap-
m ; indép par rap
port a 'ensemble de leurs arguments, au besoin moyennant S;_,, c’est
que les équations (8") ne le sont pas, au besoin moyennant les autres
équations de S'; nous considérons alors le systéme S, comprenant
toutes les équations de S', sauf celles parmi les (8) qui sont consé-
. k y N’ q
quences algébriques des autres; c’est un systéme S, ou p'<p, et il

jouit des propriétés d’un systéme S; il suffit pour cela, aprés ce que

nous venons de dire pour S, de remarquer que si p — p’ des équa-
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tions (8') sont conséquences algébriques des autres équations de S,
les p — p’ dérivées par rapport & « de ces p — p’ équations, qui sont
p — P’ équations de (8”), sont conséquences algébriques des autres
équations de S,_,, que nous désignons par S;,,. On définirait d'une

facon évidente le systéme S, .

En définitive, nous avons remplacé le systéme donné Sj , par un
systéme Si°, (N'>N, p' p); nous remplacerons de méme ce dernier
par Sy p,,(N”> N’, p"<p’), aprés avoir mis, si on le désire, les équa-
tions S, _, sous forme réguliére et ainsi de suite, les dlfferents systémes

que I'on obtient jouissant tous des propriétés d’'un systéme S Sup-

posons que chaque fois on mette les équations d’ordre au plus égal
a k —1 sous forme réguliére, si les équations d’ordre & d’un systéme
auquel on est arrivé sont indépendantes par rapport aux dérivées de
cet ordre, le systéme total est mis sous forme réguliére, donc com-
plétement intégrable.

8. Remarques diverses. — Ce que nous venons de dire ne s’ap-
plique plus lorsqu’il apparait une relation non identique entre z et y,
alors qu’on tente de mettre un des systémes qui se présentent sous
forme réguliére. Dans ce cas, le systéme donné est impossible. Nous
remarquons toutefois un résultat dont nous aurons & nous servir. Le
raisonnement étant le méme, quel que soit le rang, dans la série des
systémes successifs, du systéme duquel on déduit cette relation, nous
supposons que c’est le systéme donné qui se trouve dans le cas signalé.
Soit b;= o la relation dont le premier membre ne contient que z et y;

il résulte de ce qui précéde que les deux relations en z et y :
db; db;

7 = 0 7, = 0 ne sont pas indépendantes, moyennant Sy; si b;=o
est la seule relation qui présente cette particularité, elles se
réduisent donc a une seule. Si le fait se produit pour plusieurs rela-

. . ab;

tions b;=o, b;=o0, ..., b,= o0, les relations a5 = 271 =o, ...,
dab, h . leebri d db; db;

& =° sont chacune conséquence algébrique de — =0, —* =o, ...,
db,

—» = 0 moyennant Sy.

Observons aussi que la marche que nous venons d’indiquer pour
réduire le systéme donné & une forme complétement intégrable, pent
étre simplifiée en condensant plusieurs opérations successives, lorsque
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les relations (8) ne sont pas d’ordre k — 1 moyennant S,_, ; supposons
que les équations (8) se répartissent moyennant S;_, en différents
groupes d’équations

bl=o, bi=o, vy bl =o, b a=o, cees

(8)!

— i1 i1
br=o, vy - Y=o, cee bift=o

respectivement d’ordres &k, >k, > ... > k;,,.
Si k, < k — 1, on adjoint au systéme S, | les équations obtenues en
dérivant les équations (8)', jusque k — k,— 1 fois par rapport & , on

met le systéme obtenu sous forme régulicre, s’il ne 'est déja; on est ainsi
k—k—1p

drkh—F—1
d’ordres moindres que I'on répartit en groupes comme on I'a faitpour
les équations (8); on dérive les équations de chacun de ces groupes
par rapport a x un nombre de fois tel que les équations d’ordre le-
plus élevé que I’on obtient soient d’ordre k& — 1 et ainsi de suite, jus-
qu’a ce qu'on arrive a un systeme d’ordre &k — 1 mis sous forme régu-
liére ; on consideére alors les dérivées d’ordre k provenant d’une déri-
vation par rapport a « des équations d’ordre k —1 que I’on a obtenues
en partant des b,= o, on les adjoint a s}, et sur le systéme obtenu on
raisonne comme sur S,. Il peut arriver que les équations que 'on
adjoint ainsi a s; soient en nombre inférieur a r, ou que 'on soitarrété
en route par 'apparition d’unerelation non identique entre x ety (*).

Sir=1, et qu’il se présente une relation entre 3, « et y seules, la
fonction z de x et y définie par celte relation est solution de Sy : une
réduction ultérieure n’est plus possible puisque les équations d’un
ordre quelconque du nouveau systéme sont nécessairement indépen-
dantes par rapport aux dérivées de cet ordre; ce cas ne peut se pro-
duire que sip =k + 1.

Lorsqu’on aboutit a un systéme complétement intégrable S}, il
arrive que I'on n’ait pas besoin de s’occuper des équations de ce sys-
téme jusqu'a l'ordre k et que le systeme S}, k’<k soit lui-méme
complétement intégrable; du reste, en cours de route, il peut se pré-
senter des systémes d’ordres inférieurs a k qui jouissent des propriétés

amené a remplacer certaines des équations = o par d’autres

(1) Certaines des équations nouvelles que I'on introduit peuvent se décom-
poser; il faut alors considérer séparément tous les systémes que ’on obtient en
ne considérant qu’un facteur de la décomposition : chacun de ces systémes jouit
des mémes propriétés que s'il ne provenait pas d’une décomposition.
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d’un systéme S et qui sont formés des équations jusqu’a un ordre

inférieur & & du systéme auquel on est arrivé : cela permet, naturelle-
ment, de simplifier les calculs en s’occupant seulement du systéme de
I’ordre le moins élevé.

9. Application. — Revenons au systéme A ; nous supposons que
[/, F]=o0 en soit conséquence algébrique et qu’il en soit de méme
de D = 0. D’aprés ce qui précede, il existe en général un systéme, que
nous désignons par la notation B, complétement intégrable et qui
admet toutes les solutions non singuliéres de A.

Pour former le systéme B, nous distinguons les cas suivant le
nombre de directions de caractéristiques communes aux équations (1);
§il y a r directions communes, nous obtiendrons un systéme B";
comme différentes circonstances peuvent se présenter encore, nous
emploierons la notation B; pour désigner les différents systémes aux-
quels on peut étre conduit; plus ¢ sera grand, plus la réduction sera
compliquée.

Considérons d’abord le cas ot l’équauon (e) est du premxer ordre :
m=r1; le systtme donné est équivalent a celui qui est formé par
I’équation (e) et une équation d’ordre M’ < M, et ce nouveau systéme
est complétement intégrable; il peut se faire que le systéme donné
soit impossible parce que I'on déduit de (A ) une relation ne contenant
que x et y, comme aussi que I’équation du premier ordre soit inté-
grale intermédiaire de celle d’ordre M.

Pour donner une idée de la fagon dont les choses se passent dans les

cas les plus généraux, considérons une équation du troisiéme ordre et
une du quatriéme :

f=o;
af _ _df | —
p = o, 2‘—),-_.0, F=o,
dif da*f afr dF dF__
a;;-—%m——oagﬁ——o, %—-0, @V—o
a&f af d3f a’*f A d*F d*F

Supposons d’abord que les deux équations admettent une direction
commune de caractéristiques; le systéme (A;) se trouve sous forme

L dx? dx’dy_o’ dz dy? =% dy =% g da‘dywo’. dyt
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réguliére et des équationsd’ordre 6 de (A,), on déduit une équation (&)
d’ordre inférieur a 6. Si (¢) est du cinquiéme ordre, il suffit de I'ad-
joindre & (A;)etl’on obtient un systéme complétementintégrable (B}).
Supposons que (¢) soit du quatriéme ordre, 9, = o, nous formons le

systeme (B;) :

’ f=o;
d d .
S %:0, a—‘i:o; F = o; Py ==0.}
(B3) . .
Ner_ o ar _ oer o oar_ o a_ o da
dx* 7 dxdy” 7 dy*” ' deT 7 dy” ' dx

la ligne pointillée pour les équations du sixiéme ordre.

Si ce systeme se trouve sous forme réguliére, il est complétement
. . d . "
intégrable ; sinon % =o0 est conséquence algébrique des autres
équations de (B)) et d'une autre d’ordre inférieur a 4 ; supposons, pour
préciser, cette derniére du deuxiéme ordre ¢, =o0; nous formons le
systéme

$p=o0;

B G, A

Si ce systéme se trouve sous forme réguliére, il est complétement
intégrable; sinon, on continue la réduction suivant le méme procédé.

Occupons-nous maintenant du cas oti les deux équations admettent,
par exemple, deux directions communes de caractéristiques : des
équations d’ordre 6 de (A;), on déduitdeux équations d’ordre inférieur
a 6; d’ailleurs, le systéme (A;) ne se trouve pas sous forme réguliére,
ses équations d’ordre 5 ne sont plus indépendantes et I’on en déduit
une équation, que nous supposons du troisiéeme ordre, y,=o. Le
systéeme (A ,) se trouve, par contre, sous forme réguliére. Nous formons
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alors le systéme (B;) :

f=o; X3 =0;
af _, 4 _ — s _ s
(BY) 2= a.—}-'__o, F—=o; 45 = ay =o;
Yl o er o @f_ o dF _ o dx o A
: — — =

=" Twdy =" &=

Sicesystéme se trouve sous forme réguliére, il est complétement inté-
grable et il suffit d’y considérer les équations jusqu'a l'ordre 4. Sinon,
deux sortes de circonstances peuvent se produire, suivant que de ses
équations d’ordre 4 on en peut déduire une ou deux d’ordre inférieur
a 4 et, suivant le cas, on considérera des systémes tels que les suivants :

C f=o; X3 =—0; G;=o;
af af _ dys dG
% ’ a;—oa F——07 7—01 dx—o’
................ H e} Ceeeees}
H,=o;
. dH
f=o0; X3=0; H;=o, -Tzizz :
df _ daf dH, dzi,

dans ce dernier systéme, il suffit de considérer les équations jusqu’aun
troisiéme ordre; et ainsi de suite.

Il pourra se faire que I’on arrive a un systéme en involution d’ordre
1 ou 2, ou que l'on constate I'impossibilité du systéme donné par
I'apparition d’une relation ne contenant que x et y.

Lorsque les deux équations (1) sont du méme ordre et admettent
les mémes directions de caractéristiques, leur systéme est équivalent a
celui qui est formé par 'une d’elles et une autre d’ordre moindre, sur
lequel on poursuit la discussion comme on I'a indiqué précédemment.

l

Un tel cas n’est jamais & envisager, si I'on opére sur des équations &

coefficients numériques, parce que I'on peut former immédiatement
la nouvelle équation dont il vient d’étre question; mais il se présentera
dans certaines discussions ol la résolution algébrique des équations
est impossible.

C. 5
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10. Les systémes T — Nous avons montré jusqu’ict que la relation
(3) [ F]=0o

est la condition de compléte intégrabilité du systéme (A) lorsque.les
deux équations n'admettent pas de direction commune de caracté-
ristique, puis que, si cette relation est conséquence algébrique de (A),
on déduit de (A) un systeme B; complétement intégrable. La for-
mation de Bf comporle une suite d’opérations qui n’exigent nullement
que la condition relative au crochet soit satisfaite. Il est clair qu’en
général, le systéme que ’on peut construire & partir de deux équations
admettant des directions communes de caractéristiques n’est pas com-
plétement intégrable; nous allons montrer que la condition nécessaire

‘et suffisante pour qu’il le soit est que la relation (3) en soit consé-
quence algébrique. En vue d’une application ultérieure, nous nous
proposons un probléme un peu plus général, dont la solution d’ailleurs
n’est pas plus compliquée.

Nous considérerons un systéme T, constitué de la méme facon
que Sy ; nous-disons qu’il jouit des propriétés d'un systéme T lorsqu’il
jouit.de propriétés analogues a celles d’un systéme S, ‘mais en tenant
compte au besoin de relations qui n’y figurent pas :

U,=o, U,— o, cey U;=o;
nous en désignons U'ensemble par U; et par U 'ensemble des U-et
de leurs dérivées prises par rapport a x jusqu’a l'ordre K.

Comme notations, le seul changement consiste a remplacer partout
les lettres S, s par T, ¢, les indices gardant la méme signification. Il

. . . . da; .

importe toutefois de préciser que les relduonsdiy =o0 (1<p) sont
. . 2a;

conséquences algébriques de Ty, et de U, les relations jxfl}/ =0

(i< p)lesontde Ty, et U, etc.

Lorsque le systéme T se trouve, méme moyennant U, sous forme
réguliére, ces derniéres relations en constituent les conditions: de
compléte intégrabilité. Nous supposons que si les équations de quelque
ordre p de T, ne sont pas indépendantes par rapport aux dérivées
d’ordre g, c’est peut-étre grace a des équations figurant dans T, mais
non a des équations figurant dans U; ce point est essentiel : on omettra
peut-étre ainsi certaines solutions singulieres, que, dans certains cas
simples, nous chercherons directement.
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Le systéme (A) jouit évidemment des propriétés d’un systémé"‘T
moyennant (3).
Supposons que Ty ne se trouve pas sous forme réguliére et effec-

tuons la réduction comme nous l’avons faite pour S : les relations.
db v ' Q d2b’
d—’- = o sont conséquences algébriques de T, et de U, les —— le

dx dy
-sont de Ty, et U’, etc.

Soit T} le systéme auquel on aboutit et qui se trouve sous forme
réguliére. Nous allons mortrer que, pour que T} soit complétement
intégrable, il suffit (') que les U, supposées d’ordre au plus égal
a k, en sotent conséquences algébriques.

En effet, les équations dérivées une fois par rapporta x et a y des-
équations T} qui sont d’ordre au plus égal & k + 1, sont conséquences.
algébriques d’équations figurant dans U™ et Ty, ou encore d’équa-
tions figurant toutes dans T,&, car les U étant conséquence de T, les-
U™ lesont de T}, systéme qui contient certainement T} et les déri-
vées de ses équations, jusqu’a I'ordre K, par rapport a x. '

D’autre part, d’équations d’ordre quelconque p de T}, on ne peut
déduire d’équations d’ordre inférieur & 5, méme en tenant compte
de T.2,. Leg équations déduites de T, par une dérivation et qui sont
d’ordre &k +1 au plus, ne peuvent étre conséquences d’équations
d’ordre supérieur a k + 1 figurant dans T}, elles ne le sont donc que
d’équations figurant dans T}%,, ce qui démontre la proposition énoncée.

Si, parmi les relations U, il en est qui s’obtiennent au moyen
d’autres prises parmi elles, soit U et de leurs dérivées par rapport & @
seul, moyennant au besoin T}", il suffit que les U soient conséquences -
algébriques de T} pour que ce systéme soit complétement intégrable;
on le voit en considérant un TNy, ou K’ > k.

De méme si, parmi les U, il s’en trouve jusqu’a 'ordre k"> k, on
constate qu’il suffit qu’elles soient conséquence de T, pour que le
systéme T} soit complétement intégrable.

11. Applications : Une équation du premier ordre et une'du:
deuxiéme ordre. — Soient

Sf(z, y, 2z, p, g)=0;

(&) d d
sz: =o, 3§: 0, F(z, y;35,:py qy 1y g ty==o.

(1) Ces conditions sont, d’ailleurs, évidemment nécessaires.
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Tel _
D=F fi—F:fpfo+Fcfp.

Lorsque D = o, le systéme (A) se trouve sous forme réguliére, il
est complétement intégrable si ‘

1 F1=10(Z) +5(%) — (Z;f) r(zmy) —F(%E) =¢

en est conséquence algébrique.

Si la relation D = o est vérifiée, soit identiquement, soit comme
conséquence de (A), ce systéme est équivalent & celui que ’on obtient
en y substituant, & F = o, une équation d’ordre moindre ¢ = o, et
I'on est ramené a la résolution de deux équations du premier ordre.
Formons le systéme (B') : '

‘ f=o0; ¢ =0;
(B") af o A _,. de_
. J‘;-—O, 'd—y-—-o, d—x_o

La relation [f,F]=o0 est équivalente a [f,9] =0, ou encore &
L]
dy
constitue la condition de comp|ete 1ntegrablllte si f = o0 et ¢ = o per-
mettent de calculer p et g; sinon l'on raisonne comme plus haut. Les
dérivées de I'équation ¢ = o peuvent se calculer au moyen des

relations
(%)= ( @ ) -rf (@)=

#(5) ~* @) "7 (7 )=~

en supposant comme tOllellI‘S fq % o.

=o0, en tenant compte naturellement des équations écrites, et

Deux équations du second ordre. — Soient

f(z, ¥, 3P, q, 1,8, t)=0; F(z, ¥, 2, p, ¢, 1y 5, t) =0;
df df dF dF

—-— =0, E:O, 5

(A) =0
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et Sr fs St o
o=lp 5 T
o F, F, F,

rr= 5w+ (da) + 4(57)

v, (k) —*(zrry) ~(7F):

¥ LI

Si D o0, (A) est complétement intégrable si [f,F]=o0 en est
conséquence algébrique. '

Si D = o, deux cas sont & distinguer, suivant qu’il y a une ou deux
directions communes de caractéristiques.

1° Une direction commune : des équations du troisiéme ordre de (A)
on déduit une équation d’ordre inférieur 8 3: 9;=o0, =2, 1 ou o.

Formons, suivant les cas, les systémes (B}), (B}) ou (B}) :

Po== 03

Pr1=o0 %:o;

(B}) f=o0; F—=o @r=0 %:o ‘gj::o;
%=0, %_——_0; %;—Qo avec %:0 ou i;ﬁ::o ou ‘ZLP:=°

Si f= o, F=o0,9, = o permettent de calculer r, s, ¢, le systéme (B})
admet comme condition de compléte intégrabilité [ /, F] = o, qui est
doy _

—— =o0;

dz
équations du second ordre. Si le calcul de r, s, 7 est impossible, on
doit considérer le systéme (B))avec ¢, =03 la condition [ f,F] =0
oy d9
dx dz
calculer r, s, ¢, elle constitue la condition d’intégrabilité de(B)}), et il
suffit de s’occuper de I'équation de premier ordre et de celles du
second : soit (B}) leur ensemble. Lorsque les trois équations du second

ordre ne sont pas indépendantes, le systéme (B}) jouit cependant des

équivalente a il suffit, pour I'intégrer, de s’occuper de ses

est équivalente a =o,et,si f=o0, =o, = o permettent de

ropriétés d’un systéme moyennant une relation du second ordre
prop ) ’
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| ’ 1 d01 I3 e N
et sa dérivée par rapporta z; on remplace == = o par une équation
du premier ordre Y, = o,

! ¢1=0, $r=o0;
(B%) ‘1 d
' .f=o, F=o, 'dixl‘ =o0;

si les deux équations du premier ordre permettent de calculer p et g,
la condition d’intégrabilité est fournie par la relation 5‘% =o0; si le
calcul de p et g est impossible, la fonction z, que l'on est

conduit a calculer, est solution des équations données, sous la seule

- do, . , .
condition que —= = o soit conséquence de (B}).

Placons-nous, maintenant, dans le cas ot 9, = o ne contient ni p,
ni g, c’est-a-dire ot I'on doit considérer le systéme (B}), ¢, contenant

x, y et z seulement. La fonction z, ainsi définie, serait solution du-

\ .o . d d CYoe s
systéme donné si les deux relations d—q: =o, -gcfﬂ =0 se réduisaient

~aune seule, ce qui est, évidemment, impossible; elle ne pourra I'étre.
. dcho - d’(Po . ’ .F, . y . , .
que si ——- = 0 et 3 = o sont vérifiées : ce que I'on pouvait écrire
. aray Y
a priort.
Enfin, il peut arriver aussi que le syst¢éme donné soit impossible,
ou encore, en involution d’ordre 1.
2° Deux directions communes de caractéristiques : alors, les rela-
tions

f" s f‘_Dg

F, = F"F
sont conséquences des équations dennées, qui forment un-systéme équi=:
valent a celui que 'on obtienten y remplacant’'une d’entreelles : F= o
par exemple, par une équation d’ordre moindre, et I’on est ramené a dis-.
cuter un systéme formeé d'une équation du premier et d’une du second :

‘ ®=o0;
o de __ o _ .
(B‘:) | f‘—‘ov CTz;—'-o, 2;—07
N S S S S
dz=" &% @@= dzdy O

-

la relation [f, F] = o est équivalente a [f, 9] = o, c’est-a-dire & une
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- ‘ , . d de.-
relation du second ordre en z; les deux équations =~ o

dx::o, Z‘}—,:O

le sont respectivement a -

)K= ()=

nous supposons, ainsi, que 'une des quantités f,, F, n’est pas nulle.

Deux e'gualions d’ordre m. — Nous signalons uniquement le cas
ou les deux equauons ont m directions communes de caraclerlsthues,
c’est-a-dire ou elles entrainent les relations

of of of

X dl)m.o . de~1.o _ . dP .m ,
(@) OF — T 9F T ToF
de,o dpm—l,o dl’o,m

leur systéme est équivalent a celui que 1’on obtient en 'y rempl‘acant
une des équations par une autre d’ordre inférieur & m : ' = o.

P=0;
—o: dy de _
Jf=o0; o ’ @ =0,
............. ; e
e i —1 nm— e
M:o, el dn 2f—-o, ar (?zo,&:o, i
dxm=2 ] dym-h-z dxpm—1 dxm—12 dy ? dym--d
m—1 f m—1 m m m e
o, L,y e At _dme
dxm-1 dym—1 dxm dx™'dy dx dym—!
La relation [f,F]=o0 est équivalente & [f,2] =o0 et les deux
. . d . - )
equations c—l?:;—: = 0, % = o, respectivement a
e ) = 0 (@) =0 o ()~ 7 () =
‘)Po m \dz dPo m - dpe,m \ Ay IPo,m B
Remarque. — Pour former les différents systémes (B) que nous

avons considérés, nous avons supposé que nous pouvions effectuer les
éliminations nécessaires; cela est indispensable pour l'intégration
effective du systéme donné. Mais, dans les questions dont nous aurons
4. nous occuper, et qui se présentent comme des discussions: de
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systémes tels que (1), il sera impossible d’effectuer ces éliminations,
et cela nous sera d’ailleurs inutile. Le cas s’est présenté déja pour deux
équations du premier ordre admettant méme direction de caracté-
ristique. En voici un autre :

Considérons deux équations du deuxiéme ordre admettant deux
directions communes de calactéristique Nous avons indiqué comment

est formé le systéme (B‘), on peut aussi énoncer le résultat de la facon
suivante : si les équations (C}) :

@ smn v () () = L) ()=

permettent d’exprimer r, s, Z, et p ou ¢ au moyen de x, ¥, 3, et ¢
ou p et si les fonctions ainsi obtenues R, S, T, et P ou Q satisfont
identiquement & la relation [ f, F'| = o (qui, moyennant les équations
considérées, se réduit au deuxiéme ordre), ces fonctions permettent
de former un systéme complétement intégrable que 'on peut disposer
suivant le schéma fourni par (B}) : une équation du premier ordre,
trois équations du second; par exemple :

p=P(z, ¥, 3,9),
r=R, s=S8, t=T.

Dans la suite, nous désignerons par C; le systéme d’équations qui
permet de former celles qui figurent dans B}; ce sont les systémes C
qui interviendront, la plupart du temps, directement dans nos calculs;
les systéemes B indiquant quel doit étre le schéma de la résolution,
quant aux nombres des équations de chaque ordre.

Nous avons pris un exemple simple, il suffira, sans doute, a donner
une idée de la facon dont on opérera dans un cas plus compliqué.

Dans le cas on < m, le premier syst¢tme C}, que I'on considére,
se confond avec le premier systéme B’ ; des équations (e,)y_,,
(Ey)m_r, on déduit une relation d’ordre m + M — r exactement, des
équations d’ordre m +~ M —r + 1, deux d’ordre m + M —r, méme
moyennant (€, )y_,y (Ey)mery «« ..

A2. Sur certaines solutions singuliéres des systémes consi-
dérés. — Les résultats que nous veunons d’établir peuvent étre appli-
qués avantageusement aux systémes qui définissent les solutions
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singuliéres quand elles existent. Nous ne nous occuperons que des cas
les plus simples.

Considérons d’abord deux équations, I'une du premier, l'autre
du deuxiéme ordre, n’admettant pas de direction commune de carac-
téristiques : .

f(xa ‘)'7571)79):07
(A) (%:0, :_j{_:o, F(z, y,5, p,gq,rys, t)=o.

Les solutions que nous avons déterminées dans ce cas n’annulent
pas D: D=F,f: —F,f, f,+F.f>; celles qui annulent D sont des
solutions singuliéres; supposons qu'il en existe telles que f, = o,
et désignons-les par o. v

Rappelons que, si D = o était conséquence de (A ), nous aurions a
former le systéme (B}) :

JS=o0; 9 =0;
1
(BY) g _, %:O; do _,
équivalent a celui que 'on déduit de (C}) :
, F=o,

—r (¥ azf Jo( 2f \ _
=nl) ) g s =

Les solutions ¢ satisfont a D =o, [f,F] =0 et aux équations
figurant dans (C}). Elles satisfont, par conséquent, & une équation du

premier ordre { = o déduite des équations du deuxi¢me ordre de (OHE

. o ) e o df
si F = o estlinéaire par rapportar,s, ¢, { = o se déduit de — =0,
af

i = 0, F =0, comme { = 0; si I n’est pas linéaire en r, s, ¢, pour

former cette équation ¢ =o, on peut, par exemple, tirer r, s, ¢

d

de af

dy

Dahs tous les cas, les équations dérivées de ¢ = o par rapport

a x et a y sont équivalentes, moyennant D = o, et les relations
C., 6

d
=o0, F =0, H=o, et porter dans TZ =o.
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‘ ﬁgurant dans (C}) a

Formons, par exemple, le systéme

f:O, (.lJ:(),.
(9) , ar _
dy

o, F—=o, H=o.

Nous allons voir qu’il jouit des propriétés d’un systéme T moyen-
pant D =o, [f,F] = o, et leurs dérivées par rapport & x. Nous

. . . . . d :
n’insistons que sur les points suivants : la relation 4y =0 est,

dx
. . Cdy
moyennant D = o, conséquence des équations (g); la relation 2 =°
est, dans les mémes conditions, conséquence des équations (9) et
de K = o0; or, cette derniére relation, & cause de la facon méme

dont on calcule I'expression [ f, I'] et des hypothéses faites, est consé-

74
v _ o est, moyennant D =o
oy

et [f, F|= o, conséquence de (9). Les équations du troisiéme ordre,
déduites de (g), sont, moyennant D = o, [ f,F] = o et leurs dérivées
par rapport a , conséquences de

quence des relations (g), donc

af drf dF dH

a,'.z'dywo’ ;i?:()’ dx T dx —
d*y
dx dy
rapport a x.

Si f=o et Y = o permettent de calculer p et ¢, si, de plus, D = o
et [f,F] = o sont conséquences de (9) ou de C', on obtient des.
intégrales dépendant d’une constante arbitraire, qui sont solutions
singuliéres des équations données. Si f= o el { = o ne permettent
pas de calculer p et ¢, on poursuit la réduction comme il a été
indiqueé. ;

Considérons maintenant deux équations d’ordre m et M n’admet-
tant pas de direction commune de caractéristique : on opérerait
comme nous venons de le faire pour déterminer les solutions singu-
liéres annulant D, sans annuler tous ses mineurs du premier ordre,

= o peut étre obtenue par dérivation de 9 o par

pulsque . dz
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Les solutions que I'on obtient ainsi sont engendrées par une famille
de caractéristiques communes aux deux équations; il peut exister
aussi des solutions singuliéres engendrées de plusieurs facons par des
caractéristiques communes.

Soient, par exemple, deux équations du deuxiéme ordre :

(A) af df dF dF
—-— = 0, —— =20,

| dor dy

5 f=o; F=o;
' E:O, ‘(7;—0

Nous admettons que ces deux équations ne possédent pas les
mémes directions de caractéristiques (elles peuvent, toutefois,
posséder une seule direction commune). Dans ce cas, nous ne nous

sommes occupés que de solutions qui n’annulent pas les rela-
tions D?:

K, ¥ F
(o) FERTR
Si les D* étaient conséquences de (A) nous aurions a former (BY),
| o
(B) ‘ f=o; %:o, 3—;:‘0,
équivalent & celui que I'on déduit de
f=o; F —=o; ll:f,(j—i) ——F,<%> = o,
oo o onems(2E) ()=

() ()
(Kle=/i( goas ) —¥e (o0 ) =o-

Proposons-nous de rechercher, si elles existent, les solutions ¢ qui
satisfont aux D?, mais telles que f,# 0. Ces solutions satisfont &
H = o, K =0, donc a une équation du premier ordre : Y =o0; si f
et F sont linéaires en r, s, {, on peut former '/ = 0 au moyen de f=o
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et F = o sielles nele sont pas, on pourra calculer 7, s, ¢ au moyen
de f=o0, H =0, K = o et porter dans FF = o.

Formons le systéme (10)

Y=o,
(10) %f:o, H=o, K =—o.

Il jouit, moyennant [ f, F] = o et D*, et leurs dérivées par rapporta x," .

* 14 1 . d 14
des propriétés d’un systéme T : la relation @ _ o est conséquence,

dx
. dy
moyennant D2, de f=o0, {=0 et H=o0; de méme a =° I’est
. dH dK
de f =0, =0, K=o0. Les relatious = =0, — =o lesont de (10)

et (11), moyennant D? et les dérivées par rapport & x :

d d, i
(1r1) jf.:;,"_: R E‘j—/‘:‘_o, [H]z=o, [Klz=o,

dH . ) . .
dy = O est conséquence, 4 cause de U'hypothése f,=~ o, des équa-

tions (10) et (11) et de [ £, F'| = o, sinon, on en déduirait une relation
d f df \  [d'F AF N . B
entre <W>’ (dx d)’}, Qw>7 <m) distincte de [H]a;—— o et

/

|K].= o, ce qui est impossible; de méme pourdey = o.

Si les équations (10), ou C?, permettent de calculer I'une des
dérivées premiéres et r, s, ¢, si D* et [ f, F| = o sont conséquences
de (10) et (11), ou de C*, nous obtenons des solutions singuliéres des
équations données qui dépendent de deux constantes arbitraires; sur
chacune d’elles les caractéristiques des deux équations sont con-
fondues.

Ceci s’étend au systéme formé par deux équations d’ordre m, pour
les solutions singuliéres engendrées de m facons par des caractéris-
tiques communes aux deux équations.

Les premiéres équations du systéme C™ sont

. dr dF ‘df dF\
f: 0, F= 0, FPuym C—ZI;) — -fl’ovM<%> =0, FPo,m(—> —fPoym (_) = 0,

Supposons que ces quatre équations permettent de calculer une
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dérivée d’ordre m — 1 et trois d’ordre m; on forme un systéme
d’ordre m + M — 1 composé comme B7'; si les relations
F F F

Pmo . " Pm—t Posm

.f’/’ux,o - .fl'm«h\ T fpnvm

sont conséquences des quatre relations écrites, si, de plus, [ f, F]=o0
I’est du systéme d’ordre m + M —1, ce dernier est complétement
intégrable et fournit des solutions singuliéres des deux équations
données. Si le calcul indiqué est impossible, le systéme d’ordre
m +M — 1 que I'on a considéré, ne se trouve pas sous forme régu-
liére et I’on doit poursuivre sa réduction.

Exemple. — Considérons le systéme
f(sa ¢ q, 5 x,))=o0, F(57 t q, 3 x, y)=o.

Les deux relations que nous adjoignons pour former C}

M) v ()=o) ()=

contiennent seulement p en plus des arguments qui figurent dans f
et F. Le systéme formé comme B} ne se trouve pas sous forme régu-
liére, les trois équations du deuxiéme ordre n’y contenant pas r; des
quatre relations écrites de C? nous tirons deux relations du premier
ordre par quoi nous remplacons deux des relations de C%, puis nous
adjoignons la dérivée de 'une d’elles par rapporta », commeil résulte
de la discussion de deux équations du premier et du deuxiéme ordre;
c’est du nloins le cas général, car il peut se faire qu’on obtienne une
relation ne contenant que z, y et z. Comme condition d’intégrabilité,

J:

] ) N s /./ Al I 1%
nous n’avons a considérer que = F et |/, | = o. La premiére ne

peut étre conséquence que des quatre relations écrites de C, puis-
qu’elle ne contient pas r.

Plus généralement, les conditions D" qui expriment que les deux
équations ont 7 directions communes de caractéristiques n’étant pas
satisfaites comme conséquences de (J\), nous nous sommes bornés
jusqu’ici a rechercher les solutions n’annulant pas les D”. Formons le
systeme C” dont il a été question; nous n'avons pas envisagé un seul
systeme (7, celui dont 1l s’agit est parfaitement déterminé par la cons-
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titution du systéme (A), ou, s’il y a discussion, suivant les diverses
hypothéses que I’on peut faire : ce sera le méme systéme que celui
qu’on écrirait si tous les D” étaient nuls comme conséquences de (A);
C;. Si maintenant les D”, ainsi que [/, '] = o, sont conséquences
de C;, en résolvant algébriquement ce systéme suivant le schéma
fournit par B, nous obtenons un systéme complétement intégrable.

Les solutions que nous avons obtenues sont des solutions singuliéres
du systéme (A); elles peuvent coexister avec d’autres solutions
dépendant d’'un nombre fini ou infini de constantes arbitraires. Elles
sont engendrées par des caractéristiques communes a f=o et F=o.
Considérons deux équations ayant r directions communes de caracleé-
ristiques et telle que le systéme B’ correspondant soit complétement
intégrable; effectuons une transformation de contact quelconque :
nous obtenons deux nouveiles équations pour lesquelles les équations
qui donnent les directions des caractéristiques n’ont pas en général de
racines communes; elles admettent cependant des intégrales com-
munes qui sont des solutions singuliéres; elles peuvent admettre
d’autres intégrales communes, car les deux équations (ue nous avons
d’abord considérées, si elles n’admettent pas d’autres surfaces inté-
grales communes (comme solutions non singuliéres) peuventadmettre
des courbes comme intégrales communes.

13. De tout ce qui précéde, nous déduisons la méthode de discus-
sion suivante : soient les deux équations d’ordres m et M :

v f(xu}’) Sy eeey Poym) =0,
() / =
l‘(»’”,)’, 3, -"7PO,M) =o.

Nous formons le systéme (A) et les relations

(3) [/, Fl=o0; Dt: D =o; D?; D3; .3 Dr.

1° D' n’est pas conséquence algébrique de (A); mais (3) l'est :
(A) est complétement intégrable.

2° a. Formons le systéme C;, o, dépendant de la forme de (A);
si(3) et D' sont conséquences de C,, le systéme B, est complétement
intégrable.

a,. Si(3) est déja conséquence de (A) sans que D' le soit, (A)
admet des solutions déja indiquées (1°) et, en eutre, celles de B‘ ,qui
sont des solutions singuliéres.
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a,. Si D' est conséquence de (A), la seule condition d’intégrabilité
de B, est (3) qui peut, du reste, étre déja conséquence de (A).

a,. Lesystéeme B; peut admettre des solutions singuliéres.

b. Formons le systéme C; , o, dépendant de la forme de (A); s1(3)
et D? sont conséquences de C;, le systéme B_, est complétement inté-
grable.

b,. Si(3) est déja conséquence de (A), sans que D' ou D* le soient,
(A) admet les solutions (1°) et, en outre, celles de By, qui sont des
solutions singuliéres.

b,. Si(3) et D' sont conséquences algébriques de C;, ce systéme
fournit des solutions de (A ) qui admet en outre celles de C7 .

by. Si D? sont conséquences algébriques de (A), la seule condition
d’intégrabilité de B} est (3), qui peut étre déja conséquence algé-
brique de (A). :

b,. L systeme B? peut en outre admettre des solutions singuliéres.

c. Formons le systeme C; et ainsi de suite jusque C7' .

3° Si D! n’est pas conséquence de (A ), non plus que (3), on adjoint
cette derniére équation & (A). On forme un systéme admettant deux
conditions de compléte intégrabilité que I'on discuterait suivant la
méthode générale donnée.

Remarque. — Lorsque D' est conséquence algébrique de (A) et
que les deux équations (1) n’ont qu’'une direction commune de carac-
téristique, il peut étre avantageux, comme nous le faisions tout natu-
rellementavant de parler de solutions singuliéres de grouper 1°et 2°, a,.

Si les équations ont 7 directions communes de caractéristiques, on
ne s’occupe que des systémes (, C'*', ..., et l'on pourra ainsi
grouper 1° avec un article convenable de la discussion de C.

Conclusion.

Observons d’abord que les systémes successifs que nous avons
considérer dans la méthode de réduction que nous avons employée
comprennent un nombre croissant d’équations, a moins que le nombre
des équations de I'ordre maxima ne vienne a diminuer, auquel cas le
systéme final, si les conditions d’intégrabilité sont satisfaites, admet
des solutions dépendant d’une infinité de constantes arbitraires.

1° Lorsque la solution la plus générale du systéme (1) dépend d’un
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nombre fini de constantes arbitraires, ce nombre est au plus égal
a mM; si I'on sait @ priori que le systtme (1) admet des solutions
dépendant de plus de mM constantes arbitraires, il en admet qui
dépendent d’une infinité de constantes arbitraires.

2° Si la solution la plus générale de (1) dépend de m M constantes
arbitraires, les deux équations n’admettent pas de direction commune
de caractéristique et leur crochet est nul, soit identiquement, soit
comme conséquence de (A). Plus généralement, le systtme C” que
Pon déduit de (A) est déterminé d’apres la forme des équations (1),
soit C7; on en déduit par des opérations purement algébriques un
systtme B qui se trouve sous forme réguliére, il est complétement
intégrable si les D" et [ f, '] = o en sont conséquences algébriques.
Le nombre des dérivées paramétriques de B] est déterminé. Il arrive
que l'on sache a priori que B est possiblé et admet des solutions
dépendant d’un nombre connu de constantes arbitraires; si ce nombre
est égal a celui des dérivées paramétriques de B/, d’une part les con-
ditions D" sont satisfaites, soit identiquement, soit comme consé-.
quences de B; ou C7, d’autre part le crochet des deux équations est
nul dans les mémes conditions.

3° Supposons que les deux équations dépendent de certaines arbi--
traires et que, certaines hypothéses étant faites sur ces arbitraires, on
puisse construire un systéme B7 complétement intégrable. Si dans des
hypothéses plus particuliéres, on obtient un systéme qui exige une
réduction plus poussée, ce dernier systeme est complétement inté-

grable.

CHAPITRE 1I.

RECHERCHE DE TRANSFORMATIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

Systémes de deux équétions a4 deux inconnues.

1. Soient deux équations a deux inconnues z et z' des deux varia-
tions indépendantes x et y

f(xvyv z, '--7P0.m; Z,. ---wpo,m'):o»

1
() F(xyy, 5 ..., poys 75 ..., pow) =o.

Nous nous proposons, en nous appuyant sur les résultats du Cha-
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pitre précédent, de déterminer des cas ou I'élimination de chacune des
inconnues entre les relations (1) conduit a uhe seule équation pour
autre. ‘

Supposons pour 'instant z déterminé, quelconque d’ailleurs; nous
obtenons deux équations (1) en =/, d’ordres m’ et M’; formons le sys-

téme (A’) correspondant, d’ordre m’+ M’ — 1, les relations (2) et (3)

(2) [f, Flz=o,
(3) D'=o.

(2) est d’ordre m’'+ M’'—1 en 3’ et, par rapport a 3, son ordre est égal
au plus grand des nombres m’'+ M, m + M’, car on n’est pas assuré
que'l’on a a la fois m <M, m'<< M.

'Si (3) est conséquence algébrique de (A’), nous nous plagons dans
le cas ot les conditions D’ sont conséquences algébriques de (A') et
les deux équations (1) en 5" admettent toujours 7 (*) directions com-
munes de caractéristique; on forme un systé¢me B”', comme il a été
expliqué, lorsque c’est possible, mais plus généralement un sys-
téme C” tel que C” admette B” comme schémaj si entre les équa-
tions (A') et (2), ou C" et (2), suivant le cas, on peut éliminer z’ et ses
dérivées (qui y figurent, on obtient une relation

qui constitue une équation aux dérivées partielles en z, d’ordre au
moins égal au plus grand des deux nombres m + M'; m’+ M. A toute
solution de cette équation, satisfaisant toutefois & certainesinéquations
(D’ 0, ou d’autres analogues ), correspondent les solutions en z’
d’un systéme A’ ou B” complétement intégrable. Les fonctions z’
ainsi obtenues satisfont & un certain systéme d’équations aux dérivées
partielles; pour I'obtenir, nous prolongeons le systéme A’ ou B, et
formons les dérivées successives de (4), puis éliminons, entre les
équations obtenues, z et ses dérivées. Mais les équations que nous
considérons aiusi sont les mémes que celles qu’on obtient en opérant
sur z comme nous l’avons fait sur z’, pour trouver I'équation (4), et

(') 7' est un nombre positif inférieur au plus petit des deux nombres
m' et M'.
C. 7
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s s1mple de suivre ce dernier procédé. Supposons que |'on

N

galement a une seule équation

(4 U =o;

les deux équations (4) et (4') se transforment 'une dans 'autre; a
une solution de l'une correspondent, en général, des solutions de
I'autre que l'on obtient par I'intégration d’un certain systéme com-
plétement intégrable : A’ ou B”, A ou B'.

Il peut arriver que le systéme B’ qui correspond a certaines solu-
tions de (/4), Bf, soit moins général que B, (p;>p"); un tel sys-
téme B, est également complétement intégrable et ses solutions
satisfont au systéme trouvé pour z', qui peut se réduire a une seule
équation (4'). Comme cas plus particulier encore, le systéme B’ cor-
respondant & certaines solutions de (4) peutl étre impossible ou en
involution.

2. Occupons-nous maintenant d’appliquer d'une fagon générale
les résultats de la deuxiéme partie du tableau de discussion. Formons

un des systémes C que 'on doit considérer : ¢; dépendant de r; et de

la forme des equatlons (1); si les conditions D" ainsi que (2)
. A \ ~/ 'J'

s’expriment, grice a CP,‘, seulement au moyen de x, y, z et de ses
3

dérivées, on en déduit un certain systéme en z; si ce systéme n’est pas

impossible, a4 ses solutions correspondent certaines fonctions 3"

données par I'intégration de LP, . Ce systéme peut étre équivalent

a une seule equatlon et I’'on cherche directement le systeme en 2’ cor-
respondant, qui peut également se réduire 4 une équation. Cela ne
suppose rien sur le résultat de la premiére partie de la discussion qui
a pu procurer une équation (4) ou non. Dans le cas ou cette équa-
tion (4) existe, elle peut avoir des solutions communes avec le sys-
téme (ou l'équation) en z nouvellement obtenu; a ces solutions

correspondent, outre les intégrales trouvées de E;'_ ('), des intégrales

: (3 3 1 . v : '
singuliéres de ce systéme, données par l’intégration de C /°.
’ p 0!
1

() Ou d’un systéme B’ moins général.
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Remarque. — Jusqu'ici, nous avons supposé qu’au cours de la for-
mation du systéme B, il ne s’était présenté aucune équation indé-
pendante (moyennant les autres relations déja écrites) de 3’ et de ses
dérivées. Supposons quenousenrencontrionsune: g’'=0; nous pouvons
continuer la réduction, sur les équations qui restent. comme si cette
relation était identiquement nulle; admettons qu’il ne s’en présente
plus de cette sorte jusqu’a ce que nous obtenions un systéme 37 qui se
trouve sous forme réguliére ou un systéme v” dont le schéma le soit.

Le systéme 3" jouit des propriétés d’un systeme T moyennant (2),
certaines de ses dérivées, g'=o0 et certaines de ses dérivées; mais
nous avons remarqué que les deux dérivées premiéres de g'=o ne
sont pas indépendantes [moyennant (2) et ses dérivées déja consi-

dérées] et nous n’avons a conserver qu’'uneseule desdérivées de g'=o0
de chaque ordre. Le systéme total des conditions obtenues, considéré

comme systéme en z, jouit des propriétés d’un systéme S et il peut se

faire que ce systéme soit équivalent & une seule équation (*). Ce cas
se produit si les deux équations (1) admettent, quel que soit z, plu-
sieurs directions communes de caractéristiques et que les relations
qu'on déduit de A’ ne contiennent pas les lettres accentuées; on
retrouve un résultat que 'on pouvait obtenir directement (?).

Les transformations dont nous venons de parler jouissent de pro-

priétés que nous établirons un peu plus loin relativement & des trans-
formations plus générales.

3. Exemple. — Une classe de ces transformations, qui a déja été
souvent utilisée, correspond au cas oli I'une des équations (1) est de la
forme '

(5) §=9(2, ), 5, -y Pom)i

on peut toujours admettre que I'autre est simplement une équation

(') Le systéme B’ correspondant & une solution quelconque de cette équation
est d’un ordre d’involution non nul.

(*) Pour obtenir cette équation, il suffit de considérer la relation du moindre
ordre en z déduite de (A'), que I'on substitue a (2); nous appelons encore U=o0
I’équation en 5 qu’elle représente; celle qu'on déduit de (2) est conséquence de
celle-la et de certaines de ses dérivées par rapport a x et y.
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(6) @ (z, Y 3 vy Pou) = 0j,

pour que les relations (3) et (6) définissent une transformation, il
suffit que I’élimination de z conduise a une seule équation en z'; cela
ne-se produira pas en général; on peut se proposer, en se donnant une
forme simple de la fonction ¢, de déterminer les équations (6) qui
admettent la transformation définie par 2’ =o.

Sil'on prend

(7) ¥=q,

il faut que (6) soit de la forme (')

®) 791(2) + p s (@) + 5 95(2) = W@, ¥, g, 8,.0) = 05,
il lni correspond alors I'équation-

Y ) y o 0y, o, oy,
(8) r'o(x)+p'ga(x) + I 9x() + oy ol e el =0

ot I’on remplace ¢ par z', s par p', ¢ par ¢'. A toute solution de (8),
correspond une solution de (8'); a toutesolution de (8") correspondent.

les solutions communes 4.(7) et 4 (8); différents.cas soni . envisager
suivant que

P17 0; 91=0, 5% 03 ¢1=0, P2 =0, 372 05

@1==o0, Py==0, Q3= o,

comme il résulte-de la discussion de deux équations du premier et dii
deuxiéme ordres.

L’équation (8") n’admet pas, en général, la transformation

(9) '=4q"4

pour qu’elle 'admette, il faut que ¢ soit linéaire en ¢ et s; 1'équa-
tion (8) admet alors la transformation

(10) "=t

(1) Goursart, I, p. 242.
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Mais I’équation (8) peut fort bien admettre la transformation (10). -
sans étre de la forme que nous venons d’indiquer. Ainsi, considérons
I'équation

— P 4+ ____f._ T
([I) =S "+ X, l(P,(q ¥+ x2" ’J>
X, . < 3 ,>‘ Q¢
q’:y'—i—‘ Xy "e\? ¥+ Xy s

(10) et (11) sont deux équations du deuxiéme ordre en z, formons le
systeme

(A) dg dg. ’

s g=o, t=13",
(’—{;_0, 2= o, y.=p" d=4q";

les deux- équations admettent une direction commune-de caractéris--
. d sy Y . . . \
tique; de jg = o0 on déduit une équation d’ordre inférieur a 3: elts.

est du premier ordre ; supposons que, dans g, nous ayons fait =z,

dg s

— ol P 14
dy_p }’+X1+()’+X1)2+q i

+z//§2&+g_q’_l[,//_ 1 ( ___ z )] +,l/ X3

oy "o P Ty =X \TT X, Ty +X,
g X 9% %[-ﬂ_* ! 2 )]_
T+X0: "oy Toa|® y+Xz(q y% )| T

en,se servant de.g = o, ilivient:
A

" -”s‘l& ‘1?! "__ " o z T
eI 5 G [z y_—i—X,(q y,+x,).]§
X do do, 1 z
” 3 zre vre "___ s y
TEYEX Ty T A [Z y+ X, (q~ y'+\X,>~]

d’ou 'on tire

}-1

k=g9— oo, — My, & P gl =o.

Djautre part, le crochet des: deux: équations. (10) et (11), est-équi-
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1 d’(r 1 . 1
valent a d_;ﬁ = o, c'est-a-dire a

12 §'———h— — =o
(r2) y+X, dy
(12) représente une équation du deuxiéme ordre en z” correspondant

a (11); formons le systéme complétement intégrable équivalent a A
qui permet de déterminer les fonctions z correspondant a une solu-
tion z” de (12). '

(A) est équivalent a

k=o,

g=o t=1z" dk_
( b k] dx_’

d . P ye . :
Commeag = 0 ne contient pas r, on en déduit une équation du

(BD)

premier ordre : [ = o,

P X, P2 r __ =X} dh
= — o — _ _ —dh_
y+ X, " 91 qy+X +Ly+X, y+X, (y+X,)? dz °

(B}) est équivalent &

k—=o, l=o
g=o t—=13" il—:().
) ) d.l‘

(B3)

Les deux équations k = o et / = o sont en involution, et & une solu-
tion de (12) correspondent en général des soluuons de (11) dépendant
d’une constante arbitraire.

En réalité, & I'équation (11) correspond l'équation obtenue par

S entre & — o et T —o.
v+ X, dy dy*

. dg .
Il peut se faire qu'en tenant compte de (A), (7;; = 0 ne contienne

’élimination de ¢ —

pas ¢ — }/—:Y Le calcul est aisé; on trouve que g, ne doit pas con-
2

tenir cette expression et que 9, doit étre de la forme

) + (=, ¥).

z
XA(}’+X2)<‘]“ 7+ X,

I’équation en z correspond alors une équation du premier ordre
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en z”, & toute solution de laquelle correspondent les solutions du sys-
téme en involution des deux équations du deuxiéme ordre (11) et (10).

Généralisation du systéme de Backlund.

4. Nous nous proposons de déterminer deux surfaces (s) et (s') de
telle sorte qu’il soit possible d’établir entre elles une correspon-
dance ponctuelle satisfaisant a la condition qu’en deux points corres-
pondants M (x, y,z), M'(z', y', 5'), les valeurs de x, y, &', y', 7, 3" et
de certaines de leurs dérivées soient liées par quatre relations données

(13) F,-(x,(y, 3y ey Pomnis X B o, Pom) =0 (i =1, 2,3 etf]).

A la surface (s) correspondent, quand elles existent, les intégrales
communes & deux équations aux dérivées partielles obtenues de la
facon suivante : on remplace, dans les relations (13), z et ses dérivées
par les expressions en x et y qui définissent la surface (s); d’une fagon
générale, nous indiquerons le résultatobtenu par une telle substitution
en surlignant d’un trait le symbole représentant les expressions ou les
relations ou elle a été effectuée ('); on élimine x et y entre les rela-
tions (13), ce qui procure les deux équationsannoncées: ¢'=o0, ¥ =o,
sous certaines conditions qui doivent étre respectées par les relations
que 'on introduit par la suite.

Nous ne pouvous former explicitement le systéme (A’) comme dans
le cas des deux équations (1), mais nous avons le moyen de le repré-
senter implicitement. Supposons que pour éliminer x et y, nous les
calculions au moyen de ¥, = o, I, = o, et que nous obtenions ¢'=opar
I’élimination de.c et y entre les trois premiéres relations (13), ' = o
par ’élimination de . et ) entre les deux premiéres et la derniére.

Introduisons la notation |[U,||y=,,.v, U, représentant le résultat
d’une certaine opération effectuée sur U,

de do

dz d_y Pa

d- oy
I[UA“u::p,x'q;: d_f' ﬁ XA |

Ay dy

e 4y "

(*) Nous surlignerons de deux traits pour indiquer que I'opération analogue

.

a été effectuée sur Pautre groupe de lettres.
group
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Sig, 7,4 sont trois des fonctions F,, par -exemplei F,, F,, F, mous
écrirons [[Fyy ||, .-

Les différentielles des équations 9’ =0, ® = o par rapport aux

arguments qui y figurent sont données par les relations (14), ot I'on
remplacera z et ) par les €xpressions calcilées

oF: , . OF, OF IF, _
(14) I{f’—d o R e ] ’
I
O, v i, dF, , oF: 11 .
’ [01‘ dx . 0y d d e dp(l);m:] l 2,3 o

cela nous .donne le moyen de-calculer la dérivée de ¢’ -ou &, par
rapport a I'un quelconque des arguments qui y figurent; les dérivées
totales de ¢’ = o par rapport a &', y’ se calculeront au moyen des sui-

vantes :
' aF aF,, oF; ]
[CP]-Z l d /Pl() -+ 0P pOm

OPim;
ot |[2 1 O o 9P
0], = 5)7 95 Por P o ﬂP; po,,,,+1

Les dérivées secondes de ¢’ = o se calculeront de méme au moyen des
relations

[[AU]lo=r,ente.=00  [{@U] u=r,k,191,= 0,

et ainsi de suite. On opére de semblable fagon pour @ = o et nous
pouvons écrire un systéme de relations I', qui permet d’exprimer
toutes les équations qui figurent au systéme (A"), et puis deux rela-
tions H'=o0, K'=o0, qui donnent le moyen de calculer D'=o,
[¢’, @] = 0. Supposons que H' = o ne soit pas conséquence algébrique
de I'; si, des 1" et K'=o0, on peut déduire une relation (ui ne
contienne aucune des lettres accentuées, on obtienl une équation-aux
dérivées partielles en z, U'=o0. A toute solution de cette équation,
pour laquelle H' = o n’est pas conséquence de I", correspondent les
solutions d’un systéme A’ complétement intégrable; si H' = o est
conséquence de I, ce qui ne peut se produire que pour des intégrales
particuliéres de U = o, il faut opérer une réduction du systéme A’,
ce qui conduit généralement & un systéme complétement intégrable,
comme il a été expliqué.

Supposons maintenant que H’ soit conséquence algébrique de I'.
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Désignons par H” I’ensemble des relations qui permettent de former
les conditions D’ exprimant que les deux équations ¢’ = o, ® = o ont
r’ directions communes de caractéristiques. Nous admelttons que les
H"" sont conséquences algébriques de I", mais que les H”"*' ne le sont

pas : on forme alors un systéme I'”, tel que '’ permette de calculer

le systeme C”', de schéma B”'; si des T et K'= o0 on peut déduire
une relation ne contenant aucune des lettres accentuées, on cn tire des
conséquences analogues a celles qui ont été exposées pour U = 0. On
peut établir ainsi une discussion semblable a celle qui a été faite sur
les équations (1); nous allons simplement donner des exemples.
Toutefois, signalons un cas analogue a celui (ue nous avons trouveé
lors de cette discussion ; il peut se faire que du systéme I oun déduise
plusieurs relations ne contenant pas les letires accentuces; on est
conduit & substituer & K’ = o une relation K\, = o d'ordre moindre
en 3, d’otu il peut se faire que I'on déduise une équation U, = o0 a une
solution de laquelle corvespondent en général ‘des surfaces (s) dépen-
dant d’une infinité de constantes arbitraires.

3. ExemeLEs. — 1. Transformations de Béicklund. — Soient
(15) F(z,y,5,p, 952,y 3, p,q')=0

les relations de délinition. .

Nous ne voulons pas refaire une discussion classique, mais sim-
plement montrer que les transformations trouvées par Clairin corres-
pondent au cas ou le systéme des deux équations

admet une solution singuliére, et établir certains calculs dont nous
aurons a nous servir. Nous nous appuyons sur I'équivalence entre les
deux relations

[IFindae [Fw]lhies l~
IFa e [[Finllias

et

d¥,

dx d_y

L’existence de la solution singuliere pour le systéme ¢'=o0,® =o
C. : : 8

FiA Fih !

1,2,3.%
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correspondant a (s) exige la compatibilité:des équations (15) et (16) +-
| ‘ Z)%] — ‘)’l H
I
_IL /i ‘ | . I [03

()l \ l(}l
1,2,3

L ();1/‘
On en déduit immeédiatement la condition connue

(16)

Yol

l______.—

()N_

= 0.
1,2,3,4 -

|90y O oty 08, 0,
dy’ 7 05 9p' 0g

Sl cette condition est satlsfalte | soit 1de11uquemenl; soit comme
conséquence de (15)], les 5o’ éléments de (¢) qui couespondent dun
élément déterminé de (¢) forment un bandeau d’éléments unis. On
peut dans ce cas remplacer le systéme (1)) par l'une des formes
suivantes obtenues en cxaminant successivement les cas ou des

relations (15) on peut déduire deux ou trois indépendantes de p’
etqg':

F(a, Y 35, Yy 5 Ps q):o,
dl
<r/UL =Fs +l)?
dr C o '
d_y'”_F +¢q'Fy=o, V!, ', v g 2y ool q) =0}
Fi(z', v, 352,y,5,p,¢9)=0,
Fy(2', v, &' =, Y~~,P,9)—~0
dF,  dF,
dz’ dr’ L
ar = ar, V=
Ldy' Ay
\ B2y 5’5 2,055, 0g)=0, Fy=o, Fy=o,
Via', ..., q, x, ..

., q)==o.

‘Les trois premiéres équations de chaque groupe, si I'on y suppose

z, ¥, 3, p,» q conslants, déterminent une

point).

M, (surface, courbe ou
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II. Placons-nous maintenant dans le cas ou les trois premiéres
relations (13) ne contiennent que les coordonnées des éléments du
premier ordre, la quatriéme relation contenant les coordonnées des
éléments du deuxiéme ordre :

\ Fl(".v ‘,Vs S, Pa (/9 ‘Z‘I, ‘1"1 5,, /"7 (/I) :Ov

(r7) N G Y=o,
/F;g( ..... ...........i......4....-):0.:
(18) V(z,y,5,pyq. r,s, 652", y,3,pyq, r,s,t)=o.

L’équation ¢’ = o est du premier ordre, ® = o est du deuxiéme
ordre; le systéme I' comprend (17), [¢],=o, [¢],=«, (18). La
relation H' = o est ici

Gor [ )
9 W} i=1,2300 7 ‘ ap' Jq’

la relation

’.

oV |[dF P oV _
as" |Lag" ]| oar —

] K'=o
ést
O | ol |57 ol 7]
(20) -— —— —L — 1
oap i=1,2,3 _dfl/ U=F, F,V 01] i=1,2,3 dy U=F,F,,V
ov A% A%
+|,W+Mm,+NW — o,

L, M, N étant linéaires en «, §, v, ¢ et ne contenant pas o, 3/, ¥, ¢".
Supposons d’abord que (19) ne soit pas conséquence algébrique de
(16), (17) et (18) et qu'en tenant compte de ces relations on puisse
faire disparaitre z’, ... ¢ de (20); soit U = o la relation que l'on
obtient; c’est une ¢quation du troisiéme ordre en 33 4 loute intégrale
(s) de cette équation, pour laquelle (f(_)) n’est pas satisfaite, corres-
pondent des surfaces (s") dépendant de deux constantes arbitraires;

si (19) est vérifiée, au besoin en tenant compte de (16), (1~), (18), a
(s) correspondent en général des surfaces dépendant de moins de
deux constantes arbitraires.

Lorsque (19) est conséquence algébrique de (17), (18), [2],= o,

[2],=o0, on forme un systéme I'" permettant d’établic C' dont le

schéma est B', en adjoignant par exemple 1'équation : ; en sup-
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oF,; i
posant '[B—q—,] L"m;é o i

ORI

On pourra d’ailleurs substituer a I’équation (20) la suivante :

Lov_yov Lol

v—rey a7 o0 [[OF;
aq’

= 0.

H
°

aF,
oF; dU oY ov ”W]

e[ - v e
[ ]

Si I'équation (20), ou I'équation (22), s‘exprim'e gracea (17), (18),
(16) et (21) au moyen seulement de x, y, 5 et de ses dérivées, on
obtient une équation U, =o0 du troisiéme ordre en z. A toute inté-
grale (s) de cette équation, pour laquelle le calcul de p’et ¢’ est
possible dans B' correspondent des surfaces (s') dépendant d’une
constante arbitraire; si le calcul de p’ et ¢' n’est pas possible, il lui
correspond, en général, un nombre fini de surfaces.

La relation (19) constitue une équation aux dérivées partielles pour
V si l'on suppose, par exemple, que I¥,, I¥,, I, sont donnés; son inté-
gration est immédiate, en particulier, on peul supposer que p ne
figure pas dans (17), ni r dans (18). On se trouve dans le cas ou existe
une équation U = o, si .r, y; ¥, 55 ¢, 5 ne figurent pas dans les équa-
tions (17) et (18); on se trouve dans le cas ot existe I'équation U, = o
lorsque (19) étant satisfaite une des lettres «, y, s ne figure pas dans
les quatre relations données.

Nous verrons plus loin que certaines particularités se présentent si
les trois relations (17) satisfont a des conditions que nous établirons;
en choisissant alors larelation (18) convenablement nous poursuivrons
la discussion plus avant.

“IIl. Examinons maintenant ce qui se présente lorsque parmi les
quatre relations (13) deux sont d’ordre m’' en z’, les deux autres
d’ordre au plus égal a m'. Attachons-nous au cas particulier on
les deux équations ¢’ = 0, ¥ = o, qui sont d’ordre m’ ont toutes leurs
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directions de caractéristiques communes; les relations (23) sont alors

vérifiées : ‘
| e | | s s |
()P;nﬁo 1.2.3 _ ,()—an'—u ih dpo m'
(23) \ T oF, 1] ]
1.2,% l ()Po m'

ol ]
,dP;n,o_ 1,2,4 ()[);rzﬂ—ilL

elles sont, en général, équivalentes & celles que 'on déduit de (EZ) '

:,2,3

4
1,2,%

(a4) " d¥, d¥, OF; JF,

—_— — —— ... _ — 0. '
. ! /
dx "’_Y ()/'m',o dPo,m’ “i“—’i.‘!,f&,k

Les équations de I"™ qui permettent de former les quatre premiéres
du systéme C™ correspondant & ¢’ = 0, ® = o, s’obtiennent en adjoi-

gnant & (13) les relations (25 ), par exemple,

ey Nl WG, G,

{7 ) (]
dPS,m' 1,2,4 dx Jl1.2,%

Elles s’écrivent
dl« dF; JF; >( ) l
(l)’ dpé),m’ 1,2,3, 5

,;dF,; JF, P, I _
IT‘ _(7)7 ()p:),m’ W 1,2,3,% =°

Il en résulte que les relations déduites de (27) sont vérifiées :

dF,) dFi ’.’Fi ()F’ ‘—‘
(27) W/ \.(75/7 ()/);n’,o o ()/)lo~"" i - .

(26)

Pour qu’a toule solution de I'équation U = o, a supposer qu’el]é
existe, correspondent deux equatlons o'=o0, ® =0 admettant m'
directions communes de caractormthues, il est donc nécessaire que
les relations (27), qui ne contiennent pas de dérivées ne figurant pas
dans (13), soient conséquence algébrique de ces derniéres.

(') Si la relation F; est d’ordre inférieur a /' en 3',il faut remplacer (dri)
dF; [dF, . dF;
bz (@) P
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Supposons, par exemple, m'=2, les relations (13) doivent
satisfaire & deux conditions; si cela se produit et si 2’, »' n'y figurent
pas, les (13), (26) et les quatre relations du troisi¢me ordre en 3’
qu’il faut y ajouter pour former I'* permettent, cn général, de
calculer z/, p’, ¢’y 1, s, ', o/, 8, ¥, ¢/, et, en portant dans K’ = o,
on obtient une équation pour déterminer z; a une solution de cette
équation correspondent, en général, des surfaces (s') dépendant de
deux constantes arbitraires.

6. Il peut se faire que des relations (13) on déduise une seule
équation pour déterminer z; les surfaces (s') qui correspondent aux
solutions de cette équation sont intégrales d’un certain systéme que
I’on peut obtenir dans certains cas en permutant le rdle des deux
groupes de lettres. Il arrive que ce systéme ne comprenne qu’une
seule équation U'=o, les deux équations U=o0 et U =0 se
transforment alors l'une dans l'autre, comme il résulte des calculs
qui y ont conduit. Lorsqu’a une solution de chaque équation
correspondent des solutions de I'autre dépendant d’un nombre fini de
constantes arbitraires, on établit facilement, en calquant la démonstra-
tion sur celle qu'a donnée M. Gioursat (') dans le cas des transfor-
mations de Biicklund, que les caractéristiques se correspondent
sur (s) et ('), et les deux équations sont de méme ordre; il faut
admettre, simplement, que les caractéristiques des deux équations
sont simples (*); la démonstration s’applique aux caractéristiques
multiples qui jouissent de propri¢tés appartenant aux caractéris-
tiques simples, ce qui n’arrive pas toujours (*).

Supposons, maintenant, qu’a (s) corresponde, pour déterminer (s’),
un systeme d’ordre d’involution ¢, & (s") un systéme d’ordre g :
on constate, en prenant quelques précautions supplémentaires, qu’en
général, le nombre obtenu en ajoutant o & 'ordre de U == o esl égal
a celui que 'on obtient en ajoutant ¢ a celui de U’ = o, la correspon-
dance existant entre les caractéristiques des deux équations qui ne le
sont pas pour les systémes en involution correspondant soit & (s),
soita (s').

(') Goursar, 1l,, p. 291.

(?) Goursar, I1,, p. 302.

(3) Sansia, Mem. d. R. Accad. d. Scienze di Torino, 2¢ série, t. XL1V,
n°s 2 et 13.



TRANSFORMATIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 63

Nous allons, maintenant, signaler des cas importants ot I'on peut
prévoir I'existence de I'équation U = o, par exemple. Supposons que
les deux équations %' = o, ® = o déduites d’une surface (s) quel-
conque soient d'ordres /' et M’, puis que le systéme (13) admette un
groupe continu de transformations de contact de l'espace (¢')
d’ordre m’'M’. D’aprés la théorie générale de I'exislence des solutions
d’un systeme différentiel, il existe (en dehors de cas exceptionnels)
des surfaces (s) et (s");le systtme (A’), déduit d’une telle surface (s),
n’est done pas impossible; or, s’il admet une solution, il en admet qui
dépendent, au moins, de m’M’ constantes acbitraires, déduites de
celle-la par les transformations du groupe considéré; donc, en général,
la relation K’ = o est conséquence de T"= o, ce qui entraine que I’on
déduit de K’ = o, moyennant I, une équation U = o.

Ceci suppose, naturellement, que H' =0 n’est pas conséquence
de T; siles conditions ' sont conséquences de I" sans que les H" ' le
solent, si les relations (13) admettent un groupe de I’espace (<)
dont I'ordre soit égal au nombre des dérivées paramétriques du
systeme B” déduit d’une surface (s) quelconque, on en déduit, de
méme qu’en général il existe une équation pour déterminer (s) (*).

Une circonstance particuli¢rement simple, ot s’applique ce que
nous venons de dire. se présente lorsque certaines des lettres z'y’, ...
ne figurent pas dans (13); nous en avons déja donné des excmples.

7. Revenons, maintenant, & I'étude des systémes (13) satisfaisant
aux conditions (27). Si n' =1, d’aprés ce que nous avons remarqué
au sujet des transformations de Bicklund, le systéme (13) est équi-
valent & un systéme ol Lrois relations, quand on y suppose x, y, s et
ses dérivées constants, représentent «* éléments supportés par une
surface, une courbe ou un point; nous reviendrons sur ce cas dans
le Chapitre suivant.

Si m’>1, on apercoit immédiatement que des relations (13) on en
déduit au moins une, indépendante des dérivées de z' d’ordre m’;
nous n’avons pas a envisager le cas ol I'on en déduit trois, qui nous

(1) Il est bien entendu que, par suite de décompositions des systémes consi-
dérés, il est possible qu’il existe d’autres facons de déterminer (s) pour répondre
au probléme de Bicklund.
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sortirait de la question que nous nous sommes posée. Envisageons
séparément les cas ol 'on en déduit une, puis deux.
Soit

(28) F=o

une relation donnée d’ordre /' — 1 en z'; pour satisfaire aux con-
ditions (26) nous prenons, comme autres relations définissant le pro-
bléme de Bicklund posé,

dF dF

-_— 0
dx' !

(29)

les parenthéses ici n’ayant plus d’objet puisqu’elles ne doivent servir
qu’a écarter les dérivées d’ordre m'+1en 2/, la quatrleme relation
sera prise arbitrairement, d’ordre m’ en z’,

(30) V=—o.

’

Pour trouver les équations ¢'==o0 et ® = o, on calculera x, y au

moyen de (29), on déduit ' = o de (28) et &’ = o de (30).
Les dérivées de ¢’ = o se ‘calculent au moyen de (31),

dF . dF
(3!) ’J‘;?:O, - =0

Cela suppose que la relation (32) n’est pas satisfaite,

&*F. d°F
sy dz*  dzdy |
(32) &F  @F |7

dz dy Ey_i

ce qui a évidemment lieu, généralement. Nous allons, du reste,
reprendre dans un instant, ’é¢tude de ce qui se passe lorsque (32)
constitue la quatrleme relauon de détinition et que (28) est du pre-
mier ordre en 5 et 3.

Auparavant, disons un mot du cas ou deux relations données sont
d’ordre ' — 1 en 5,

(33) F,—o, F,=o.

On satisfait aux relations (26) en prenant, comme troisiéme
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relation,
dF, dF,
dx' dy' | _ .
(34) o G = =0
aF,  dF,
dzx' dy'

la quatriéme relation est prise, arbitrairement, d’ordre m’ en z'. Les
surfaces () et (s") correspondantes satisfont également a

dF,  dF,  dF,

@ _ @

dF, — dF, — dF,’

Ay’ dx  ay

Cela suppose que (35) n’est pas satisfaite,

dF, dF,
dz' dy

35 = —o.

(35) “=lac ac|™°
dz’ dy

Le probléme défini en prenant ¢ = o comme quatriéme relation est
analogue a celui que nous allons traiter maintenant.

Application aux équations du troisiéme ordre.

8. Nousnous proposons de rechercher s’il est possible d’établir entre
deux surfaces (s) et (s') de deux espaces (¢) et (¢e'), a trois dimen-
sions, une correspondance ponctuelle définie par les quatre relations

F(z', y', s, p'sq'; 2, 5, 5, p, ) = 0;

‘ dF p , e a*F a*F
(36) | g7 = Fut P By Byt s Fy=o dz®  dz'dy
= 0.
dF , , . d*F d*F
dy =Py @ et Sy U= dz'dy’  dy*

La surface (s’) étant donnée, la surface (s), si elle existe, sera une
intégrale commune & deux équations du premier ordre, obtenues par
'élimination de «' et )y’ entre les relations (36); z’ et y' seront
calculés par la derniére de ces relations, et la deuxiéme ou la
troisi¢me. Les dérivées de ces équations du premier ordre par rapport

C. 9
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a x et y s’obtiennent au moyen des relations (37) et (38),

dF o
%-‘— ’
(37) (dF
— —o0;
dy
d*F  d*F d*F  d*F
(38) dz'dy’ dx'dx ~ dz™ dy"dx o

a*F d?F d*F  4*F

da'dy' dx'dy  dx'* dy' dy =9

leur crochet par
a*F dF a*F dF
o) iy M|, D=

. ary] . .. ,
la notation [F, Zi?] indiquant que le crochet est calculé par rapport
z

aux lettres non accentuées, les autres étant considérées comme repré-
sentant des constantes.
Les relations ¢ = o, &'= o et les équations III (*) par :

(40) #F dF, &F dF, d&F dF, d'F dF,|=0;
dz'dy dz’ ~ dx? dy’ dz'dy’ dx’  dxz"™ dy'
F, Fs
(41) d*F dF, d'F dF, dF dF, d'F dF,|=o;
dz"dy dz' ~ dz* dy’ dx’dy dx’ ~ dz" dy '
F, F,+pF, |
4*F _dF, d'F dF, d*F d(Fy+pF;) d°F d(F.+pF,) |=o,
dz'dy' dz’ ~ dx" dy’ dx’dy dx' ZE dy’
F, F,+qF,;

dz'dy' dx' dx'* dy' da'dy’ dx’ dx'? dy’

Ceci suppose, a la fois, que

&F &F =( @F dF, &F aF,
dz" dz'dy 7 ° ¢ E(dw’d;'_ﬁ?—-dx’z.d—v—’ =0

(') Notations du début du Chapitre 1.

d*F dF, d'F dF, d'F d(F,+qF,) dF d(F,+qF,) |=o.
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Les différents cas que nous avons a considérer sont les suivants :

1° Les relations (36) et (3——9) sont compatibles;

a. Elles ne le sont pas avec (4o) : a (s") correspondent des sur-
faces (s) dépendant d’une constante arbitraire; elles peuvent admettre
une enveloppe.

b. Elles le sont avec (40) : 4 (s) correspond une surface (s).

2° Les relations (36), (40) et (42) sont compatibles entre elles,
incompatibles avec (41)3 .

a. (39) est incompatible avec (36) : a (s") correspond une sur-
face (s), il peut en correspondre une autre (3°).

b. (ﬁ) est compatible avec (36) : une infinité de surfaces (s)
dépendant d’une constante arbitraire, et qui admetlent une enveloppe
correspondent a ().

3¢ (39) étant incompatible avec (3G), on I'adjoint_a ces derniéres
relations, I’élimination de @ et )’ entre (36) et (3_—-9) conduit a trois
équations du premier ordre, dont les conditions de compatibilité se
réduisent & deux, contenant des dérivées du quatriéme ordre de z’ par
rapport a x’ et .

De la, on déduit les conséquences suivantes :

En général, la surface (s') devra étre choisie parmi les intégrales
d’un systéme en involution de deux équations du quatriéme ordre;
réciproquement, a une solution de ce systéme on pourra faire cor-
respondre une surface (s), du moins si les conditions restrictives que
nous avons rencontrées sont satisfaites.

Supposons qu’entre les relations (36) et (3g) on puisse éliminer
X, ¥, 5, P, ¢, on obtient une équation du troisiétme ordre W) = o;
pour que le probléme soit possible, (s') doit en élre une intégrale;
réciproquement, a toute solution de cette équation correspondent, en
général, des surfaces (s) dépendant d’une constante arbitraire; a des
solutions exceptionnelles (pour lesquelles ¢ =o, 8's£0) n’en cor-
respond qu’une, et méme pas du tout (comme cela peut se produire
si ¢'=0). Ce cas se présente s’il manque x, y ou z dans F.

Cherchons maintenant s’il peut se faire que, pour toute surface (s")
a laquelle corresponde quelque surface (s), on se trouve dans le
cas (1°, b). 1l faut, pour cela, que les relations (36), (39) et (40)
se réduisenta cinq relations distinctes seulement, et alors I’élimination
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de x, Y1 % p,_g entre les relations (36) et (37), ou bien (36), la
premlere des (37) et (39) conduit & une équation du troisiéme ordre
en z': W, =o0; a toute solution de cette équation correspond une

surface (s ) du moins en général.
dazF da?

F
L’élimination de Toay € apn entre (36) et (:‘)q) conduit 4 la

relation .

Fp ‘ R Fq
43) | [ dF] dF, [, dF] 4F, [, dF df, [g dF| dFq|=o.
dy' ). da” | Ydr | dy . dx’ “dx' |, dy’

Pour que la circonstance envisagée se présente, il faut donc que (43)
soit conséquence des trois premiéres équations (36), et cela quels que
soient 77, s’, £. On obtient donc deux relations aux dérivées partielles
auxquelles doit satisfaire la fonction Fj il suffit du reste que cela ait
lieu en tenant compte de la premiére relation (36).

En particulier, considérons le cas ol la relation (3g) est conseé-
quence des relations (36), il faut pour cela que les suivantes le soient
des trois premiéres (36),

dl, dF,
de' dy' _F,
dx’ dy’

On en déduit, en remplacant 7" et ¢’ en fonction de &/,

E£ — Fp' qu,,— Fq Py o (Fr p + P F‘, pl F,)‘_(F,.J‘f‘ PI Fz’) Fp'p

F,  FpFpy—Fy By (Fuyt p Fuy) Byt (Fu p ) Fpg
(Fyy ' Fup) By (B g o) By,
(Fyg+ @' Fag) Fgp— (Fy - g Fo)Fgg

Par conséquent les rapports des expressions ¥, ¥, Fo+pF,,
F, + ¢'F_ sont fonctions de F, z', y', 7/, P95 5,55 des condmons
d’mvolutwn des trois équations du premier ordre en F qui expriment
cette propriété, on déduit qu'il en est de méme des rapports mutuels
des expressions F; F, I, F.o, F ., donc que I est de la forme

F=®[x, . ¢, 2,9, 5 9(x, 5 3 p,9)]

la vérification est immédiate. Comme cas particulier, on peut signaler
celui o1 p ou ¢ ne figure pas dans F.
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Enfin, occupons-nous de trouver si pour toute surface (s') peuvent
se présenler les circonstances qui se rencontrent dans la deuxiéme
partie de la discussion. Il faut pour cela que les relations (36), (39),
(42) se réduisent a six relations distinctes, seulement.

d*F  d*F
dz™*’ dx' dy'
relations obtenues en annulant les déterminants du troisiéme ordre de
- la matrice

L’élimination de entre (39) et (42) conduit & deux

- O.
U=Fp,Fy, FutpFo,FytgF,

\ dU dU
v & &

L’¢limination de 7/, s, ¢’ entre ces deux relations et la deuxiéme et la
troisiéme des (36), conduit a une équation aux dérivées partielles du
deuxiéme ordre en F: K =o; si I y satisfait, en tenant compte au
besoin de I = o, les relations (36), (10), (42) se réduisent bien & six
seulement. L’élimination de x, y, z, p, ¢ entre ces six relations, con-
duit a une équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre en z’ :
W, = o0 & toute solution de laquelle (pour qui ¢’ 0) correspond
une surface (), par cinq de ces six relations; mais il peut en outre en
correspondre soit une autre, soit une infinité d’autres.

Observons que pour former I’équation K = o, & laquelle on arrive
pour déterminer I, on peut procéder de la maniére suivante :
supposons que 7', s', ¢/ représentent les coordonnées d’un point d’un

espace a trois dimensions; les relations (40) et (42) expriment,
5s 6liminati d az¥  d*F lad 3
aprés élimination durapport 72525 : 775, que la roite (37) se trouve

sur la quadrique dont I’équation est

a*F A*F
dx'dx  dy' dz .
&#F  @F |~ °

dz’dy dy"dy

et les calculs faits précédemment pour trouver K = o expriment que
la méme droite (37) est située sur la quadrique en tenant compte des
deuxiéme et troisiéme relations (36); en exprimant cela directement,
on est conduit par I'élimination de r’, ¢/, r, ¢ & une relation bilinéaire
en s’ et s:h,ss'+h,s"+ ks + k,=o, qui doit étre satisfaite quel
que soit s; le premier membre doit, par conséquent, se décomposer
en un produit de deux binomes du premier degré, I'un en s, 'autre
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en s'; c’est-a-dire que
hyky— kyky=o;

on obtient ainsi I’équation K = o.

Ce que nous venons de dire peut se répéter en permutant les réles
des lettres accentuées et de celles qui ne le sont pas ; I'élimination des
lettres accentuées peut aussi conduire a une seule équation W, =o,
W, =o0ou W, =o0. Par suite de la symétrie par rapport aux deux
groupes de lettres des calculs qui nous ont conduits & la condi-
tion K = o, les équations W, = o et W/, = o existent en méme temps,
du moins en général et les intégrales de ces deux équations se corres-
pondent, les coordonnées d’un élément du premier ordre d’une sur-
face intégrale de I'une s’exprimant au moyen des coordonnées d’'un
élément du troisieme ordre de l'autre. Lorsqu’il existe une équa-
tion W), =0 ou W/, = o, il lui correspond généralement un systéme
de deux équations du quatriéme ordre en involution; s'il existe éga-
lement une équation W, = o ou W, = o ses intégrales correspondent
a celles W =0 ou W, =o0 suivant une correspondance (', '),
(oo, 1), (1,0"), (1, 1) suivant les cas. D’ailleurs, les équations W, =o
et W, == 0 ne donnent pas, quand elles existent, toutes les solutions
du probléme; il se produit alors une décomposition et les quatre rela-
tions (36) permettent d’établir en outre une correspondance entre les
intégrales de deux systémes du quatriéme ordre en général, I'un de
ces systemes, ou les deux pouvant étre, dans certains cas, remplacé
par une équation du troisiéme ordre.

Les équations du troisieme ordre auxquelles on parvient ainsi ne
sont pas des équations quelconques : W, = 0 et W, = o0 admettent un
systéme de caracléristiques du second ordre; W;=o0 admet un
systéme de caractéristique du premier ordre : cela résulte immédia-
tement des formules qui établissent la correspondance entre W, =o
et W; =o0.

On forme aisément des exemples de transformations entre équa-
tions a indice 1 et 2 en partant d’une fonction F ou manquent une des
lettres de chaque groupe.

Voici un exemple de transformation entre équations a indice 3.

Remarquons d’abord que si la relation F = o est de la forme

p+p+@®x,y. s q. x, ¥y 59)=o0,

les calculs que nous avons faits doivent subir une légére modification,
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au lieu de (40) et (42) nous devons considérer

B0 d@e+p®) 2O d( Ot pP)

dx’ dy’ dx’ dx'? dr’ =
2@ d(®,+q®,) d&® d(O,+q®,) o
dx' dy’ dx' T dz™ dy' -

et la condition a laquelle doit satisfaire @ s’obtient en éliminant s’ et¢"
entre
dd d(®.+p®;)
() + 50w St
do, ) A @+ p®,)
(F) reew S
d(P,+ g ®:)
dx'
d(Py,+ ¢ D;)
day'

+ (@, + p Dzp)

+ U (@rg+ p @gy)

-+ Sl(d)y(]"f‘ q d)z,’r)

b
+ (P + q (I),,,,,)
d’ou finalement ’

lv (&) (5]
U - — - 0.
dx d}’ U:Fq' Fet+pFe ¥yt+qF,

On vérifie immédiatement que cette relation est vérifiée si 'on
prend '

(44) P Hp ez 2y, q')+ (3, 2, ¥, q) =0,
car le déterminant suivant est nul :

P iz P P P Prow+ g Gazw P
| 9 @rzar+ P' Pozy G Przy + q’ P22y ¢ | =0O.
P 9 o

En général, la relation (44) définit donc une transformation entre
deux équations W; =0 et W), = o; en outre elle en définit une entre
deux systémes du quatriéme ordre. Mais bien des cas particuliers
peuvent se présenter sur cet exemple. Si x seul ne figure pas dans g,,
on ne peut former une équation W/ = o; on obtient deux équations,
en général incompatibles : aux surfaces intégrales de W, = o ne cor-
respondent pas des surfaces de (e’); toutefois, il existe une équation

'
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W, =o, & laquelle correspond un systéme du quatriéme ordre;sig
seul ne figure pas, alors on peut former W) = o, et en plus une équa-
tion W, = o0; W/, = o correspond & W;= 0, W, = 0 & un systéme du
quatriéme ordre. En supposant en plus qu’'une des lettres accentuées
manque, on en tire des conséquences évidentes.

Sur cet exemple particulier on s’apercoit de la multiplicité des cas
qui peuvent se présenter. D’ailleurs, dans la discussion générale, nous
ne nous sommes occupés que des circonstances les plus importantes;
les relations (36) peuvent conduire a des équations du second ordre;
le cas le plus intéressant sera examiné plus loin, c’est celui ou p' et ¢,
par exemple, ne figurent pas dans F.

Remarque. — En nous servant des calculs que nous venons de pré-
senter pour les équations (36), on constate qu’une théorie analogue
peut s’établir en partant d’une relation

F(z', 5,3, p',q,x,y,2, 9,5 t)=o0;

en particulier, si p’ ne figure pas dans F et si F satisfait a une condi-
tion analogue & K=o, la relation I = o définit une transformation
entre deux équations du quatriéme ordre.

CHAPITRE III.

SUR UNE CLASSE PARTICULIERE DE TRANSFORMATIONS.

1. Vers la fin du Chapitre précédent nous avons été conduits a
considérer des systémes de quatre relations dont trois

(l) Fi(‘z'l» }", 31» Pla ql‘. Ty Vo oovey pu-—‘l)= Y

déterminent les oo* éléments supportés par une surface, une courbe ou
un point de ’espace (¢) quand on y suppose que , y, z et ses dérivées
sont constants. Cela revient & supposer que les deux relations repré-
sentées par (2):

(2)

O, 0K, O 0¥, OF, OF|__
oz 97 a9y’ 757 op' dq, |

sont satisfaites, soit identiquement, soit comme conséquence de (1).'
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A une surface (s"), les relations (1) font correspondre les intégrales
d’une équation aux dérivées partielles d’ordre n—1enz:9, ;=0
obtenue par I’¢limination de x’, y’ entre les relations (1), & condition
que les relations (3)

dlF, dF, dF,
dz’  dx  da'
(3) df, — dF, — dF,
dy/ dyl dyl

ne soient pas conséquences de (1) ; par exemple, 2 et )’ sont calculés
par les relations F, = o, F, = o. Les dérivées de Qn-y = O par rapport
a x et a y se calculent au moyen de (4) :

dF;) dF;)
([l) %}'—03 "Zi;}— L]

. dF,; , . \
enreprésentant par g T ; le déterminant dont une colonne est formée .
dF, dF, dF, . . .
de —=» = —-> les deux autres colonnes appartenant a la matrice qui
figure dans le premier membre de (2). Dans (4) ne figurent que 2, y,
3, p’, q¢' et non les dérivées secondes de 3'; les dérivées secondes

de 9,_, = o s’obtiennent au moyen de
dU dU U P dU  dU dU _
dzx' dy' dr U="‘=rFs\!7r,f!_0’ dz' 217 Z(_y_ U:l’i.l“;;% =9
dU dU dU o
d$’ de’ d}/ U:Fhl“zg%—y‘;_ ’

ou figurent les dérivées secondes de z” et les dérivées de s d’ordre n + 1 5
on calcule de méme les dérivées successives de ¢, ,=o0 :ses A+ 1
dérivées d’ordre / contiennent les & + 1 dérivées de 3z’ d’ordre A et
les dérivées de = jusqu’a l'ordre n + A.

Admettons que les relations (1) et (4) permettent de calculer «', y,
”

3’y p'y ¢, on peut les exprimer alors par des fonctions de «, v, z et de
ses dérivées jusqu’a I'ordre n qui vérifient la relation

dis'—p'dx'— q' dy' = o,

si 'on suppose que &, ¥, 3, ..., p,,sont les coordonnées des oo? élé-
ments d’ordre » d’une surface quelconque (s); cela résulte des rela-
C.

10
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tions
dF, dF, OF, , , ' OF,  , OF ,, OF ., dF  ,
d’ot I'on déduit, grace a (2) et (4),
oF, O0F; O0F;
' pn! gl AV vri i Ur _
(ds'—p'dz'—q' d) )’ a7 O OF |ins

Le déterminant est différent de zéro, en général, sans quoi des
relations (1) on en déduirait une autre ne contenant que x, y, 3, p, ¢,
ce que nous excluons. D’ailleurs, a (s) correspond généralement une
surface, ou alors une courbe ou un point. Lorsqu’il lui correspond une
surface, les dérivées secondes 7, s, ¢’ se calculent par des relations (5)
qui permettent d’exprimer, en général, 7', s', £ au moyen de x, y, 3
et de ses dérivées jusqu’a 'ordre n + 1, et 'on prolonge les formules
de la transformation de telle facon que les dérivées d’ordre A4 de z’
s’exprimentau moyen de x, y, z et deses dérivées jusqu’a 'ordre n+A.
A deux surfaces (s) ayant un contact d’ordre (n) correspondent deux
surfaces (S) qui sont tangentes.

Revenons au systéme de quatre relations : la quatriéme peut toujours
étre remplacée par une autre qui soit indépendante des lettres non
accentuées et qui constitue une équation aux dérivées partielles en z :
V =o. Le probléme revient & chercher ce qui correspond a cette
équation par la transformation définie par les relations (1). L’appli-
cation des résultats généraux que nous avons établis permet de
trouver des cas ou il lui correspond une seule équation; la plupart des
transformations connues peuvent se définir de cette maniére; nous
donnerons sur un exemple un moyen facile d’en construire d’autres;
puis la considération des cas singuliers des transformations (1) nous
conduira a de nouveaux résultats.

2. Nous allons d’abord exposer quelques propriétés générales des
transformations (1). Backlund les a trouvées (') en recherchant s’i] est
possible de faire correspondre a une surface quelconque (s)de (e) une
surface (s') de (¢’), de telle sorte qu’a deux surfaces de (e) ayant en
commun un ¢lément d’ordre n correspondent deux surfaces de (e)

(') Bickronp, Math. Ann., t.IX, p. 11-13.



TRANSFORMATIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 75,

ayant en commun un élément du premier ordre. Cela conduit a trouver
des fo'nctions «,y,3,p,q dex, y,3, ..., p,nsatisfaisant a I’équation
aux différentielles totales

(6) dis'—p'dx' — q' dy' — M dz — pyydx — pyy dy)
i=n—1, j=n—1
- Z Aij(dpij—piv1,j dx—pijr1dy) =o.

i=0,j=0

Par une méthode analogue a celle qu’on emploie pour déterminer
les transformations de contact ('), on est amené a définir les transfor-
mations cherchées par des relations telles que (1). Nous ne nous occu-
perons par la suite que du cas ou ces relations définissent une surface
de (¢") quand on y suppose z, y, 3, ..., p, , constants, c'est-a-dire des
transformations définies par une seule équation directrice (*),

(7) F(e' . y' s, 2, y,3, ..., pynm1) =0

a laquelle on associe les suivantes :

dF
d—x— = Fx:P‘lo FZ+P2° FP10+"'+P"v0 FPn—-no+“'+Pl,n“l Fl’o,u—1=o7
(8) 3 Jr
TV = Fy+P01 FZ+ P11 FP10+"°+p"—1yi FF’I—I,0+"'+p0vn FPa,n-l—: 05
K oy
(9)
B dF
d—'}/’ :Fy'+ q,F5:=0.

On tire ', y', 5" de (7) et (8); cela est possible & moins que I’équa-
tion (7), o I'on suppose x', y’, " constants, ne soit intégrale intermé-
diaire d’une équation d’ordre 7n, cas que nous écartons; on obtient
ensuite p’ et ¢’ au moyen de (g9). Les expressions ainsi calculées
jouissent de propriétés remarquables que nous ne faisons que
signaler (*).

La transformation ainsi définie s’interpréte géométriquement de

(*) Voir par exemple Goursar, t. I, p. 255.

(?) Les résultats généraux que nous démontrerons s’appliquent aux transfor-
mations définies par deux ou trois équations directrices.

(®) Bickrunp, loc. cit.
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la fagon suivante : & un élément d’ordre n — 1 de (e), nous faisons
correspondre par la relation () une surface (X) de (¢’); pour trouver
la surface (s”) correspondant & une surface (s) de (e), nous prenons
I'enveloppe des surfaces (X) correspondant aux o* éléments d’ordre
n —1 de (s); on obtient bien en général une surface (s'), mais la
théorie des enveloppes nous fait prévoir des exceptions; elles se pro-
duisent si la relation (10),

&2F  &F
‘ 5 dz*  drdy

(10) ‘ | @F  aF |T O
dedy dy*

est compatible avec (7) et (8). Par I'élimination de 2, y/, 2’ entre (7),
(8) et (10), on obtient une équation (en général) d’ordre n + 1 dont
les intégrales se comportent d’une maniére singuliére dans la transfor-
mation. Nous reviendrons plus loin sur ce point.

Pour obtenir I’équation ¢,_, = o correspondant a une surface (s"),

nous calculons &', )’ par les relations (3), ce qui nous conduit a
supposer que A == o et par suite V=£ 0

d?lF d*F
dx'? dx' dy'
A= )
d*F d&2F |
dx' d.)", d),/-z ¥
’ d*F a2
dxe' de dx' dy
V= y
arF d*F
ay' drv dy' dy

les dérivées de cette équation s'expriment au moyen de (11). Le cas
exceptionnel A = o sera examiné en méme temps que celui qui vient
d’étre signalé.

Exemples :

i
1 (2= + (Y —y)+ (& =)= f(px' +qy'— 7,2, ¥,% p,q,...)=o0.

A un élément d’ordre n, on fait correspondre une surface de révo-
lution admettant pour axe la normale & I'élément. En deux points

correspondants des surfaces (s) et (s’) les normales sont concou-
rantes.
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2° Ea particulier, supposons que f/ ne contienne pas px’'+ gy’ — 25
les surfaces (£) sont des sphéres; & un point m de (s) correspondent .
deux points de (s) sur la sphére () correspondant a m.

3 (2'—a) + (y'— b)*+ (s'— ¢)*=RY;

a, b, ¢ R étant fonctions de p, g,  + pz, y + ¢z : a toute droité
de (e), on fait correspondre une sphére et cette Sphére, dans la trans-
formation, correspond & chacun des éléments de la file déterminée par
la droite. A une surface (s') correspond une équation du premier
ordre qui admet comnie transformation infinitésimale de contact la
dilation. Si la correspondance entre droites et sphéres est telle qu’a
deux droites concourantes correspondent deux sphéres tangentes, aux
lignes de courbure de (s) correspondent les lignes principales de la
congruence de sphéres sur (s').

Calcul des dérivées secondes. — Les équations (g) et (8)donnent,
par différentiation,
#F ,,  &F ,,  d'F @aF
dz'" '+ dx'dy' dy'+ dx' dx dz + dz' dy dy =-o,

(11)
&F ,, d&F ,, d'F '@*F

dx' dy' >z dy™ dy' + dy' dx da + dy' dy dy =05

&'V . dF d*F d*F

d.i" dx X —+ d")// dz d)’ -+ W dx + W d},: 0
(12) d2F =+ d2F - d2l° . AT y _
ddy T dydy VT Az dy T @yt T

En ne considérant que des transformations de surfaces, I’élimtnation
de dx’', dy’ entre(11)et(r2), puis de d.c, dy entre les mémes relations,
conduit a4 deux groupes de trois formules, équivalentes puisque V=£o:

d*F PE N @F AT & &P dF \taF
dr? dr'dx) dy'? Cdx'da dy'dx dx' dy’ - (tl)" d.L‘) dx'* — '
| @F AF  d*F  @*F
3 ¢ dx ay + dx' dx dx' dy dy'
(3) 4 &¢F &F  &F  dF \ &#F  &F &F dF
T \dx'dedy’dy ' dx’dy dy d«) dz' dy’ + dy' dx dy'dy dx'* 0
d"FA < d*F >’ d*F d2F ad*F d*F ( d?F )’ d*F .

\ dy? \aw dy) dy* *dx dy dy' dy dz' dy' - dx'*

dy' dy
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et
a@*F 5 — a*F ( d'F )’ ) d*F  a&*F  4°F d*¥F [ d*F \?
dzn T dr dz dzdy do' dzw dz'dy | da? (dac’ dy)
a*F ___d_zg d*¥  4*F a*F [ 4*F d*¥  d*F d4?F
(14) dz'dy' "~ dy* da’dx dy' de = dx dy\dx' dx + dx'dy dy' dx dy’dx)
d*F d*F  4?F
d# dz"dy dy' dy’
a@F  &F/ dF \* ) d*F  d*F  4°F d*F [ d*F \?
Vody™ T dy' dzx dx dy dy' dx dy' dy + I <dy’ dy>
ot

&F &*F
m:r le—i— m )

Les relations (13) permettent d’exprimer les trois dérivées secondes
de I'équation ¢,_,= 0. A ces résultats qui se trouvent dans Backlund
ou s'en déduisent immédiatement, nous ajoutons les considérations
suivantes.

3. En général, & deux surfaces (s,),(s,) de (e) ayant le long d’une
courbe (¢) un contact d’ordre n correspondent deux surfaces ('), (sz)
ayant le long d’une courbe (¢’) un contact du premier ordre; mais
peut-il se faire que le contact des surfaces (s}), (s,) soit d’un ordre
supérieur?

Cette question est liée & la suivante : si le long de 1a méme courbe (c)
la surface (s,) a seulement un contact d’ordre n — 1, avec une sur-
face (s,), on ne peut, en général, rien en conclure pour les sur-
faces (s)) et (s,); nous allons voir que sila courbe (c) est convena-
blement choisie, les deux surfaces (s,) et (s,) sont tangentes le long
d’une courbe qui est la courbe (¢’) précédemment considérée, et
qu’alors les deux surfaces (s)) et (s,) admettent le long de cette méme
courbe un contact du second ordre.

Etant donnée la surface s,, la surface s correspondante permet d’y
déterminer une famille de courbes, qui ‘sont les caracléristiques de
I’équation aux dérivées partielles ¢,_, = o a laquelle correspond s
par la transformation; soient () ces courbes; pour que la propriété
énoncée soit satisfaite, il faut et il suffit que la courbe (c) soit une
courbe (y). Rappelons que les courbes (y) sont définies par les
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équations suivantes (15) (') :

F=o, dz = pedz + p, 1 dy, dy = A dz,
(15) dpu=pis1,4 4+ pirrdy (i+kin—2),

9}

- o0, H..__O,

G = (g) 2 + By (V) dPacs ot -+ (— "4, (N) dpynesy

dF
= (47) Ay + Ayey (V) dPngat oo+ (—10)"2 A (N) dPonsy
0=ARA)=F 4 oM '+, ..+ (—1)"Fp ny,
A (M) =Fppyoh 2+ o+ (— 1)"2F py s,

An——z ()‘) - Fpn—l.o)\ — Fpn—z,l)
An_l(}) :Fpn—i,o-

Ceci posé, considérons une courbe (¢) quelconque sur (s); le long
de cette courbe x, y, z, ..., p,,_, sont certaines fonctions d’un para-
metre p; on définit ainsi un bandeau d’ordre n — 1; le long de (¢),
Pros -+ Do, SONt fonctions de ¢; il suffit de connaitre p, ,, soit p,,
pour en déduire p,,, ..., p,,_,; sur une surface (s;) admettant
avec (s,), le long de (¢), un contact d’ordre n — 1 et non supérieur,
le long de cette courbe x, y, =, ..., p,,sont les mémes fonctions de p
que sur s,, ..., p,, est une fonction de ¢ différente de p,,: p,,, de
laquelle on déduit de la méme fagon p.,, ..., p;,_,. Sur (s)) il corres-
pond & (¢) une courbe (¢ ); le long de cette courbe, &', y’, 5’ sont des
fonctions de p obtenues par les relations (10) et (11) ou I'on a substi-
tué a z, y, 3, ..., p,, les fonctions de o dont nous venons de parler;
P’ et ¢’ s'obtiennent ensuite par (9), les équations (8) donnent

. dy \" dy \? d
s G+P0\ﬂg(_l)n bl—’n—no(?ﬁ) +et (%) thn—-l— a%FPO!II—I =0,
(16) dy o\ nt
' H—+ Po,n %(_I)n-1 FPu—ho <%> +eet + FP«m-—A% =o.

Ces deux relations se réduisent a une seule, car dF = o. De méme,
sur (s) correspond a (¢) une courbe (¢;) qu'on obtient d’'une maniére

(') Goursat, Equation du deuxiéme ordre, t. 11, p. 3o0.
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analogue; il suffit.de remplacer, dans les équations (16), p,, par p;,
et il est bien clair que les deux courbes (c) et (¢}) ne peuvent coin-
cider, puisque p,, % p,., que si I'expression entre | | est nulle; les
valeurs de p’ et ¢’ le long de cette courbe sont alors les mémes. I.e
deuxiéme point se trouve ainsi démontré.

D’ailleurs, le long de (') les valeurs de 7/, §', ¢’ seront, en général,
différentes pour les deux surfaces s, et s,; reportons-nous pour nous
en assurer aux formules (14). Le second membre de ces relations
dépend des dérivées de z d’ordre n + 13 le long de (c) ces dérivées
s’expriment au moyen de p,,., et de dp,,, ..., dp,,, c’est-a-dire
dedp,,etdp, ., ..., d*p,,_,.

Le second membre de la premiére relation s’écrit

po,n+l

’d n-1
FPom—t +..+ (— l)n—l FPn—-m }r;) %

( d*F a*F d&*F dv+ d*F \? /dy\? K
> \\ddz *da'dr dz'dy dz da'dy (Tr >+ '

En général, K, dépend de p,, et dp,,, cependant il peut se faire
qu’il n’en dépende pas, de méme que les expressions analogues
construites avec les deux autres formules: on en a un exemple dans
les transformations B,.

Retournons maintenant a la premiére question posée : les deux
surfaces (s,) et (s,) ont le long d’une courbe (¢) un contact d’ordre n;
en raisonnant comme nous venons de le faire, on constate que les
deux surfaces (s,) et (s,) ont un contact du deuxiéme ordre si I'une
des expressions qui multiplient p,,., est nulle, ainsi qu’une de celles
que l'on déduit des autres formules. On obtient une solution si la
courbe (¢) est une courbe (y). Pour qu’il y en elit une autre, il fau-
drait que les relations

Y=o
o) =

a*F >’-’ d*F a?F a’y d*F \? <
dx' dx >dx dz dz' dy d.z' dz’ dy d)
a@F  A*F dA*F  d*F d*F  d*F
dx' dx dy’ dr (dx’ dx dy' dy 7 dy dy'dx

)z
ar d*r (
(@

|&. &l%

i‘

dz"dy dy'dy

&l% §:l§“

d*F \? d*F  d*F dy d*F
dy' dx dy dx dy'dy az " dy"dy



TRANSFORMATIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.  8I

fussent compatibles, ce qui entrainerait V=o; la surface (é,)'est
quelconque, nous avons, pour le moment, exclu le cas ou elle est inté-
grale de ’équation du n*™ ordre en z que 'on déduitde V=o0; les
points de (s,) pour lesquels les coordonnées de I’élément d’ordre n
satisfont & cette équation sont sur une certaine courbe; si, de plus, le

d cfate st . -
long de cette courbe, 3.)7; satisfait & I"'une des relations précédentes, on

obtient une nouvelle solution du probléme. Mais c’est la un cas tout
a fait exceptionnel et, de toutes facons, la surface (s,) étant quel-
conque, il ne peut s’y trouver qu'une seule courbe répondant a la
question, en dehors des courbes (v). Nous verrons que ce résultat
subsiste lorsque la surface (s,) se comportant d'une maniére singuliere
dans la transformation, il lui correspond cependant une surface.

On déduit de ce qui précéde que lorsque deux surfaces (s,) et (s,)
ont un contacl d’ordre n —1 le long d’une courbe, si cette courbe est
une courbe (v) pour I'une des surfaces, elle I’est aussi pour P'autre.:
Nous définissons ainsi des bandeaux d’ordre n — 1 de (¢) qui se trans-
forment en bandeaux du premier ordre de (e’), de méme, nous avons
trouvé des bandeaux d’ordre n qui se transforment en bandeaux du
second ordre, tandis qu’en général, un bandeau d’ordre n se trans-
forme en un bandeau du premier ordre ou un élément du premier
ordre, un bandeau d’ordre n -- 1 en une surface de (e’).

4. Considérons une équation aux dérivées partiellesen z, d’ordre m,
(17) Sz, ¥ 5.y Ppom) =0 (€).

Les intégrales de cette équation se transforment en des surfaces qui
sont intégrales d'un certain systéme d’équations aux dérivées partielles
en z’. Pour déterminer ce systéme nous avons deux méthodes : soit
éliminer z, y, 3 et ses dérivées entre les formules de la transformation
qui donnent x/, y’, 3’ et ses dérivées et I'équation (17) & laquelle on
adjoint celles qu'on en déduit par dérivations; soil en recherchant a
quelles conditions doit satisfaire une surface (s') de (¢’) pour que
l’équation %a—y = 0 qui lui correspond soit compatible avec I’¢qua-
tion (17), ce qui est la méthode générale que nous avons indiquée.
Nous nous proposons I’étude des cas ot 'on ne trouve qu’une condi-
tion pour (s'), o cette surface est assujettie a étre intégrale d’une
seule équation aux dérivées partielles en (3'):(¢’). Cela se présente
lorsque [f, ] = o doit étre conséquence algébrique du systéme A

C. 11
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ou B déduit de (17) et 9 = o, ce que l'on peut prévoir quelquefois._
- Sapposon; qu'il en soit ainsi. L’4quation (&) est d’ordre m au plus :
elle est de cet ordre si I’équation 9, , = o correspondant 4 une quel-
conque de sés intégrales admet avec (&) des solutions communes
dépendant d’un nombre fini de constantes arbitraires; elle sera d’ordre
inférieur a m si ces deux équations admettent des solutions communes
dépendant de fonctions arbitraires.

Considérons une famille de caractéristiques de (&) qui, sur une sur-
face intégrale quelconque, ne coincident pas avec des courbes (v); si
I'ordre de ces caractéristiques est inférieura n + 1 et qu'il leur corres-
ponde des caractéristiques de (&), celles-ci sont du premier ordre; si
leur ordre m, est supérieur a n, il leur correspond des caractéristiques
d’ordre m, — n + 1. Admettons maintenant que sur une surface inté-
grale quelconque de (¢) la famille considérée soit constituée par des
courbes (v) et qu’elle corresponde a des caractéristiques de (¢') : si
Pordre en est inférieur a n, les caractéristiques correspondantes de (&)
sont du premier ordre; sinon, ces derniéres sont d’ordre m,—n + 2,
en général.

Ces généralités exposées, il nous serait possible de donner de nom-
breux exemples de transformations d’équations aux dérivées par-
tielles, mais cela nous entrainerait & de trop longs développements.
Bornons-nous a 51gnaler que les transformations que Clairin a défi-
nies ('), pour les équations du second ordre admettant un groupe
fini de transformations de contact d’ordre au moins égal a 2, rentrent
dans la catégorie que nous venons de définir et qu’elles peuvent étre
généralisées pour des équations d’ordre p admettant une famille de
caractéristiques (p — 1)""°.

Nous allons simplement traiter rapidement un exemple qui donne
des transformations nouvelles.

Considérons la transformation définie par la relation

F(2',y', 3,2,q,s t)=o0;

une équation f(s, ¢, g¢,3) = o0 est transformée en une équation du
deuxiéme ordre, car I’équation ¢,=o correspondant a une surface (s’)
transformée d’une intégrale quelconque (s) de f=o et I’équa-
tion 9 = o admettent des solutions communes dépendant de deux
constantes arbitraires [déduites de (1) par une translation quelconque

(1) Cramin, Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. XXVII, 1910, p. 451.
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paralléle au plan O zy]. Le systéme B’ déduit de f=o et ¢, = o, qui
admettent une direction commune de caractéristiques, est de la
forme

f:O, Qe — O, qJ:O’
(B) af af de, _ ay
L—{;_Ov E)j—o) 'zl"x‘—o, %-——O.

Mais  ne contient pas r, (B}) ne se trouve donc pas sous forme régu-
liére, on en déduit

[

X =0,
' d:
(BY) f=o, =0, Zz% =o,

y, étant du premier ordre. Ce systéme est complétement intégrable
et I'on en tire les conclusions habituelles. L’équation du deuxiéme
ordre en z’ admet une famille de caractéristiques du premier ordre,
correspondant aux caractéristiques de f= o0 qui ne sont pas les
courbes = const. (courbes ).

Ceci posé, une relation

G,y 3, 0,9,y 3 qg,5,t)=o0

permet de former une équation du troisiéme ordre en 3z, eny substi-
tuant les expressions de ', ', 7/, p’, ¢’ qui définissent la transfor-
mation. La recherche des surfaces (s') qui correspondent aux inté-
grales de cette équation revient & la discussion de deux équations du
deuxiéme ordre ou figurent seulement z, ¢, s, ¢; si (s') correspond a
une intégrale (s) quelconque de I’équation du troisiéme ordre, ces
deux équations du deuxiéme ordre admettent des solutions com-
munes dépendant de deux constantes arbitraires, et en raisonnant
comme nous venons de le faire on constate que (s’) doit étre intégrale
d’une seule équation qui se trouve étre en général du troisiéme ordre.
Cette équation admet généralement deux systémes de caractéristiques
du premier ordre et un du deuxieme; mais une discussion serait
nécessaire, que neus ne faisons pas.
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Etude des singularités des transformations définies
par une équation directrice.

5. Remarques préliminaires sur la théorie des enveloppes de
surfaces dépendant de deux paramétres. — Soit

(0 L=f(X,Y, a, b)

I’équation des surfaces d’une telle famille que, pour la simplicité de
I'écriture, nous supposons d’abord résolue par rapport 2 Z; on obtient
I'enveloppe de ces surfaces, quand elle existe, en adjoignant a (1) les
relations (2),

(2) Sfa=o, Jo=o,

I’élimination de a et & entre (1) et (2) donne une relation qui repré-
sente I'équation de la surface enveloppe. Pour que cette élimination
soit possible, il faut qu’on puisse tirer a et b de (2), c’est-a-dire que
la relation

(3) Jarforr—fi=o0

ne soit satisfaite ni identiquement ni comme conséquence de (2).
Dans le premier cas, 'enveloppe se réduit évidemment & une courbe
ou & un point. Plagons-nous dans le deuxiéme; les équations (2) per-
mettent de calculer X et Y en fonction de a et b,

X =¢(a, b), Y =nv(a, b),
a condition que
(L/') fa.’c fay
Jox  Soy

-0

ne soit satisfait ni identiquement ni comme conséquence de (2).
Supposons d’abord qu’il en soit ainsi: les relations (2) donnent, aprés
différentiation,

fﬂ’fb’ —f?*b - (Ea'nb - sbna) (fa;rfby_faysz)r
par conséquent, en raison de I’hypothése faite sur (4),

aa’ﬂb— Eb‘naz o,
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il existe donc une relation au moins entre X et Y indépendante de a
et b; puis il existe une relation entre X, Y, Z seuls, déduite de (1) a
cause de (2). Dans ce cas, on peut donc dlre que I'enveloppe se réduit
a une courbe ou a un point.

Examinons maintenant I’hypothése ou la relation (4) est, comme
(3), conséquence de (2). On s’en assure en calculant @ et b au moyen
de (4) et de la premiére (2), ce calcul étant supposé possible; la
deuxiéme doit étre satisfaile identiquement quand on y substitue 4 a
et b les expressions qui viennent d’étre calculées. De (1) on déduitune
relation entre X, Y etZ qui est ’équation de la surface enveloppe (S);
on obtient les coordonnées du point de S correspondant a la surface
de parameétres a et b en calculant X et Y au moyen de (4) et de la
premiére (2). Les expressions ainsi obtenues pour X et Y doivent
satisfaire identiquement a la deuxiéme (2). Si ce calcul de X et Y
était impossible, chaque surface enveloppée serait tangente a (S) le
long d’une courbe ; en chaque point de la surface (S), les coordonnées
de ’élément du premier ordre sont les mémes pour (S) et la surface
enveloppée qui y passe, car P =Fy, Q = F,; de plus, on déduit par
différentiation, comwme conséquence de (4),

(5) R—Fx: S —Fyy —o,
S—Fyy T—Fy
\

ce qui exprime que la surface (S) est osculatrice & 'enveloppée.

Observons que le calcul qui a été fait de a et b peut fournir des
systémes de solutions qui ne satisfont pas a la deuxiéme (2) et quil
ne faudra pas considérer.

Si le calcul de @ et b est impossible de la facon que nous avons
indiquée, une nouvelle discussion s'impose : en général, il n’existe pas
de surface tangente aux surfaces données.

Si I’équation des surfaces enveloppées n’est pas résolue par rapport
az:

F(X,Y,Z, a, b)=o,

la relation (3) garde la méme forme
Fai F[,a _ F‘zb = o0,

mais il faut écrire 4 la place de (4), en posant Fy+ PF,=o0,

F,+ QF,=o,
an -+ P FaZ FaY -+ Q Fal

! = 0.
(4) Fy;x+PF,; Fyy+QF,y
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Exemple. — Soient les sphéres
(s (X — @)+ (Y — )+ (Z— 5)*— R*=o,

dont le centre est une surface donnée, lerayon dépendant de la position
du centre; les diverses relations que nous avons considérées sont ici

(2), % X—2x2+p(Z—2z)+RR,=o,

Y—y+4qg(Z—3z)+RR,=o.
—1—p*+r(Z—z)+RR,.+ R — pg—s(Z—z)~+ RR,,+ R;R
y y |

) — pq +s(Z—5)+RRyy+R;Ry —1—¢*—¢(Z—3) + RR;s+ R} =
1+ pP rQ )
/ == P = 0.
(4), ' gP '+ g0 1+P+¢gQ=o0

X—z+P(Z—2z)=o,
Y—y+Q(Z—z)=o.

L’élimination de X — x, Y — y, Z — z entre (1),, (2), et (3), pro-
cure, la surface des centres étant connue, une équation du deuxiéme
ordre en R qui détermine le rayon de telle facon que les sphéres de la
congruence soient tangentes a une courbe ; le point caractéristique de
la sphére enveloppe situé sur la courbe est donné par I’élimination
indiquée; I'autre point engendre une surface. D’autre part, des équa-

tions p(X — )+ q(Y —y) — (Z — z) =0, (2,) et (4),, on déduit

(Z—3) (1 +p*+q*) + R(pRy+ gR;) = o,
puis ’
(X—2) (1+p*+¢*) + R[R(1+ p*) —pgR,] =o,
(Y—»)(1+p*+q¢*) —R[Rypg +RR, (1 +p*)] =0 ;

d’ot, finalement, la relation connue

(1+¢*)R: —2pg ReRy+ (1 4+ p? )R} — (1 +p*+g¢*)=0
ou
AR =,

A représentant le parameétre différentiel du premier ordre pris sur la
surface des centres. Elle détermine R pour que les sphéres considérées
constituent une famille de sphéres de courbure d’une certaine surface,
que nous avons d’ailleurs complétement déterminée.

Remarque. — L'enveloppe d’une famille de surfaces qui dépendent



TRANSFORMATIONS DES l’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 87

de deux paramétres (et qui comprend le lieu des points singuliers et
des lignes singuliéres de ces surfaces) peut se décomposer en différents
éléments correspondant aux divers cas signalés ; par exemple, I'enve-
loppe d’une famille de sphéres peut se décomposer en une courbe et
une surface, comme nous I’avons indiqué ; elle se décompose en deux
courbes si R satisfait & un systéme de deux équations du second ordre
qui expriment, par exemple, que les deux équations du second degré
qui déterminent Z — z ont leurs coefficients proportionnels.

6. Considérons la transformation (') définie par la relation
(6) F(xlv.}”, z,» Xy ¥y S ---:po,n—l):()'

Nous lui adjoignons les suivantes :

dF
(7) 2
dF
dy =%
F.+p'F,=o,
(8) B
( Fy'+q F,!_O.

Le cas od, entre les équations (6) et (7), I'élimination de &/, y', 5’
est possible a été écarté; les relations ¢ = o, V=0 permettent, en
général, chacune de déterminer une équation aux dérivées partielles
en z par I'élimination de ', y’, 2 au moyen de (6) et (7), (6,4y)
d’ordre (n + 1), (6,) d’ordre n. Nous observons immeédiatement
que (0,) est une intégrale intermédiaire de (g,,,): les relations (7)
donnent en effet par différentiation

aF ., dF L &F aF
dz’ dx dz dy’ Y g dz dy Y=
d*F , d*F a@2F d*F

! —_—
dx’dydx +dy’dy y+dxdydx+ dy? dy = o,

d’ou I'on déduit que les dérivées de (0,) par rapport a z et y se cal-

(') Pour la théorie analogue relative aux transformations de contact, voir
Goursart, t. II,, Chap. I; Lie, Math. Ann., t. L1V, p. 193 (art. posthume).
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culent au moyen de

. a*F _ d*F d*F  d*F d&'F d&'F  4&*F (-i—’-E"—o
- (10) dr'dy dz* ~ dz'dz dzdy ~ dr' dy dzdy dxdy dy*™ 7’

en supposant
a*F d*F o
dx' dx dz'dy # ©,

ce qui a lieu en général, et les intégrales de (0,) satisfont a I’équation
que l'on déduit de ¢ = o, c’est-a-dire (o, ).

Ceci posé, si une surface (s) n’est pas intégrale de (g,,,), les «?
surfaces ¥ qui lui correspondent au moyen de (6) enveloppent une
surface (S) que I'on obtient par les formules de la transformation et
qui présente un contact du premier ordre avec chaque surface (X).

Supposons maintenant que (s) soit intégrale de (g,,,); si elle ne
I'est pas de (0,), les %* £ correspondantes sont tangentes a une
courbe (¢’) de (¢’) ou bien ont un point commun; elles peuvent
d'ailleurs étre tangentes, en outre, & une certaine surface. Récipro-
quement, supposons que dans la relation (1), ', ', 2’ soient des
‘constantes, nous obtenons une équation d’ordre n—1 qui est une
intégrale intermédiaire de (g,,,), puisqu’elle satisfait &

&F &F d'F
T=0 =% G

De méme, si &', ¥, ' sont les coordonnées des points d’une courbe
de (¢'), c'est-a-dire s'ils dépendent d’un paramétre ¢, I’élimination de ¢
entre<(6) et
dx' dy' ds'

o TRyt Fe =0

F.

procure une équation d’ordre n — 1; les dérivées de cette équation
s'obtiennent au moyen des relations (7), en y substitvant a 2/, y/, 2’
leurs expressions en ¢, puis a ¢ la valeur que I'on vient de calculer; la
différentiation des équations (7) donne des relations de la forme

arF a’F

Adt+ d_.Z‘i d(l?-{—zr—'d‘yd_}’—o,
2 2]

Bdt + -2F oy TF 4,

dx dy dy?
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d’ou I'on en tire qui permettent de calculer les dérivées secondes de
I'équation d’ordre n — 1 considérée ; les solutions de cette équation
satisfont donc a celles que I'on déduit de

d*F da*F
b A=
g Jd*F d*F

dxdy——f\—dy—z = o,

donc aussi & (g,,,) et Péquation d’ordre n — 1 est intégrale intermé-
diaire de (0,,,) qui admet, par conséquent, une intégrale intermédiaire
d’ordre (n — 1) dépendant de deux fonctions arbitraires d’une
variable.

7. Les choses se passent d’une facon toute différente lorsque (s) est
intégrale de (0,) : les »? surfaces () qui lui correspondent sont
osculatrices a une surface (s’) : nous délerminons &', ', 2’ au moyen
de (6), la premiére (7) et V=03 puis p’ et ¢’ par (8). Cherchons a
déterminer les dérivées secondes. On déduit de (3) par différentiation :

d*F , d*F , d*Fi d*F .
\ dz" da'+ d.r’dy’d‘} + dz’dxd$+dx'dydy—o’
&F ., &F . &F £F
(ll) ¢ de—l" W; d) -+ dy’clxdx+dy’dydy—o‘
&F ’dﬂ*‘)
a—;;—-llzo—*—(m ’ ceee

\ /

Puisque V = 0, nous en déduisons les relations (12) :

d*¥  d*F d4*F  d*F
dz? drdy'  dz'dy drdx — o

(12) dF  &'F &F  d'F
dz'dy dzdy ~ dy* dzdd

d'F  d*F
dzdy' dzdx' # 0.
Le systéme (11) est, par suite, équivalent & I'une de ses équations,
la premiére par exemple, et & (r2). Dailleurs, des deux premiéres
C. 12

en admeltant, ce qui est le cas général, que



go G. CERF:

relations (11) et (g), on tire

#F  &F _ &F  dF
5 dody dz* ~ dzdedzdy O
(13) &F  &F #F  d*F

dzx'dy' dedy  dr'dx dzdy’ ~ &

ces deux relations sont compatibles gréice a la premiére (10) et déter-

minent (s'). Tout se passe comme si les deux relations (12) étaient les
dérivées par rapport a x’' et ' d’une certaine relation; on en déduit
par différentiation trois relations ou figurent les dérivées troisiémes
de z’, tandis que les relations (13) seraient les dérivées par rapport
a 2 et a y d'une autre relation et équivalentes a I'une d’entre elles,
en tenant compte des relations déja écrites ; nous pouvons indifférem-
ment considérer une relation comme fonction de 2" et y’, ou de x et y,
puisque nous avons défini une transformation ponctuelle entre ces
deux couples de variables indépendantes. Une différentiation opérée
sur les relations (13) ne donne qu’une relation nouvelle, ol figure une
dérivée troisieme de z'; nous avons donc, en tout, quatre relations
pour déterminer ces dérivées : trois d’ordre 2z + 1, une d’ordre n + 2,
et ainsi de suite pour déterminer les dérivées successives de z'; pour
déterwiner les dérivées d’ordre p, on obtient p relations contenant
les dérivées de z jusqu’a 'ordre p + n — 2, une autre les contenant
jusqu’a 'ordre p +n — 1.

On peut se faire une idée du systeme auquel satisfont les surfaces
qui correspondent aux intégrales de (0,). Formons toutes les équa-
tions qui contiennent des dérivées de z jusqu’a 'ordre p': il y a celles
qui donnent z’, y', z’ et ses dérivées jusqu’a 'ordre p — 1, tel que
p'=p -+ n —2, puis p qui contiennent les dérivées de 3" d’ordre p;
ensuite, il y a la relation V = o et celles qui permettent de calculer les
dérivées de (0),) jusqu’a ordre p’ en z; cela fait en tout

2+p(P2+l)+P+(/)—n+l)2(/'—n+2)

pip+1)  plp—1)
2 2

=2+4p+ =p'+p+2;

les arguments a éliminer x, y, z et ses dérivées jusqu'a l'ordre p
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forment un total de

+(p1+l)2(pl+2) —2g (p+n——;)(p+n)_

Si n = 2, pour p= 2 on obtient un nombre de relations égal aun
nombre d'inconnues & éliminer; pourp = 3, I’élimination de x, y, 3, ...
donne deux relations du troisieme ordre en z’, p = 4 donne trois nou-
velles relations du quatriéme ordre ; I'équation (0) est du deuxiéme
ordre et il lui correspond un systéme de deux ¢quations du troisiéme
ordre en involution. :

Si n = 3, 'équation (0) est du troisi¢éme ordre et 'on constate que
le systéeme correspondant comprend deux équations du 5° ordre,
quatre du 6°, cinq du 7°, six du 8¢, etc.

Si n =4, Péquation (0) est du quatriéme ordre, il lui correspond
un systéme en involution comprenant une équation du 7¢ ordre, cinq
équations du 8¢, six du (¢, sept du 10°*, etc.

Ce sont la du moins les circonstances générales et a une solution
d’un de ces systémes correspond une seule 1ntegrdle de (0) parfaite-
ment déterminée.

Exemple. — Considérons la transformation définie par
(' —a)+ (' —b)'+ (s’ — ) — R*=0,

a, b, ¢, R étant fonctions de z, y, 5 et de certaines de ses dérivées.
L’équation (0) est donnée par la relation

AR dR dR R\ .
E(EJ-,) r%@ﬂh(}(%) — (EG—F")=o,

g (da)' (db\t (dey?
=\az) " dx) +\@=)’

A une surface (s) intégrale de (0) correspondent o? sphéres qui
sont les sphéres de courbure d’une surface (s'). Si @, b, ¢, R ne
dépendent que de z, y, 3, p, q, ces surfaces (s') sont en général inté-
grales d’un systéme de deux équations du troisieme ordre en involu-
tion, a toute solution duquel correspond une solution de ().

8. On pourrait rechercher, par la méthode que nous venons de
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donner, les circonstances ol le systéme correspondant a (0) est plus’
simple que celui dont nous avons établi 'existence, et en particulier
se réduit & une seule équation. Il sera plus simple de procéder suivant
'autre méthode, que nous avons exposée dans le cas général; la cor-
respondance établie entre (6) et le systéme en question est définie par

les relations (6), (8) et (14):

d*F d°F
dx"? dx' dy'
A= —o;
(14) d*F 42F 0'.
dx' dy' dy'?

nous allons chercher a quelles conditions doit satisfaire une surface (s’)
de (¢’) pour qu’il lui corresponde, par ces quatre relations, quelques
surfaces (s); nous calculons z’ et y’ par l'une des relations (8)

et (14), puis, au moyen de (6) et I'autre (8), nous obtenons deux
équations aux dérivées particlles d’'ordre n —1en 5 : =0, y=0;
d’une fagon générale, pour trouver la transformée d'une équation
d’ordre n, I'ordre de (0), par la transformation (6), on est conduit
a discuter le systéeme de deux équations d’ordres n — 1 et n; dans le
cas présent, on trouve donc une simplilicalion. Elle s’explique aussi
parce que (0,) admet, avec I'équation Y = o, n — 1 directions com-
munes de caractemsthues, cela résuite des relations (10); on en
conclut que des quantités proporuonnelles aux dérivées du premier
membre de (0,), par rapport a p,,, ..., Py, s¢ déduisent des expres-
sions

_PF ——ﬂ—F . (i+j=n—1)

dy'dy " dx'dx” P J ’
ou l'on remplace x’, y’, z’ par des expressions en &, ¥, 3, ..., Py..; les
dérivéesdu premier membre de ¢ = o sont,de méme, proportionne“es
a des quantités déduites des F " ou 'on remplace z’, y’, 2z’ par des
fonctions de x, y, z, ..., Pq as qul sont différentes des précédentes, mais
qui prennent la méme valeur en x et y lorsqu’'on y suppose que z est
la fonction de = et y qui définit une surface intégrale de (0,):(s);

d
les (n — 1) solutions en <dx> de I’équation qui définit les caractéris-

tiques de J = o sur(s) sont donc solution de I’équation analogue rela-
tive a (0,); soient (y') les courbes ainsi définies.
A un bandeau d’ordre (n — 1) appartenant a (s) correspond en
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général une surface de (¢’), 4 moins que le bandeau ne soit supporté
par une courbe (¥'), auquel cas il lui correspond un bandeau du pre-
mier ordre ; la démonstration est la méme que celle qui a été donnée
dans le cas d’'un bandeau appartenant & une surface quelconque sup-
porté par une courbe (y). De méme & un bandeau d’ordre n situé
sur une intégrale de (0,) correspond en général un bandeau du pre-
mier ordre, & moins que la valeur de s’ déduite de (13) ne soit indé-
pendante des dérivées de z d’ordre n + 1, ce qui exige que le bandeau
soit supporté par une courbe (y'), et il lui correspond alors un ban-
deau du second ordre, en général.

Il résulte de 1a que le systéme correspondant & (6,) admet une
famille de caractéristiques du premier ordre et n — 1 du second ordre
lorsque toutes les caractéristiques de (0,) sont du n'*™ ordre. Si une
des familles supportées par des courbes (v') est d’ordre inférieur a n,
il lui correspond des caractéristiques du premier ordre.

Nous allons d’abord étudicr le cas o0 n = 25 il conduit & des pro-
priétés générales des équations du second ordre, qui ne peuvent se
généraliser au cas ol n>2; nous donnerons ensuite une idée des
différences qui se présentent en nous occupant du cas ou n = 3.

9. Soit la relation (15) qui définit une transformation
(15) F(z',y', s @, 5, 5. p,q) =o.

L’équation (0) est du second ordre et il lui correspond en général
un systéme de deux équations du troisiéme ordre en involution; nous
sommes d’ailleurs dans un cas particulier d’une question précédem-
ment exposée. Pour étudier les diverses circonstances qui peuvent se
présenter, nous avons a discuter le systeme des deux équations du
premier ordre; formons les équations qui nous permettent de cal-
culer- celles dont nous avons besoin pour cette discussion :

O fe— Sr=0": (76); [/, o]=o0: (17), et les deux relations (9)
(Chap. I), (18) :

4 F, F,
(16) d*F dF, d'F dF, d'F dF, d*F dF,|=o0; -

dz' dy' dz'  dz'* dy' dr'dy dx' dz'* dy'

dF [o dF] _ @F [, dF] _
(17) : dx’dy’ ' dx :—m ’:17 z—O,’
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et
F, F.+ pF,
- d*F Li}fg_ a*F dF, d*F  d(F.+pF,) . d?*F d(F+pF,;)|=o,
. dx'dy’ dx' dz'* dy' dx'dy' dx' dx'? dy’
(i8) -
Fp Fy+qF;
a*F d¥, da*Fd¥, 4&F d(Fy+qF;) d&*FdF,+qF;)|=o0.
da'dy’ dx'  dx't dy'  dx'dy’ da' T ody”: ay'

Supposons d’abord que (16) ne soit pas conséquence algébrique des
autres relations qui définissent la transformation de (0): (15),(7), (8),
8 =0, V=0, A =o. Si,entre les cinq relations d’ott I'on déduit ¢ = o
et y =o0:(15), (8),(14) et (17), on peut éliminer x,y, z, p, ¢ de
telle fagon qu’on obtienne une relation ne contenant que &', y', 7’ et
ses dérivées, celte relation constitue une équation aux dérivées par-
tielles (@) a une solution de laquelle correspondent, en général, des
solutions de (0) dépendant d’une constante arbitraire.

Exemples. — Ce cas se présente si 'une des lettres 2, y, z ne figure
pas dans I; elle ne figure pas non plus dans I’équation de (0); il se
présente aussi lorsque x, ¥, z, p, ¢ ne figurent dans F que par les
quatre invariants d’un groupe de transformation de contact a un para-
meétre. Soit (s') une surface correspondant & une solution (s) de (6);
les deux éqnations ¢ = o0, y = o, qu’elle permet de former, sont en
involution puisqu’elles admettent comme solutions (s") el les surfaces
qu’on en déduit par les transformations du groupe considéré. L'équa-
tion (0) admet alors évidemment ce groupe de transformations, ce qui
était & prévoir.

Ainsi, reprenons la transformation définie par

(2'—a)+ () — b)t+ (s’ — =R,

en supposant a, b, ¢, R fonctions de p, ¢,  + pz, y + ¢z; nous
savons former P'équation (6) correspondante au moyen de AR =1;
elle admet le groupe des dilatations; a cette équation correspond une
équation du second ordre, et si la correspondance entre droites et
sphéres est telle qu'a deux droites qui se rencontrent correspondent
deux sphéres tangentes, sur deux surfaces intégrales correspondantes
des deux équations les lignes de courbure se correspondent.
L’équation @, d’aprés la facon dont elle est formée, admet’ en
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général un systéme de caractéristiques du premier ordre; cela résulte
aussi de la théorie générale, I’équation () n’admettant, sauf excep-
tions, que des caractéristiques du second ordre.

Pour obtenir les conditions auxquelles doivent satisfaire la fonc-
tion F pour que I’élimination soit possible, remplacons d’abord (14)
par

d*F [, dF A*F[. dF]
(’9) d.z"dvy’ [14’ W}:_d}” [Fvw]:—o

Il faut qu’on puisse éliminer wz, y, 3, p, ¢ entre (14), (8), (17)
et (19):le déterminant fonctionnel des premiers membres par rapport
a x,y, 3, p, q doit étre nul en tenant compte de ces relations; cela
donne une relation en s" qui parait du deuxiéme degré, mais qui est
seulement du premier; on y remplace p’ et ¢" au moyen de (8) et la
fonction F doit satisfaire & deux conditions seulement, moyen-
nant F =o.

Passons aux articles suivants du tableau de discussion de deux é equa-
tions du premier ordre. - :

Pour que la relation (16) soit satisfaite, il faut d’abord que

dF
K, <;E>n _ Fup+p'¥Fy Ty +4q'F,y

Fy [ dF\ T Feg+p'Foy Frgrq'Fuy
(d)’l P

En y remplacant p’ et ¢’ par leurs expressions tirées de (8),
il vient

F,,_F,,,I ~Fyp b Fy Py By Fy

F, = Fo F.—Foy B = T, F —F,,,F,.

Cela entraine que le rapport & soit fonction de =,.y, 2z, c’est-a-dire

que I satisfasse 4 une équation de la forme

"

pult s
F, =®(F, z, 3, 3)

ou, en définitive, que Fsoit fonction de p et ¢ par I'intermédiaire d’une
expression de la forme

i(z,y,3,p, q),
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de telle sorte que ’équation de la transformation est
F o, ', &, Uz, y, 5 p,9), 2, ¥, 5]=0,

la réciproque est évidente. Le cas se présente lorsque p ou ¢ ne figure
pas dans F.

Supposons alors que (16) soit satisfaite; les équations ¢ =o
et 7 =o admetlent une seule solution commune, en général; elles
peuventne pas en admettre du tout ou admettre toutes celles de 'une
d’elles; 'éliminaticn de x, v, z, p, ¢, entre les six relations (15), (8),
(14), (18), conduit en général & une équation (0,) du second ordre
en z'; a toute solution de (0,) correspond en général une seule solu-
tion de (0); lesdeux équations (0) et (0,) se correspondent dans une
transformation (B,)

Recherchons enfin s’il est possible que les équations y =o0 ety = o
admetlent, pour toute intégrale de (0), une solution singuliére :
(16) doit étre conséquence de (14), (15), (8) et (18); s’il en estainsi,
I'élimination de x, v, a,p, g entre ces six relations donne une e(]uatlon
du second ordre en z': (0,); mais on s’apercoit que les deux équa-
tions () et (0,) se correspondent dans une transformation de
Backlund B, définie par les quatre relations (15), (8) et celle que I'on
déduit de (18) par I'élimination du rapport ifz : d;i,zjy,, et nous n'in-
sistons pas.

- Remarque. — Dans tout ce qui précéde, nous nous sommes bornés
a4 envisager les circonstances générales qui peuvent se présenter, ol
cerlaines expressions ne sont pas nulles soit identiquement, soit
comme conséquence des relations que I'on considére; 'examen des
divers cas particuliers quise présentent n’offre aucune difficulté et n’ap-
prend d’ailleurs rien de bien important. Signalons toutefois que nous
avons supposé que I’élimination de x, y, 3, p, ¢ est impossible entre
(15),(8) et (14), et quecelte hypothese revient a admettre que F ne
dépend pas de x, y, 3, p, g par l'intermédiaire seulement de trois
fonctions 4, (x, ¥, 3, p, ), ¥s, ¥5, comme on s’en apercoit aisément
en supposant pour un instant la relation (15) résolue par lappoxt az.

La transformation &= ¢, n=1,, {= {, nous ramene a étudier les

surfaces qui se comportent d’une fagon singuliére dans une transfor-

mation de contact.
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10. Ftant donnée une équation du second ordre
(20) f(x,}’, S, Py g, 1S, l):()a

peut-on I'obtenir en partant d’une transformation définie par une
relation telle que (15) vis-a-vis de laquelle elle jouerait le réle de
’équation (0). La réponse est affirmative; on peut, sauf exceptions,
déterminer de telles transformations; seulement, en général, elles ne
font pas correspondre a (20) une seule équation, mais un systeme de
deux équations du troisi¢éme ordre.

Pour le montrer, nous allons faire usage de la représentation géo-
meétrique habituelle ou 7, s, ¢ sont considérés comme les coordonnées
d’un point d’un espace a trois dimensions ( €). Soit A la surface dont
I'équation est (20). Observons que la surface doit alors pouvoir étre
obtenue comme la surface focale de la congruence des droites définies
par les relations

Cw‘_

az = ©
(7) aF

ay ="

a', y’', =’ étantles paramétres liés par la relation F = o. Les droites
de cette congruence appartiennent au complexe des droites qui ren-
contrent la conique située a linfini sur le cone r{ — s* = u. Inver-
sement, connaissant la surface (/), cherchons a déterminer la con-

gruence formée par ses tangentes ui sont paralléles aux génératrices
de ce cone. Posons

F,;f—pF,,__u F,—i—qF,_v
Fp - b F -_ b

P

=
|
¥

Q

L’équation de la congruence s’écrit :

(21)

u—+r—+sw=—o,
v+ s+ tiwv = o,

u, v, w dépendant des deux parameétres. Considérons-les comme les
coordonnées d’un point d’un espace a trois dimensions (¢’); les coor-
données de ce point dépendent de deux paramétres, il décrit en
général une surface (4') et les deux surfaces (/) et (A') se corres-
pondent dans la transformation de contact définie par les deux
relations (21). On obtient facilement I’équation de la surface ("), soit

(22) 2 (4, v, w) = o.

C. 13
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Pour obtenir les congruences cherchées, il suffira d’exprimer les
coordonnées d’un point de (A’') en fonction de deux parameétres.
Revenons & la question posée; la relation (22) permet d’établir une
relation homogene entre F', + pF,, I, + gF,, F,, F,; on obtient ainsi
une équation aux dérivées partlelles du premier ordre en I : il suffit de
considérer une solution de cette équation dépendant de trois cons-
tantes arbitraires pour obtenir une fonction F répondant aux condi-
tions demandées, et cela est toujours possible d’une infinité de facons.
En particulier, si x ne figure pas dans f, nous pouvons chercher une
fonction F qui ne contienne pas x: ce sera une intégrale compléte de
I’équation que nous avons appris a former, nous en déduisons le
théoréme suivant :

Etant donnée une équation du deuxiéme ordre admettant une
transformation infinitésimale, il est toujours possible, par l’inté-
gration d’équations différenticlles, de la transformer en une équa-
tion du deuxiéme ordre admettant un syslémr' au moins de carac-
téristiques du premier ordre. On peut méme trouver une infinité de
ces transformations cor r(’spondalzl auz diverses mlegral(’s compléles
de Uéquation du premier ordre qui détermine ¥ : les diverses
équations du deuxriéme ordre qu’on obtient se déduisent de 'une
d’entre elles par une transformation de contact quelconque, ainst
qu’il résulte d’une propriété connue des équations du premier
ordre.

Remarques. — 1. La transformation I étant choisie, une famille de
courbes (y') se trouve déterminée sur les surfaces intégrales de (20);
il est facile de reconnaitre avec laquelle des deux familles de caracté-
ristiques elle coincide. Des formules de la transformation de contact
on déduit en effet

d’olt
frWz"' Wfs"'ft:Oy
ou encore
JrFi—fF,F 4+ fiF =o0;

une détermination étant choisie pour w, c’est la famille de caractéris-
tiques correspondant a la méme détermination qui coincide avec les
courbes (y') et c’est 'autre famille qui correspond aux caractéristiques
dv premier ordre de (0).
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II. Nousavons admis qu’a A correspond par la transformation de
contact (21) une surface (A") : il peut lui correspondre une courbe;
il faut pour cela que la fonction f(de r, s,7) soit intégrale d’une équa-
tion du second ordre, I'intégration de cette-équation est évidente;
’équation (22 ) doit représenter une surface réglée dont les généra-
trices appartiennent au complexe précédemment indiqué: 1’équa-
tion /= o admet donc au moins un systéme de caractéristiques du
premier ordre et la transformation qui correspond & ce systéme est
une transformation de Backlund. SiI’équation est de Monge-Ampére,
lesdeux transformations sont de Biacklund, en admettant naturellement
qu'a équation ( 20) corresponde une équation.

L’équation du second ordre quidéfinit les équations admettant un
systéme de caractéristiques du premier ordre admet une intégrale
singuliére du premier ordre dont lesintégrales fournissent les équations
admettant des caracléristiques doubles, car la surface (&) correspon-
dante est une développable dont les génératrices appartiennent au
complexe; mais ceci est un cas dont nous ne nous occupons pas ici.

Nous avons supposé que [’élimination de 2,7y, z" entre (15), (17) et
V = o conduit 4 uneseule relation entre , y, 5 et ses dérivées, maison
voit par 'exemple d’une relation (15 ) linéaire en &', »/, 5’ qu'il peut
se faire qu’on soit conduit a deux relations. 1l est facile de déterminer
les fonctions I qui ne conduisent pas a4 une seule relation : par la
transformation de contact (21), & une surface (/') quelconque de (¢)
correspond une surface (£) de (¢), a moins que (~’) ne soit intégrale
d’une équation du second ordre, auquel cas il lui correspond une
courbe ou un point; cette équation du second ordre admet une inté-
grale intermcédiaire du premier ordre dont les solutions correspondent
aux développables que nous venons de signaler ; on peut donc définir
des transformations conduisant aux équations a caractéristiques
doubles. Mais on remarque, comme dans le cas général, que la trans-
formation ne fait pas correspondre nécessairement i (6) une équa-
tion (O).

II. A diverses reprises nous avons trouvé que les transformations
que nous déterminions étaient des transformations de Backlund; on
peut aisément former les conditions auxquelles doit satisfaire la fonc-
tion F pour qu'il en soit ainsi; il nous suffit d’examiner le cas o ce n’est
pas par une solution singuliére des deux équations =0,y =0 que
s’établit la correspondance; il faut alors que desrelations (7) etV=q,
on en déduise une qui soit indépendante de r, s, 7. La droite (7) ren-
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, nous remplacons p’ et ¢’ par les expressions tirées de (8); nous
obtenons Ls + L, = o3 il faut que moyennant F = o les deux expres-
sions L et L, aient un facteur commun; comme cas particulier on peut
prendre une fonction I satisfaisant soita L =o, soita L, = o.

Transformations du troisiéme ordre : n =3. — Soit
(23) F(x'ay,, 217 ZyYs By Py gy Ty S, t)-———O

la relation directrice; I’équation (0) est du troisiéme ordre, et nous
avons vu qu’il lui correspond généralement un systeme en z' du troi-
sitme ordre d’involution, dont les équations de base comprennent
deux équations du cinquiéme et une du sixiéme ordre; nous nous
proposons de rechercher s'il est possible qu'a (0) corresponde une
seule équation.

La détermination des surfaces (s') correspondant & une intégrale
quelconque (s) de (0) revient a la discussion du systéme de deux
équations du second ordre { = o0, 7 = o0, provenant de I’élimination

de 2’ et y’ entre les relations (23), (24 ). (25)

dr
Lo =
dfF -
a7 =°
‘ “ d*F d*F
e Cdx'? dz' dy'
(25) A= ?};F"’F'“(‘;;F"E‘ =o;

les surfaces (s') sont déterminées comme solution d’une seule équa- -
tion aux dérivées partielles (@), si de ces deux équations Y=o,
v, = o0 on déduit un systeme (A) ou (B") (r=1 ou 2) tel que [V,1]=0
en soit conséquence algébrique.

Si les deux équations n’admettent pas en général de direction
commune de caractéristiques, pour que cela se produise il faut qu’elles
admettent des solutions communes dépendant de quatre constantes
arbitraires; c’est ce qui arrive par exemple, lorsque parmi les lettres
non accentuées qui figurent dans I il manque s et trois autres parmi z,
¥, P» ¢, ou bien encore s, p, g, 3.
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Si les deux équations admettent en général une direction commune
de caractéristiques, on en déduit un systéeme (B') et différents cas
peuvent se présenter: par exemple, on obtient une équation (@) si
parmi les petites lettres ne figurent que s, ¢, p, ¢ ou s, ¢, g, 5, ou bien
encore y, ¢, s, {; mais, par la transformation { =g, on est ramené
dans ce dernier cas & une transformation déja étudiée, I’équation (@)
est seulement du deuxiéme ordre et a chacune de ces solutions cor-
respondent des intégrales (©) données par I'intégration d’une équa-
tion du premier ordre. L’étude du cas ol les deux équations admettent
généralement des solutions singuliéres engendrées par une famille
de caractéristiques communes est compliquée parce qu'elle faitinter-
venir des relations ou figurent les dérivées®troisiémes de z'; nous la
laissons de coté et arrivons au cas ol les deux équations admettent
généralement les deux directions de caractéristiques communes.

Le systéme (B*) qu’on en déduitest équivalent a celui d’une équa-
tion du deuxiéme ordre et d’une équation du premier ordre; donnons
des exemples des différentes circonstances qui peuvent se présenter.
La fonction F ne contient que s, p, g et une des trois lettres x, y, z;
le systéme (B?) est complétement intégrable puisqu'il admet des
solutions dépendant de deux constantes arbitraires; la fonction F ne
contient que s, ¢, s et une des lettres x, y; le systéme (B} ) est complé-
tement intégrable puisqu’il admet des solutions dépendant d’une cons-
tante arbitraire; la fonction F ne contient que , y, 5, 55 le systcme (B?)
admet une solution parfaitement déterminée; la fonction F contient z,
¥, q, s et ’équation (0) estdu deuxiéme ordre. Enfin le cas ot les deux
équations ont une direction de caractéristiques doubles communes
se rattache a celui-la; ainsi, lorsque la fonction F ne contient que «,
¥, 3, q, t, elle définit une transformation entre deux équations du troi-
sieme ordre ayant une directionde caractéristiques doubles et telle qu’a
une solution de chaque équation correspond une solution de 'autre.

Recherchons maintenant s’il peut se faire que le systéme des deux
équationsadmette généralement des solutions singuliéres communes
engendrées chacune par des caractéristiques des deux familles. Les
mineurs de D procurent les relations

ay dv,  d*t @2F a2t dF; a?F dF;

d*¥ dF, d*F dF,
_dx’dy’ di’ T dz™ dy
= T, ‘
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et les deux premiéres relations qu’il faut adjoindre pour former le
systéme (C?) sont obtenues en égalant les deux rapports suivantsal’un
de ceux qu’on vient d’écrire:

dF dF dF dF
&*F "(%) &*F d('d‘a}> d:F "(7{}) d?F d(a,?

dz'dy’ ~de T dx® T dy dz'dy —dx" T dr't  dy
dF ’ dF .
() (%)
ce qui donne comme condition que trois relations se réduisent algé-
briquement a une seule. Ici encore les transformations qu’on obtient
appartiennent & une classe déja indiquée, définie par quatre relations du
premier ordre par rapport aux lettres accentuées, du second par
rapport aux autres et telles que les déterminants déduits de la ma-
trice (27) (Chap. II) soient nuls comme conséquence de ces relations.
Pour indiquer un exemple, supposons que F ne contienne que z, z, ¢,

s, t; un seul des mineurs déduit de D procure une condition. Des

deux relations que l'on adjoint pour former (C?), une seule con-

. . &F _ d*F ) .
tient p, nous éliminons le rapport Tordy - Zon entre I'autre et la condi-

tion dont nous venons de parler; nous obtenons ainsi une équation
aux dérivées partielles pour déterminer la fonction I de 2, y/, 3/, ¥,
3, g, s, t de facon a ce qu’elle définisse une transformation entre deux
équations du troisieme ordre; a toutesolution de (®)en correspondent
de (0) dépendant d’une constante arbitraire. — Les équations (@)
que nous avons obtenues admettent des caractéristiques du premier
ou du deuxiéme ordre comme on s’en assure en appliquant les résul-
tats généraux que nous avons établis.

12. Une propriété fondamentale distingue le cas ot n = 3 de celui
oun = 2. -

Nous avons vu qu'une équation quelconque du deuxiéme ordre peut
s’obtenir comme équation (0)d’une infinité de transformations; nous
allons montrer qu'une équation du troisi¢éme ordre quelconque ne peut
étre obtenue de cette facon.

Employons une représentation géométrique analogue a celle qui a
été employée pour les équations du second ordre; «, 3, v, & repré-
sententles coordonnéesd’un point d’un espace a quatre dimensions ().
Une équation du troisiéme ordre

(26) f‘“»ﬁ;)’:a»’yS,taP»q,zyxy)’)ZO
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peut donc s’interpréter comme étant I'équation d’une surface a trois
dimensions de (¢), soit (k). Supposons que f= o soit ’équation (0)
d’une transformation définie par I = o. Posons

(@) _, (&) _

F,
-——u > = — =
F, ' F, ’

et admettons que u, ¢, w, p représentent les coordonnées d’un point
d’un espace & quatre dimensions (¢'). Considérons la transformation
de contact entre (&) et (¢') définie par les deux relations

Prbtane s
YW+ 0p=o.

La fagon dont on suppose obtenue I’équation f= o s’interpréte
ainsi: u, o, w, p dépendent de trois paramétres x’, ¥/, z’ liés par la
relation I = o, ils définissent donc une multiplicité a deux dimensions
de (¢'); par la transformation de contact, il lui correspond une surface
a trois dimensions de (¢): (h); mais rec1pr0quementd(//)d01t corres-
pondre une multiplicité & deux dimensions de (¢'); or, en général,
étant donnée une surface () quelconque, il lui correspond, par la
transformation de contact, une surface de(¢) a trois dimensions. Pour
qu’il lui corresponde une multiplicité a deux dimensions, il faut que (k)
soit intégrale d'une équation du deuxiéme ordre, comme il résulte de
la théorie des transformations de contact. Soient

les relations qui définissent la transformation entre deux espaces
(%, x,, x4, 2), (%, x,, T}, 3’); nous leur adjoignons:

dd, dd, dd,
de, _ dr, _ d=z,
db, — dd, — d®,
dz, dz, dz,

Formons la relation obtenue en égalant & zéro le déterminant fonc-
tionnel par rapporta x|, x,, x;, = des quatre relations obtenues;
I'équation du deuxiéme ordre dont nous venons de parler s’obtient par

I'élimination de x, =), x,, 5" entre les cinq relations formées. Si nous
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choisissons (/) parmi les intégrales de cette équation, en général il lui

correspond une multiplicité & deux dimensions de (¢') dont les équa-
tions sont
kl(u, v, W, P)':Ov kz(u, v, Wa P):Ov

d’oti I'on déduit un systéme de deux équations aux dérivées partielles
du premier ordre pour déterminer F et il faut qu’il admette une solution
dépendant de trois constantes arbitraires, ce qui n’a pas lieu en
général. Il faut d’ailleurs remarquer que, lorsque cela se produit,
’équation du troisiéme ordre (26 ) se transforme en un systéme en 2/,
a moins qu’elle ne satisfasse encore a d’autres conditions. On peut du
reste indiquer aisément une classe d’équations du troisiéme ordre qui
sont certainement équations () d’une transformation F = o3 ce sont
celles qui ont pour équation

f(.Z‘,}’, 5P 9,8 ¢ @, }'):01

et pour lesquelles on peut établir une théorie analogue a celle des
équations du deuxiéme ordre en recherchant une fonction F ou ne
figure pas r.

Les équations d’ordre supérieur au troisieme ordre se comportent
d’une maniére analogue a celles de cet ordre; mais pour fournir des
exemples, au fur et & mesure que 'ordre s’éléve, on doit se reporter a
des articles de plus en plus éloignés du tableau de discussion.

Vu et approuvé :
Paris, le 6 mai 1919.
Lk Doven pE LA Facurtk pes Sciencrs,
Paur APPELL.
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