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Dans ce qui suit, nous désignerons par

Kmle (x #y*.... ,yB) un corps de fonctions algebrioues

c'est-a-dire une extension transcenaante d’un corps de
constantes k suivie d’un nombre iini d’extensions algee
"briques . Nous supposerons que k et 3e nlua grand corps
de constantes figurant dans k , mais nous ne ferons aucune
Restriction sur la nature de Kk

Rappelons quelques propriétés etablies dans la
derniére conférence et nui vont principal enent nous servir
dans la suite : Dans K il y s une infinité de valuations
et chacune est équivalente a un diviseur premier ou encore
un point P de E Une valuation est une maniere d’attri-
buer a toute fonction z de K wun nombre entier (2z)
appel u ordre de z en P , jouissant de certaines proprie-

tés . Pour tout diviseur premier P , il y a des fonctions

u de K , appelées uniformisantes locales en P , dont |’or-

dre p (u) = 1 . Toute fonction z peut alors se mettre
quel que soit r , sous la forme
04-1
Z =<* U9 + « + &ru’ + xr ur+1

e e+1

X étant uno fonction d’ordre o en Pet of ~»X-

07"y Oy



étant des éléments d*un certain corps de restes t exten-

sion algéebrinue de k , appele corps des valeurs des fonc-

tions de K en P . Sous cette forme, |’ordre p {z) est
en évidence ; on a en effet >Jp (z) = e . Le degré
d = [G: k } de 1’extension <& est appelé le degré absolu

d

n (P) du diviseur premier P
Un diviseur premier d'un sous'tcorps de Z

transcendant sur k , se décompose dans IC en un nombre fini

de diviseurs premiers

Défini ti ons.
De facon génerale, on appelle diviseur A d’un
corps IC, un produit formel, étendu a un ensemble de divi-

seurs preal ers Pi de K . chacun avec un exoosant entier

e*”™ o , et dont un nombre fini seulement est 7=o

a = ni p?i
e est appelé 3fordre de P. dans A et on le désigne par
aﬁ*(A) . Soit dg = n*(Pl) le degré du diviseur P, rela-

. . \ 4 , .
tiveiaent & un sous-corps K de K , on appelle degré rel ati -

vement a K du diviseur A 1Texpression

n (A d, e



3! d. - .n(Pj) est le degré absolu <% pi n (A -x . ai
est le j3egre absolu 3g A .
On appelle prqauTt A A’ = B les dbviseurs
A _ ) _ pej st A" = £  P®' 3e flivlsBnr B=ni*fl+a”
i 1 T 1

On en déduit immédiatement que

n( AAT) = n(A + n( A*)
Un diviseur B est dit multiple du diviseur A

ai | ’on a > (B) — V (A) pour tout diviseur pre-
[ i
mier P, de B . On écrit alors B =0 (mod A
Les diviseurs iernent un groupe multiplicatif

dont le diviseur unite U est carscterisé p~r le ieit ou®©

A (B) = o quel que soit le diviseur premier P de Z
Un diviseur A est entier s’il est multiple du
diviseur 3 , c’est-a-dire si AN p (A} 0 quel que soit P

Tout diviseur B peut se mettre sous la forme d’un quotient

_A’ de deux diviseurs entiers A et A’ . Ces diviseurs entiers
A et AT sont déterminés par B si on les suppose premiers
entre eux, c’est-a-dire si aucun diviseur premier a un ordre
non nul a lu fois dans A et dans AT . Dans ce cas, A est

appelé diviseur numérateur et A’ diviseur dénominateur de

E



tout

Diviseur ciTune fonction

Considérons drabord une extension simplement
transcendante du corps de constantes Kk . Tout élément X
nfappartenant pas a k engendre cette extension lorsqufon
adjoint x a Kk . Il n’y a que deux valuations de Kk(x)

donnant a X un ordre non nul, correspondant au? diviseurs

premiers A et A ; A correspond a x et A a — ¢€t
l'on a 3 A (x) = - ~Ar(x) =1 et n(A) = n(A") = 1.
Qn dizg ouig B X’\ est 16 diviSéur fIG x dsns k(x) .Poux*

diviseur premier Q de k(x) on aura ~q(x) — S)y(® et

dTautre part n(B) =0

Soit alors K une extension al gé'brique de*

k(x) . Le diviseur A est la projection i’un nombre fini
de diviseurs premiers p1 Pp,.. ., I*r de " * avec ”es
ordres de raraiiication ej , e ,., ., er « Dans K on
r
peut écrire A=)( P.1 . Psr défineltion de la pro;iec-
i=I
tion d'un diviseur t on ap. (p (x) =ej = ~Pjr' f
[
V (x) > 0 que si P est 1’un des P . De méme , nous
avons 1 : ] —1)\
SERINES et *pt (x) = - 9%,=~ (A ~UO.
I roi I

Nous dirons encore que L - B est le diyiseur

de x dans



Z et nous écrirons Bcr>x p

A et A étant prenieraentre eux . A est ap-
pelé le diviseur numérateur et Af le diviseur dénominateur
de x ,

On voit immédiatement que pour tout diviseur
premier P de Z on a S$p (X} = Np (B) et par suite si
X B , on s X XT B BT . Nous a] lons également mon-

trer que n(B) =0

Théoréme

JE x we Ay- , on a n(A) =n{A") =(z: k(x)J

Soit <*Il'anneau des fonctions t de k(x)
pour lesquelles A(t) —0 , A étant le diviseur numéra—
tour de x dans k(x) . jy est formé des ouotients IIJI'\)/IH)J(IT—
de polyndmes p(x) et p’(x) en x ou p'(x) n'est pas
divisible par x . Soit 11X l'anneau des ”“onctions y de
E telles que Vpi(?) - 0 pour tous les P<1 figurent ef-

fectivement dans le diviseur numérateur A de x dans E
Nous montrerons que tr possede une base par rapport a
La démonstration est possible gradce h l'existence d'un an-

neau ~ k {%XJ des polynomes en ;( et de l'anneau

des fonctions de =z entieres par rapport a jf* (c'est

a-dire vérifiant une équation yr + xlyr™ +, + x =0
j o * * r



ol. les Xj appartiennent a if")

bo}ne 1 Pi( g
Posons »«(,} = \ _ I . «Cl
p. k Si T)’I

6tant |’entier immeéediatement inférieur a a . Si vy Ip-
partient 0 1)'” on voit facilement que N (y) =" foute
fonction de Z est quotient e deux éléments de V ' , on
peut donc trouver n= (K:k(x}) fonctions linéairement in-
dépendantes par rapport a k(x) dans v ’ . Soit y* une
fonction de CTt telle que ~*(y}1 = c¢*j soit le plus
grand possible . De méme, soit yfi o (m”~ n ) un élément
do© 1 linéairement indépendant par rapport a k(x) de
y-j, Y™, .. 0 Ymep et tel que A (ym) soit le plus
grand possible . yj, 7Z...... 7n  Arment alors une base de
K par rapport a k(x) et 0 — 3 — <*3 " % xmoenp *
La définition de > (y) montre que
*1 = "N x” appartient a <r. si alors t] , tg,«..
tn sont des éléments de fc(x) tels que ¢L. tj Zj appar-
tienne a <T . il en résulte que les tj appartiennent a <r.
En effet, supposons qu’il*nfen soit pas ainsi . Il existe
alors une fonction yi=~" tfj z. de i r * | Tune des
fonctions tT. = L1Wl n»étant pas dans CK . p’Wx) est
1 PTifx)

alors divisl'ble par x , et il existenune puissan/\ce posi-
tive h telle eue la fonction y =) t z ou y:yT*.



VAR

appartient a (Yx , tandis que 3es fonctions t*» = t’.xh
appartiennent a sans appartenir toutes a <r?. . On peut
donc trouver des constantes £. = u*® (mod tr'x) de Kk non
toutes nulles telles que r— _ _ ]

z =/ 2 . £En jJp 0 . soient

1=1

contenues dans 'ij p» p c’est-a-dire que (z) >0 . Il en
resulte que »* (X mz) > «<m .0 z x = ) N E-jy”x

est contenu dans Q;Y’ et £m—p0 , ceci contredit le choix

de Ym

Le systéme Zy
neau rf£ par rapport a -k « I*a base y*r y?,...,yn corres-
pondante de K par rapport a k(x) est dite base normale
par rapport au diviseur A .

Gomme il y a ey nipi) éléments de <r linéai-

rement indépendants (mod P®3 ) on en déduit
r

n(A =\ e. n(P.) = n = (K : k(X ,
w

Un remplacant x D8r < on a de méme

n{AT) - : Mg¢)) = (k : k(x))

d’ou le théoreme annoncé

%W>»...e le forme une base de | an-



Remarque On déduit facilement 4u théoreme précédent la
proposition suivante ;

étant une extension finie d'un corps K de
fonctions algébriques . P un diviseur premier de K

"i f FiV f...t Pr les diviseurs premiers de 1? se projet-
tant sur P , e* leurs ordres de ramification et d* leurs
degrés rejatifs , on a
T
%ET ds e- = ( K: K)
Cette proposition n’est en général plus vraie si
K est un corps quelconqu$, on a construit effectivement des

corps K ou 1’0on a A dj ej ~ (TTE)

Cl asses de diviseurs .
Comrie le diviseur de toute constante de k est

le diviseur unité 3 et réciproguement , toute fonction X

de K est définie , o une constante de Kk prés , par son
diviseur B . Dn effet, si x N B, et i'uoB , L_
X

donc appartient a Kk
Les diviseurs des fonctions de K s’appellent
grincipaux , il* forment un sous-groupe du groupe O |

de tous les diviseurs de Iv ; ils sont tous de degré o



Les classes de restes U il £ s'appellent classes. d e di.-

visou rs . Tous les diviseurs d’une méme classe ont

méme degré appelé degré de la claase. , c’est le degré n(A)

d'un diviseur quelconque de ¢t . Si A et A’ sont deux

diviseurs d’une méme citassent , A A'"1l appartient a
g’est-a-aire , il y a une fonction x de K dont le divi-

seur est A A’ et réciproquement

Soient Aa, AN Ar des- diviseurs de la
cl asvse , A un diviseur quelconque de «C . H 7 e donc
des fonctions , 23 zr de K telles que
z. A Al . Soit A un autre diviseur de et
z’jt*"AjA'**3 . Si alors y A A’ , On aura
re =£. z z : étant une constante de k . Les r

fonctions z. et les r fonctions z’j sont donc simul-

tanément linéairement dépendantes ou indépendantes par rap-

port a k On dira qu’il en est ainsi des diviseurs A"
h o Ar ae **

Desi pnons par L(A) | "ensemble des fonctions
z de K multiples d’un diviseur A” {c’est-a-dire dont
le diviseur est multiple de A~ ) . Oest 1 ensemble des
fonctions z telles que Vp(z) —- V-p(A) pour tout divi-

seur pramier P de E . Cette derniere défini tion montre



immédiatement que L(A) est un module par rapport a Kk

Nour démontrerons que ce module L(A) est de dimension

finie £ (A) * 'C(A) e-t o/?7al au nombre de diviseurs en-
tiers de la classe of de A , indépendants par rapport a k

et ne dépend pas du diviseur particulier A de T£ <choisi.

Le nombre -¢(A) s'appelle la dimension de la closse
Soient donc 2, ™ ., ., z"° r fonctions de
L(A) lined3rement indépendantes par rapoort a Kk
-3T
2 = ¢ MNMioozi est encore une fonction de L(A) ai les a.
i=1 |

sont des constantes de k . Soit P un diviseur premier de

Z figurant alternativement dans A et u wune uniformisan-
te locale correspondante
On aura

» = «)&J uo6 +©<é+1 ue+™-_ .

les constantes u (], <$3E3 y wes appartenant au corps des
restes b , de degré n (P) par rapport a k , et
> (z2) = e - V (A
- P

Soit alors B un autre diviseur tel que A
soit .v):Jp7fi e B . Cherchons a déterminer les constantes

A , de maniére que z appartienne a L(B) Nous avons a

vcr-ife que ¢p (z) ™~ - Sp(b) ( £ - $p (A}) ,n»est-a-dire a
au plus > (A) -V (B) des coefficients
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Cea coefficients étant dans <T
5 3

donc au plus n(P) {_Qp{ﬁﬁ - S (b) equations (S) a coei-
ficients dans Kk

, NOUS avons
o( e+1 » eo*

pour chaque diviseur premier F de A

et par conséquent au plus n(A) - n(S) équations de ce type.

Il en résulte que parmi ces fonctions z il y a au plué

r - 1n(A) - n(B)] fonctions linéairement indépendantes

appartenant a 1(B) et par quite que
| (B) a r - [n(A) - n(B)J

Prenons alors pour B 1»inverse du diviseur dé-

nominateur de A oud’un multiple de ce diviseur dénomina-

teur . le degré n(B) do B sera négatif et il

cune fonction z multiple de B

n»y d au-

, donc ¢ (B) =0

Par suite, r ¢ n(A) - n(BT et le nombre r des fonc-
tions de I(A) linéairement indépendantes par rapport a Kk
est borné

Si B est un diviseur quelconque dont A est

multiple, la méme démonstretion montre que

1 (B) * -¢(A) - Jn(A) - n(B)]
ou encore que

n(A - Ji(A) a n(B) - 1 (B
Genre du cc”ps Y

| -O*9*68*10r. n(A - | (A +1 est bornée su-



V.- U.- la

périeureaent par un nombre g qui ne dépend que du corps
E , et oui e2t appelé genre de K .

Pour démontrer ce théoréme, nous allons prendre
un élément pue]conque x fixe de K , et utiliser le corps
auxili ©@re k(x)

Soit d’abord A’ un multiple entier de A , P
un diviseur premier figurant effectivement dans A’ . P se
projette sur Kk(x) en un diviseur premier Q de k(x) |,

qui dans K est multiple de P , car Q se décompose dans K

en un produit de diviseurs premiers contenant en particulier

p , Au diviseur A’ = HPG6 correspond ainsi un diviseur
A’ = T1 Ge de k(x) qui dans K est multiple de
Au diviseur premier Q de k(x) , oorr un polynome
irreductible f de de/rré c* et f r-v;%yw si Q' est le
diviseur dénominateur de x dans k(x) . Par suite
AN s ol as = 2. < e

Q
A" et Q envisagés comme diviseurs de E appartiennent
a la méme classe et n(A") = n(Q8) , -t {A") = «£(Q’8)
Par suite

n(A) - [(A) <= n(A) - Uay = n@») - i (Qa)

On peut toujours déterminer un entier b et

une base Yy Y~ yR de K par rapport a k(x) telle
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-b
que tous 3es Yy, soient mu3tipies de Q,T - "n effet si
QJ est 3e diviseur dénominateur coanun dsns K dTune "base
quelconque y%r yTh,---, yTh ¢ on peut déterminer comme

p3us haut un mu3tip3e Q; de Q» tel que ¢IU fie’
I

La hase y. = y'i [7 T°e satisfait aux conditions

Considérons a3ors les fonctions z — y .p-X)
1-3
ou pjJ(x) est un po3ynome arbitraire en x de degré d au
plus . p. X)) étant mul tiple de Q;Fd et y™ de Qﬂ’b

z appartient a LGL|f+b } - 13y a (@d+3)n Tfonctions

di
X Jy. , d, t d , 3ineal rement indépendantes par rapport

a k donc = @Q,Td+™ ) — (d+3 )n . DTautre port on a vu
que , envisagé comme diviseur de K , on a n(Q’) =n ,
donc n(Q/ + 3} = (d+b)n . Donc dés que d > a-b ,

Q »d+b est mu3t.ip3e de Qra et

n(¢/a) - £ (Q’a) = n(Q"d+b) - 1(Q-a+b) N (t-I)n

ce qui constitue 3a proposition énonceée

On a, on particu3ler, n(B) = 0 , () =1 ,

donc si A est un diviseur entier

gsn(A - £(A 43 ~ nBE) - -iB) + 3

I
(@)



Il ex5ste donc au moins un diviseur entier G tel que:

n(Gg - *1G +1 =g
Tout multiple dTun diviseur G est encore un diviseur G .
Si B est un diviseur quelconque, n(B)~£(B) +1
— g 1 Posons

>t (B) = n(B) * 1 - g + r(B) alors r(B) - 0

Cette formule nous donne la dimension d’une classe de divi-
seurs, en fonction de son degrée, dés que 1lfon connait r(B).

C’est ce nombre que nous allons déterminer dans la suite *

DIFFERENTIELLES

Définition de A."VSIL

Un diviseur quelconque B étant donné, consi-
dérons un multiple de B qui soit un diviseur G . Repre-
nons encore les n(G) - n(B) équations \S), linéaires dans
k , que 1Ton obtient en écrivant quTun z de 1(G) appar-

tient ausci a L(B) . Comme ici, r(G) =0 , on a ;

i (B) = I(G) - fn(G) - n(B)) + r(B)

r(B) est donc le nombre exact de relations linéaires dis-
tinctes existant entre les premiers membres des équations (S).

Soit ©(z) =0 une telle relation et considé-



rons le développement

3 - c* Ue 4- OC . Ue+1 <* u*

e e+j r

en un diviseur premier P figurant etfectivement dans G

ou dans B , u étant une uniformisante locale correspon-
dante . En utilisant une "base du corps de restes < , conte-
nant tous les coefficients o(r , par rapport a k # on
voit que exr anoorte une contribution cr a R{z) , £r
étant dans k . Ainsi R(z) =0 sreéecrit

< Ap(B)-1\

¢|=0
)

) |

P \r

I

-Vp(G)

Nous associerons alors a < une constante QO du corps
r o»r**1

rr telle ue N I | . Considérons | ’expression
q r -r—J r P

ML .

) »

3=Vp (B)
comme etant les premiers termes du développement en P
dfun nouvel étre ¢ que nous appellerons une uifforentiel -
le du corps K . Dans ces conditions la contribution a
R(z} =0 des coefficients de z en P sera exactement le
coefficient de u dans le produit formel z Gi . On ap-

pelle ce coefficient résidu de 2U) en P et on le notera



/.- S.- 16

<6P z 10 . I>a défini tf on montre que cfest un élément de R,
La relation R(z) = e2le-méme sera représentée par 3e
Symbole (£ z u) T £ z Oi —0 . Comme L(G) forme un

module, & z (jJJ =0 sera évidemment vérifiée pour toute
fonction z de L(G)

Nous allons montrer que 1'on peut obtenir le
développement de la differentielle CJ aussi loin que | 'on
veut , en tout point P de E

En effet, soit G’ un diviseur multiple de G
nous dirons que la relation >z i = 0 se prolonge dans
LfGT) et definit encore 3a méme différentielle a) si pour
toute fonction z de L(G') qui appartient aussi a L(G)
3a relation cp zu>= 0 se réduit a 3a re3dation de défini-
tion de UJ . En effet on ne peut avoir deux re3dations dis-
tinctes se réduisant pour un z de L(G) a la méme re3a-
ti on, sinon i3 y aurait une relation se réduisant identique-
ment a O pour tout z de L(G) et ce serait une rela-

tion entre les équations exprimant qu'un z de L(G*} ap-

partient a L(G) . Donc r(G) ne serait pas nul , contrai-
rement a la définition de G . D'autre part, r (B) ne
change pas si on rernplace G par G» , chaque relation
dans L'G’) &est donc exactement le prolongement d'une re-

lation dans L(G) . Comme GT west un multiple arbitraire



de G . nous pouvons prendret en tout diviseur oremier P
de K * S>p(G,t) aussi grand que 1lon veut, on a donc en
tout P les TR d'indice s aussi grands que ]’on veut.

&yant ainsi défini une différentielle cO de K

soit xo* _'?‘r une fonction donnée de IL, Pour tout z
de L(G’) , ou G = GA , zx appartient a L(G) ; donc
Mm z xul =0 est une relation vérifiée pour tout =z de

1(G) et par suite définit une nouvelle différentielle 4"®
nous deésignerons par Xx 0oj . L’ensemble des différentielles
de K forme un module et on voit que ce module admet les

éléments de E comme opérateurs

Sifférentielies de premiére espeéce

Si B n’est pas un diviseur G , il se peut que
pour certaines différentielles u) la relation < z iJ — 0
se réduise identiquement a 0 . On dit alors que la diffé-
rentlelle est multiple de B

D’apres cette définition, aucune différentielle

ne peut Stre multiple d’un diviseur G . On a déja remarque

qu’une roi ation z 0J =0 se réduisant identiquement
w

a 0 donne une relation entre les équations (S) ; il y a

donc exactement r(B)_différontiel les , linéairement in-

dépendantes par rapport a k , multiples de B . Cette dé-
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finition montre encore que si X est multiple de A et

vl de B , la différentiel® xW est multiple de A B

Une différentielle OJ est dite entiére ou de
oromiere espeéce si elle est multiple du diviseur unite B ,

Comme r(3) — -£(3) - n(E) »1 + g —g e U ya & diffé-

rentielles distinctes de premiere espeéce

Diviseur dTune différentielle

Soit co une différentiel 1le, supposons-1a multi-

ple d’un diviseur B . xu> est entier si X appartient a
L{B) . Il 'y a | (B) fonctions x linéairement indépendan-
tes, donc aussi au moins "E(B) différentielles entieres

x U> , donc >t(B) - g . D*autre part n(B) - I(B) + 1 g
(le signe = est exclu car B ne peut étre un diviseur G)
On a donc

n(B) - 3 g -3
Il existe donc un diviseur il de degré maxi-
mum dont ou est multiple et tout diviseur dont w esz
multiple divise n . On appelle ce diviseur R le diviseur
de la différentielle dgo et nfi ) - n(Cgl)) le degre
de la différentielle W& . On a donc n(vx>) —2 g - 3

Les diviseurs JfL de toutes les différentielles

du corps K__appartiennent a la méme classe *de divie



seurs appelle...ola.ese_eanong¢aue

pour le deémontrer, noua montrerons que toute

différentielle 9 de K &est de le fo*ne * « . W étant

arbitraire donnée . Soit A
entier différent de 3

une différentielle un diviseur

alora n(A) >0 et * (A
donc r(A~J) = n(A) + g - 1

différentielles « et 6

1=0
Supposons quMI existe deux

telles *ue. quelles que soient

on ait toujours *W fiy*“

I1Ta®) 6> étant
- *
prenons alor3 flani L(aJu et y dans L(AU )*V

r

: de
les fonctions x, vy »

le diviseur é‘g \90 : >><<vl\%I et X3 sont ainsi

multiples de
»

et il y aura au moins -£(+& ) ¢ (A0) differen-
tielles distinctes maitiples de A > WV,
F(AT) = niA) +g -1 —clal + | (A9)

Or
-¢(Ail) = n(A)+n(iU+I-g+r(AiV) ~ n(A)+n<W)+3-6
et de méme pour .£<a0)

Donc

n(A) ™~ »(6-1) - n(CO) - n(0)
Or A étant arbitraire. ' n(A) est aussi arbitrairement

grand, oe qui nous donne une contradiction

Toute différentielle 9 est donc de la forme

Xoo , et si X est ., on a © xSt

le diviseur de x



a*ou Je -proposition annoncés . 13 en résul te en particulier

que Jgs aiviseurs dos difféerentielles ont tous méme degré .
Soit B un diviseur quelconque* toute différen-

tielle multiple de B étant de la forme xU> r x est un

multi ple de Bsi- donc appartient a LfB"™ XL ) et réci-

proguement. On a donc r = 1 (B-va ) .

Bn particulier , pour B=E , r(E) = g =tISL)
donc 1a dimension de 1s base canonique w est g .

De méme , prenons pour B un multiple entier
p3 de G il . B étant entier, r(B )=nB) + g -1
= CEil) =n(B) +nCSL)Yy)+1 -g , car B JL est multiple
de G . On en déduit que le degré n(JL ) de la classe csno-

nique [ est 3g —z .

/ |

De facon générale, on désigne par v i * Se

classe fiu diviseur B JIL ,& étant la classe de B .
V / C. sTsp Telle cl asee oonipl érientai re do &jr - Bile
n*esiste rue si n(t) = ¢g - 2 . Noufeommes mal ntenant en
mesure de donner une réponse plus procise a la question dont
nous sommes partas , et qui était de déterminer la aimenei on

I"une classe quel connue de diviseurs



jPhé oreme de Rlomann-Rooh
Le dimension d’une cl aaseé de diviseurs de

K est donnée par 3a J ormu3e

dim (¢3*) = decrré (b&y ) +3 - g + dim ( i)

Pifférentie3 3es de Hasse
S°5t X~/ °S et 7 :V B> es
déve3oppements de deux fonctions x et y de K avec une

variable uniformisante u cor ™csr'ondant a un diviseur pre —

désignons per 3e svmoole & - Nous appel3erons différen-
iJitrLLi?  » dx 3’ensembl e des séries forme33es v>/"u
« Ao A A : :

Z,_. W u [ v /& u ) pour toute uniformisante

3ocale wu et pour tout diviseur premier P

Cotte dexinition des difierentie33es, contrai-
rement a 3a précédente, nTa de sens que Si k est parfait

En effet , soit f(x,y) = 0 3’équation irréductible re-

diant x a vy en tout point P ; i3 en sera de méme pour
le re3ation FTX —e+ fTy-|"- = 0 , 3es derivées partiel-
les i Tx , f»y dlun po3ynome f(x,y) étant définies for-

me33ciment



Si K/k(x1 n*est pas séparable, f*v =0
f’X d’autre iert n’est pas nul , sinon f{x,y) serait
une puissance pieme ct»un polynome, p étsnt la caracté-
tistique de k , et par suite ré\ductible : Donc—gz&: 0
quelle que soit la variable uniformisante u choisie

Réciproquement supposons K/k(x) séparable
et k pariait . Si pour une variable u on a 33 =0
on a nécessairement du £ 0 , sinon les indices V des

coefficients des développements dos aeu> fonctions x et
y seraient tous multiples de la caractéristique p
D’autre part, IL—k(x,y) , il en serait donc ainsi de
toutes les fonctions de E , ce qui n’est pas pour la fonc-
tion u par exemple . Par suite, f’(<y = 0 , ce qui est en
contradiction avec |’hypothése que K/k(x) est séparable
Une démonstration analogue nous montre aussi
que le rapport de deux différentielles dx et dx* est

une fonction de K . Tl suffét de considérer |’équation

ffx*.xg) = 0 liant Xj a <3 Par 3uite toute differentielle

de K se déduit de | ’une d’elles par multiplication pafc une
fonction de iC .
Dans le cas d’un corps k parfait . les deux

notions de différentiel]l]ea coincident



Pour démontrer ce fait, noue montrerons d'abord
mua le coefficient 'f'-I de u-1 dans la différentielle
6q Hasse y ds est indépendant de l*uniformisautae u et
ne dépend que du diviseur premier P . Nous appellerons ce
coefficient résidu de y ds en P . Ce n'est différent
de zéro que pour un nombre fini de diviseurs premiers et
nous démontrerons que la som.ne des résidus en tous les di-
vi seurs prcinlers_de E tst nulle . On reconnait la exac-
tement 3a définition de '7eil de 1s différentielle dx |,
orsqu'on écrit le résidu en P sous le forme Wp y dx
et la somme des résidus en tous les diviseurs premiers sous
3a forme 4) y dx . Or dans les deux définitions, toute
différentielle de K se $éduit de 1'une quel congue d’entre
elles par multiplication avec une fonction arbitraire de K

ce qui montre bien 1'identité des deux notions
Résidu en un diviseur premier_P

Soit fun 3e développement de 3a diffe-

. \ . . .
rentielle de Hasse 'y dx en un diviseur premier P . Soit
v une autre uni formisanté en P , on aura

u=aav +VrAv~r + avec a4 "~ O

Le développement de y dx en v s'o'btient par 3a substitu-



tion

;. 1SS'DCfs VP Oy H

*V * L

Nous avons a montrer que ] 3 . Remplacons alors
dans ces formules les quantites r et QA par des va-
riables c\./ et \I\A» algébriquement indépendantes p r rap-

port a 1Tanneau 1? des entiers rationnels ordinai ares.
L’égalité a démontrer est alors immédiate et donne une iden-

tité entre T>olynomes en <c¢? et *Z e Ces identités restent

vraies Ssi on remai ace N par le corﬁs des restes iP des
entiers (mod p) et si on remplace alors c¢c”™ et Par
V¢ gt \ oQui appartiennent a une e::tons; on algébrique
«S p-> *

ae CP

Th3orerne des roési dtas

La somme des résidus d’une différentielle de
Basse pour tous les diviseurs premiers de K est nulle

Une différentielle de Hasse y dx ne peut a—
voir de résidu 0 qu’en un diviseur premier P figurant
dons le divisée® dénominateur de x ou dans celui de y |,

donc en un nombre iini de diviseurs premiers

Le théoreme a établir dans le cas d’un corps



Zf— 3Ire D

simp] ornent transcendant k(x) rJsulte immédistement de 3a
~.corvnosit fon ,7,une fraction rationnelle en éléments simples
Nour vJions ramener 3e ca; générs3 1 celui-3a t Pour cela,

nous supposerons dTabord le corps k__aJrgébri quement fermé

(complet) . Soit P un diviseur premier de K se projetant
en Q sur k(x) , nous montrerons que

/ Sy dx  * &(y) dx

PE Q

3a somme au pramier membre étant étendue a tous 3es divi-
seurs premiers P se projetant sur Q , et S(y) étant 3s
trace do y p”r rapport a Kk(x) , donc étant un é3ément de
k(x) , Soit a3ors u une uniformisante pour P et E, 3e
corps dos séries formelles en u a coefficients dans Kk ;

de moéme, soit v une uniformisante pour Q dans Kk(x)

et k {x) Il'anneau des séries formelles en v a coeffi-
cient3 aans k , k (x) est alors 3s somme directe / K.
Pt Q ~

pour tous 3es P se projetant en Q et 13 suffit de montrer

Ly &vwx

ou Sp(y) représente 3a trace do Kp par rapport a

3a ro3atlon

V X)

N = dx = ~
3ors , y dx y dv et SP(y)dx SP(yd%)dv

dv



car (aZV est un élément de k{x) , donc aussi de kh(x) :

Sn ut3lisant le développement de y 2. enn uu il suffit

donc de montrer pour tout V que :
y? _ Elj(/ =:§p c,Ju* ) dv

Soit e 1l'ordre de ramification de P dans Q,

0 9
alors 1, u, ... ,u est une base de | ’anneau
Kp/ k”~ix) et on a
u® _
v = SQ(v) +u gj(v) + ... + ue” go |'M

les gT(v) étant des series formelles de 6(x) f et
g (v) un”™ série unite, cTest-a-dire gQ{0) O

La relation

u€ = vigo(v) + U gj(v) +...+ u6“3ge 3 (V}-|

est dite équation dTBisenstein entre u et Vv

1°) Supposons k de caractéristigue 0 . On
peut alors toujours trouver deurt uniformisantes u et v

telles que 1’équation d’35senstein qui les relie soit

©en a ri
Yoy T donc “p wu ~ \

Si -e



*

V Si 0 (mod a)

{ 0 dans 3es autres cas

donc s F&) aﬂ(u*) dv =

0 31 -0

I> théoréme est donc démontre

2°) Supposons k de caractéristique p ™ o

ijn 3?%cinp3ci¢&nt au "besoin u par | ’uniformisante —,fJ(i)
7f(v

JJO(VJ étant une fonction de kA(x) telle que
J— »0

Lyor J MM | NO(v} existe car k est complet) , on
pourra, réduire | ’équation I’Eisenstein a la forme
(1) UE =V 1 + » 8j(v) + ... + ue 1ge_]1(T)

00

Dans g; _
i(v) = Hr V remplacons alafs hes p.

T ¢ J Tiere
par :les variables ¢/ algébriquement indépendantes par
rapport a |’ anneau | des entiers rationnels ordinaires et

considérons 1’r;quation d’Sisenstein s

L2 ) YVl o+ ug3(v) + ... + G0-1'ga_{(§)I

06.

o e (v} 0 CJ)p v A sont des séries entieéres en v
= P



a coefficients dena l'annaa* t (ca L. «es polrnomes en,

0 a coefficients entiers rationnels . Ces coefficients
S(I):':\QA donc des éléments du corps 'E; X) <de toutes les sé-
ries en v a coefficients dans le corps slgébriquement fer-
mé déduit du corps (R, (Cj >YJ) , W\ étent le corps des nom—
"bres rationnels . I,Tc3cjuet3 on d’Eisei.stein (2} définit s

lors une extension algébrique 13 do T?/lx) de degré e

ot on montre aue cette extension peut etre engendrée par

une éciuati on du type u» —v . I»e théoreme précédent y
est donc vérifié, cTest—a—dire pour tout on a les iden**
tites
(h U dv - <$ S (u™t dv
y P
Or, le fait que dans (3) go(v) = 3 montre que les

coefficients du développement de v en série de wu appar-

tiennent a L [c.  J , donc aussi les coefficients a de

u, t
dv > | u_iv
du

/\_

On a alors /| pu* = %A,

DTautre part, les forrauiss de Newton pour les i*Ecines de
(3) envip-arée comme équation en u montrent que les coef-

ficients 'b, du développement de



S » V *s
iV ' p
©u série do v oppartiennent aussi & | J . 0On a
- - 4 *) — b
ici .5 U =
P *.3
€ o

Nous avons donc 3»identité ries deux polynomes
en C4 v e

®-N- *\/ -3

S33es restent veérifiees en remplacant r par le corps des

restes IP modu3o p , et en y ronpl acant 3es variab3es
C’i, par les quantiteés Y'i»Pj de Kk , extension a3-
“ebrigue de | , . Comme les opérations effectuées sont 83-
gébriquement identiques dans 3es deux cas, il on résu3te

3e théoréme des résidus

Sniin, supposons k toujours parfait, mais non
algébriquement fermé . Soit 1! le corps obtenu en comp3e-
tant olgocri quesont le corps K . Tout diviseur premier P
de K do dogré m se décompose dans Ilu en m diviseurs

- m
premiers P, de degré 1 et le résidu S( y dx =57(S . _ydx

re Tarss*l

Co'nme on a démontré le théoréme des résidus pour Y. , il

est donc aussi vérifié dans IT .
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