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Cet exposé fait suite eu précédent, auquel nous ren-

voyons le lecteur (Voir | ’erratum) . Dans le présent expose

3 ilabondance de 3a matiere nous oblige a passer sous silence

la plupart des démonstrations (qu’on trouvera en général

dans le livre de KB8hler) .

Etant donné un systeme de Pfaff, on se propose de

déterminer toutes les variétés ’intégrales”™ . la méthode de

B,Certsn gue nous avons commencé d’exposer, cons:3ce & ra-

mener la recherche (locale) des variétés intégrales (a un

nombre donné de dimensions) a la formation do systemes de

Cauchy-Ecwalewflki , qui peuvent étre des systeme*? différen-

tiels ordinaires; une fois ces systémes forcés, on leur

applique le théoreme connu dTexistence et d’unicité locales.

Pour former ces systemes , il est commode de iomer tout

d’abord les”@léments intégrauxu de toutes dimensions.

Nous avons vu que les éléments intégrai de dimension p

se répartissent en familles analytiques irréductibles, et

que la recherche des variétés intégrales a p dimensions

peut s’effectuer séparément pour chaque famille irréducti-

ble d’éléments intégraux a p dimensions. Parmi toutes ces

familles , nous avons appris a distinguer, lorsqu’elle exis-

te. une famille dite ”générale” (partie V du précédent ex-

posé) ; | ’étude des familles générales de toutes dimensions
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constitue la théorie des "systémes en involution” de U Cai®

tan.

Xe présent exposé comprend essentiellement deux par-

ties . la premiére se rapporte aux systemes en involution *

elle concerne donc la détermination des variétés intégrales

les éléments de contact appartiennent a une famille
fienéral e d»éléments

dont

intégraux . Dans la deuxieme partie,
est abordée | étude d'une fa-ille quelconque d»éléments in-
tégraux; des opérations de différentiation et d’élimination

rameéenent toujours

|l ’étude d’une telle faillie a cel je de
familles générales de systemes de Pfaff convenables, déduits
du systeme donné par prolongement ( Cf. psrgJ7i1T du précé-

dént exr»osé).

En résumé, il existe toujours des procédés algébri

ques réguliers qui permettent de former les systemes de

Cauchy-Eowalewski donnant les variétés intégrales . Tel est,
avec les restrictions nécessaires que nous indiquerons plus

loin, le résultat essentiel de la théorie de E.Certan.

X,—s”\s_témes__en_™M7"o_ IntijonN

le systeme de Pfaff étudié definit un idéal Q que

nous supposons dIfférentiel (c’est-a-dire : si la forme ui
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appartient a ~ # du> appartient aussi a O ). En outre

noue supposons que les formes de degré zéro de l'idéal

constituent une base pour 1x»idéal ~“rer-Jer (dans l'anneau

des fonctions hol ocaorphes) relatif a le variété WO des

points intégraux. variété qgque nou? supposons irréductible.

Dans ces conditions nous avons défini des entiers

Sj et rj qui satisfont au systeme d'égalités et d’inégali-

té s
< r r-s-1. = rl1 , 8 r-r~™-1
Si< r-, . n -S}-1= 3+al = r-rn-2
) 8 r 8+S +3 r-——r (P+T)
P °pP P P =
* KK«
Skts, 4 4-a r n
Sh n 1 N
I, *entier n s’appelle le genre du systeme, qui est
dit "en involution”™ pour chaaue dlraenrdon p —n . Quel que
soit p~™n . 1l y s des éléments int-“raux ”“généraux" a

p dimensions ; ils constituent, dans 1’eGo8ce des éléments

p dimensions, une variété analytique irréductible V (en

particulier, V est la v&riste des points
o

sont tous généraux par définition) . Pareil

intégraux, qui

les éléments

intégrauJd™a p dimensions, sont "ordinaires”™ ceux par les-

quels passent exactement Co {O si p = n ) éléments

m/
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Intégraux a pt+l dimensions

; les éléments Intégraux a
p+1l dimensions qui

passent par un élément ginéral ordinaire

a

p dimensions sont généreux »

Il ne faut pas confondre

les éléments généraux ordJLI
naire3 avec

les éléments généraux réguliers . Nous avons donné

des éléments réeguliers une définition qui revient a eelle-ol:
est réegulier tout élément intégral gén’'jr--1 3p dans lequel on

peut trouver une chaine de sous-éléments

(B est le point d*appui de 3p).

s0OC B, C ..... C EjJ-jJCvp a

tels que chaque 3* ( Oé k Ep-1 ) soit ordinaire (et par
suite régulier). Une telle chaine sera dite chaine réguliere.

Tout élément intégre(l suffisamment voisin d'un

régulier est général et régulier ; tout élement intégral

suffisamment voisin d'un Ep régulier ordinaire est régulier

ordinaire

les éléments régrul lers SW sont ceux au voisinage

desquels est valable le théoreme dr»existence (théoreme 3

du précédent exposé) ; en effet, ce sont ceux au voisinage

desquels les variétés Intégrales a p dimension? éont don-

nées par un systeme de Cauchy-Kowalewski réegulier . C'est

ce que nous al lons Voir maintenant avec plus de précision
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Etude du systéme donnant les pbraoétres g€ Po»3-bion des

é lémenta in-égraux voisl ns <’Tun éJomfcnt 4 thgra? réguil ior*

Soi IP un élément intégral particulier a di-
mensions. et BEp un élément intégra: arbitraire . vol”in &e
I DEfinissons | par des équations
P
A dxy =0 ( i= p+l. .0
<*=1

ce qui est possible a condition de supposer dx-, A dx™ A -

A dx a0 sur | ; les quantités -ont
P

loy pirsrnéetres
p
(indéependants) qui fixent

l1’orientation d™ -p1  o»r Ce,
sons qu’on apercevra plus loin, il

rai

est préférable vie subs-

tituer a ce mode de représentation, un procédé plus général

au lieu de dg ,,.x dx, considérons r ‘'ormes du premier
degré indépendantes Co &* @, en sutposant
nN N WB3 f\—|\wp £ O sur IIO Iio peut étre défini

par des equations

\%/‘)I._j\\ ni UN’ =0 (I = p+1 """""""" r)
4=1
Soient F les coordonnées du point d’appui de 1n Si on

exprime qu*un élément voisin S , de point d’appui x et

d’équati ons



est intégral . on trouve un systeme d*équat”™ona

D o o J 1Py o =

algébriqgues par rapport 0ur: coordonnées | de 1»élomont Sp.

et linéairea (non homogénes) par rapport a la sirie des va-

riables £ P {comae d*ailleurs a le série des vsriables

pour chaque valeur de ). Le systeme (1) admet par

hypothége la solution X —N A

Dans tous les cas (que le systéeme de P fsff étudié

soit ou ne soit pas en involution pour ©p) les égquations (1)

entrainent en particulier celles cul expriment que le sous-

élément _Sp_j_de E défini par to,= 0, est

P V intégral ;
Soient
p-1
p-1 [*' N i~ ~°
ces équations . Ce systéeme entraine a son tour les équstione
p'3)
Y*_* .*.<’____
qui expriment que le sous-élément Ep_~ de Ep-i . défini par
: = 0o est intégral ; ... et ainsi de suite jusqu’id
O_
P> : *1
(fjfx, €t ) =0
et enfin

e X =0

(qguations de la variété des points intégraux).

Ainoi 1s considération des formes w ,,.,,, u>p
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nous anere &associer e
d*une part a chague élément Sp une chaine de sous-céments
gpa 1T - .. 51~ %

drautre part eu systeme (1} une chaine de sous-aystéemes dont
chacun est sous-systeme du précéedent
Gmidrons en particulier la chaine

Ip 3 Ip-1J5 ... p I1i1 lo
relative a 1l'élément Irr . Je dis que 1’exanen du systeme (1)
et de ses sous-systemes permet de reconnaitre s’il y a invo-
lution pour la dinension p et si la chaine I0DEINE ...ClIp
est reguliere O a en effet les deux théoremes suivants

1.- S la chaine IgC = C Ip eat réguliere
en tout ™oint intégral x wvoiain de N

SN(%, tl1) =0

, alors
, lea équations

lincaires en £ 4, sont compatibles ; leur rang est s , et
13 ya (r-j+l-p) inconnues arbitraires ; pour toute solu-
tion (X,£7) wvoisine d&¢ ( £, A ) «les équations

G Xei 3 [ >) N/
linéaires en 1 Tsont compatiblea ; leur rang est a + &
et il ya (r -3-p) inconnues arbitrai ros ; et ainsi
do suite, jusqu’a s pour toute solution (X, i ip_l) au
systeme

I
p_i (*16 ,-*,EP?) =0
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- - - A x
(pourvu quelle soit assez voisine de ™ ¢ A*. AP ) lea €

quati ons
1
<fp | Ivi\ 1v )-o0
lindeirea en , sont comoeti'bl68} leur rang est
a—+ 8 +.... + Sp-1 . et il y a rp inconnues i arbitrai-
res

En résumé, le résolution du systeme (I) se raméne

a des résolutions successives d’équations llneaires

2 # Théoréme réciproque.-Soit ( V » 7?2 * % N Nune
solution du systeme (1) jouissant des propriétés suiventes:
en tout point intégral Xx voisin do ™ , les équations
(linéeires en u )

VjIxX1) -0
sont compatibles et ont un rang 6~ , indépendant de x

(si l’'"onpose r -dJ- 1=13. 1l ye ©6} 3 “p I1Incon—

nues t?3 erbitraires) ; pour toute solution (x,c ) voi-
.1 Ua3»

sine de (t , A ), les éugations (linéaires en G )

Y3 JAN N N — ©

sont compatibles et ont un rang 4+ ] indépendant de

(X, 2) . (si I’ onpose pNr+ Q) = f3» 11 ~ 8 Pat+3’P
inconnues £ ™ arbitraires); et ainsi de suite, jusqu’a
pour toute solution (X, »>-*E N M du gystéme
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h {x, -C_..... -t ) = o
(pou rvu pu*'gi-:'lo soit 0956z vois! ne de J AL cocy/e *

. . #H
les équations on 0

21 p-1
<* . h\N... BEp~\ ¢ p>= o0
Y p

sont compatibles et ont un rang 6 +6] + -.. *op_1 indé-

3 ., p-3 - ,
pendant de (x, 1 i ) (si 1’0on poso @ -I- p_"~~ (p
il y a P inconnues -cP arbitraires).

1P

S51 en est ainsi,
lo_ le systéme de Pfaff proposé est en involution pour Ila

dimension p

1 P
3°- la chaine IQELE IJ C .... ClIp deéfinie par (C A... A )
et par les sections o =0, e Gjp =....= 1w —0

est réguliére
L]
3°- les entiers p et j sont respectivement égaux aux

entiers rj et s* du systeme de Pdraff".

les deux théoremes précédents, dont la démonstra-
tion est simple (bien eut celle du second ne soit pas trivia-
le) montrent que le seul examen du systeme (1) permet de dé-
cider si une chaine est réguliere, et fournit en outre les

entiers r* et Sj.

Si 1’on n’a en vue que la résolution du probleme



restreint : Y a-t*Ill Involution pour la dimension p ? on
procédera ainsi : on regardera Te rang G du systéme

2 xi1'y=o0
adéquations en |1 pour 1T point Intégral pTtuB
nérai M; puis le rang G'4 G du systeme

Mo(x, , tZ) =0
adéquations en | pour la solutiori (x* £ ) "la plus géné-

P8l g du systeme  (fl O \' et ainsi de suite » Pour ou*12

y ait involution, il iaute-t il suffit que les sr’Stemes |Ii -
néaires envisagés successivement soient toujours compatibles;
ou plutét* il doit en étre ainsi pour le choix le plus gé-
néral des, forcics toj A > D (1a compati bilite pouvant
cesser pour certains choi~ particuliers, correspondant a

des chaines non régulieres) * Nous venons de parler de la
solution rtla plus générale” d*un systeme ; cette expression

a un sens preécis* parce que tout est analytigue et que les

solutions envisagées sont prises dans une famille irreduc-

tible de solutions

~omg_lémon”™ : numeérotation dos W. (i=p+l.

Supposons le systeme de Pfaff en involution
pour la dimension p, et la chaine IQC Ij C ... Qlp
reguiiéere . Alors on peut numeéroter les Gb». (i ? p) de

telle sorte, que. pour chacue valeur de 1llentier v (1—v'=)
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les équations

f {*E*eee'% 1 3+ £ * -0

linéaires par rapport aux 1 tabl issent aucune Fei
tion entre celles des £ J pour lesquelles 1~ rM+v (lea
£ T correspondantes sont appelles parumétriques) et per-
mettent de calculer les autroo i ~ Trv+v C i - *) . dites
principales , en fonction des parameétriques . n voici "brie-
vement la raison : les relations linéaires homogénes entre

les G <o NP et les oo _ 1> ui expriment qu’un
o ) 5 =>p g P q
élément linéaire engendre, avec Iv_J un élément intégral

peuvent étre résolues par rapport a s + 3™+....+ 3v-I doB
U j (en effet, elles ne peuvent entrainer aucune rel”™ion

entre les seules LOj, puisque sur Ip les vw sont indépen-

dantes) ; dTautre part, ces relations contiennent celles qui

expriment que |’élément linéaire engendre avec |

un
éelément intégral (ceci dans le cas ou v > 1) . I8 possibi-
lité de numéroter les cOcomme il a été dit s’ensuit faci-

lement par récurrence par rapport a v.

Appliquons ceci a la formation du systeme de G~”uchy-

Kowalewaki» qui détermine les variétés intégrales h p dimen-

sions dont les éléments de contact sont voisins de

| élément
X supposé réguiier ; nous supposons en outre que la chaine
IcC I5C .... ClIp est régal lére, et que 1’0on ac =dXx”" ,

lot ~ cLx ( ce qui peut toujours étre réalisé par un choix
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convenable du aysteae de coordonnées ; noue prenons le poinfc

£ pour origine x = 0 . Il s’agit de déterminer une variéte
o ip jP> fil-ls wSLoX _ i
intégrale ~ U |, supposée connue et aituéee dans le pTan
v p— .
x =0 _ Lesquanti tés i.I sont Ici les dérivées partielle»
P ;
2> Xj _
—_ - —_ *
O (oC=1 _._.._. p ;L = p+0 ... )
des fonctions inconnues X des variables >»x& . Supposons
AL ] . 17 P\ ~
qu’el les adtiafjssent au systeme p-1 (X, QO e xnf> I =
(par hypothese elles y satisfont pour x = 0) , et écrivons

les équations qui donnent les £ principales en fonction

des paramétriques . Cela donne pour  — (i > r™+p; des
) . Oxi ) P. R o
fonctions linéaires des 49— (i —r™+p) , a coefficients
. cX J . Xp o .
fonctions des ——— (J quelconque, —p-1} . Donnons-
nous pour les Xxj (i —r«+p) des fonctions srbitriii res de
*y,ii.* * pourvu toutefois qu’elles se réduisent , pour
Xp = 0, aux fonctions correspondent a la variété Nﬁ-l/\
Il reste alors, pour 1N r™Mp
X< Xj ) !
— = F, (——-1 ) (i >r +p , W=....,P-1)
1 N*61 p
les P, dépendant bien entendu de toutes les variables Xx.

Tel est le systeme de Cauchy—+HCowalewski qui donne la variéteée
intégrale L correspondant a |\/'!)_1 et au choix des fonc-

tions arbitraires { c’est effectivement une variété intégra—
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BO , en vertu du théoreme 2 re3etif aux idéaux ditfé retitiel a
+Cf. exposé pifcédent- ¢ pour p3us de détai3s, voir 7r8h3er).

31 maintenant 3'on regarde, par 3e méme procédé,

- - 7 - I:
3»arbitraire dont dépendent MP-3‘ puis p-3 etc... , on
arrive a 3a conclusion suivante : moyennant 3es hypotheses

jpg3atives a 3a rsgu3arité de 30 chaine —q C *eeoe C."“p ®N

a la numérotation des (i 'y p) , 13 existe , au vo5sinage

de 1’élément intégra3 | , une variété intégr-le et _une seuj_ e

Xj — f. (X3,.«*» » )

correspondant au choix arbitraire des fonctions suivontes -

FIIX J o Xp) pour P<i ™~ rp+ p

F* (X Xp_] *0O) pour ypdi ~ rp-3+ P*“3
firXjy,..,xv,°,..0) pour rv+1+ v+l C 1 ™ r™+ v
f {0 0) pour r~-h 1. < i - r ;

ce qui fait

r fonctions arbitraires de p variables
P

Sp-1 o p-3 P-3T
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S fonctions arbitrairos de 1 variable
S constantes arbitraires
Tel est, dans toute sa précision , le théoreme d'exis

tence et d’unicité locales relatif aux systemes en involu-

tion, - ou, si |I’on veut, aux variétés intégrales dont les

eléments de contact appartiennent a une famille généjraljlL

éléments intégraux . G théoreme vaut en particulier sA p
est égal au genre n .Dans ce ces, rn = sn
Bxenmole : LO© condition nécessaire et suffisante pour_gu’une

forme JH_ , de degré quelconque, soit (localement) la_ dériwe

d’une forme fT est que diL =0

La condition est évjr.mment neécessaire O voit qu’elle est

suffisante en résolvant le probi ée

iftx =z . (V2 I Ik axi] A ... dxi k
12 il
étant donnée, déterminer

71 - §J — . zlj 1 dxil * * axhk+1
el “H

de facon que
() JIT - J1 =0

Los y sont des fonctions données des variables x , les z
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fes fonctions inconnues dos X ; |’on doit résoudre le sys-

teme de Pfaff (3) aus variables z et X , et d’une facon

précise, chercher les variété?' intégrales a p dimensions
(p étant le nombre dos variables Xx) sur lesquelles
dx—l/\---- /\ dx £ 0O

P
On posera donc

P (¢ ©
dz*=i ........... 1k+I / N QT -eee*™k+]l dx4a
d=1
et | >on obtiendra le systeme gI_PP(x, £ ,..., £') =0 en

portant ces valeurs des dz dans | ’équation (3) (ici la
forme dF -SL sort do base a | "idéal différenti ol , puisque
d’apres | ’hypothese dSL = 0 , sa dérivée est nulle) . le
systeme obtenu est linéaire par repoort a tous lon ~ |, et
son examen montre facilement que le systeme de Pfaff étudié
est on invol ution pour la dimension p

Ici |l’intégration du systeme de Oauchy-Eowel ewslci
se réduit a de simples quadratures, et les résultats subsis-
tent raare si les données du probl enb ne sont pas analytiques
{il auffit de supposer que les y sont des fonctions contina-

ment différenti ables des x ).

a3 ou le théoreme d’existence est nmuet.

théoreme d7oridtonce et dwnicité locales, relatif

aux variétées a p dimensions dont les éléements de contact
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appartiennent; a la famille géréraie \p des éléments intégraux
a p dimensions, ne vaut qu'au voisinage daun Sornent inté-
gral général régal ler O Les éléments non réguliers consti-
tuent , dans VP, une ou plusieurs sous-familles (©@re!ytiques
irréductibles) dont I£ dimension est moindre que celle de \f;
au wi3dinage d’un tel élement, le theoreme est muet

Prenons un exemple < Soit l1*écustion de Pfaff § deux
variables x, y ,

X dy - ydk =0

le systeme est en involution pour p =1 r e'kles éléments

intégraux a une dimension aont tous géréraux,, ?T,rml eux,

sont régaiiera ceux dont le point dTappui nTest pas X = y=0

Or, on peut obtenir la courbe Intégrale relative a un élé-

ment non régal ler en appliquant le théoreme d’existence au

systeme pro.l ongé

Xz —y =0 dy —z ax =0 ,
et i1l est naturel si la circonstance cui se nrosente ici
Nn'‘est pas susceptible d’étre généralisée a tous 1e3 c”s

Il n’en estn’en est rien, came le prouve le systeme

X dx —y dy =0 ;
autant de fois qu’on le prolonge, les deux élements inté-
graux a une dimension ayant | ’origine pour point dT-Zoou
restent non réguiiers pour le prolongement . Par suite,
| existence des courbes intégrales psssant par l'origine

ne peut étre établ ic, dans ce cas, par 3 -PPl 3cation du
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théoreme d’existence au cas régulier
En définitive, I'étude de | ensemble des virintés

intégrales au voisinage d’un élément intégral non réjrulier _

peut nécessiter | usage de théoremes d’existence plus com-
pligués que le théoréme de Cauchy-l'ov/ele ~'i dsns le cas

régulier . Nous laisserons cette question compléetement de
cote ,,

Cas dea points non simples des variétés intcgrajes

Dans le précédent exposé, nous avons défini ce qu’il
faut entendre par variété intégrale dans le cas d’une varié-
té analytique irréductible quelconque . Or, le théoréme
d’existence relatif aux éléments réguliers ne nous fournit
que des variétés & points simples, et | on est alors en
droit de se demander comment on obtiendra les points non
simples des variétés intégrales . Bornons-nous a | ’indica-
tion suivante : un point non simple d’une variété intégrale
a p dimensions peut étre, au moins dans certains ces, o0b-
tenue comne point simple d’une variété intégraie d’un pro—
longement (a p dimensions) du systéeme de Pfwff étudia.
Ou plutdét , dans le prolongement , chaque point multiple
de la variété donne naissance a une infinité de points de

la variété prolongée ; et il est probable gu’un nombre suf-

fisant de prolongements finit par décomposer chaque point
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multiple en point» sinpl&3 . Il

3'étre étudiée

y o U une question qui mérite
; elle n'eat pas encore completement résolue
nmMno dans le ces des variétés algébriques

I1.— Etude c'une for-:-il 1e quelconque

d»é1énc;nDB intégraux

Nous avons deéja deéfini l*intégrale, générale a—2.

dimensions d'un systeme de Pfaff (fin du procedent exposé)

Est dite générale toute variété intégrale dont les éléments

de contact principaux sont généfaux , et qQqui, en outre, pos-

sede au moins un élément de contact réf?ul 1ler. La partie |

de cet exposé a €été consacrée au théoreme d'existence rela-
tif aux variétés

intégrales générales a p dimensions,

avec la restriction indiquée plus haut pour le cas des élé-

ments non réguiiers

Si une variété intégrale a p dimensions (que p

soit Inférieur, égal ou supérieur au genre n) n'‘est pas

une variété intégrale générale, ses éléments de contact ap-

partiennent a une famille & (analytique, irroductible) non

généraie d'éléments intégraux a p dimensions

Pour déterminer toutes les variétés intégrales a
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on nombre donné p do dimensions, nous sommes donc rameneé»

a étudier successivement toutes les familles d"éléments iIn-

téegraux .

Nou3 nous bomorona au cas ou la famille*/* h éta-*

¢cler est définie par des relations

) <F (xt& \ ~ 0

entre i1es pénetres £] des éléments intégraux a p di-

mensions
<d
&) SSAt B i i Yal = e
ol =1

(Cf. partie 1 du présent exposé) k Nous nous proposerons de

trouver les variétés intégrées a p dimensions correspon-

dantes . c*est-a-3lre les variétés intéegrales a p dimensions

du systeme do Pfoff (3).(4) , sur lesquelles

Ir 3A U)2 A ... A\vOp N0
Le résultat essentiel peut étre formulé ainsi ;

Théoréme de prolongement Chaque ™ :.r3été_ijnj/égr.'Le peut

61lre consldéroe comme variéeté intéegrale generle dTun*Pr°“1

lon”emerit convenahl e du systeme @) ,((*)

Autrement dit, par dea opérations ailgeéhrinues bien déeter-

minées, en nombre Ffini , on est amené a former do nouveaux

systemes do Pfaff, et a déterminer lavit intégrale générale

par les procédés do le 1lére partie.

Nous devons nous borner a quelques indications sur
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Je démonstration do ce rsultst essentiel, oui met on évi don—

ce, a posteriori, IMmportance des systemes "en involutaon™
Le systeme de Pfaff (3), (4), est d'un type particu-
lier . Il définit un idéal différenti el auquel il peut don-

ner pour base

I = 1) , af . s;=U _E. i1 % . a0l

c’est-a-dire des formes do degrés O, 1 et Z . -3h ebangeant

les notations ( et appelant de nouveau X toutes les variable»)

on a :
1°—des formes a(x) de degré O
2°- des formes " w®,... 63 de degré un
3°—des formes de degré 3
_E
Vi * ) N auU @
<=
cu @ ont le nmére signification que plus haut,
1 **e *

ot ou les wioC sont des formes du prenier degré,

Nous supposons , bien entendu, oue les formes a(x)
constituent une base pour 1Tidéal premier de la variété des

points intégraux, supposee irréductible ; et eu- les formes

e 3 9 g sont indépendantes . Cela eétant, nous nous

proposons dEtudler le systene de Pfaff

a=0 , 8-=0 {mH,..,a)

Vi = Qi< =0 ( 1=l
«C
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filK deune -Facon précisa, de déterminer_*es_vE£g*gfri? 1P&ZZSi.

lea a p dimensiona aur lesqu:llo3 dO A-. .. *~ 20 4

Cr voici on bref, comnont 3.Certan traite i0os sys-

temes de ce type, que nous appellerons le type C-"gv

Tout d’abord, si les formes B. et IO aeutr aépen»”

dantes, c»est-i *dire s’il existe une .-identité a coefficients

hoiomorphea

)y 8, +/ b- 0.—0
a * J 3 A

on s nécessairement ag =0 { St p ) sur les

variétés intégrales cherchées, puisque u) ™. U=p sent

indépendantes sur ces variétés Les équations

a* =0

sont alors a joindre ous équations a = 0 de lo vgriété des

points intégraux, qui peut ainsi se décomposer en varietés

de dimension moindre . Dsns ce cas, il faut reprendre lo

iprobleme pour chacune de ces variétés: et il se peut, qu'on

soit amené, par le nére proeédé, a réduire de nouveau leur

dimension et

on sera finalement amené a étudier des systemes de Pfaff du
type (Q pour lesquels les forraos Al a» V.
pendantes. ( ou alors, s'il

Ces opérations auront nécessairement une fin,

seront indé—
ne subsiste aucun %@ systéme,
c'est que le systeme initial ne possede pas de variétés
tégrales du tj?pe chercheé).

iNn-

Xes dts formes LQ< et 9]' étant désornais supposeées



IV. e 2

tnaipen®* antes. on peut leur aaioinare q = r-p-s (r aa.
e3gnent touiours le nombre total ae* ™ariatles) -formes»-
(p S 1. qQ) - telles rue les (« les 3 et les wp
forment une base pour le* forces du premier depré . ™n par-
ticulier. les Qildl. sTexpriment come combinaisons linssi-
res des La, e 4 et (X . a coefficients anal 7:15nues
wo,*1 )__ gl“f Sp * 3-) Cli4 T (e <0;

P=1 P-=:|

Clop ik

lci. attention : les coefficients ele)lLp et QWS Peuvent
avoir des poles . lisseraient holomorphes dans le cas ou les
U)cA et les 9J seraient non seulement indépendantes , au

sens absolu, nmais indépendantes en chacue Jgpijlt. Or* en un
point particulier xX) —() , les foitne YU, et B . peu-
vent étre dépendantes sans | ’étre identiquement: dans co

cas, (X) peut étre un podle pour les coefficients aj™/, t
ciothi N*

Avec ces notations'™, on a

U3 =vn . (mod. 9 M)

en posant

2.
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et le systeme de Pfaff peut s’écrire
=° O 9 j-° * [fy O

Un élément intégral a p dimensions est défini par les

) 0
coordonneées vp

d =0
o - I % o « 3 o
f &k P
en portant dans .= 0 On trouve
_ 9 ? } Y J\ C.
(5 N Aa‘IOi\B \ k& &c '}Ew - * I *
?

(o < (> " p) -
telles sont les équations que dans la premiére partie nous
avons nommeées

@&Gp(s,t1..,... 6P) =0

Ici ces égquations sont linéai res par rapport a toutes les
inconnues Z - 11 faut étudier ce systeme linéaire, et tout
d’abord écrire qu’il est compati>le . Celr* nonr,4, ovontuel-
lement, des relations entre les trariablos vy ru gr-3terne de
Pfaff initial ; ces relations sont a joindre eux roJoétions
a =20, et il faut alors tout recommencer . Do roOre ¥Ue plus
haut, on repart sur de nouveaux systemes do Pfaff du type
(C) , et on recom mence jusqu’a ce nu*il ne reste plus que
des systemes pour lesquelles les équations (5) soient com-

patibles
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Supposons donc désormais 3es équations |5) compati-
bles, nous pouvons, en désignant par A une solution parti-
culiere, prendre les formes

Jo - ¢ A coi
f jiT f
canme nouvelles formes o6~ T cela revient a supposer eue le

systeme (5) admet la solution N=0 ; donc que

Cic*p, = O
Clest ce que nous admettrons désornai 3>
Lo systeme de Piaff est ¢lors caractérisé par lo

systeme des fonctions o.p ; s'il est en inTolution, on

dit que les sicHP forment un systéne involutif.

Appliouons maintenant au systeme (5) le procédé ex-
posé dans la premiére partie, oui permet de reconnaitre s’il
y a invol uti on, et si les fornes <OB? toC définissent
des chaines régulieres . Nous formerons, pour chaque valeur
do V (N < p) le souc-systeme nui était deéesigné par

|
V(*.F) ........... e >=0

et Nui,ici, se réduit s celles des équations (5 pour les-
quelles = —\V . Noss obtenons ainsi une chaine de sous-
systemos dont lo seul examen permet do reconnaitre s’1l y
a involution pour la dimension p.

S.Cartan substitue aux iInconnues Pf d’autres in-

connues; savoir les T ici«i’f définies par
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FO g I iGp 6up

Les re] atlong qui ]Jiont les I£TO|’\ aux tr sont évidentes.
et conduisent aussitdt aux «ouations déterminent les AI<
Ces équations sont de doux sortes ol

3° ~ V4 oL n ifiA‘cK (équations traduisant les

équations (5) )-

2° ~ touto ru] tion linéaire qui a*i9ta entre 1gsht <
doit, pour chaque vsj~ur fixe de /2 , exister entre Ieslg
N ija correr pondantes (ces relations entre les |/ il ex-

prime:nt les conditions de compatitilité des équations donnant
les L on fonction des I )
* i<d¢l> *

En définitive, la formation du systéme 3'équations
(linéaires) en -C - se rsnéene a l1Tétude do la dé oondance
Agj-"prmes du ~renier degré O3iot Et la condition nour
ou'il y ait involution fait intervenir uniguement les rela-
tions linéaires qui existant entre les Wi«i

Nous arrétons ici notre exposeé, renvoyant r>our la
suite au meémoire original de E. Cartan (Ann.Sc.Nora. 1904),
asns lequel on trouvera une démonstration du théoreme de
prolongement énoncé plus haut

Nous avons voulu conduire le présent exposé jusou'au
point ou- appsrait nettement la méthode de E.Cartan : elle

consiste araisonner sur des systemes de fomes de Pfaff (du

premier degré) et ne fait intervenir que les relations 1]i -
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néaires qui existent entre ces formes ; on peut e.isn te nor-
mer ces systémes par des substitutions linéaires convenables.
La structure du systeme de Pfaff étudié se t ‘oule
ainsi mise en évidence , et il n'est par. étonnant que cette
méthode ae soit montrée féconde en geéomeétrie différentielle

et soit adaptée a 3»étude des groupes continus.

Gompléraents
Quelques types importants de s7?&ternes en irivo3ution

1l-—Systenes compléetement intégrobles
CEfinition. - Par un 30 intégral passe (en général) un S,
intégral et un seul (n = genre du systeme) . Condition
équivalente

3, T e =sn =0 * s =r - n
Autre condition équivalente : au voisinage du point intégral
le plus général on peut donner a | idéal différentiel u une

base formée de (r-n) formes indépendantes du premier degré

Ouj,=.=* LPr_n

( on a donc dOJi—O (mod. ooi) )

Réciproquement , des équations du premier degré > =0

tel les que

dw] =0 (mod. w.)



définissent un systéme completement
Propriété ceractérietique
passe (en général) une variété Intég

les Mn dépendent donc de S = r-n

Si on résout par rapport a ces constantes,

intégrales premieres, dont les diffé
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integrabl e

per coanue point intégral

rale h €t une seule,
constantes _arbitraires.

on trouve a

rentielles totales cons-

tituent une base pour l’idéal J
.Méthoae d*Intégrat!on : basée sur le propriété caractéristi-
que =»* tout -ieu de courbes intégrales qui s’appuient sur

une variété intégrale est une variété

ple, on cherche un lieu de courbes

intégrale . Par exem-

intégrales passant par

un point fixe et dépendant de n parametres

z Systemes pour lesquels sp+tl = = Sn =

Pour p = 0, ce sont les systemes completement inté-
grables . Pour p quelconque, ce sont les systemes jouis-
sant de le propriété : par un 3p intégral passe (en général”.
un E intégral et un seul.

Alors par une variété integr

néral, une variété intégrale My. et

détermination de l1l’intégrale générale,

posé). On en déduit une méthode d’in

se celle dos systemes complétement intégrcblos.

Cortan, Ann.3c.Norm. 1901) .

ale MP passe, en gé-
une seule (Cf. I’7in-

partie |1, de cet ex-
tégration qui pén reli-

(roir 3,
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3.- Systemea admettant dos certci 3ristiques de G:-uchy

Ce sont ceud pour Jusque]s les En intéerraux qui
pessent par un point intégral ont en conmun des éléments
lineaires (forment néc.essaire-ient une variéetée linéaire 7@._p
nous désiNnonspar n—p le nomsre de ses dimensions)e
On a alors

8ptl * ee** = gn = 0
et | ’on est donc d:ns un cas particulier du cas Z

Pour qu’un elément linéaire (passant par un ->oint

intégral) appartienne a 1s varieté 1in—p (relative a ce
point), il faut ot il suffit qu’il engendre, avec chaque
E n inuégr;l], un élément intégral . ‘Oou un procédé pour

former les équations de i*n-p » un ®n étant défini par
les coordonnées d’un ®n—2 et par les parametres dx”,

dxr d’un Sy . on ecrit que 3, est intégral ; entre les
équations obtenues on élimine les coordonnées de Sn ™ |
et il reste (si possible) des relations linéaires entre
dx; , ..., dx,- _ Ce sont les éequations cherchées do Fn-a

Le systeme différentiel ainsi obtenu (appelé syste-
me caractéristique) est completement intégrable “"Autrement
dit, il existe une variété a n-p dimencion;; et une seule,
tangente en chaque point intégral a Fq H Cette variété
est commune a toutes les M, passant par ce point . D’ou ge-

nération des variétés intégrales lii n.r les variétés cerac-
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téristigues a (n-p) dimensions

Le SXy/stéme de Pfeff iInitial peut s’écrire do facon

a ne faire intervenir que lea intégrales premieéeres au syste-

me caractéristigue et Jours aiftérentiolles . Xos annotions

ainsi obtenues indiquent la loi suivant laquelle les variée-

tés caractéristigues doivent étre associées pour engendrer

une variéeté integrale

BI~PI IOORAPHIS

Outre les ouvrages cités dans
E CARTAN -

| exposé précédent

Sur la structure des groupes infinis do transfor

metions (Ann.Bc.Norm.. 3ene série, 31, 1904, P .153-306)

3e premiere partie du ménoiro est relative a notre bu .et,

et contient une démonstration du "théoréme de prolongement
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ERRATA DE XTEXPOSE B du 30 Noveinbro 193<5

pt2 - lignes 2.3,4 , supprimer la phrase entre parentheses,
p# ,—3*rgne—8 , au lieu de '"variétée V',

Lire S—Nari été ilrréauetfiHe: 7™
p- 5 ligne 5 . au lieu de Q, lire t Q@

p.© - li“me 1. supprimer nd'équstions r

P.15- opres lo ligne 5, rajouter s
"Sn un point simple, les éléments de contact ont au
plus k dimensions, et sont les sous-éléments de
1'unique €élénent de contact a Kk dimensions .

p.26- ligne 3, au lieu de "engendrant",

lire : "engendrent"



