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2.~ INTRODICTION

Nous rapvnelons qu'un e¢space vectoriel sur un corps K

ou K-module Ffini est un ensemblec d'éléments u, v, .... formant
un groupe ghbélien psr repport & 1'addition , groupe admettant

de plus les él1éments du corvs K comme domaine d'opérsteurs :

. p u = “ﬁ,u A {u+v)

En outre cet ensemble sdmet une bsse finie , c'est-a-dire que

du + o« Vv (ot + Alu =du+pu

tout é€ldment u est de la forme

]

uzdu]+ i

r 3t
...+dur"°‘uj

olx legs u, sont des €léments fixes indépendents et les 1

des €l1éments de K, r est la dimecnsion de 1'espace vectoriel.

On zppoclle slegébras de Lie _d'ordre r un espace

vectoriel & r dimensions dasns lequel on a défini de plus
unc opération eppelée crochct , faisant correspondre a tout

couple ordonné u, v d'€éléments un élément

[u v] = Y iui

cette opérstion possédant les trois propriétés suiventecs :

1) [u,v'+v"] = [u,vt] + [u,v"]
E“ dv] = 8k [uv]

le¢ crochet est unc opération linésaire .,

2) 1lc crochet n'cst pas commutatif, mais sntisymdtrique
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[2.v] = - [7.v)

l1'opération crochet satisfait 3 1'identité de Jacobi
[u [vw]] +[v 'ﬁnu:‘,] +[w [uv]] <9

Une algébre de Lie se distincue donc essentiellement

3)

m—— —

place le produit, n'est pss sssociatif ., meis satisfait a

1'identité de Jacobi.

Comme pour les glpgébres associatives, on peut consi-

dérer le "tablesu de multiplication", c'est-a-dire 1'ensemble

des rclations donnsnt les crochets des €léments de base pris

deux a4 denw =

(u u = C ¥ u
- - $ dp M
les constantes Cd:S , éléments du corps K, sont appelées

cons tantes de structure ., D'apreds les propriétés 2) et 3)

elles satisfont sux relastions

¥ e

cdp = CI!
f $ +CP ° P s
CP C?‘ (31 Cf’d +C,d C?ﬂ

Ge tsblesu de multiplicetion et la propriété 1) permettent

= 0

d'éerire le erochet de deux él1éments quelconques .
11 fsut remarquer que, vis-a-vis de l'opération
erochet, on ne sunpose ni 1'existence dt'un &€lément unité,

ni ecllc d'un inverse . Une algéhre dc ILie n'cst pe&s un
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groupce vis-aevis de 1'opération crochct , On utilisc ccpen-

dant trés frégqucmment le tcrme dc¢ group:s infinitésimal pour

désigner unc slegébrc dc Lic, terminologic qui sc justifie par
les anulogics gue nous verrons egntrc les groupes et les grou-
pcs infinitésimeaux ¢t por les gcxcmples d'slezdbres de Lic aque

nous allons donncr

Considirons A'abhord un groupc dc transforms=tions

continu G &4 r paramstrcs ., Soicnt 8 ct T decux transformae

tions voisincs de l1'unité, u ¢t v 1¢s veectcurs renréscntant
les tronsformations infinitésimales correspondantes

]f-]

. 4u com=-

mutatcur STS , treansformation encorc voisinc de 1'unité,

corrccpond comr¢c transformstion infinitésimslc le vecteur

T e B4

] <
-
4

9
)

N
bde

on appcllc Lp v] ce veetecur, on constatc quec cette opé-
ration crochct satisfcit sux trois propriétés fondamecntales

et per conségucnt :

¢s trensformstions infinitésimalcs d'un groupe con-

tinu constituent un premicr cexemmlc dtalgébrecs de lLie

-

Conside

G

rons meintenont e groupc sdjoint du groupe

G . I1 fait corrcsvondrc & 1'élémcnt T 1l transformation

. G S gy < B T X T?

4.9

¢
()

Cctit. btrammsformstion réalise sur les transformstions infini-

tésimales %, z=', a correcsvondcnt & des éléments X X' T
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voisins do | ’unité, puisque 1 *on peut oncoro écrire

X’ (T X TAX*1) X

3a transformation

X* = Ta xJ + X
OU encore X subit | "accroissement
X == >dx = fa xj

Cettu transformation, ¢’ apres les propriété» du crochet, est
linéaire et peut s’écrire
dx = A X
Le théoreme de Jacobi
Fjvwj u] = £v (wul]d - £ w J[uu]d

montre que la matrice correspondent au crochet des éléments

v et w , [vw] est VW - WY .11 est donc naturel de
poser

[V wj = 7 » - W7
Mais un ensemble do matrices dans lequel on ¢ défini | opéra-
tion crochet par Wj = VW — VYV est comme on

le vérifie sans peine, un deuxiéme exemple d’elgébre do Lie.
L’algebre de matricea que nous avons ainsi obtenue

a 1’aide du groupe adjoint est homomorphe & 1’algebre des

transformations infinitésimales du groupe G . Elle est appe-

lée sa représentation adjointe

D’une facon générale, on appelle représentati on

d’une algébre de Lie abstraite, une algebre de Lie de matrices
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! ou d¢ transformations linfaires ) oui lul est homomorphe.

Ye rcpréscntetion adjointe ust celle donnée par la corres-

pondnnea

a a —> A défini par ax = [a 3] =-A

Bn c< qui concecrne lcs alzeéebrecs de Lge de matrices
?) v 8 lieu de remarguer que le nroduit de deux £1<éments A
et B 8 un sens puisque c'est le produit de deux mstrices,

msis. - qaue si en m€me temps Aue A et B, AB -~ BA appartient

2 1'alrsebre, il n'en est pas nécessairement de méme du pro-

duit AB . S8'il s'ggit d'une revrésentastion et si ARB = C
est un £l1¢ment de 1l'algébre , 1es €éléments ¢ dont il est
1'image dsns 1'homomornhisme ne sont donnésg par sucune ops-

ration dé¢finie dens 1'algebre sbstraite , au moyen de a et

-

P . S34 & une algtbre de matrices d'ordre g , on adjoint les

produits d'un nombre fini de se: éléments et leurs combinai-
sons linéaires, on obtient per rapnort & la multiplication

¥ i v " o 2
une alrébre sssociative d'ordre su plus &égal 2 g gqui

contient l1'slz%bre de Lie comme sSous-cnsemble ¢t est appelée

8l z&zbre enveloprnsnte,

II.-_ENONCE DES PROBLEMES “ONDA'SNTAUX

Etsnt donné une s8lgzébre de Lic sbatrailte e; s nous

pouvons nous poser & 8s8on sujet

1) 1¢ problzme de s réslisetion, c'est-a-dire de savoir
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s'il existe une alg2bre de transformations infinitdésimeles
d'un groupve continu aui lui soit isomorphe ., ILs solution de
ce probliéme est fournie par le troisiéme théorédme de Lie et
8 6t¢ donnéc¢ pzr Chrecsmann

2) le probidme dc 1sa reprégentation, clest-a-dire de la

détermination des algebres de Lie de trensfomsations linési-
r¢s homomorphes & 1'algébre dc¢ Lic sbstrajte e 11 8%agit an

pegrticulicr de montrer qu'il y s toujours une reconrégsentation

distincte, c'est-a-dire unc algébre de matrices isomorphe
Cc vrobléme sera €tudié psr Chevalley . Nous ferons ussage
cevendant de la représentation sdjoihte gque nous avons rap-

Pelée et de certsines propriétés des algébres de transforma-

X$ions l1inéeires que nous &établirons .,

3) le provléme de 1a clasgsification des alzébres de Lie

qui fera 1'objet de cette con<srence et de 1s suivante

Nous supposerons dans cette conférence que 1le corps

K est algébriquement fermé., Le css ol il n'en est ras ainsi

8era envisagé dans la prochaine conférence . 1I1 Yy a lieu ce=-
pendant de signeler d2s maihtenant que bien des résultats
auxguels nous grriverons sont indépendsnts de la nature du
corps , 1l'hypothése d'un corps algébriquement fermé ou
l'extension du corps donné & un corps algébriqueﬁént fermé

ne servant que comme moyen de démonstration
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I11.- Défini tions €

Une algébre de Lie est dite abéllenne si le crochet
de deux éléments quelconques est nul, définition toute natu-
relle puisque, dans un groupe de transformations infinitésima-
les , fu vj est nul dés que le commutateur STS' T d e s
transformations du groupe continu dont elles proviennent est
1»unité, c’est-a-dire dés que 3 et T sont échangeables . On
peut encore dire que £u ~ [v u' entraine £u vj — 0
d’aprés 1*antisymétrie si le corps n’eat pas de caractéristi-
que 3

Uno sous-algébre ou sous-groupe d’une algebre de Lie

0} est un aous-eapace vectoriel J de Cy tel que le crochet

do deux éléments de j? soit encore un élément de *f

i ost dite invariante si Xx £ £ a £ oy en”
trainent \a x» £ € . Glest 1 analogue d une sous—algébre
invariante (ou idéal bilutéere) dans la théorie des algebres
associatives.!'antidyEi&trie fait que. pour une algébre de Lie,
il nTy a pas lieu de distinguer sous algébre invariante a

droite, a gauche ou biletére, alors que pour une algebre as-

sociative il faut distinguer idéaux a droite, a gauche et bl-
latére

Soit ~ un sous-groupe S'ordre invariant ou non
d’un groupe infinitésimal Ot d’ordre " ; on peut prendre pour

¢H uno baso un L Laun ceeooun dont les premiers é16 -



numlia constituant une base do t une "toile base wi aiila
adaptée.
Quand 't- es-s Invariant, 1 Jlespace—-pro.lootion [ P

(cvest-A—dire le groupe facteur en regardant GEfet glirgpie—
ment comme des eapaooa vYootorlela) eat une algetoe de Lie

appelée souvent groupe facteur ) en effet s

Xls *2 “od #
y,2 y2 nad |

entratnent

f*1 X,] = {3* TSJ miag | |
oo qui permet de définir le crochet dane o 31 le
ov UL~y Qo]/\h(ﬁ % wrsnredsa T T LN e W < wwyv Nih Ty e - v %
i
alors N
ue >

N étant un groupe infinitésimal (ou algébre de Lie)
le aoua™eapace vectoriel engendré par lea croehets dea
éléments de CjE eat un aous-groupe Invariant do appelé
dérivé de o Gn définit de méme do proche en proche lea
dérlvéa d:0n ordre quelconque f (X B (?} Ny ¢

<f
chacune do coa alg&brea eat Invariante non seulement dana la

.y . - . 0 B}
précédente mais dana (A é<dar si N eat un souB-groupe iIn-

variant de O( » 0 est invariant dana QI o Soit en effet»
</ 0 <f-
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(xyj un élément générateur quelconque de £ ° , X
y C 1 ©t soit a C
ja NIt = - jx [yalj - *ty [ax]lj €,
car
[ys] C | [a*] C f

Enfin, on appelle polynome caractéristigue ou équa-
tion caractéristique d’un élément a d:une algebre de Lie,
le polynome ou | ’égquation caractéristigue de la matrice A
correspondant a a dans une représentation de l'algebre de
Lie

f(X/ © = f( Ala) = | AE - a| = +Y a *a) A

On sait que le polynome caractéristiqgue d’une matrice est

invariant par les changements de coordonnées dans l'espace R

sur lequel elle opére . S'il s'agit de la représentation ad-
jointe, I'équation caractéristique sera dite égaation carac-
tériat4dque propre de a , et elle a A en facteur, car o

peut toujours étre pris comme vecteur de base, et pui3que
ja al] =0 , la matrice A a alors une colonne de zéros.
Soit / une sous-algébre invariante de d’or-
dre h et soit a un élement de K ; on voit immediatement
en formant la matrice A relative a a dans la représenta-

tion adjointe (c'est—a—dire la matrice qui a pour i-eme
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colonne les composantes du vecteur fa u”J ) que

% <A18>=*e-h  "*13)

Nous ferons trés souvent usage de cette propriété dans la

suite . Si ™ n’était pas invariant. t» diviserai t encore
+ . mais on n’aurait plus cette relation

Si. pour tout élément a de @t * le polynome carac-
téristique se réduit a A » oy est dit nilpotent

Nous dirons gqu’une fonction G X)) = N (x esef*)
d*un élement Xx =7~ u™ quelconque de ot est invariante par
le groupe ad.joint si d <p =0 pour dx * [ax] quel
gue soit a . c’est—a—dire si

Pour exprimer commodément cette invariance» qui est une pro-

priété du premier ordre, on peut poser dx = fax®y} ~

et écrire que

Cp (x+dx) = Cp (x) mod. t*
Cela étant soit
X = X + t Ta X]
W
la matrice correspondant a x mHe dXx ;o oon a i
X.y (E + tA) = (B + tA) X mod. t

(XE - X )(B + tA) = (E + tA) (AB - X) (mod.t )
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or

|E + tA\VE O mod t

On a donc

|IAS - X. | s XS - XI mod t2

dlou
f(X / x+dx) = f( AfX) mod.t?

donc 1o polynome caractéristigue propre est unlnvariant du
groupe ad .joint ( et do méme chacun do ses coeificients).
Parmi ces invariants ceux qui joueront le roiqg le

plus important sont

la trace T} = 1 aji A= 18kl
C~ lau aik
Tifo = >
Y IH£]|aki °kk

et enfin la forme (@& , somme des carrés des racines de

I'équation caractéeristique, liée eux deux autres par
2=Y1 "3 \Va
0
Gn est d’ailleurs égale a la trace (A1
Si une fo ime (x} = (£ ... ¢/ =0 3. ..p71*
est invariante par le groupe adjoint, il en est de meme de la

forme mul ti 1inéaire symétrique associée
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T
o

01 -v*
Y (x.y....z1 = 'f~ ...¢ ) -E i -
3n effet dire que cette forme est Invariante par 2e groupe
adjoint , cfOat dire que
\ -e 11 o
A r\aH +A I‘Jr"ﬁ* .T.|‘ M *1

L' '3 2% 1ap

guel que soit a dans . Or ceci s’écrit, chaque terne
étant linéaire on chesun des vecteurs X, Yy, eee

|f (\ax] Yoo o zZ) +.o.0.0 -y (X,y, ... [az] ) = O
Or par hypothese (x) étant invariante, on a quelque soit
a

e ( [axi x...x) + ... + Cj?(xt.,,. \exj ) =0
et il en est do méme de ifca forme multilinéaire associée

Une toile forme invariante donne un procédé pour dé-

finir de nouvelles sous-al gébres invariantes de O\ a partir

de sous—algéhros invariantes U ............. t* .
X*ensemble des éléments a £ ~ tels que
Iy(a,y,...z) = 0 qguels que soient y £ .*. 2c~k
forme un espace linéaire, sous-espace do Ot . Soit C un
élément quelconque do (-H ; & cause do | ’invariance de tp *
on a
Y ( [caj y...z) + Cp(a “~cy] ...z) + C(ay... Czo )
Mai s

OKJi .. t) Cj
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Inéquation précédente so reduit donc a A

tp (CedJ y...*) =0
«jul exprime que UWAQJ appartient ou sous-ensemble considéreé;
celui-ci est donc une sous-algebre invariante

Sn particul ier, les élémentsode cH tels que (8) =0
forment une sous—algébre invariante qui contient le groupe
dérivé car, la matrice AB - BA a une trace nulle . Mais ce
sont principalement les formes et 6™ (xy) — trace XY

qui nous seront utiles
IV.- Groupes infinitésimaux integrables

Nous sommes maintenant en mesure dfaborder notre
probleme fondamental de la classification des algébres de
Lie . Nous les classerons d’abord en deux grandes classes
introduites par Lie ; les groupes Intégrables et les groupes
non Intégrables

On appelle intégrable une algébre de Lie dont la

-2-di suite des dérivées se termine par zéro

y20'' A A5 AT =°

S’il n’en est pas ainsi, a partir d’un certain rang, tous
les dérivés sont égaux . Il résulte de la définition précé-

dente
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gue toute sous-algébre d’une algebre intégrable est aussi

fntégrable

que tout groupe Infinitésimal homomorphe a un groupe in-
tégrable ( en particulier toute représentation , distincte ou

non) est intégrable

gue tout groupe abélien est intégrable «

Les groupes intégrables ont la propriété suivante
gui pourrait aussi étre prise comme définition

Une algébre de Lie intégrable a une suite de compo-

sition du type

=V -1
ou est d’ordre k , -suite de composition pour la-
guelle les groupes facteurs sont d’ordre 1. et ont par suite

la structure la plus simple possible

1A\
En effet, entre Cj supposé d’ordre h+k et
T+1supposé d’ordre k, intercalons par exemple, en prenant
des coordonnées adaptées, les sous—espaces
0J*1~) W k+h-1) ... afk+3 3 0§, k+1) ~

Soit X (OflM-J. a ECy(1” « on a : 0 a eC3(I™ jC fo+i
donc OJk+J est sous-algebre invariante dans CH et on a

bien une suite de composition du type voulu . Inversement,

une algébre qui a une suite de composition du type (1) est
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intégrable car on voit immédiatement que

NTee-> <»'c 91-1 CCOL-* eto-

Pour reconnafitre si un groupe infinitésimal est in~
tégrable ou non, on peut utiliser la propriété suivante (théo-
reme de Engel)

La condition nécessaire et gnffusante,pour gu'un
groupe soit intégrat)!e est que son dérivé soit nilpote,nt_.

Pour démontrer ce theoreme, nous utilisons le thé
reme de Lie sur les groupes infinitésimaux intégrabl es de
transformations line aires , opérant sur un espace R( a savoir

Il existe un vecteur x non nul de R tel que
Au = (Au pour tout A

Pour démontrer ceci, on utilise le fait que -

étant intégrat»le, admet la 3Ulte de composition
By = *0=0
-V % -0-----

Or le théoreme est vrai si of se réduit a une matrice unique)
ck est une racine de 1l»égquation caractéristiqgue de A, racine
gui existe bien puisque nous supposons le corps algébrique-
ment fermé . Cela étant, on démontre le théoréme par récur-
rence sur Kk

Soit ugq un vecteur de R tel que ®uo= Uo

tout B de o0i
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Ona k+1 * f 3k+l * o APPelona uj les vec-

teurs de R définis par s

u2 — Bk+luo - N3 = ®k+2 Ul e eeee

n étant la dimension de R, 11 y a n ces vecteurs
gui sont indépendants et X seulement ; on a donc
g (B™~.n) uQ=20 ou cp est un polynome'de degré x
L’espace R”™ = (uQ,U3,..... u” ;j} est invariant par Nfk+l o
Il est en effet invariant par B’¢+J . Je dis qu’il 1’est aus-
si par Bn effet, soit B (L CH™ ; on a

B’'uo = ft uo

BUL = B Bk+l uo '= [B Bk+l ] uo + Bk+J B uo

= ZB’ u0 + 2ZB u3

car BT = £b j est un élément de (X ™ puisque celui
Ci est sous—groupe invariant de ¢A ; d’une facon généra-
le si on a «i; X +*Ya, t ~NA N

Bu+A3 = BBfeld U = B’uJ + Bk+1B u. =

==j: U0 + ViUl +— + * 1-1 ui-1+"iui+

+Vilrg*ee*+ Yi-ijui + P uiti

C.Q.F.D
¥ ~ouo + 51U1 +V-"—+ 1 Ul + B ui+l Q
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On a de p3us . dans R~™ : trace B « JQT . Or, pour toute
matrice B de cA ™ se présentant sous la forme d’un cro-
chet de deux matrices laissant R” invariant, le trace de B
est nulle dans R , et on a £

On a donc

BuQ=p uQ

B u, = u»

Supposons que

On a

B ul+tJ = [B Efc+l] Uy + Bk+, B u, = fi Uul+J
Donc tout vecteur de RA est invariant par toute transfonna-~
tion de ot Montrons maintenant que parmi ces vecteurs.
_(;_r;mg)eut er11: trouver au moins un invariant par t donc
par Q] , *3n effet,

4[‘>X (E’k+f ) Yo =0
Soit
(X) = (X-a4a) & (A)
§/QX*_1_ (a,k+1 )u0 est un vecteur u non nul de Ra » et on a

S, .u = = C.Q.F.D.
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Il 'y e donc dans R ou moins un vecteur u non nul toi quo
Au * a U

31 A est un élément de ¢(H*on s évidemment Au = 0 -

Choisissons alors pour R uno hase adaptée do la facon
suivante

Pour tu prenons la vecteur u dont la ligne d*action est

invariante par toutes les transformations de . Appliguona

alors le théoréme de Lie au groupe de transfoiKations Cl opé-

rant 11néai re.rient dans | espace protection R/u , 11 existe
u (u £ 0 (mod.u, )) tel que Au = o u (mod.u )
z 2 . 1 3 S ¢S P
prenons u_ comme deuxieme vecteur de hase, etc.... On volt
ainsi one par un choi'- convenable des coordonnées dans R |,
toutes les matrices de peuvent étre amenées simultané-

ment a la forme

Nfl ‘3
A = | < 1
\ I |
0 xn /
ou les <. sont des fonctions linéaires et homogénes dea ™ |,

3 : . . vl
coordonnées coutravariantes dTune matrice générafe A —r
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On appelle poids pour un groupe de transformations

linéaires
une forme linéaire des ~ , i\ » telle qufil existe dans R
un vecteur u ™ 0 pour lequel
Au= Au

Le théoreme de Lie établit donc pour un groupe Intégrable

| existence d'un poids Aj « Nj * racine de | équation

caractéristique

L’ apol Icati on que nous venons de faire du théoréme de Lie

donne une suite de n polds A~™N = j 3 8 .. rels
ti fs a et aux espaces R (u-jug)
les cij sont tous nuls pour A dans conségquent | ’é-

guation caractéristigue des éléments du groupe dérivé—d’ un—

groupe Intégrable est A =0

Appliguons ceci a la représentation adjointe d’un

groupe infinitésimal abstrait: | ’équation caracteéristique

propre d’un élément de o0+  considéré comme élémeht de Cy est

f {A /u) = A , mais Ut étant sous-groupe invariant

de Ul * on a vu que f, ( X/u) = A® ~NAlu)

ou f r est le polynome caractéristigue de si dans
Qn a donc fot o= X%

1

Oj, Te
p et la condition de Engel est né—
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ceasalre # Il reste fe montrer qu’elle est suffisante , |1l

euffit pour cela de montrer qu’une algébre nilpotente est

intégrable , car si le dérivé d’une algébre est Intégrable,
11 en est évidemment de méme de | "algebre elle—méme

Soit Oi tel que f (Ala) = A« pour tout
a ( @G . Montrons gu’on peut construire pour 0j- une suite

de composition, dont tous les groupes facteurs sont d’ordre 1«

Prenons une sous-algebre quelconque <9: ae °i a une dimen-
sion ; elle est Intégrable puisqu’abélienne, et nilpotente
comme tout sous—groupe d’un groupe nilpotent ; on peut contl—

nuer la construction grace aux deux propriétés suivantes s

I.—Soit ~ un sous-groupe intégrable d’ordre h de CM

on peut trouver un sous—groupe y d’ordre h+1 de c¢v.
contenant y N3 I
En effet, a tout élément b CL Vv correspond AofiB »

la représentation adjointe une matrice B laissant invariant
| "espace ~ et également | ’espace facteur "Sj u * Sn

appliquant le théoreme de Lie a cet espace, on voit qu’il

existe un vecteur u ™ 0 (mod. 1 ) tel que Bu = J1u
(mod. £ ) nour tout B correspondant a b -mMiPar suite
r = </ ,u) est le groupe cherché
On peut donc construire QL ™ .31 on montre que

Oi est invariant dans , Of sera intégrable et
g1 €. D>
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» veeoaneneer * cette Invariance réaulte de la propriété

I1*- Toute sous-al geTore AAAd’une algébre nipptente @~

eat invariante . On a Otp/O_ (’f\.L-r_ -»u} » u % 0 mod.OA/ r
0\ ;

Il a’agit de montrer que LrUANAN -] Pour ‘b

puisque Oj, est une algéebre = p u mo"™ N-1* maia

alors (N - A) eat un facteur de |’équation caractérlatique

propre de Db et pui8que ¢A - eat nilpotent on a - 0 ,
Ainsi donc, ai tous les coefficients de | ’équation

caractéristique sont nuls pour les éléments du groupe dérive,
le groupe eat intégrable , M_Cartan a donné un critére remar-
guable qui est le auivant

La condition nécessaire et suffi aante pour qu’un
groupe soit intégrnbte est que le coefficient (®) de
1’équation caractéristique soit nul pour les élémenta du grou-
pe dérivé, ou encore, ce qui revient au méme puisque A"
est nul pour les élémenta du groupe dérivé, que la forme 6"B
aoit nulle

La condition eat nécesaalre d’aprés le théoréeme d’Bn-
gel.

Pourdémontrer qu’elle est suffisante, nous devons

au préalable introduire une décomposition de | ’espace vecto-

riel de |’algébre cm en sous-espacea, qui eat fondamentale



Iv, -i,=-22

Pour cele, revenons d'abord au cas d'une matrice

unique A 4d'équation caractéristique

£ 4 RE =t n IR Lol bR

opérant sur un espsce R ., A cheaque racineo(i d'ordre h

i ’
on peut fsire correspondre dans R un vec teur u] invariant
paer A ., Dans 1'espace R / uy 1'équation carsctéristique

1 h

de A est (A-d])hl- R ()\-Nt) t et & la racine dl

correspond esncore un vecteur u2 invariant par A , c'est-a=-

dire dans R inverisnt mod, ,u et on onbtient sinsi des vec-

] v
ORI My o . awad uh] rui définissent un sous-espace Ry
invaeriant par A ., On s Auwy =% uy , ou (A ~t11) u; =0 ;

A =du + By

d'ol
3
(A "q]) uz —O
¢t d'une maniére géncrale
(A <o) i
1 i
ct pour tout vecteur Xq de RJ . BRI
h <4

On obtient par ce procédé unc décomposition de R

en souc-espsaces R._1 i R2 bR inveriants per A , Ces espaces
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n‘ont aucun élément commun non nul et, la somme de leurs di-

mensions étant la dimension de R, on s

R= R3 © RZ3 © ... 0 Rt
De plus, la matrice A se met sous la foitne
j:w X 0
i) - i*V
0 '<*1
X
7 p *2
0 "HtY X

31 en effet ces espaces n’étaient pas indépendants,

on aurait une relation de la forme

(1) + X3 + e + xt =0
avec des x* non tous nuls , Msis la décomposition
A o
Bz 2 A e g X
f (X/A) (*-*3)h3 (X - Qit)ht '
ouU est 3e degré moindre que hj et premier avec [Xx —lj)
conduit a | ’identite

- K, <> + eeee + h <A >
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ou (|? h, (™ Qm* divisible par
(A - - 1»h* ... Yhl-~ e
et est premier a (A" * d’ou
E =<fthjuU) + ... +<phtU)
et
E xj = xj = h (A) ao puisque (fhjtA) *k

pour k ~ 1

_*.h4~
(A-<*Tt) t

=0

Alors en transformant par S3h* (A) 3'ldentité (3) on a

xj =0

et on montre ainsi que tous 3es Xj sont nu3s

J3n outre, la condition nécessaire et suffisante

pour qu’un vecteur x de R apparti enne au souti-G.'paoe RMest

I
quTil existe un entier R tel que (A - ) X

0

Cette condition est nécessaire . comme nous | avons
Vu , avec N — h.

Elle est suffisante, pour N quelconque. En effet,
supposons que

X = x"wm ... + xfc+ ... +
On a par hypothéso
(A x =0= (A X3 + eee + “ooxk) +

I Y ( 1
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= Xj *1 x{ C R;

et comme les espaces R.. sont Indépendants, on a 1

N .
(A - fco) xj =0 pour 1=1 *t
Je dis quTil en résulte Xj = 0 pour 1 fi k . En effet,
- 1 ? A i
(\ Clk)N et ({i nk(A) étant premiers entre eux, on a

une identité de la foime

P(A) (A - aif)N + Q(A) Cph (A) = 3

Pour 1 ™ Kk on a Coh (A Xj =0 , et quelque soit 1
(A - ONxj =0
d*ou
x, =0 pour 1 f Kk
OiQiT.B.

Nous allons appliguer ce qui précede a notre algebre

de Lie abatraite , Nous allons considérer un élément a par-
ticulier ; il lui correspond dans la représentation adjointe
une matrice A opérant sur 1o groupe infinitéesimal Ilui-méme

comme espace R et nous décomposons ainsi ot. par rapport a a

en somme directe de sous-espaces sans éléments communs

7 -H ‘'faj |

Ces sous-espaces sont invariants par la matrice A , mais ce
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ne sont pas en général des sous-groupes ; la matrice A se

met sous la forme (i)

Nous avons déja dit que | ’équation caractéristique
propre d’un élément do avait A en facteur, donc admet la
racine 0 . autre part, pour un élément quelconque a = £ Uj
de CH , les racines de | ’équation caractéristique sont des
fonctions algébriques de ™ ... £ . Parmi les Cyracines
de | ’équation caractéristique, supposons qu’il y en ait d
Identi quesient nulles identiguement égales a N
........... identiguement égales a £) . Pour des va-

leurs particuliéres de a , il peut arriver gque des racines ntm

ident Jguement égales deviennent égales , ou que des racines

supplémentaire? s’annulent . Maib si nous prenons pour a
un élément Ténéral”, c’est—a—dire tel qu’il n’en soit pss
ainsi, la décomposition de cjy ainsi obtenue, sera la plus

fine possible
Soit
Oor=20,,+o0),+ ... +aj-t

Nous allons étudier cette décomposition et pour cela utiliser
la propriété fondamentale suivante

Si a c¢c Of , x i ., alors
— « 'V }\qﬁp
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=0 S1 d.+ fit —y n’est pas racine

si Y est racine

—
QD
©
-
O =h
—h

fa relation do jaco'oi permet en effet d’écrire

[s VJ = Ht + [ca X i}
A [xa xpl = [x* -Ax({iJ + [Ax* ’xp]
dfou

u ‘“H X[I] = x- *u_ i, xp] + [(A °t)x=exii)

et en appliquant a plusieurs reprises cette formule, on a

d’une facon générale

(A-™MN X~ x, 5 = \_ CGJ J*A-cA)rxeX F(A-]3)N rx
Si donc on prend

*

ha + h|T - 1
| "un des deux vecteurs dos crochets du second membre est tou-

jours nul, et on a

(A - V. >| ;1|18 J | =0
qui est, coalae nous l’avons vu, la condition nécessaire et
suffisante , si y eoOt racine, pour que JAXAXNI  appartien-
ne a HY

I
Si Y n’est pas racine, 11 n’y a pas de vecteur
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u fi 0 tel que (A - j) u=0 # 1l on résulte sans poSne que
x* xpg3 =0 -
De cette propriété fond Nmentale résulte que
1°) est sous-al frebre do Ojr , d’ailleurs non invari-
ante

Z°) les (jj, ne sont des sous-»algébres nue al 3o( n’est
pas racine, mais que ce sont des sous-espaces invariants non

seulement par a mais par tous les éléments de.
( a est évidemment un élément de (jt Q puisque Ja aj = As = 0)

Donc toutes les matrices A correspondant aux éléments de OL
sont de 3ia forme 1
f j
jik 0
- * —mg
0 'pT

[&\_

Au contraire, d’aprés la propriété fondamentale; les matri cea
relatives aux éléments de ,o(j fi 0 , n’ont que des zéros

dans les carrés situés sur la diagonale principale ,

En ce oui concerne (JL , c’est dé plus un sous-grou-
90
po intégrat!e, car on voit sans peine gqu’il est nilpotent
Mais alors, nous avons dans chaque espace une

une représentati on du groupe intégrable 0" faisant corres-
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pondre a chaque élément do ot 9 Ja matrice carrée do A
opérant dans . On peut donc choisir une base dans Gy
toile que pour tous les éléments a do oxQ les matrices A

correspondantes aient la fcnno

0 X 0
0
0 ol
"3 X
<*j
A = o3N
" 956
"tog— ri

les éléments de la diagonale principale de chaque matrice
carrée étant égaux sans quoi la décomposition ne serait pas
la plus fine possible , et les c* sont des foimes linéaires
et homogenes par rapport aux coordonnées contravariantes £~7
N des éléments do . ce sont les poids pour le
groupe intégrable @ Q dans la représentation adjointe
Revenons aux éléments de g qui donnent tous la
moéme décomposition de 0|, en sous—espaces , mais les velours
nume ritques dos racines correspond tint a chacun de ces sous—
ensembles sont différentes d'un élément a 1Tautre . On a en

particulier la propriété suivante
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Pour lea éléments C do gui sont de la foiroe
lea vaieura Nl Yt des racines
cLN N ) sont toutes sur la droite du plSn com-

plexe joignant 0 a Jj ,

En effet, soit \3 1’une gquelcongque des racines
0
relatives a C autre que Supposons que
,\_ * -
mTi e Y-Vl Yj+ .. *If-n
soient racines {m,n entiers —0) , mais que T r (m+l) Ti
et ] <+ (nt1))j ne le soient pas . Alors le sous-espace de

SF 1 et M3+ — 4N 1 = i &

invariant par C, élément de QjJQ , et, dans cet espace

trace C = hy N(V-mf )+..,+thy f +... + hy (1T +%“V)
*3  ai 3 i 3 *3 i *

= p Ki + « Vi

Mais ¢ étant de la forme * on a <*
et puisque ] - (m+l) et 'iff + (n-t-1) jj ne sont pas
racines, les matrices X . et X_~" laissent invariant le

sous-espace O~ et la trace de C dans ce sous-espace est



nullu . On a donc t
\[3 « - -%- \L

«4Q.F.D.

Le méme raisonnement nontr* “~ue toutes les racines

t 1 - Y t relativea aux élémenta de qu aituéa dans
O * sont nullea
/ o

Noua sommes maintenant en meaure de démontrer le

critere de Cartan

Noua supposons que pour tout élément c# de f
on ait (T (cf) =0 . Pour tout élément de f de la for-
me fx .. x_« 1 t lea racines étant aur une méme droite

L <*i 11
et ayant la somme de leurs carré8 nulle, sont nullea . De la
réaulte que pour tout élément de |’ ’intersection

les racines sont identiquement nulles

Si alors on avait -y , toutes les racines
relativea a tou8 lea élémenta de <c¢x,Q aeraient nulles ; on
aurait no= AN , @, T= (X t d'on contradiction
puisque CAQ est intégrable . On a donc T d O et

on recommence le raisonnement sur CX * , car G- (a) étant

nulle dans on a 3 T(a) =0 dans cwmf.
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\Y
U a*agit maintenant 4#f£tudier les algébrea non in-

tégrable a

Parmi les algébres non intégrables, les algébrea
simples et semi—simples jouent un role particulier

Une algébre de Lie est dite simpie si elle n’admet
pas de sous-groupe invariant autre qu’elle-méme et zéro
le dérivé > d’une algébre simple est donc égal a oi ,
car si @i ' était nul, £ serait abélien ; or, tout sous-es-
pace déun groupe abélien en eat soua—groupe invariant . Un
groupe abélien ne peut donc étre simple que s’il eat d’ordre
1 , et il eat alora intégrable , Nous exclurons toujours ce
cas loraque noua parlerona de groupea aimplea «

Une algébre eat dite semi-simple si elle n’admet pas
de sous—groupe invariant intégrable autre que zéro . Une al-
gebre simple est a fortiori aomi—simple , la seule exception
eat précisément le cas exclu du groupe abélien d’ordre 1 qui
est simple sans étre somi-simple

Un groupe infinités3mal somi-simple n’admet pas de
aous-groupe invariant abélien autre que zéro, et cette proprié-
té pourrait étre prise comme définition des groupes semi-sim—

ples

Un groupe @@i. non intégrable et non semi-simple admet
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au moins un soua-groupa lInvariant Intégrable . Soit \ ~ un
tel aoua-groupe ,31 |jr esWtiutr® aoua-groupo invariant in-
tégrable, on voit immédiatement que + /3 Gn eat encore
un . Il y a donc un aous-groupe invariant intégrable maximum
c>at a dire contenant tout autre aoua—groupe invariant inté-

grable.

Maia alors le groupe facteur <4 - <*ir eat semi —

simple , L’étude d’un groupe non intégrable se raméne donc en
guelque sorte a la recherche du plus grand aoua-groupe inva-
riant Intégrable et a | fétude dea groupea aemi-aimples

Maia en ce qui concerne le premier probléme, noua
nous bornerons a énoncer le résultat suivant dad a M.Cartan s
le plus grand aoua-groupe Invariant intégrable eat le aoua-
groupe invariant défini a partir de la forme comme en-

semble des élémenta y do (@h tela que
*WT 2 (x,y) =0

pour tout X appartenant au dérive Ot* de

La démonstration utilise dea propriétéa dea groupes
aemi-aimplea qui aeront vuea plus loin
Bornons-nous donc maintenant a | étude des groupes

semi-simples *



IV.-1.-34

lionsleur Cartan 8 donné, pour reconnafitre si un
groupe est semi-simple, le critére suivant 1

Une algébre de Lie est semi-simpie si et seulement
si la forme quadratique (T nest pas dégéné rée

Soit -X wune algebre semi-simple. Si la forme Cg
était dégénérée, il existerait des éléments a non identique-

ment nuls tels que

CT™ia =0 pour tout x dans CX ,
Mais les éléments tels qu’il en soit ainsi forment une sous-
algébre invariante de a pour tous ces €léments

<>z («.a) = vV (a) m O

donc cette sous-algébre serait Intégrable

Si maintenant nest pas semi-simple, soit £
une sous—algebre invariante abélienne de O] ; prenons pour
Ot une base adaptée u : - U, .vu u”z

0 P g'I e “3 e o e e * Hh  FT 4| %/)
La matrice A d’un élément quelconque de * a = «rfAUj , se

met, comme on le vérifie sans peine, sous la forme

/ @3

ou les sous-matrices A3 et Ag ne dépendent que de (ffh+1



o | ’équstton earaetari«tique de Aet en particulier

" &(a} ne dépend donc pa» de .

On a pour lea groupes serai—simplea la propriétée fon-
damentale suivante
Une algébre de Lie semi-s3tnpie esi> aecompoafctoa u uxw.

maniére unique en somme directe de groupes simples (non d*ordre

CX est dit somme directe de N Z ~
si | espace vectoriel est la somme directe des espaces
Cn a et vJ2 , et si de plus * 0 pour hl C~1
hg CX 3 . De la résulte que et UM2 sont sous-groupes

Invariants de

Soit A un sous—groupe invariant d’ordre h de

iir I-O sous—groupe associé au moyen de G~ ensemble des y
tel s que

Crg (xfy) =0 pour tout x C ~
* n'étant pas dégénérée . est | ’ordre g—h étant
semi-simple, ~ A -0 et {**3 @ i O£ ~ ® a

donc Cj. mj :(£) f *
Si A est un sous-groupe invariant maximal ~ — oj#

est simple et dToro6re plus grand que 1, sans quoi ne serait

pas semi—simple : et on recommence sur qui est semi—simple
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Finalement on obtient

y - % ® % 0 ... © v. -

Montrons que tout sous-groupe invariant 2 de &J est
somme directe dtun certain nombre de (H ~ . Considérons un

glément arbitraire de T i

X = Xj + + X3 + ... + Xg X1 C NMi

L,ensemble des éléments X est un sous-groupe invariant

de , nul ou égal a : de toutes facon, on a
¥ — 0. Mais £f est engendré par les crochets
fi i« -

[©1 Xil (aj C 11 ) . et on a

[Bxi] = tsi*l t|

dlou

If 1 ~ £
et [ =li © |3 ©® -— =¥§ijO "20*1
(en supprimant ceux des i gni sont nuls }.

Par suite une deuxiéme décomposition de en grou-
pes simples est forcément identigue a la premiere

Snfin il résulte de la décomposition précédente.
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gque pour un groupe semi-simple, on 8 , comme pour lea groupea

almpiea i CA — @.* -
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