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IV.-i.- 1

INTRODUCTION

N o us  r a p p e l o n s  q u ’ u n  e s p a c e  v e c t o r i e l  s u r  u n  c o r p s  K

o u  E - m o d u l e  f i n i  e s t  u n  e n s e m b l e  d ’ é l é m e n t s  u» v .............. f o r m a n t

u n  g r o u p e  a b é l i e n  p a r  r a p p o r t  à  l ’ a d d i t i o n  , g r o u p e  a d m e t t e n t  

de  p l u s  l e s  é l é m e n t s  du c o r p s  K comme d o m a i n e  d ’ o p é r a t e u r s  :

^  A  U rr °<^i.U Ci ( U+V ) = «( U + o< V { <* +  9̂ ) U =

En o u t r e  c e t  e n s e m b l e  a d m e t  u n e  b a s e  f i n i e  , c ’ e s t - à - d i r e  q u e

t o u t  é l é m e n t  u  e s t  de l a  f o r mo
i  r  _  , 1

U = Uj + ... + u r — u j

o ù  l e s  u . s o n t  d e s  é l é m e n t s  f i x e s  i n d é p e n d a n t s  e t  l e s

d e s  é l é m e n t s  d e  K. r  e s t  l a  d i m e n s i o n  de  l ’ e s p a c e  v e c t o r i e l .

On a p p e l l e  a l g è b r a  de  L i e  d ’ o r d r e  r  u n  e s p a c e  

v e c t o r i e l  à r  d i m e n s i o n s  d a n s  l e q u e l  o n  a d é f i n i  de  p l u s  

u n e  o p é r a t i o n  a p p e l é e  c r o c h e t  , f a i s a n t  c o r r e s p o n d r e  à. t o u t  

c o u p l e  o r d o n n é  u ,  v  d ’ é l é m e n t s  u n  é l é m e n t  

[ u  v ] ,  =  Y i u i

c e t t e  o p é r a t i o n  p o s s é d a n t  l e s  t r o i s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  ï 

1)  T u . v ’ + v " ]  =  [ u . v ’J +  [ u . v w J

Ju,  <*v] =  a( £ u v j

l e  c r o c h e t  e s t  u n e  o p é r a t i o n  l i n é a i r e  .

3 )  l e  c r o c h e t  n ’ e s t  p a s  c o m m u t a t i f .  m a i s  a n t l s y m é t r i q u e
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n  •  é l é m e n t s  d u  c o r p s  K .  s o n t  a p p e l ô e s
l e s  c o n s t a n t e s  C * -  , ô i e ! î i e n w

n t  a n ^ n  l e s  p r o p r i é t é s  3 ) e t  3} 
n o n s t a n t e ^  d e  s t r u c t u r e  .  D  a p r è s  l e s  p  p

e l l e s  s a t i s f o n t  a u x  r e l a t i o n s

G i = - g É  

cf 0« + Cf e* + cl c* = 0
<*p VT M  1

,5 1 ) p e r m e t t e n t
C e  t a b l e a u  a e  m u l t i p l i c a t i o n  e t  l a  p r o p r i  

d * é c r i r e  l e  c r o c h e t  a e  d e u s  é l é m e n t s  q u e l c o n q u e s  .

I l  f a u t  r e m a r q u e r  q u e ,  v i s - à - v i s  S e  1 o p é r s t i  

c r o c h e t ,  o n  n e  s u p p o s e  n i  1 - e x i s t e n c e  a - u n  é l é m e n t  u n i t é .  

nl cel3e d -un i n v e r s e  .  üne a l g è b r e  a e  M .  » ’ e s t  p a s  u n

Ouuft1= ĉ uy

f u . v j  *  -  [ ? * U J

3 )  1 » o p é r a t i o n  c r o c h e t  s a t i s f a i t  à  l M d e n t i t é ; d e — J a c o b ^  

[ u  [ v  w j ]  +  { ▼  far u ] ]  +  j w  [ u  v ] J  =  0

U n e  a l g è b r e  d e  L i e  s e  d i s t i n g u e  d o n c  e s s e n t i e l l e m e n t  

d e s  a l ^ è b r e s  o r d i n a l r e s  p o r  J e  f  a i  t  q u e  l e  J ^ o ^ h e  t .— g u i — r e m r . . , 

p l a c e  l e  p r o d u i t ,  n ' e s t  p a s  a s s o c i â t !f  . m e i s  j a t i s f a i  t _ à ------

1 » i d e n t i t é  d e  j a c o b l .

G o m m e p o u r  l e s  a l g è b r e s  a s s o c i a t i v e s ,  o n  p e u t  c o n s i ­

d é r e r  l e  » » t a b l e a u  d e  m u l  t i  p l  i  c a t i o n ”  . c  » œ t - à - d i  r e  1 » e n s e m b l e  

d e s  r e l a t i o n s  d o n n a n t  l e s  c r o c h e t s  d e s  é l é m e n t s  d e  h a s e  p r i s

d e u x  à  d e u x  :



g r o u p e  v i a - 6 - v i s  d e  l ' o p é r a t i o n  c r o c h e t  . On u t i l i s e  c e p o n -

a a n t  t r è s  f r é q u e m m e n t  l e  t e r m e  de  P°ur

a é s i g n e r  u n e  a l g è b r e  ao l i e .  t e r m i n o l o g i e  q u i  s c  j u s t i f i e  p a r  

l e s  a n a l o g i e s  q u e  n o u s  v e r r o n s  e n t r G ' l e a  g r o u p e s  e t  l e s  g r o u ­

p e s  i n f i n i t é s i m a u x  e t  p a r  l e s  e x e m p l e s  d - a l g è b r e s  de  M o  q u e

n o u s  a l l o n s  d o n n e r  .
C o n s i d é r o n s  d ' a b o r d  u n  g r o u p e  do t r a n s f o r m a t i o n s

c o n t i n u  G à  r  p a r a m è t r e «  . S o i e n t  3  e t  T d o u s  t r a n s f o r m a -  

t i e n s  v o i s i n e s  de  1 - u n i t é ,  u  e t  v  l e a  v e c t e u r s  r e p r é s e n t a n t  

l a s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  c o r r e s p o n d a n t e s  . Au com­

m u t a t e u r  S T S - ’ i ' - 1 , t r a n s f o r m a t i o n  e n c o r o  v o i s i n e  d e  1 - u n i  t é  . 

c o r r e s p o n d  comme t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  l e  v e c t e u r

\ ~d v k _ u Tfc

31 o n  a p p e l l e  [u v ]  c e  v e c t e u r ,  o n  c o n s t a t e  q u e  c e t t e  o p é -

, . _pr. - „ j . < q rjt»onf ié té s xonâ amcntsl 68 
rati on crochet s o t i a f o i t  oux tro is  P

et  psr conséquent •

l e s  t r a n s f o r m a 1 1 onn i n f i n i t é a i m a l o s  ,d - u n  g r o u p e  c o n ­

t i n u  c o n s t i t u e n t  u n  p r e m i e r  e y e m ^ l e  d - a l g e b r e a  d e  l i e

. Consi aérons maintenant l e  g r o u p e  a d v i n t  du g r o u p e

G 11 fait correspondre à 1 - é l é m e n t  T l a  t r a n s f o r m a t i o n

I V . - i  3

r  __ X X'  =  T X T

. .  a u r  i o s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i  —
C o t t e  t r a n s f o r m a t i o n  r é a l i s é  s u r  J e s

x j n a  é l é m e n t s  A >*• -*•
-, - . ̂  „ y y» a c o r r e s p o n d a n t  a aest e  s i  mai  e s  * -*■ •
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v o i s i n s  do l ’ u n i t é ,  p u i s q u e  î  * on  p e u t  o n c o r o  é c r i r e

X ’ = (T  X T ^ X “ 1 ) X

3 a  t r a n s f o r m a t i o n

x  * = Ta x  J +  x  

o u  e n c o r e  x  s u b i t  l ’ a c c r o i s s e m e n t

x -----> dx =  f a  x j

C e t t u  t r a n s f o r m a t i o n ,  ¿ ’ a p r è s  l e s  p r o p r i é t é »  du c r o c h e t ,  e s t  

l i n é a i r e  e t  p e u t  s ’ é c r i r e

dx  =  A x  

Le t h é o r è m e  d e  J a c o b i

F jvw j u]  =  £ v  (wu] J -  £  w [u u ]J  

m o n t r e  q u e  l a  m a t r i c e  c o r r e s p o n d e n t  a u  c r o c h e t  d e s  é l é m e n t s  

v  e t  w , [ v w ]  e s t  VW -  WŸ . 1 1  e s t  d o n c  n a t u r e l  de

p o s e r

[ ▼  wj =  7  »  -  W 7

M a i s  u n  e n s e m b l e  do m a t r i c e s  d a n s  l e q u e l  o n  g  d é f i n i  l ’ o p é r a ­

t i o n  c r o c h e t  p a r  Wj  == V W — V/ V e s t  comme o n  

l e  v é r i f i e  s a n s  p e i n e ,  u n  d e u x i è m e  e x e m p l e  d ’ e l g è b r e  do L i e .

L ’ a l g è b r e  d e  m a t r i c e a  q u e  n o u s  a v o n s  a i n s i  o b t e n u e  

à 1 ’ a i d e  du g r o u p e  a d j o i n t  e s t  h o m o m o r p h e  t- 1 ’ a l g è b r e  d e s  

t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i t é s i m a l e s  du  g r o u p e  G . E l l e  e s t  a p p e ­

l é e  s a  r e p r é s e n t a t i o n  a d j o i n t e  .

D ’ u n e  f a ç o n  g é n é r a l e ,  on a p p e l l e  r e p  ré  s e n t a t i  o n  

d ’ u n e  a l g è b r e  de  L i e  a b s t r a i t e ,  u n e  a l g è b r e  de  L i e  de  m a t r i c e s



I V . - i . -  5

! ou  o e  t r a n s f o r m a t i o n s  l i n é a i r e s  } q u i  l u i  e s t  h o m o n o r p h o .

La r e p r é s e n t a t i o n  a d j o i n t e  e s t  c e l l e  d o n n é e  p a r  l a  c o r r e s ­

po nd  w;f!»

à  a — ^ A d é f i n i  p a r  d x  =  £ a  x j  =  A x  

3 n  c e  q u i  c o n c e r n e  l e s  a l  m è t r e s  de  l i e  de  m a t r i c e s  

t l  v  a 1 i e u  d e  r e m a r q u e r  q u e  l e  p r o d u i t  de  3 e u x  é l é m e n t s  A 

e t  E a u n  s e n s  p u i s q u e  c ’ e s t  l e  p r o d u i t  d e  d e u x  m a t r i c e s ,  

m a i s  n u e  s i  e n  même t e m p s  q u e  A e t  B,  AB -  BA a p p a r t i e n t  

à 1 ’ a l g è b r e , i l  n ’ e n  e s t  p a s  né  c e s s a i  r e m e n t  de  même du p r o ­

d u i t  AB . s ’ i l  s ’ a g i t  d ’ u n e  r e p r é s e n t a t i o n  e t  s i  AB =  C 

e s t  u n  é l é m e n t  de  l ’ a l g è b r e  . l e s  é l é m e n t s  c d o n t  i l  e s t  

l ’ i m a g e  d a n s  1 ’ h o m o m o r p h i s m e  n e  s o n t  d o n n é s  p a r  a u c u n e  o p é ­

r a t i o n  d é f i n i e  d a n s  l ’ a l g è b r e  a b s t r a i t e  , a u  m o y e n  de  a e t  

b . 34  à u n e  a l g è b r e  d e  m a t r i c e s  d ’ o r d r e  g  , o n  a d j o i n t  l e 8  

p r o d u i t s  d ’ u n  n o m b r e  f i n i  de  s e s  é l é m e n t s  e t  l e u r s  c o m b i n a i ­

s o n s  l i n é a i r e s ,  o n  o b t i e n t  p a r  r a p p o r t  à l a  m u l t i p l i c a t i o n
Z  ■

u n e  a l g è b r e  a s s o c i a t i v e  d ’ o r d r e  au p l u s  é g a l  a g  . (V X 

c o n t i e n t  l ’ a l g è b r e  de  l i e  comme s o u s - e n s e m b l e  e t  e s t  a p p e l é e

a l g è b r e  e n v e l o p p a n t e .

I I .  «. SN0NC5 DBS PROB1SK3S 'yONDAL,ET?TAITZ

E t a n t  d o n n é  u n e  a l g è b r e  d e  l i e  a b s t r a i t e  » n o u s

p o u v o n s  n o u s  p o s e r  à  s o n  s u j e t  :

1 )  l e  p r o b l è m e  de  s a  r é a l i s a t i o n , c ’ e s t - à - d i r e  d e  s a v o i r
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s ’ i l  e x i s t e  u n e  a l g è b r e  de  t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i v - 3 s i m o l e a  

d ’ u n  g r o u p e  c o n t i n u  q u i  l u i  s o i t  i s o m o r p h e  . Le s o l u t i o n  de  

c e  p r o b l è m e  e s t  f o u r n i e  p a r  l e  t r o i s i è m e  t h é o r è m e  de  L i e  e t  

a é t é  d o n n é e  p a r  E h r o s m a n n  *

3 ) 1 e p r o b l è m e  de  l a  r e p  r e a o n t a t i o n , c ’ 6 8 t “ à ~ d i r e  d e  2 s  

d é t e r m i n a t i o n  d e s  a l g è b r e s  de L i e  de  t r a n s f o r m a t i o n s  l i n é a i ­

r e s  h o m o m o r p h e s  à l ’ a l g è b r e  de  L i e  a b s t r a i t e  , i l  s ’ a g i t  e n  

p a r t i c u l i e r  d e  m o n t r e r  q u ’ i l  y  a t o u j o u r s  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  

d i s t i n c t e , c ’ e s t - à - d i r e  u n e  a l g è b r e  d e  m a t r i c e s  i s o m o r p h e  .

Oo p r o b l è m e  s e r a  é t u d i é  p a r  C h e v a l  1 e y  . N o u s  f e r o n s  u s a g e  

c e p e n d a n t  de  l a  r e p r é s e n t e t i o n  a d j o i n t e  q u e  n o u s  a v o n s  r a p  

• g e l ê e  e t  d e  c e r t a i n e a  p r o p r i é t é s  d e s  a l g è b r e s  de  t r a n s f o r m a ­

t i o n s  l i n é a i r e s  q u e  n o u s  é t a b l i r o n s  .

3 ) l e  p r o b l è m e  3 e  l a  M f l a S i f l M t l o n  d e s  a l g è b t a s  d e  L i e

q u i  f e r a  l ' o b j e t  d e  c e t t e  c o n f é r e n c e  e t  d e  l e  s u i v a n t e

N o us  s u p p o s e r o n s  d a n s  c e t t e  c o n f é r e n c e  q u e  l e  c o r p s  

K e s t  a l g é b r i q u e m e n t  f e r m é . ï>e c a a  o ù  i l  n  e n  e s t  p 

s e r a  e n v i s a g é  d a n s  l a  p r o c h a i n e  c o n f é r e n c e  . I l  y  a  l i e u  c e ­

p e n d a n t  d e  s i g n a l e r  d è s  m a i h t e n a n t  q u e  b i e n  d e s  r é s u  a s  

n o u a i s  n o u s  a r r i v e r o n s  s o n t  i n d é p e n d a n t s  de  l a  n a t u r e  

c o r n a  . 1 - h y p o t h è s e  d ' u n  c o r p s  a l g é b r i q u e m e n t  ^  

l ' e x t e n s i o n  du c o r p s  d o n n é  à  u n  c o r p s  a l g é b r i q u e m e n t  f e r m é  

n e  s e r v a n t  q u e  comme m o y e n  d e  d é m o n s t r a t i o n  .
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I I I . -  Dé f i n i  t i  o n s  fc

Une a l g è b r e  de  L i e  e s t  d i t e  a b é l  l e n n e  s i  l e  c r o c h e t  

de d e u x  é l é m e n t s  q u e l c o n q u e s  e s t  n u l ,  d é f i n i t i o n  t o u t e  n a t u ­

r e l l e  p u i s q u e ,  d a n s  un  g r o u p e  de t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n i t é s i m a ­

l e s  , f u  v j  e s t  n u l  d è s  q u e  l e  c o m m u t a t e u r  S T S '  T d e s  

t r a n s f o r m a t i o n s  du g r o u p e  c o n t i n u  d o n t  e l l e s  p r o v i e n n e n t  e s t  

1 » u n i t é ,  c ’ e s t - à - d i r e  d è s  que  3 e t  T s o n t  é c h a n g e a b l e s  . On 

p e u t  e n c o r e  d i r e  q u e  £u ~  [ v  u"J e n t r a î n e  £u v j  — O

d ’ a p r è s  1 * a n t i  symé t r i e  s i  l e  c o r p s  n ’ e a t  p a s  de  c a r a c t é r i s t i ­

q u e  3  .

Uno s o u s - a l  g è b r e  ou  s o u s - g r o u p e  d ’ u n e  a l g è b r e  de  L i e  

0 } e s t  u n  a o u s - e a p a c e  v e c t o r i e l  J  de Cÿ t e l  q u e  l e  c r o c h e t  

do deux  é l é m e n t s  de j? s o i t  e n c o r e  u n  é l é m e n t  d e  f  .

i  o s  t  d i t e  i n v a r i  a n t e  s i  x  £ £  a £ O ÿ  e n ”  

t r a î n e n t  \a x^ £ €  . G1 e s t  1 a n a l o g u e  d u n e  s o u s —a l g è b r e  

i n v a r i a n t e  ( o u  i d é a l  b i l ü t è r e )  d a n s  l a  t h é o r i e  d e s  a l g è b r e s  

a s s o c i a t i v e s . ! ' a n t i d y È i & t r i e  f a i t  q u e .  p o u r  u n e  a l g è b r e  de  L i e ,  

i l  n Ty a p a s  l i e u  de  d i s t i n g u e r  s o u s  a l g è b r e  i n v a r i a n t e  à  

d r o i t e ,  à  g a u c h e  ou  b i l  e t è r e ,  a l o r s  q u e  p o u r  u n e  a l g è b r e  a s ­

s o c i a t i v e  i l  f a u t  d i s t i n g u e r  i d é a u x  à d r o i t e ,  à g a u c h e  e t  b l -  

1 a t è  r e  ,

S o i t  ^  u n  s o u s - g r o u p e  S ' o r d r e  i n v a r i a n t  o u  n o n

d ’ un  g r o u p e  i n f i n i t é s i m a l  Ot d ’ o r d r e  ^  ; o n  p e u t  p r e n d r e  p o u r  

¿H uno b a s o  u  ̂ , . . . u ^  . . .  u ^  d o n t  l e s  p r e m i e r s  é l ô -
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num’ùa constituant une base do t une 'toile base w i  àiia

adaptée.

Quand 't- es-s invariant, 1 11 espace—~pro .lootion /  P.

(cvest—À—dire le groupe facteur en regardant (Æ. et g ira pie—

ment comme des eapaooa ▼ootorlela) eat une algètoe de Lie 

appelée souvent groupe facteur ) en effet s

X1 s  * 2  “ ° d #  

y, 2 y2 mod |
entraînent

f * 1  X ,]  =  {3 * TSJ  m i a g  | |

oo qui permet de définir le crochet dane o 31 le

*■—  ■ — Q —  —  »- a  m  ̂  -îî*-- - -rr— — *%• Q  Wl •*—. < 4  A  ^  ^  « « m  m a  « « m  —  T*- M  —  JB — .
O V  U O ^ V O j^ d w «  *rSnrt2* 1 <■ A ** WLw ^  -wr W V M il "»y Clw

ü
a l o r s  ^

ue  >

^  étant un groupe infinitésimal (ou algèbre de Lie)

le aoua^eapace vectoriel engendré par lea croehets dea

éléments de Cj£ eat un aous-groupe Invariant do appelé

dérivé de o Gn définit de même do proche en proche lea

dérlvéa d:ûn ordre quelconque f (X B (.01  ̂ )* Ç
<f cJ

chacune do coa alg&brea eat Invariante non seulement dana la
— ■ o

précédente mais dana (A 9 «rar si ^  eat un souB-groupe in­

variant de (X » 0 est invariant dana Qi o Soit en effet »

<7 0  <f-
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(_ x y  j  un é l é m e n t  g é n é r a t e u r  q u e l c o n q u e  d e  £  ’ , x  

y  C ï  ©t  s o i t  a C :

j a  \xy]̂  =  -  j x  [ y a ] j  -  *^ y  [ a x ] j  C  j ,  ’

c a r

[ys ]  C |  [a *] C f

E n f i n ,  o n  a p p e l l e  p o l y n o m e  c a r a c t é r i s t i q u e  o u  é q u a ­

t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  d ’ un  é l é m e n t  a d :u n e  a l g è b r e  de  L i e ,  

l e  p o l y n o m e  ou  l ’ é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  d e  l a  m a t r i c e  A 

c o r r e s p o n d a n t  à a d a n s  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  d e  l ' a l g è b r e  de  

L i e

f ( X /  ©) =  f (  A / a )  =  | A E -  a |  =  +Y a *a ) ^

+ ........

On s a i t  q ue  l e  p o l y n o m e  c a r a c t é r i s t i q u e  d ’u n e  m a t r i c e  e s t  

i n v a r i a n t  p a r  l e s  c h a n g e m e n t s  d e  c o o r d o n n é e s  d a n s  l ' e s p a c e  R 

s u r  l e q u e l  e l l e  o p è r e  . S ' i l  s ' a g i t  de  l a  r e p r é s e n t a t i o n  a d ­

j o i n t e ,  l ' é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  s e r a  d i t e  é q a a t i o n  c a r a c -  

t é r i a t 4 q u e  p r o p r e  de  a , e t  e l l e  a A e n  f a c t e u r ,  c a r  o 

p e u t  t o u j o u r s  ê t r e  p r i s  comme v e c t e u r  de  b a s e ,  e t  p u i  3 que  

ĵ a a ]  = 0 , 1 a m a t r i c e  A a a l o r s  u n e  c o l o n n e  de  z é r o s .  

S o i t  /  u n e  s o u s - a l g è b r e  i n v a r i a n t e  d e  d ’ o r ­

d r e  h  e t  s o i t  a un é l é m e n t  d e  K  ; o n  v o i t  i m m é d i a t e m e n t  

e n  f o r m a n t  l a  m a t r i c e  A r e l a t i v e  à  a d a n s  l a  r e p r é s e n t a ­

t i o n  a d j o i n t e  ( c ' e s t —à —d i r e  l a  m a t r i c e  q u i  a p o u r  i - è m e



c o l o n n e  l e s  c o m p o s a n t e s  du v e c t e u r  f a  u^J ) q u e  :

%  < A 1 8> = * e~h ' * ! a)
N o us  f e r o n s  t r è s  s o u v e n t  u s a g e  de c e t t e  p r o p r i é t é  d a n s  l a  

s u i t e  . S i  ^  n ’ é t a i t  p a s  i n v a r i a n t .  t »  d i v i s e r a i  t  e n c o r e  

± . m a i s  o n  n ’ a u r a i t  p l u s  c e t t e  r e l a t i o n  .

S i .  p o u r  t o u t  é l é m e n t  a d e  (Jt * l e  p o l y n o m e  c a r a c ­

t é r i s t i q u e  s e  r é d u i t  à  A » Oÿ  e s t  d i t  n i l p o t e n t  .

N o us  d i r o n s  q u ’ u n e  f o n c t i o n  Cp (x) =  ^  (t  • • • £ * )  

d * un é l é m e n t  x  =  ^  u^ q u e l c o n q u e  d e  Ot  e s t  i n v a r i a n t e  p a r  

l e  g r o u p e  ad . j o i n t  s i  d <p =  0  p o u r  dx *  [ a x ]  q u e l  

q u e  s o i t  a . c ’ e s t —à —d i r e  s i

~à \  L e  * ]  1 =  0

H
P o u r  e x p r i m e r  co m m odé m e nt  c e t t e  i n v a r i a n c e »  q u i  e s t  u n e  p r o ­

p r i é t é  du p r e m i e r  o r d r e ,  o n  p e u t  p o s e r  dx = f a x }̂  ̂

e t  é c r i r e  q u e

Cp ( x + d x )  =  Cp ( x )  mod.  t"-

C e l a  é t a n t  s o i t

X = x + t  Ta  xj
w

l a  m a t r i c e  c o r r e s p o n d a n t  à. x  ■+• dx ; o n  a i

X. (E  +  tA)  = ( B +  tA)  X mod.  t  1/

d ’ où
?

( X E -  X ) (B +  tA)  =  (E +  tA)  ( A B  -  X) ( m o d .  t  ) 
%

I V . - i . -  1 0
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o r

| E +  t  A \ £ 0 mo d t

On a d o n c

| A S  -  X. | s  |X S -  X l mod t 2

d 1 où

f ( X / x + d x )  =  f (  A f x)  m o d . t ?

d o n c  1 o p o l y n o m e  c a r a c t é r i s t i q ue p r o p r e  e s t  u n I n v a r i a n t  du  

g r o  u p e  ad . j o i n t  ( e t  do même c h a c u n  do s e s  c o e ï f i c i  e n t s  ) .

Pa rmi  c e s  i n v a r i a n t s  c e u x  q u i  j o u e r o n t  l e  r o i  q l e

p l u s  i m p o r t a n t  s o n t  :

l a  t r a c e  *UT } = /  aji ^  = l 8 i k l

e t  e n f i n  l a  f o r m e  (ET , somme d e s  c a r r é s  d e s  r a c i n e s  de  

l ' é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e ,  l i é e  e u x  d e u x  a u t r e s  p a r

<r2 = Yi " 3 Va
o

G n e s t  d ’ a i l l e u r s  é g a l e  à l a  t r a c e  (A î .

S i  u n e  f o  ime  ( x } =  ( £ . . .  c /  =  ù 3 .  .{» 7 *

e s t  i n v a r i a n t e  p a r  l e  g r o u p e  a d j o i n t ,  i l  e n  e s t  de  meme de  l a  

f o r m e  mul t i  1 i  né a i  r e  s y m é t r i q u e  a s s o c i é e

,  C~ l a u  a i k  
Tifo = h >
Y  l l £ | a k i  ° k k
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^ r H ,+^ W l+-  + M 1 =°

q u e l  q u e  s o i t  a  d a n s  . O r  c e c i  s ’ é c r i t ,  c h a q u e  t e r n e

é  t a n t  1 i  n é  a i  r e  o n  c h e s u n  d e s  v e c t e u r s  x , y , • • •

if ( \ a x ]  , y . .  . z )  + .  . .  -i- y  ( x  , y , . . .  [a z ]  ) =  O 

O r  p a r  h y p o t h è s e  ( x )  é t a n t  i n v a r i a n t e ,  o n  a  q u e l q u e  s o i t

a  :

U> ( [ a  x i  x .  . . x )  +  . . .  +  C j ? ( x t . „ .  \_exj ) =  0  

e t  i l  e n  e s t  d o  même d e  ifca f o r m e  m u l t i 1 i n é a i r e  a s s o c i é e  .

U n e  t o i l e  f o r m e  i n v a r i a n t e  d o n n e  u n  p r o c é d é  p o u r  d é ­

f i n i r  d e  n o u v e l l e s  s o u s - a l  g è b r e s  i n v a r i a n t e s  d e  0\ à  p a r t i r  

d e  s o u s —a l g è h r o s  i n v a r i a n t e s  U .............t *  •

Xt * e n s e m b l e  d e s  é l é m e n t s  a  £  ^  t e l s  q u e

Ly ( a , y , . . . z )  =  0  q u e l s  q u e  s o i e n t  y  £  . . * . 2 C ^

f o r m e  u n  e s p a c e  l i n é a i r e ,  s o u s - e s p a c e  d o  O t  . S o i t  c  u n  

é l é m e n t  q u e l c o n q u e  d o  (-H ; à  c a u s e  d o  l ’ i n v a r i a n c e  d e  t p  *

k

o n  a :

Y  ( [ c a j  y . . . z )  +  Cp ( a  ^ c y ]  . . . z )  +  Cf ( a y . . .  Ccz0 )

Mai  s
O K J i ...... tc2J cj

3 n  e f f e t  d i r e  q u e  c e t t e  f o r m e  e s t  I n v a r i a n t e  p a r  2 e  g r o u p e  

a d j o i n t  , c f Ô a t  d i r e  q u e

Ò '-e i 1 i- \ a x
L  J +  + *** +  ■a ■>) M *  = °

Y  ( x . y . . . . z î = ' f  ^ . . . ç  ) - E ò 1 -v* 
ì -
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I n é q u a t i o n  p r é c é d e n t e  s o  r é d u i t  d o n c  à  A

tp ( Cc e J y . . . * )  =  0

«jul e x p r i m e  q ue  UOQJ a p p a r t i e n t  ou  s o u s - e n s e m b l e  c o n s i d é r é ;  

c e l u i - c i  e s t  d o n c  u n e  s o u s - a l g è b r e  i n v a r i a n t e  .

S n  p a r t i c u l  i e r ,  l e s  é l é m e n t s o d e  CH  t e l  s  q ue  ( 8 )  = 0  

f o r m e n t  u n e  s o u s —a l g è b r e  i n v a r i a n t e  q u i  c o n t i e n t  l e  g r o u p e  

d é r i v é  c a r ,  l a  m a t r i c e  AB -  BA a u n e  t r a c e  n u l l e  . M a i s  c e  

s o n t  p r i n c i p a l e m e n t  l e s  f o r m e s  e t  6 ^  ( x y )  — t r a c e  XY

q u i  n o u s  s e r o n t  u t i l e s  .

I V . -  G r o u p e s  i n f i n i t é s i m a u x  i n t é g r a b l e s  .

N ou s  sommes m a i n t e n a n t  e n  m e s u r e  d f a b o r d e r  n o t r e  

p r o b l è m e  f o n d a m e n t a l  de  l a  c l a s s i f i c a t i o n  d e s  a l g è b r e s  de  

L i e  . N o u s  l e s  c l a s s e r o n s  d ’ a b o r d  e n  d e u x  g r a n d e s  c l a s s e s  

i n t r o d u i t e s  p a r  L i e  ; l e s  g r o u p e s  I n t é g r a b l e s  e t  l e s  g r o u p e s

n o n  I n t é g r a b l e s  .

On a p p e l l e  i n t é g r a b l e  u n e  a l g è b r e  de L i e  d o n t  l a  

-2-di s u i t e  d e s  d é r i v é e s  s e  t e r m i n e  p a r  z é r o  :

y ? 0) ' !  ^ .........^ ' n> 5 ^ ' n+1> =°

S ’ i l  n ’ e n  e s t  p a s  a i n s i ,  à p a r t i r  d ’ un c e r t a i n  r a n g ,  t o u s  

l e s  d é r i v é s  s o n t  é g a u x  . I l  r é s u l t e  de  l a  d é f i n i t i o n  p r é c é ­

d e n t e  :
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q ue  t o u t e  s o u s - a l g è b r e  d ’ u n e  a l g è b r e  i n t é g r a b l e  e s t  a u s s i  

f n t é g r a b l e  ;

q u e  t o u t  g r o u p e  I n f i n i t é s i m a l  homomorphe à  u n  g r o u p e  i n ­

t é g r a b l e  ( e n  p a r t i c u l i e r  t o u t e  r e p r é s e n t a t i o n  , d i s t i n c t e  o u  

n o n )  e s t  i n t é g r a b l e  ;

q u e  t o u t  g r o u p e  a b é l i e n  e s t  i n t é g r a b l e  «

L e s  g r o u p e s  i n t é g r a b l e s  o n t  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  

q u i  p o u r r a i t  a u s s i  ê t r e  p r i s e  comme d é f i n i t i o n  :

Une a l g è b r e  de  L i e  i n t é g r a b l e  a u n e  s u i t e  de  co m p o ­

s i t i o n  du t y p e  :

 ̂= v  .1
o ù  e s t  d ’ o r d r e  k , - s u i t e  d e  c o m p o s i t i o n  p o u r  l a ­

q u e l l e  l e s  g r o u p e s  f a c t e u r s  s o n t  d ’ o r d r e  1 .  e t  o n t  p a r  s u i t e

l a  s t r u c t u r e  l a  p l u s  s i m p l e  p o s s i b l e  .
i A \

En e f f e t ,  e n t r e  Cj  s u p p o s é  d ’ o r d r e  h + k  e t  

Î+:1 s u p p o s é  d ’ o r d r e  k ,  i n t e r c a l o n s  p a r  e x e m p l e ,  e n  p r e n a n t  

d e s  c o o r d o n n é e s  a d a p t é e s ,  l e s  s o u s —e s p a c e s  :

OJ * 1  ̂ )  ÛJ k + h - 1  )  ............(Jjf k+3 3  Oj, k+1 )  ^1

So i  t  x  (- 

d o n c  OJ k+J

b i e n  une  s u i t e  de  c o m p o s i t i o n  du t y p e  v o u l u  . I n v e r s e m e n t ,  

u n e  a l g è b r e  q u i  a u n e  s u i t e  de c o m p o s i t i o n  du t y p e  ( 1 )  e s t

OflM-J. a £ C ÿ ( 1 ’ • on a : 0 a] eC3 ( l ^ j C fc+i
e s t  s o u s - a l g è b r e  i n v a r i a n t e  d a n s  CH e t  o n  a
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i n t é g r a b l e  c a r  o n  v o i t  i m m é d i a t e m e n t  q ue

^ ’ cc2,-> <»"c 9Ì-1 CC01-* e t o -

é t a n t  i n t é g r â t » ! e , a d m e t  l a  3Ú.1 t e  d e  c o m p o s i t i o n

°i = ....o = 0

Or l e  t h é o r è m e  e s t  v r a i  s i  O f  s e  r é d u i t  à u n e  m a t r i c e  u n i q u e )  

ck e s t  u n e  r a c i n e  de  1 » é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  de  A, r a c i n e  

q u i  e x i s t e  b i e n  p u i s q u e  n o u s  s u p p o s o n s  l e  c o r p s  a l g é b r i q u e ­

m e n t  f e r m é  . C e l a  é t a n t ,  o n  d é m o n t r e  l e  t h é o r è m e  p a r  r é c u r ­

r e n c e  s u r  k .

S o i t  u q un  v e c t e u r  de  R t e l  q u e  ®u o = Uo 

t o u t  B de Oi

P o u r  r e c o n n a î t r e  s i  u n  g r o u p e  i n f i n i t é s i m a l  e s t  i n ~  

t é g r a b l e  ou  n o n ,  o n  p e u t  u t i l i s e r  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  ( t h é o ­

rème de  E n g e l  ) :

La c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  q n f f u s a n t e , p o u r  g u ! un  

g r o u p e  s o i t  i n t é g r â t ) !  e e s t  q u e  s o n  dé r i v é  s o i t  n i l p o t e , n t _ .

P o u r  d é m o n t r e r  c e  t h é o r è m e ,  n o u s  u t i l i s o n s  l e  t h é  

rème de L i e  s u r  l e s  g r o u p e s  i n f i n i t é s i m a u x  i n t é g r a b l  e s  de  

t r a n s f o r m a t i o n s  l i n e  a i r e s  , o p é r a n t  s u r  u n  e s p a c e  R ( à  s a v o i r  

I l  e x i s t e  u n  v e c t e u r  xi n o n  n u l  de R t e l  q u e

Au =  (À u  p o u r  t o u t  A

P o u r  d é m o n t r e r  c e c i ,  on  u t i l i s e  l e  f a i t  q u e  •

‘ï - V % - o - •O
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0 n a  k+1 *  f 3k + l  * •  APPe l o n a  u j  l e s  v e c ­

t e u r s  de  R d é f i n i s  p a r  s

u 2 — B k+lu o • ^3 = ®k+2 U1 • • •••

n é t a n t  l a  d i m e n s i o n  d e  R,  11 y  a  n  c e s  v e c t e u r s

q u i  s o n t  i n d é p e n d a n t s  e t  X  s e u l e m e n t  ; o n  a d o n c  

(j? ( B ^ . n )  u Q =  0  o ù  Cp e s t  un  p o l y n o m e ' d e  d e g r é  X  .

L ’ e s p a c e  R ^  =  ( u Q , U3 , . . . . . u  ^ _;j } e s t  i n v a r i a n t  p a r  ^Jfk+1 • 

I l  e s t  e n  e f f e t  i n v a r i a n t  p a r  B, . J e  d i s  q u ’ i l  l ’ e s t  a u s -
¿+J

s i  p a r  Bn  e f f e t ,  s o i t  B (L CH ^ ; o n  a :

B ’u o =  ft u o

B U1 = B Bk+1 u o ' = [ B Bk+1 ]  u o + Bk+J B u o

=  Z3 ’ u 0 +  Z3 u 3

c a r  B T =  £b  j e s t  u n  é l é m e n t  de  (X ^ p u i s q u e  c e l u i

c i  e s t  s o u s —g r o u p e  i n v a r i a n t  de  ÇA  ; d ’ u n e  f a ç o n  g é n é r a —

le si on a «i; X +• Y% a, t> ^ A  ^

B u .+3 = B Bfc+3 Uj = B’uJ + Bk+1B u. =

==ï ; U0 + V i Ul  +  —  + * 1-1 u i - l + ^ i u i +

+  V i 1̂ “4'* • • *+ Y i - i u i  +  P u i + i

■" ^ o u o +  5 1U 1 + V-'-+  ^ i U l +  I3 u i+l
C . Q . F . D
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On a de  p 3 u s  .  d a n s  R  ̂ ,  t r a c e  B «  J Q î  . O r ,  p o u r  t o u t e

m a t r i c e  B de  CA  ^ s e  p r é s e n t a n t  s o u s  l a  f o r m e  d ’ u n  c r o -

c h e t  de  d e u x  m a t r i c e s  l a i s s a n t  R ^  i n v a r i a n t ,  l e  t r a c e  d e  B

/ » *e s t  n u l l e  d a n s  R , e t  o n  a ^  f 

On a d o n c  :

B u Q =  p  u Q 

B u ,  =  u»

S u p p o s o n s  q u e

B " j  =  ji u ,

On a :

B u 1+J =  [B  E fc+1]  Uj  +  Bk + ,  B u ,  =  fi u 1+J

Donc t o u t  v e c t e u r  d e  R e s t  i n v a r i a n t  p a r  t o u t e  t r a n s f o n n a ~
A

t i o n  de  O t  M o n t r o n s  m a i n t e n a n t  q u e  p a r m i  c e s  v e c t e u r s .  
--------  t  k
o n  p e u t  e n  t r o u v e r  au m o i n s  u n  i n v a r i a n t  p a r  t d o n c

p a r  OJ, , *3n  e f f e t ,

4> (E, t ) u  = 0  
T X k+1 ’ o

S o i t

( X )  = ( X - oî.) Ci> ( A )

tn _ ( a ,  ,  ) u  e s t  un  v e c t e u r  u  n o n  n u l  d e  R » e t  o n  a 
y-X*-l k+1 o a

S, _ u  =  **. ü  C . Q . F . D .
k+J
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I l  y  e  d o n c  d a n s  R o u  m o i n s  u n  v e c t e u r  u  n o n  n u l  t o i  quo  

A u  *  ai u  .

31 A e s t  u n  é l é m e n t  d e  ¿H * o n  s  é v i d e m m e n t  Au =  0  •

C h o i s i s s o n s  a l o r s  p o u r  R u n o  h a s e  a d a p t é e  do l a  f a ç o n  

s u i v a n t e  :

P o u r  tu p r e n o n s  l a  v e c t e u r  u  d o n t  l a  l i g n e  d * a c t i o n  e s t

i n v a r i a n t e  p a r  t o u t e s  l e s  t r a n s f o r m a  t i  o n s  de  . A p p l i q u o n a

a l o r s  l e  t h é o r è m e  de  L i e  au g r o u p e  d e  t r a n s f o i K a t i o n s  Cl o p é ­

r a n t  11 né  a i  r e  .rie n t  d a n s  l ’ e s p a c e  p r o t e c t i o n  R / u  , 11 e x i s t e

u  ( u  £  0  ( m o d . u ,  ) )  t e l  q u e  A u =  o( u  ( m o d . u  ) ;
Z  2 ' 1 3  s  ¿s ■*

p r e n o n s  u_ comme d e u x i è m e  v e c t e u r  de  h a s e ,  e t c . . . .  On v o l t  

a i n s i  o ne  p a r  u n  c h o i ' -- c o n v e n a b l e  d e s  c o o r d o n n é e s  d a n s  R , 

t o u t e s  l e s  m a t r i c e s  de  p e u v e n t  ê t r e  a m e n é e s  s i m u l t a n é ­

m e n t  à  l a  f o r m e  :

[ Ifl “3n\
A =  |  ‘ . 1 |  

\ ■ I
\ o <xn /

o ù  1 e s  c< . s o n t  d e s  f o n c t i o n s  l i n é a i r e s  e t  h om og è n e s  d e a   ̂ ,
3 ' . ' , , , . vl.

c o o r d o n n é e s  c o u t r a v a r i a n t e s  d Tu n e  m a t r i c e  g é n é r a l e  A — r
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On a p p e l l e  p o i d s  p o u r  u n  g r o u p e  de  t r a n s f o r m a t i o n s  l i n é a i r e s  

u n e  f o r m e  l i n é a i r e  d e s   ̂ , i \  » t e l l e  q u f i l  e x i s t e  d a n s  R 

u n  v e c t e u r  u  ^  0  p o u r  l e q u e l

A u  =  A. u

Le  t h é o r è m e  de  L i e  é t a b l i t  d o n c  p o u r  u n  g r o u p e  I n t é g r a  b l  e  

l ’ e x i s t e n c e  d ' u n  p o i d s  A  j  «  ^  j  * r a c i n e  d e  l ’ é q u a t i o n  

c a r a c t é r i s t i q u e  .

L ’ a p o l  l c a t i  o n  q u e  n o u s  v e n o n s  de  f a i r e  du  t h é o r è m e  de  L i e  

d o n n e  u n e  s u i  t e  d e  n  p o l  d s  A  ̂ =  j  • 3 °̂ 3 ............  r e l  s

t i  f s  à  e t  a u x  e s p a c e s  R . (u-jug )

l e s  ci j s o n t  t o u s  n u l s  p o u r  A d a n s  c o n s é q u e n t  l ’ é ­

q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  d e s  é l é m e n t s  du g r o u p e  d é r i v é —d ’ un—

g r o u p e  l n t é g r a b l e  e s t  A___ = 0 .
A p p l i q u o n s  c e c i  à  l a  r e p r é s e n t a t i o n  a d j o i n t e  d ’ u n

g r o u p e  i n f i n i t é s i m a l  a b s t r a i t :  l ’ é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e

p r o p r e  d ’ un é l é m e n t  de  0 ±  ’ c o n s i d é r é  comme é l é m e h t  d e  Cÿ e s t

CL
f  { A  / u )  =  A , m a i s  Ut ’ é t a n t  s o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t

de  Ü1 * o n  a v u  q u e  f  „  ( X / u ) =  A ®  ̂ A / u )  j

o ù  f  r e s t  l e  p o l  y  nome c a r a c t é r i s t i q u e  de si d a n s  Oj, T •
0 jë t *

Qn a d o n c  f  t =  X * p e t  1 a co nd i  t  i o n  de E n g e l  e s t  n© —
1
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c e a s a l r e  # I l  r e s t e  fe m o n t r e r  q u ’ e l l e  e s t  s u f f i s a n t e  ,  I l  

e u f f i t  p o u r  c e l a  de m o n t r e r  q u ’ u n e  a l g è b r e  n i l p o t e n t e  e s t  

i  n t é g r a b l  e  ,  c a r  s i  l e  d é r i v é  d ’ u n e  a l g è b r e  e s t  l n t é g r a b l e ,

11 e n  e s t  é v i d e m m e n t  de  même d e  l ’ a l g è b r e  e l l e —même .
«

S o i t  O i t e l  q u e  f  ( A / a )  = A p o u r  t o u t

a (  CJA. .  M o n t r o n s  q u ’ o n  p e u t  c o n s t r u i r e  p o u r  Oj- u n e  s u i t e  

d e c o m p o s i t i o n ,  d o n t  t o u s  l e s  g r o u p e s  f a c t e u r s  s o n t  d ’ o r d r e  1 « 

P r e n o n s  u n e  s o u s - a l g è b r e  q u e l c o n q u e  < 9 :  a e  ° i  à  u n e  d i m e n ­

s i o n  ; e l l e  e s t  l n t é g r a b l e  p u i s q u ’ a b é l i e n n e , e t  n i l p o t e n t e  

comme t o u t  s o u s —g r o u p e  d ’u n  g r o u p e  n i l p o t e n t  ; o n  p e u t  c o n t l — 

n u e r  l a  c o n s t r u c t i o n  g r â c e  a u x  d e u x  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  s 

I .  — S o i t  ^  u n  s o u s - g r o u p e  i n t é g r a b l e  d ’ o r d r e  h  de  CM ;

o n  p e u t  t r o u v e r  u n  s o u s —g r o u p e  ÿ  d ’ o r d r e  h+1______ d e  ÇJV.

c o n t e n a n t  ÿ  ^  3  %  *  J  J  .

En e f f e t ,  à  t o u t  é l é m e n t  b  CL v c o r r e s p o n d  AoflB  » 

l a  r e p r é s e n t a t i o n  a d j o i n t e  u n e  m a t r i c e  B l a i s s a n t  i n v a r i a n t  

l ’ e s p a c e  ^ e t  é g a l e m e n t  l ’ e s p a c e  f a c t e u r  'Sj u  • S n  

a p p l i q u a n t  l e  t h é o r è m e  de L i e  à c e t  e s p a c e ,  o n  v o i t  q u ’ i l  

e x i s t e  u n  v e c t e u r  u  ^  0 ( m o d .  I  ) t e l  q u e  Bu = Jl u  

( mo d .  £  ) n o u r  t o u t  B c o r r e s p o n d a n t  à  b  - m( P a r  s u i t e  , 

r = < /  , u )  e s t  l e  g r o u p e  c h e r c h é  .

On p e u t  d o n c  c o n s t r u i r e  Q L  ^ . 31 o n  m o n t r e  q u e

Oi  - e s t  i n v a r i a n t  d a n s  CH  , Oi. s e r a  i n t é g r a b l e  e t<J 1 é 2  0 2
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r
»  v e e o a n e n e e r  * c e t t e  I n v a r i a n c e  r é a u l t e  de  1 a p r o p r i é t é

I I * -  Tou t e  s o u s - a l  gèTore ^   ̂ d ’ u n e  a l g è b r e  n i p p t e n t e  (A.̂

 ̂ f' • . 
e a t  i n v a r i a n t e  . On a Oi —  (^L r_ - ,»u} » u  %  0 mod.Of^d % /y
I l  a ’ a g i t  de m o n t r e r  q u e  L^U ^ ^ ^ - 1  P o u r  "b 0 \  ; 

p u i s q u e  Oj, e s t  u n e  a l g è b r e  , =  p  u  mo(  ̂ ^ - 1  * ma i a

a l o r s  ( \ -  A ) e a t  u n  f a c t e u r  de l ’ é q u a t i o n  c a r a c t é r l a t i q u e  

p r o p r e  de  b e t  p u i 8 q u e  Ç A  -  e a t  n i l p o t e n t  o n  a —  0 ,

A i n s i  d o n c ,  a i  t o u s  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  l ’é q u a t i o n  

c a r a c t é r i s t i q u e  s o n t  n u l s  p o u r  l e s  é l é m e n t s  du g r o u p e  d é r i v é ,  

l e  g r o u p e  e a t  i n t é g r a b l e  , M _ C a r t a n  a d o nn é  u n  c r i t è r e  r e m a r ­

q u a b l e  q u i  e s t  l e  a u i v a n t  :

La c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i  a a n  t e  p o u r  q u ’ u n  

g r o u p e  s o i t  i n t é g r n b t e  e s t  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  (®) de

1 ’ é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  s o i t  n u l  p o u r  l e s  é l é m e n t a  du g r o u ­

p e  dé r i v é , o u  e n c o r e ,  c e  q u i  r e v i e n t  au même p u i s q u e  Aj/  ̂

e s t  n u l  p o u r  l e s  é l é m e n t a  du g r o u p e  d é r i v é ,  q u e  l a  f o r m e  6"
B

a o i t  n u l l e  .

La c o n d i t i o n  e a t  né c e s a a  I r e  d ’ a p r è s  l e  t h é o r è m e  d ’ B n -

g e l .

P o u r d é m o n t r e r  q u ’ e l l e  e s t  s u f f i s a n t e ,  n o u s  d e v o n s  

au p r é a l a b l e  i n t r o d u i r e  u n e  d é c o m p o s i t i o n  de l ’ e s p a c e  v e c t o ­

r i e l  de  l ’ a l g è b r e  C m  e n  s o u s - e s p a c e a , q u i  e a t  f o n d a m e n t a l e  .
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P o u r  c e l e ,  r e v e n o n s  d ’ a h o r d  eu  c a s  d ’ u n e  m a t r i c e  

u n i q u e  A  d ’ é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e

f  ( X / a )  =  ( A * ) • • • •  Í A dLç)

o p é r a n t  s u r  un  e s p a c e  R . A c h a q u e  r a c i n e  d o r d r e  h j  

o n  p e u t  f a i r e  c o r r e s p o n d r e  d a n s  R u n  v e c t e u r  Uj i n v a r i e n t  

p a r  A . D ans  l ’ e s p a c e  R /  ^  l ’ é q u a t i o n  c a r e c t é  r i  s t i q u e  

do A e a t  U - o f , ) 11! - 1 . . . .  ( X - o < t ) h t  e t  à  l a  r a c i n e  r f ,

c o r r e s p o n d  e n c o r e  un  v e c t e u r  I n v a r i a n t  p a r  A , c e a t  &-  

d i r e  dana R I n v a r i a n t  m o d . ^  . e t  o n  o b t i e n t  a l n a l  d e a  v e c ­

t e u r »  u , ....................u h j  o u i  dé f l n l a a e n t  un  a o u s - e s p a c e  Ra

i n v a r i a n t  p a r  A .  On a 1  » ,  =  <* u 3 . o u  (A - o t j )  u 3 =  0 i

A u 2  =  0 ( î u2 +  f i

d* où

(A - o ^ ) 2 ^  =  0  

o t  d ’ u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e

(A -  Uj = 0

o t  p o u r  t o u t  v e c t e u r  de  R  ̂ , o n  a i

(A = O

On o b t i e n t  p a r  c e  p r o c é d é  uno d é c o m p o s i t i o n  de R

-d p i n v e r i e n t a  p e r  A .  C e s  e s p a c e se n  s o u s - e s p a c e s  R  ̂ » Rg . . . . .  1 av  °  **
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n ’ o n t  a u c u n  é l é m e n t  commun n o n  n u l  e t ,  l a  somme de l e u r s  d i ­

m e n s i o n s  é t a n t  l a  d i m e n s i o n  de R, on  s  :

R =  R3 ©  R3  ©  ............ 0  Rt

De p l u s ,  l a  m a t r i c e  A s e  m e t  s o u s  l a  f o i t n e  :

j:w X 0
i i )  -  i * V  .

0 '<*1

x
’ p  * 2  

o ' H t “ x

31 e n  e f f e t  c e s  e s p a c e s  n ’ é t a i e n t  p a s  i n d é p e n d a n t s ,  

o n  a u r a i t  u ne  r e l a t i o n  de  l a  f o r m e

( 1 )  + x 3  +  • • • +  x t  = 0 

a v e c  d e s  x* n o n  t o u s  n u l s  , M s i s  l a  d é c o m p o s i t i o n

3 $  h n ( A \  h  J  ^ î
. .................=  -------- i-------------  +  . . . .  4- —----i ---------
f  ( X/A)  ( * - * 3 ) h3 ( X -  Qit ) h t  '

OÙ e s t  3 e  d e g r é  m o i n d r e  que  h j  e t  p r e m i e r  a v e c  [ X  — «Îj )

c o n d u i t  à l ’ i d e n t i t é

i - «fk,<*> + •••• + <ph <A > '
1 t
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e t

E x j  = x j  =  h  ( A) ao p u i s q u e  ( f h j t A )  * k  = 0 

p o u r  k ^  1

A l o r s  e n  t r a n s f o r m a n t  p a r  S3 h* (A) 3 ' I d e n t i t é  ( 3 )  o n  a î

x  j = 0

e t  on  m o n t r e  a i n s i  q u e  t o u s  3 e s  x j  s o n t  n u 3 s  .

J3n o u t r e , l a  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  

p o u r  q u ’ u n  v e c t e u r  x  de  R a p p a r t i  e n n e  au  s o u t i - G . 'p a o e  R^ e s t
TJ

q u Ti l  e x i s t e  u n  e n t i e r  R t e l  qu e  ( A -  ) x  = 0 .

C e t t e  c o n d i t i o n  e s t  n é c e s s a i r e  . comme n o u s  l ’ a v o n s

v u  , a v e c  N — h.  .

E l l e  e s t  s u f f i s a n t e ,  p o u r  N q u e l c o n q u e .  En  e f f e t ,

s u p p o s o n s  que

x =  x^ ■+■ . . .  +  x fc + . . .  +

On a p a r  h y p o t h è s o

(A x =  0  = (A x 3 + • • •  + “ °*k) +
»N. . . . + ( A -  04 kî * t

o ù  (|? h ,  ( ^  Qm*  d i v i s i b l e  p a r

( A  -  - 1 »h * . . .  )h l - ’
. h  4~

. . . (  A -<* t ) t

e t  e s t  p r e m i e r  à  ( À “ * d ’ o ù

E = <fh j U )  +  . . .  + < p h t U )
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= xi  *1 x{ C R;

e t  comme l e s  e s p a c e s  R.. s o n t  I n d é p e n d a n t s ,  on  a î

N
(A -  fc) x j  = 0  p o u r  1=1 * t  .

Je  d i s  q u Ti l  e n  r é s u l t e  Xj =  0 p o u r  1 fi k. . En e f f e t ,

( \  -  ci ) N e t  Ci? ( A ) é t a n t  p r e m i e r s  e n t r e  e u x ,  o n  a 
k \  n k

u ne  i d e n t i t é  de l a  f o i m e  :

P (A)  (A -  a i fc) N +  Q ( A) Cph  (A) =  3

Ces  s o u s - e s p a c e s  s o n t  i n v a r i a n t s  p a r  l a  m a t r i c e  A , m a i s  ce

P o u r  1 ^ k o n  a Cp h  (A) Xj = 0 , e t  q u e l q u e  s o i t  1 :

(A - Qi ̂  )Nxj = 0 

d * où
x ,  =  0  p o u r  1 f  k

OiQiT.B.

N o u s  a l l o n s  a p p l i q u e r  ce  q u i  p r é c è d e  à n o t r e  a l g è b r e  

de L i e  aba t r a i t e  „ Nous  a l l o n s  c o n s i d é r e r  u n  é l é m e n t  a p a r ­

t i c u l i e r  ; i l  l u i  c o r r e s p o n d  d a n s  l a  r e p r é s e n t a t i o n  a d j o i n t e  

u n e  m a t r i c e  A o p é r a n t  s u r  1 o g r o u p e  i n f i n i t é s i m a l  l u i - m ê m e  

comme e s p a c e  R e t  n o u s  d é c o m p o s o n s  a i n s i  Ot. p a r  r a p p o r t  à  a 

en  somme d i r e c t e  de  s o u s - e s p a c e s  s a n s  é l é m e n t s  communs :

‘ î  - H  ' f a j  I
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n e  s o n t  p a s  en  g é n é r a l  d e s  s o u s - g r o u p e s  ; l a  m a t r i c e  A s e  

m e t  s o u s  l a  f o r m e  ( i )  .

N ous  a v o n s  d é j à  d i t  que  l ’é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  

p r o p r e  d ’u n  é l é m e n t  do a v a i t  A e n  f a c t e u r ,  d o n c  a d m e t  l a  

r a c i n e  0 . a u t r e  p a r t ,  p o u r  un é l é m e n t  q u e l c o n q u e  a =  £ Uj  

d e CH, , l e s  r a c i n e s  de l ’ é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  s o n t  d e s

f o n c t i o n s  a l g é b r i q u e s  de ^ ...........  £ . Parmi  l e s  Cy r a c i n e s

d e  l ’ é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e ,  s u p p o s o n s  q u ’ i l  y  e n  a i t  d 

I d e n  t i  q u e s i e n t  n u l l e s  , i d e n t i q u e m e n t  é g a l e s  à  ^ )

........... i d e n t i q u e m e n t  é g a l e s  a  £ ) . P o u r  d e s  v a ­

l e u r s  p a r t i c u l i è r e s  de a , i l  p e u t  a r r i v e r  q ue  d e s  r a c i n e s  ntm  

i d e n t .1 q u e m e n t  é g a l e s  d e v i e n n e n t  é g a l e s  , ou  que  d e s  r a c i n e s  

s u p p l é m e n t a i r e ?  s ’ a n n u l e n t  . M a i¿5 s i  n o u s  p r e n o n s  p o u r  a 

u n  é l é m e n t  ,Tg é n é r a l ” , c ’ e s t —à —d i r e  t e l  q u ’ i l  n ’ e n  s o i t  p s s  

a i n s i ,  l a  d é c o m p o s i t i o n  de  Cjy a i n s i  o b t e n u e ,  s e r a  l a  p l u s  

f i n e  p o s s i b l e  .

S o i  t

Ojr = Oj, „ + o j,^  + . . .  + a j - t

Nous  a l l o n s  é t u d i e r  c e t t e  d é c o m p o s i t i o n  e t  p o u r  c e l a  u t i l i s e r

l a  p r o p r i é t é  f o n d a m e n t a l e  s u i v a n t e  :

S i  at C Of  , x  i Çm , a l  o r s  :
—  « v ^ ip
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( =0  S 1 d. +  fit — y  n ’ e s t  p a s  r a c i n e
UC X 1  )
La.  p } f  f s i  Y  e s t  r a c i n e  .

I  c  — -------------------------

ï a  r e l a t i o n  do j a c o ' o i  p e r m e t  e n  e f f e t  d ’ é c r i r e  :

[s VJ = Ht + [ca X«1 x/î]
o u

A [x a xpl = [x*  -A x (iJ + [A x * ’x p]

d f o ù

u  ‘ (H x|i] = Lx- *u_ li ,x p] + [ (A_ °t)x=< •xiî)
e t  en  a p p l i q u a n t  à  p l u s i e u r s  r e p r i s e s  c e t t e  f o r m u l e ,  o n  a 

d ’u n e  f a ç o n  g é n é r a l e  :

(A-^)N [x ^ x, j = \_ CjJ ]^(A-cA)rxcX f(A-|3)N rx

S i  donc on p r e n d

*  =  h a  + h |î  -  1

l ’ un d e s  d e u x  v e c t e u r s  d o s  c r o c h e t s  du s e c o n d  membre e s t  t o u ­

j o u r s  n u l ,  e t  o n  a ;

(A  -  V  > |  ; î | § J |  =  0

q u i  e s t ,  coaiae nous l’avons v u ,  l a  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  

s u f f i s a n t e  , s i  y  e ô t  r a c i n e ,  p o u r  que  j ^ x ^ x ^ J  a p p a r t i e n ­

n e  à  H Y .
I

S i  Y n ’ e s t  p a s  r a c i n e ,  11 n ’ y  a p a s  de v e c t e u r
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u fi 0 t e l  q ue  (A -  j )  u  =  0 # I l  o n  r é s u l t e  s a n s  p o S n e  que

[x * x rt3 = 0 •r

De c e t t e  p r o p r i é t é  f o n d  n m e n ta l  e r é s u l t e  q u e  :

1 ° ) e s t  s o u s - a l  frèb r e  do Ojr , d ’ a i l l e u r s  n o n  i n v a r i ­

a n t e  .

Z ° ) 1 e s  (jj, n e  s o n t  d e s  s o u  s-»al g è b r e s  nue  a l  3  o( n ’ e s t

p a s  r a c i n e , m a i s  q u e  c e  s o n t  d e s  s o u s - e s p a c e s  i n v a r i a n t s  no n

s e u l e m e n t  p a r  a_ m a i s  p a r  t o u s  l e s  é l é m e n t s  de .

( a e s t  é v i d e m m e n t  u n  é l é m e n t  de  (jt Q p u i s q u e  Ĵ a a j  =  As =  0 )

Au c o n t r a i r e ,  d ’ a p r è s  l a  p r o p r i é t é  f o n d a m e n t a l  e ; l e s  ma t r i  c e a

r e l a t i v e s  aux é l é m e n t s  de , o( j fi 0 , n ’ o n t  que  d e s  z é r o s

d a n s  l e s  c a r r é s  s i t u é s  s u r  l a  d i a g o n a l e  p r i n c i p a l e  ,

En c e  o u i  c o n c e r n e  (JL , c ’ e s t  dé p l u s  un  s o u s - g r o u -
9 °

po i n t é g r â t !  e , c a r  on  v o i t  s a n s  p e i n e  q u ’ i l  e s t  n i l p o t e n t  .

M a i s  a l o r s ,  n o u s  a v o n s  d a n s  c h a q u e  e s p a c e  u n e

u ne  r e p r é s e n t a t i  on  du g r o u p e  i n t é g r a b l  e 0 ^  f a i s a n t  c o r r e s -

Donc t o u t e s  l e s  m a t r i c e s  A c o r r e s p o n d a n t  a u x  é l é m e n t s  de OL 

s o n t  de 3ia f o r m e  î
f j 

jlL
X 0

A —  * — ■ü - S

0 ' p T
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p o n d r e  à c h a q u e  é l é m e n t  do O t  q  Ja  m a t r i c e  c a r r é e  do A 

o p é r a n t  d a n s  . On p e u t  d o n c  c h o i s i r  u n e  b a s e  d a n s  (jy

t o i l e  que  p o u r  t o u s  l e s  é l é m e n t s  a do OX  Q l e s  m a t r i c e s  A 

c o r r e s p o n d a n t e s  a i e n t  l a  f c n n o  :

o X 0
o

o o i _______
1*3 x 

<*i
A = o 3 ^

V
%

' ' ôç— ri

l e s  é l é m e n t s  de  l a  d i a g o n a l e  p r i n c i p a l e  de c h a q u e  m a t r i c e  

c a r r é e  é t a n t  é g a u x  s a n s  q u o i  l a  d é c o m p o s i t i o n  ne  s e r a i t  p a s  

l a  p l u s  f i n e  p o s s i b l e  , e t  l e s  c* s o n t  d e s  f o i m e s  l i n é a i r e s  

e t  h o m o g è n e s  p a r  r a p p o r t  aux c o o r d o n n é e s  c o n t r a v a r i  a n t e s  £   ̂

. . . .  ^  d e s  é l é m e n t s  do : c e  s o n t  l e s  p o i d s  p o u r  l e

g r o u p e  i n t é g r a b l e  (JQ, Q d a n s  l a  r e p r é s e n t a t i o n  a d j o i n t e  .

R e v e n o n s  aux é l é m e n t s  de q q u i  d o n n e n t  t o u s  l a  

môme d é c o m p o s i t i o n  de 0 | ,  e n  s o u s —e s p a c e s  , m a i s  l e s  v e l o u r s  

numé r i tq ue s  d o s  r a c i n e s  c o r r e s p o n d  t i n t  à  c h a c u n  de  c e s  s o u s — 

e n s e m b l e s  s o n t  d i f f é r e n t e s  d ' u n  é l é m e n t  à  1 T a u t r e  . On a e n  

p a r t i c u l i e r  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  :
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P o u r  l e a  é l é m e n t s  C do q u i  s o n t  de l a  fo i roe

l e a  v a i e u r a  ^  1 .............. Y t  d e s  r a c i n e s

. . . .  cJL̂ ( ^  ) s o n t  t o u t e s  s u r  l a d r o i t e  du p l S n  com­

p l e x e  j o i g n a n t  0 à  J j ,

En e f f e t ,  s o i t  \ 1 ’ u n e  q u e l c o n q u e  d e s  r a c i n e s
0 3

r e l a t i v e s  à  C a u t r e  que S u p p o s o n s  que

m Îi *••••* Yj- Vi • Yj+ ..* lfj+ n ̂i

s o i e n t  r a c i n e s  {m , n  e n t i e r s  — 0 )  , m a i s  q u e  ï r (m+1) ï i  

e t  ]  <+ ( n-t-1 ))j n e  l e  s o i e n t  p a s  . A l o r s  l e  s o u s - e s p a c e  de

Sf ! *1+--+ *̂3 + -- +C3̂ +n *i = tyi e8t
i n v a r i a n t  p a r  C, é l é m e n t  de Qj Q , e t ,  d a n s  c e t  e s p a c e  :

t r a c e  C =  h y ^ ( V - m f  ) +  . .  , + h y  f  + .  .  . + h y (  ï  + “ V )
*3 ai 3 i 3 *3 i *

=  p  K.i +  «  V i

M a i s  c  é t a n t  de 1 a f o r m e  * o n  a <*

e t  p u i s q u e  j  -  (m+l )  e t  '¡fj +  (n-t-1) j j n e  s o n t  p a s

r a c i n e s ,  l e s  m a t r i c e s  X . e t  X _ ^  l a i s s e n t  i n v a r i a n t  l e  

s o u s - e s p a c e  Oj  ̂ e t  l a  t r a c e  de C d a n s  c e  s o u s - e s p a c e  e s t
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n u l  l u  .  On a d o n c  t

V « -  -À- If• 3 p *•
«♦Q.F.D.

Le même r a i s o n n e m e n t  n o n t r *  ^ u e  t o u t e s  l e s  r a c i n e s  

t  1 ------  Y t  r e l a t i v e a  aux  é l é m e n t a  de Çjÿ Q a i  t u é  a d a n s

C»i * s o n t  n u l l e a  .

/  °
Noua sommes  m a i n t e n a n t  e n  m e a u r e  de  d é m o n t r e r  l e  

c r i t è r e  de  C a r t a n  .

Noua s u p p o s o n s  q u e  p o u r  t o u t  é l é m e n t  c # de f

o n  a i t  (T ( c f ) = 0  . P o u r  t o u t  é l é m e n t  de  f de  l a  f o r ­

me fx  . x _  «j 1 t l e a  r a c i n e s  é t a n t  a u r  u n e  même d r o i t e
L <*i i 1

e t  a y a n t  l a  somme de  l e u r s  c a r r é 8 n u l l e ,  s o n t  n u l l e a  . De l à  

r é a u l t e  q u e  p o u r  t o u t  é l é m e n t  de l ’ i n t e r s e c t i o n  

l e s  r a c i n e s  s o n t  i d e n t i q u e m e n t  n u l l e s  .

S i  a l o r s  o n  a v a i t  -  y  , t o u t e s  l e s  r a c i n e s

r e l a t i v e a  à  t o u 8  l e a  é l é m e n t a  de CX, Q a e r a i e n t  n u l l e s  ; o n  

a u r a i t  ^  =  (J^ , (JA, T =  ( X  t d ' o n  c o n t r a d i c t i o n

p u i s q u e  CA Q e s t  i n t é g r a b l e  . On a d o n c  T d  Oj^ e t

on  r e c o m m e n c e  l e  r a i s o n n e m e n t  s u r  CX, * , c a r  G~ ( a )  é t a n t  

n u l l e  d a n s  o n  a <3 T( a)  = 0  d a n s  C M f .



IV. - i . -  32

U  a * a g i t  m a i n t e n a n t  4 #£ t u d i e r  l e s  a l g è b r e a  n o n  i n ­

t é g r a b l e  a .

P arm i  l e s  a l g è b r e s  n o n  i n t é g r a b l e s ,  l e s  a l g è b r e a  

s i m p l e s  e t  s e m i —s i m p l e s  j o u e n t  u n  r ô l e  p a r t i c u l i e r  .

Une  a l g è b r e  de  L i e  e s t  d i t e  s  impi  e  s i  e l l e  n ’ a d m e t  

p a s  d e  s o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t  a u t r e  q u ’ e l l e - m ê m e  e t  z é r o  . 

l e  d é r i v é  ’ d ’u n e  a l g è b r e  s i m p l e  e s t  d o n c  é g a l  à  O i  ,

c a r  s i  (Ji ’ é t a i t  n u l ,  (j£ s e r a i t  a b é l i e n  ; o r ,  t o u t  s o u s - e s ­

p a c e  d é u n  g r o u p e  a b é l i e n  e n  e a t  s o u a —g r o u p e  i n v a r i a n t  . Un 

g r o u p e  a b é l i e n  n e  p e u t  d o n c  ê t r e  s i m p l e  q u e  s ’ i l  e a t  d ’ o r d r e

1 , e t  i l  e a t  a l o r a  i n t é g r a b l e  , N o u s  e x c l u r o n s  t o u j o u r s  c e  

c a s  l o r a q u e  n o u a  p a r l e r o n a  de  g r o u p e a  a i m p l e a  «

Une a l g è b r e  e a t  d i t e  s e m i - s i m p l e  s i  e l l e  n ’ a d m e t  p a s  

de  s o u s —g r o u p e  i n v a r i a n t  i n t é g r a b l e  a u t r e  q ue  z é r o  . Une  a l ­

g è b r e  s i m p l e  e s t  a f o r t i o r i  a o m i —s i m p l e  , l a  s e u l e  e x c e p t i o n  

e a t  p r é c i s é m e n t  l e  c a s  e x c l u  du g r o u p e  a b é l i e n  d ’ o r d r e  1 q u i  

e s t  s i m p l e  s a n s  ê t r e  s o m i - s i m p l e  .

Un g r o u p e  i n f i n i  t é s 3mal  s o m i - s i m p l e  n ’ a d m e t  p a s  de  

a o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t  a b é l i e n  a u t r e  que z é r o , e t  c e t t e  p r o p r i é ­

t é  p o u r r a i t  ê t r e  p r i s e  comme d é f i n i t i o n  d e s  g r o u p e s  s e m i - s i m — 

p l  e s  .

Un g r o u p e  (Ji. n o n  i n t é g r a b l e  e t  n o n  s e m i - s i m p l e  a d m e t

V
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au  m o i n s  u n  s o u a - g r o u p a  I n v a r i a n t  I n t é g r a b l e  .  S o i t  \   ̂ un  

t e l  a o u a - g r o u p e  , 3 1  jr e s W t i u t r ®  a o u a - g r o u p o  i n v a r i a n t  i n -  

t é g r a b l e ,  o n  v o i t  i m m é d i a t e m e n t  q u e  +  / 3  Gn e a t  e n c o r e

u n  . I l  y  a d o n c  u n  a o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t  i n t é g r a b l e  maximum 

c >e a t  à  d i r e  c o n t e n a n t  t o u t  a u t r e  a o u a —g r o u p e  i n v a r i a n t  i n t é -  

g r a b l  e .

Mai a a l o r s  l e  g r o u p e  f a c t e u r  < 4  -  < * i r  e a t  s e m i  —

s i m p l e  , L ’ é t u d e  d ’ un  g r o u p e  n o n  i n t é g r a b l e  s e  ram èn e  d o n c  e n  

q u e l q u e  s o r t e  à l a  r e c h e r c h e  du p l u s  g r a n d  a o u a - g r o u p e  i n v a ­

r i a n t  I n t é g r a b l e  e t  à  l f é t u d e  d e a  g r o u p e a  a e m i - a i m p l e s .

Mai a e n  c e  q u i  c o n c e r n e  l e  p r e m i e r  p r o b l è m e ,  n o ua  

n o u s  b o r n e r o n s  à é n o n c e r  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  dû à. M . C a r t a n  s 

l e  p l u s  g r a n d  a o u a - g r o u p e  I n v a r i a n t  i n t é g r a b l e  e a t  l e  a o u a -  

g r o u p e  i n v a r i a n t  d é f i n i  à p a r t i r  de  l a  f o r m e  comme e n ­

s e m b l e  d e s  é l é m e n t a  y  do (Jh t e  l a  q u e  :

*\|Î 2 ( x , y )  = 0

p o u r  t o u t  3c a p p a r t e n a n t  au d é r i v é  O t  * de  .

La d é m o n s t r a t i o n  u t i l i s e  d e a  p r o p r i é t é a  d e a  g r o u p e s  

a e m i - a i m p l e a  q u i  a e r o n t  v u e a  p l u s  l o i n  ,

B o r n o n s - n o u s  d o n c  m a i n t e n a n t  à l ’é t u d e  d e s  g r o u p e s  

s e m i - s i m p l e s  . . *
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l io n s  l e u r  C a r t a n  8 d o n n é ,  p o u r  r e c o n n a î t r e  s i  un  

g r o u p e  e s t  s e m i - s i m p l e ,  l e  c r i t è r e  s u i v a n t  î

Une a l g è b r e  de L i e  e s t  s e m i - s i m p i e  s i  e t  s e u l e m e n t  

s i  l  a f o r m e  q u a d r a t i q u e  (T n ’ e s t  p a s  dé g é n é  r é e

S o i t  - X  u n e  a l g è b r e  s e m i  - s i m p l e .  S i  l a  f o r m e  Ç g  

é t a i t  d é g é n é r é e ,  i l  e x i s t e r a i t  d e s  é l é m e n t s  a n o n  i d e n t i q u e ­

m e n t  n u l s  t e l s  que

CT  ̂i a = 0  p o u r  t o u t  x  d a n s  CX ,

M a i s  l e s  é l é m e n t s  t e l s  q u ’ i l  e n  s o i t  a i n s i  f o r m e n t  u n e  s o u s -  

a l g è b r e  i n v a r i a n t e  de a p o u r  t o u s  c e s  é l é m e n t s

<>~z  ( « . a )  =  tfV ( a )  m  0

d o n c  c e t t e  s o u s - a l g è b r e  s e r a i t  I n t é g r a b l e

S i  m a i n t e n a n t  n ’ e s t  p a s  s e m i - s i m p l e , s o i t  £

u n e  s o u s —a l g è b r e  i n v a r i a n t e  a b é l i e n n e  de  0 |  ; p r e n o n s  p o u r

O t  u n e  b a s e  a d a p t é e  (u_ . - u.  .vu u ^  )
0  1 1 1 • “ 3  • •  • •  * “ h  * T i + I  <y '

La m a t r i c e  A d ’ u n  é l é m e n t  q u e l c o n q u e  de * a =  «rf^Uj , s e

m e t ,  comme o n  l e  v é r i f i e  s a n s  p e i n e ,  s o u s  l a  f o r m e

A =

/ a3 

10

o ù  l e s  s o u s - m a t r i c e s  A3 e t  Ag  n e  d é p e n d e n t  que  d e  Qffh+1



9  l ’équstton earaetâ ri «tique de A e t  e n  p a r t i c u l i e r  

^  ( a } n e  d é p e n d  d o n c  p a »  de  •
&

On a p o u r  l e a  g r o u p e s  s e r a i —s i m p l e  a l a  p r o p r i é t é  f o n ­

d a m e n t a l e  s u i v a n t e  :

Une a l g è b r e  de L i e  s e m i - s 3 t n p i e  esi> aecompoafctoa u uxw. 

m a n i è r e  u n i q u e  e n  somme d i r e c t e  de g r o u p e s  s i m p l e s  ( no n d * o rd re

CX e s t  d i t  somme d i r e c t e  de ^ Z i ~

s i  l ’ e s p a c e  v e c t o r i e l  e s t  l a  somme d i r e c t e  d e s  e s p a c e s

C n  a e t  V J 2  , e t  s i  de p l u s  *  0 p o u r  h l  C ^ 1

hg CX 3 . De l à  r é s u l t e  que  e t  U^2 s o n t  s o u s - g r o u p e s

I n v a r i a n t s  de

S o i t  ^  un  s o u s —g r o u p e  i n v a r i a n t  d ’ o r d r e  h. de  

jjr I-O s o u s —g r o u p e  a s s o c i é  au moyen  de G* ^ e n s e m b l e  d e s  y  

t e l  s  que

CT g ( x f y)  =  O p o u r  t o u t  x  C ^

(5* n ' é t a n t  p a s  d é g é n é r é e  . e s t  l ’ o r d r e  g —'h. é t a n t

s e m i - s i m p l e ,  ^  A —  0 e t  {*^3 Q i  C\ £  ~  ®  a

d o n c  Çj. m j  :(£) f *  .

S i  ^  e s t  un  s o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t  m ax im al  ^  — o j #

e s t  s i m p l e  e t  d To r ô r e  p l u s  g r a n d  q u e  1 ,  s a n s  q u o i  ne  s e r a i t

p a s  s e m i —s i m p l e  : e t  o n  re com mence  s u r  q u i  e s t  s e m i —s i m p l e

IV.-i.-35
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F i n a l e m e n t  o n  o b t i e n t

y - % ®  %  © . . . . . . . ©  v .  '

Mo n t r o n s  q ue  t o u t  s o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t  ^  de & J  e s t  

somme d i r e c t e  d t un c e r t a i n  nom bre  de ( H  ^ . C o n s i d é r o n s  un  

é l é m e n t  a r b i t r a i r e  de T  i

X =  Xj +  +  Xj +  ... +  Xg X i C  ^ i

L , e n s e m b l e  d e s  é l é m e n t s  X e s t  u n  s o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t

de , n u l  o u  é g a l  à  : de  t o u t e s  f a ç o n ,  o n  a

a * — 0  M a i s  £  f e s t  e n g e n d r é  p a r  l e s  c r o c h e t s
f i  ¿i # * 1

[ © i  X i l  ( a j  C 1 1 ) . e t  o n  a :

[Bixi] = tsi *1 t |
d 1 où

/ f  1 ^  £

et / =/ i  ©  / 3 ©  ----  = ‘ÿ i j ©  ^ î 2 © • * ■

( e n  s u p p r i m a n t  c e u x  d e s  ^ i  q n i  s o n t  n u l s  } .

P a r  s u i t e  u n e  d e u x i è m e  d é c o m p o s i t i o n  de e n  g r o u ­

p e s  s i m p l e s  e s t  f o r c é m e n t  i d e n t i q u e  à  l a  p r e m i è r e  .

S n f i n  i l  r é s u l t e  de l a  d é c o m p o s i t i o n  p r é c é d e n t e .
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q u e  p o u r  un g r o u p e  s e m i - s i m p l e ,  o n  8 ,  comme p o u r  l e a  g r o u p e a  

a I m p i e  a i C Ä  — (Jj. * •
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