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I.- Rappe3s

On a vu que, R représentant un opérateur hermi tique
"borné, on peut 3e représenter symbo3iquement sous 3a forme
d’une inté”ral e de Stleit%g%
-noo

3) R M d F
_Qo
ou 3es Fy TfTorment une fami 33e de projecteurs avec 3es pro-

priétés suilvantes

a A T A N
;3)SI A . Ff@ F_A
2) Si a 4-A 31 F. = Fv
2 ) o] Amﬂb A Ao
3) F, est éga3 a 0 pour -Oo<A<m, <Bbga3 a 1 pour

A
M < X < 4-00.

La formule (1) signifie que, T étant une fonction
quel conque, on a
i'~'+CO
u) (RF,H = | f.f)
oQ
3T3ntégra] e étant une 1intégral e de Stieitjes prise par rap-
port a 3a fonction monotone (> f,f). On en déduit facilement

> A CO

e (Rf.0) :\] A d(Fx f,9)

00
Ceci suggere nature] ]Jement de considérer P» comme une fonc-
tion monotone e33e—-méme, mais dont 3a va] our serait un opéra-
teur , et 3Tintégral e (3) comme une véritable i1ntégra3e de

Sti e3ties. Autrement dit, nous définirons d"abord une fonc-
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taon d’interva]3e 1 de 3e maniére suivante : si | est 37in-
terva3 3e - A<CA , hous ”“oserons FT = P - & Cette

© 3 "o
fonction est compT&teaent adaitive, nous admettrons que 37’0n
peut 3a prolonger de maniere a obtenir une mesure géné ra3d isée
et qu’on peut A3finir 3es intégra3es par rapport a cette me-

sure : 3a formul e (3) représen fcera alors 3’une de ces iInté -

gra3es .

Les cal eu3s que nous Tferons se ¢ustifient, en atten-
dant que 3a théorie sur 3aouel 3e nous nous appuyons soit cora-
p3etement édifiée, on 3es transcri vant a chaque fois en ca3 -
cu3s faits sur* des intégral es de Stieltjes ordinaires au

moyen des Tformul es (3) et (3%).
I1.- les opérateurs normaux .

On appel 3e norma3 un opérateur A borné oui est per-

mutatle avec son associé A

A étant un opérateur horné quelconque, 3es formules

R=F (A4 A*) S (A - A* )
définissent des opérateurs hemi tiques_ :
s*4-Qo 4-00
R=J Xd s = A a
- 00 - 00
Si A est normal, R et S sont permutables . Donc FA oui est

fonction de R, est permutable avec G”. qui est fonction de

S.



Considérons (\ ,j0) corane des coordonnées dans un
- pJan, et dans ce plan, un rectangle demi -

ouvert de cotés paralléeles aux axes. Soient

u I, 1" les intervalles projections dos coOtés
sur cas axes . Posons
I E. .= F_G
H 1 IT

F et G , étant permutabl es, c"est un projecteur. Ce projec-
teur est défini dans la famille *J| des rectangles a demi-
ouverts, et y consti tue, comme on le voit sans peine, une
fonction completement additive. Nous admettrons encore que
cette fonction se laisse prolonger en une mesure généralisée
qui permet de deéfinir des 1iIntégrales erK A ot~ ) dE .
E n’est autre que le produit des mesures généralisées F,G.
la mesure E permet dTexprimer maintenant R et 3 avec
le méme élément différentiel :
R = c; dE 3 =3 dH
les intégral es étant étendues a tout le plan, ou au moins a

un rectangl e assez grand . On en déduit

(3) A=Zi(A+iiuu)dE *=] (@A -ip)dE

et on peut considérer que ces fTormules donnent la représenta-

tion spectrale des opérateurs bornés normaux
I1l1. - Cas des opérateurs unitaires.

Un opé rateur® uni taire est un opérateur pour lequel
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uu —X U =3 . 13 est donc norma3. Représentons *3e par
des formu3 es te3 3es que (3). 3n écrivent que Il U =3, 33
vient

a 3
(X $ —3) dk —0

] ] . ] .. 7
Soit 1L un ensecib3e ouvert a distance finie du cerc3e y

3 2 4 i° . , .
X +n7 -3 =70 . Hg dfi est un opérateur de projec-

tion. Supposons-3e différent de 0 et prenons une fonction

f 7 0 te3 3e que E~f = f . Donc (3 - )f = 0; par suite
si V est un enaerab] ¢ sans point com un avec TL ELAf = 0 (on
vertu de 3’additivité de H) Donc

o= ] {X3+ru2 -3) dBf.PH =t (2+@B_n) a(Hf.p

Or, dans TX A 4-~ -3 reste compris entre deux 3imites de mé-

me signe. On doit donc aveir
1f| = (Hgf,f) =f dHff) = o
Ju

ce qui conduit a une contradiction

13 resuite de 3a que j dH est nul 3e sur tout enscm—
b3e sans point commun avec Jl . comme | dE étendue a tout
3» espace est égaie a 3, on a aussi { dH = 1

Jr

Prenons une représentation paramétrique
A + = 02 ™7 0 -~ -3
de r et soit H« 3a mesure-E do 1larc 0 —f5 ~ P© do X"*,

u-r ~ H f

On peut écrire
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dans cette formule, les Hp sont des projecteurs satisfaisant
aux conditions suivantes

I)si 0O —-—TF —"*» H>S < H ,

3) si . him. B - Ep
) ' ?-*Po f e
3) Ha= 1
17. - Prolongements

On se propose dTétudier dos opérateurs hermitieues
R non bornés, donc qui ne sont pas définis pour toutes les
valeurs de la fonction f. Dans ces conditions, 3e champ de
définition de ces opérateurs va jouer un r6le fondamental.

On dit que R prol onge R si, pour toutes les fonctions
f pour lesquelles Rf est défini, Rf est aussi défini et égal
a Rf.

R est dit fermeé si« fy,3 étant une suite d’éléments du
champ de definition de R, les conditions fn—> f, Rfn—>f*
entrainent que Rf est défini et égal a f *

On démontre sans peine que

Un opérateur hermitioue R possede un prolongement hermi-
tique fermé R minimum, c’est-a-dire tel que tout prolongement
hermi tiQ\;e fermé de R soit aussi prolongement de R

R ert univoquement déterminé par R. Nous supposerons

toujours dsns le suite que les opérateurs hermitigues dont

nous parlerons seront linéaires fermés. D’autre part, les



champs de définition seront toujours supposés (Cf. exposée)

partout denses dans 3lespace de Hilbert
V.- La transformation de Cayley.

Placons-nous d»abord dans un espace a un nombre Tfini

de dimensions, et considérons une forme hermitique dont le

tableau des coefficients est une matrice A. Si on fait SUr

les variables une transformation linéaire, définie par une

matrice U, la forme A se change en U AU* | ou UN est la

matrice associée a U obtenue en intervertissant lignes et

Il est naturellement EmMpor-

colonnes et en changeant i en -1.
tant de chercher les équivalences de la forme avec el le-memo
c Tost-a-dire les matrices U telles que

aT UAU*- A

Cette égalité donne des équations du 2éme degré entre les

coefficients de U. ai s on peut le transformer en un probleé-

me linéaire de la maniere suivante : de (1) on déduit
UB)AU*=A(1+U*) @+1)A = U A (@+U*)

Donc si 1-U posséde une matrice inverse.

-1+S A +A i+iZT= 0

1-U 1-1T*
et en posant

® R =i -i+2—

1-U

R A= AR

L.. avitermination des matrices H est un probleme linéaire



Si A= 3, les matrices IT sont les matrices unitaires
et les matrices H sont les matrices hermi tigques. Inversement

la formul e

(3) u = -JL--JL
R + i

permet d’associer a toute matrice hermitigue R une matrice
unitaire U, car, d’aprés la définition, une matrice henniti —
que ne peut etre le produit de la matrice unité par un nombre
non réel.

Passons maintenant au ces d’une infinité de dimensions

les matrices unitaires deviennent les oceretours jsométrieues

c’est-a-dire les opérateurs linéaires U tels que |Uf| = |f|
Ces opérateurs sont donc bornés. Quant aux matrices hermiti-
ques, elles se généralisent par les opérateurs hermitiques
bornés ou non. La formule (3) va donc permettre d’étudier
des opérateurs non bornés

Soit donc R un opérateur hermitique quelconque €t
soit OC son domaine de définition. R + @1 et R - 1 appli-
quent bi-univoquornent Ol sur des variétés linéaireso ,a .

3Bn effet
IRf + if | = |[Rf - if| =y7Hf|2 + |fp T 0  si 0
Par suite , si on pose U(Rf + if) = Rf - if , on définit un

opérateur lineairo fermé dont le domaine de définition est

le champ de valeurs jP et qui est isométrique
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Inversement, soit U un opérateur isometrique ferme,

dont 30 champ do définition esto . Nous supposerons de p3us
que 3Tenseinb3e KL des -0 ( 40 dans € ) est partout den-
se . Dans ces conditions, 3féquati on = Uyp nTa pas do so-

3ution € 0 , car on aurait, pour (0 dans

{4/, <f-Vf ) = i4a>«f) - (V «if) = (ty.if ) - ) =0

otu® serait orthogona3e a KL . Par suite, 3a formule

'R ( -U<) = i~ + iUI0 définit un opeéerateur 3inéaire fermé

dont 3j domainj do définition est 4IC. Cet opérateur est hermi -

tigue : en effet

((f -yifl,y -y4) = i(@+up,y rg) = i(ytftp) - i(">,yy)

qui se change en son imaginairo conjuguée si on échange Ip otu/ .
On remarquera encore que, O étant domaines de défi-

nition et domsinés dos va3eurs dioperateurs isométriques fermés

sont dos variétés 3inéairo.s formées.
V1.- Opérateurs hypermaximaux

Comme on connsit déja 3a théorie dos opérateurs unitai-
res , 3a transformation do Csy3 o7 va permettre d’étudier 3es
operateurs hormitiques R dont 3es transformés de Cay3ey U sont

unitaires . Soit donc

y = Binf &

ou 3es H sont des opérateurs do projection jouissant des Pro-

priétés indiquées p3us haut » parcourant toutes 3es fonctions.



3’onseoib30 des'y - Uy doit (Gtro partout dense. 13 suffit
pour cjla ¢ue TP =~ n’sit pas do so3ution ~ 0 ; En effet

supposons qu’i3 existe un vecteur V orthogonal aux tp-XJvP

o=(y , -yw)=(Vv ) “(y.ip) = iu™ tusf) -

= (Jty - )
Or Tl atant unitaire, parcourt toutes 3o0s fonctions de 1fes-
pace de 17i3bert. D’ou = 0 . Cette condition est en-
core équivalente a 3a suivante : 3 n’appartient pas au spec-
tre ponctuel de U » ou encore : est continu pour N —p.

Ceci pose, 3e formule {3), £U conduit a écriro for-

m rnen
e3 3ornent /* 1 iTfc>

'J 7™ gf

Pour retrouver une forme analogue a ce33e des opérateurs her-

raitiqgues bornés, il est commode de poser (° = = arccotg A

ce qui donne 3’oxoression formelle
r+oo
R=J AdpP~»
's -Co

Fv = E
et %\ —'g"arccotgA

Cependant, on n*obtient ici qu’une expression formel 3c.
£ étant uh nombre ~ 0, posons R, =
P projette 3’espace de Ei3bert sur une variété 3inéairo
Y Xt . p£ étant permutable avec 3es H p , U et R définissent
dans sHfc'g considéré comme espace de Ei3bert, des opérateurs

A cui sont transformés de Caylcy | ’un de | autre. Xa

formu3 o



h =J Xa°

-00
définit dons un opérateur hermitique borné R. dont
on-_5
30 transformé do Gsj’3ev —Rrr —- est, en vertu des regles
+1 Ao

de ca] cuj sur 3es operateurs bornes, i, . Donc, R = RN

Prenons une suite de nombres £n—’\0 . Soit <II_P une
fonction quc3 conque, ot Y n = Pg ¢> . K% étant continu
pour f = 0, on a 3im. Lp =7 , donc

3im. (<thn-U ?n)»> Y -Uy |, 3im. (<*>n+UY n ) = CfF+ H
Or est dons . Donc R & n -<pn) =Re*n(¥Yn”a”"

Nl (QFRI<y ) = R O(if -y tf ).
AR

Donc si nous posons fn =“n-Titfn e f = <f T « R fn
tond vers Rf, ot < o]

1** fnr_> 1i* |-

"Tai s /' -ctg Ti (3-£ )
r* *n= |1 X ar 1
-Ctg tTE

N-Ctg-fril-£ )

KIVB- / ar*K*la

N—ctglT &

la seconde de ces intégrales est donc bornéo. et on a
€eo

x> X" 3 1*xfi3

J
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Inversement, supposons que, pour une fonction f,

3fintégral3e précédente aoit convergente . Posons fn:Pgn T
f est dans M E , et est donc de 3a forme A

p3us, on ¢ Hfn =1 (t*n+ U IPn), et quand n --—- iRfn |

et jf | sont bornés . 13 en résu]te que Jfn| reste borné.

On peut donc extraire de 3c suite (G>n) wune suite qui con-
verge foib3 eraent vers une fonction™» . Ut? converge a3ors
, et fn= Yn™W vy n converge fai b3 ement vers A -Utp .

Donc f = " - XNIP appartient au domaine de définition R.
Done, 3*opérateur hyperraaxima3 transformé de Cay3ey

d'un opérateur unitaire U se représente par une formu3e do

3a formo
r+oo
R = Ad'l'\*

ou 3es sont des projections jouissant des propriétés sui-
vantes

(3’3l y ~X <lid -1IX

2) si » ] im. F =

\\] ) f g( Ao P

| ) 3im. r =0, 3ira -3

V | XMP X \->4-00yA

VII1.- Opératours maximaux.- Condition dThypermaxima3ité

Revenons a un opérateur hormitiqgue fermé R quelcon-
que. Soient U son transformé de Caj73ey, { et & 3es domainos

de définition ot des va3 eurs de V . Ce sont des variétés 1li-
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néairos fermoaoos.

Coci posé, on voit facilement que le condition né-
cossoiro et suffisante pour gqu'un opérateur hermitiquo R

prolonge H est quo son transformé do Geyley T prolongo U.

Supposons quTil on soit ainsi : les domaines de définition
et dos voleurs ds U sont dos variétés linéaires formées

¢ A contenant t . F . Donc E F peuvent se mettre sous
la formo + O N, 5*+ OUE 1 , F 1 sont rospectivo-
mont orthogonales a : TJ étant isométrique conser-

&I

ve 1'orthogonal ito do deux vecteurs et chango g on w ; il
doit donc appliquer hi-univoquement ¢ sur ; parsuito
N AN

E)C ot ¢l ont la méme dimension (finie ou infinie).

Inversement, supposons qu'on puisse trouver deux va-

rietés linéaires formées C/ 3 » j de méme dimensions or-

thogonales respectivement a Q ,~ . Prenons dans C ]t 3~~

dos systemes orthogonaux normaux complets gco, .. 9 ..
"V o YV - ot posons

V(zZ: g cpji =XI&

cotto formule définit dans t. wun opérateur isometrique V

gui appliquo M-univ9\quemont r\2 sir rjr'3 L'opérateur 11-
néairo «gai a U sur ¢, , & V surE 1 , ost isométrique et

prolonge U
Définition
roteur hermitique R est dit maximal s'il ne peut c-

-tro prolongé par aucun autre opérateur hermitique.



Xa condition nécosseiro ot suifissuto pour qu'il on
soit ainsi ost que | ’une dos variétes (,<3* soit égalo a
1 Tespace de Hilbert tout entier. Car si clles sont toutes
doux différentes de X, ot si par exemple, la variété C
dos vecteurs orthogonaux é1£> est de dimension au p%us éga-
le a la variété 3*" des vecteurs orthogonaux a 3 , on peut
trouver dans la dorniére une variéte Qf nngm dH?ension que

C 1 et par suite prolonger W dans + Q. =%C (consideée-
rations analogues si dinv dira. g A; c'est alors 3e
domaine dos valeurs do U qui devient egal a 0 )«

Done : un opéretour hormitigue non maximal peut etro
pjcni ongé par un opérateur m ximal, ot cela_d'une jnfinitée—de
rnani eres (a cause de l'indo6te rmin~.tion dans le choix des 8?78
ternes orthogonaux , © ).

Supposons maintenant R marinai. Pour qu'il soit hy-
pormaxi.na! , il faut et il suffit que gr et =T soient tous
deux égaux aold . Noumann indique aour cela un critére indé-
pendant de la condition do Ca ley . 12 appelle é3ement do
prolongement f de l'opérateur hermitiquo R une ionction x
telle qu'il oxisto uno fonction f #rjouissant de fe proprié-
té suivante : pour toute fonction g pour laquelle Rg ost de-
fini, on a

(f*\g) = (Ff.Rg)
Si f est un élémont de prolongement, f ost bien déterminé

por Ba donnée de f.
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Ceci posé, si W (f,f ) = 0 , on voit fcci] ement
qu T31 existe un opérateur hermiti que prolongeant R et défi-
ni pour'f. La valeur de cet opérateur pour f est évidemment

N

f . Par contre, wun opdretour maxi ma3 peut encore avoir des

éléments do proJongomant f mais pour lesquels on ait

(f,fr~) 0O . Le condition nécessaire et suffisante dThyper-
rasi:imsl ité est quuil n”en aie pas . On voit facilement que

la condition est nécessaire , Supposons par esempie C‘T :2‘[)/
Qi" }0 . Soit f une fonction orthogonalc a 3 . Donc

(fF,UJ]-) =0 quelque soit -p . Donc
Cfi(<f+ T j =2 (fif) (-if,<p) = (-if,

Donc f est un élément de pro longomont



