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I . -  H i s t o r i q u e . -  L ’ e s p a c e  h i l b e r t i e n  p e u t  ê t r e  c o n s i d é r é  . d ’ une 

p a r t ,  comme e s p a c e  à une i n f i n i t é  dé nómbrala 3 e d6 c o o r d o n n é e s »  

* 3 » *2 , . - . t x n . . . • •  d i s t a n c e  é t a n t  d t f i n i e  par  3 a forme q u a -
o

d r 8 t i a u e  X. x T * 6 t  d ' a u t r e  p e r t  comme 6s p a c 6 d e s  f o n c t i o n s  d6 

c a r r é  sommable .  C ' e s t  s o u s  38 p r e m i è r e  forme q u ' i l  f u t  i n t r o ­

d u i t  pour 3a p r e m i è i 6 f o i s  par E i l b e r t  en  1906  (Gxundzüg6 , 4 

M i t t e i 3 u n g ) ,  e n  v u e  de s o n  a p p l i c a t i o n  a 3 a t h é o r i e  d e s  é q u a ­

t i o n s  i n t é g r a 3 6 s  , H i 3b e r t  ne 36  s e r v a i t  p a s ,  13 6 s t  v r a i ,  du 

l a n g a g e  g é o m é t r i q u e ;  3 a t h é o r i e  g é o m é t r i q u e  d e s  e s p a c e s  a b s ­

t r a i t s  f u t  f o n d é e  par  F r é c h e t ,  dans  s a  t h è S 6 , e n  1 9 0 6 , m8 i s  3 e s  

e s p a c e s  p a r t i c u 3 i e r s  q u *13 d o n n a i t  en exemp3e de s a  t h é o r i e  

d i f f é r a i e n t  e s s e n t i 6 3 3 ement d6 3 ' e s p a c e  h i 3b e r t i 6n .  Dans l e s  

a n n é e s  s u i v a n t e s ,  l e s  é 3 è v e s  de H i 3b e r t  ( E e l 3 i n g 6r , Toep3 i t z ,  

S c h m i d t )  d é v e 3 o p p è r e n t  s a  t h é o r i e ,  e t  S c h m i d t  en p a r t i c u l i e r ,  

donna de 3 ' e s p a c e  h i l b e r t i e n ,  c o n s i d è r e  comme e s p a c e  à  une i n ­

f i n i t é  d é n om brab le  d 6 c o o r d o n n é e s ,  une t h é o r i e  e s s e n t i e l l e m e n t  

é n u i v a l e n t 6 à  3 a t h é o r i e  moderne ( R e n d i c o n t i  d i  P a l e r m o , t . 2 5 , 

p.  53  - 1 9 0 8 ) .  D'-autre p a r t ,  d a n s  une s é r i  6 d6 n o t e s  d e s  O.K.

( t . I 4 4 - I 9 C7 ) , R i e s z  e t  F i s c h e r , pe r  l ' e m p l o i  de l ' i n t é g r a l e  de 

L e b e s g u e ,  e t  e m p l o y a n t  {pour  l a  p r e m i è r e  f o i s ,  s e m b l 6 - t - i l , 

dans c e t t e  t h é o r i e )  36 3 an g a g e  g é o m é t r i q u e  de P r é c h e t ,  é t a b l i -  

r e n t  3 * i d e n t i t é  a b s t r a i  t e  d6 3 ' 6 s p a c e  h i 3b e r t i e n  a v e c  3 ' e s p a c e  

d6 S f o n c t i o n s  de c a r r é  sommab3 e su r  un i n t e r v a 3 1 e.  Un p r e m i e r  

e s s a i  d ' a x i o m a t i q u e $ a i n s i  q u ' u n e  g é o m é t r i e  de 3 ' e s p a c e  h i l b 6r -  

t i e n  qui  c h e r c h a i t  s u r t o u t  à d é r e l o p p e r  3 Ta n a 3o g i 6 a v e c  3 a g é o ­

m é t r i e  é 3é r a e n t a i r e , f u t  donné par  ? r t c h e t  en  1908  (Nouv6 3 1 e s



II.-B - 2

Anns] -es p .  97 6 1 289)  .

De pa  i s  1 or  s , 1 e de, v e l  oppement  cle l e  s c i e n c e  n* s  

f a i t  que . j u s t i f i e r  e t  m e t t r e  e n  v a l e u r  3a c r é a t i o n  de H i l b e r t ,  

en  m o n t r a n t  que p a r mi  t o n s  l e s  e s p a c e s  f o n c t i o n n e l s  p o s s i b l e s ,

1 1 e s p a c e  h i 1 b e r t i e n  oeoupe  une p l a c e  p r i v i l é g i é e  ou p o u r  mieux 

d i r e  u n i q u e ,  e t  q u Ti l  c o n s t i t u e  ( j u s q u e  d a ns  l e s  q u e s t i o n s  a u x ­

q u e l l e s  on a u r a i t  pu l e  c r o i r e  a u t r e f o i s  mal a d a p t é )  d a n s  t o u t  

ce qui  t o u c h e  , de p r è s  ou de l o i n ,  aux é q u a t i o n s  i n t é g r a l e s ,

3 1 o u t i l  e s s e n t i e l  .

2 . -  Es p a c e s  n e r m i t  i  e n s . -  Pour d e s  r a i s o n s  de comm od i té ,  on d é f i ­

n i t  au jnurd fh u i  1 T e s p a c e  de Ei  ] ’oer t  comme g é n é r a l i s a t i o n ,  non  

d e s  e s p a c e s  e u c l i d i e n s ,  mai s  d e s  e s p a c e s  h e r m i t i e n s  à un nombre 

f i n i  de d i m e n s i o n s .  On e n t e n d  par  l à  un e s p a c e  c t o r  i  ̂2 {x  -j , xg  

. . . * n ) ,  l e s  Xj é t a n t  n  c o o r d o n n é e s  c o m p l e x e s ,  d o n t  l a  s t r u c t u r e  

e s t  d é f i n i e  par l a  forme d ' E e r m i t e  :

(x.x) =  ♦  *2 , 2  +  .... +  V n

ou e n c o r e  par  l a  forme b i l i n é a i r e  :

( x , y )  *  X ly 3 + xg yg  + ------  + x ny n

Deux v e c t e u r s  x , y  s o n t  d i t s  o r t h o g o n a u x  s i  ( x , y )  = 0  ,  l a  forme  
o

( x , x )  = x d é f i n i t  l a  l o n g u e u r  jxj du v e c t e u r  x ;  x - y  e s t  l a  

d i s t a n c e  d e s  p o i n t s  x , y  . On a 1 » i n é g a l i t é  de Schwarz  :

(x »y)j - \(x,x).(y,y)

Cn d i t  que des  v e c t e u r s
^ i • Ya* fo r m e n t  un sy s t è m e  o r t h o ­

g o n a l  normé s i (fj. Ÿ}> = *ij< 5ij- O ou 3 s u i v a n t  que ou

i=i ) . Un t e l  s y s t è m e  d é f i n i t  une t r a n s f o r m a t i o n  e r th o / ru na le  de
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c o o r d o n n é e s  ; t o u t  v e c t e u r  x  p e u t  ê t r e  é c i i t  s o u s  l a  forme
nx=5, (x, yi). yi

g t  3 1 on  a :

( x , x )  = 2 I  ( x f ^ f j ) ] 2  ; ( x , y )  *  ^  ( x ,  ( f i ) , ( y ,  y  j  ) ,

P l u s  g é n é r a l e m e n t ,  é t a n t  d on né e  une v a r i é t é  l i n é a i r e  Y à  r  d i ­

m e n s i o n s  ( e n s e m b l e  d e s  c o m b i n a i s o n s  l i n é a i r e s ,  à  c o e f f i c i e n t s  

c o m p l e x e s ,  de r  v e c t e u r s  i n d t r e n d a n t s )  l a  f o rme  ( x . x )  v d é f i n i t  

une g é o m é t r i e  h e r m i t i e n n e ;  l a  v a r i é t é  V* d e s  v e c t e u r s  o r t h o g o ­

n a u x  à  V ( c ’ e s t - à - d i r e  à t o u s  l e s  v e c t e u r s  de V) e s t  à  n - r  d i ­

m e n s i o n s ,  e t  t o u t  v e c t e u r  x  p e u t  s ’ é c r i r e ,  d ’ une m a n i è r e  u n i q u e ,  

comme somme d ’ un v e c t e u r  de V e t  d ’ un v e c t e u r  de V’ ( s e s  p r o j e c - 

t i e n s  s u r  V e t  V’ ) .

3 . — Dé f i n i t i  on a x l o m a t i q u e  de l ’ e s p a c e  h i l b e r t i e n

H s e r a  un e s p a c e  h i l b e r t i e n  s ’ i l  s a t i s f a i t  aux 

a x i o m e s  s u i v a n t s  ( v . N e u m a n n ,  A l l g e m e i n e  E i g e n w e r t t h e o r i e . . . . )  :

A) H e s t  u n  e s p a c e  v e c t o r i e l , e n s e m b l e  d ’é l é m e n t s  x , y . . . .  

où e s t  d é f i n i e  1 ’ add i 1 1 on  x-fy e t  l a  mu 3 t i p l  i c a t l  on o< . x  p a r  un  

nombre c o m pl ex e  o< % a v e c  l e s  p r o p r i é t é s  h a b i t u e l l e s  d ' a s s o c i a ­

t i v i t é ,  c o m m u t a t i v i t é ,  d i s t r i b u t i v i t é .

P l u s  b r i è v e m e n t ,  H e s t  un  mo du l e  p a r  r a p p o r t  au c o r p s  d e s  nom­

b r e s  c omp l6 xe s  .

B) L ’ e s p a c e  H e s t  h e r m i t i e n , c ’ e s t - à - d i r e  que  l ’ on  y  a 

d é f i n i  une f o n c t i o n  ( x , y )  ds 3  c o u p l e s  de v e c t e u r s ,  q u i  :

1° s o i t  l i n é a i r e  e n  x : (<*1*1 + '* 2 * 2  ( x 3 ,v )  + * 2 ( * 2  »y *

2 °  p o s s è d e  l a  Bymé t r  d e he r  mi t i  e n n ;  : (x,. y )  = ( y , x }



3 °  e n g e n d r a  une f o r me  h e r m i t i e n n e  ( x , x )  p o s i t i v e  d é f i n i e  :

( x , x )  y 0 , 3 ü u f  s i  x =  C .

(13 r é s u 3 t e  de 1° e t  2 °  que 

( x ,  «v-jy-, + « * - y £ ) = ° < ] ( x , y 1 ) + c ^ 2 ( x , y 2 )

DTaut:re p a r t ,  i2 r t s u 3 t e  de A e t  B que 3 , ens emb3e  d e s  c o m b i n a i ­

s o n s  l i n é a i r e s  de n v e c t e u r s  i n d é p e n d a n t s  dans  H c o r s  t i  t u e  une 

v a r i é t é  Vn q u i  e s t  un e s p a c e  h ' r n i t i e n  à n d i m e n s i o n s  ) .

La f o r me  ( x , x )  =  U j 2 d é f i n i t  une mé t r i que dans  

3 T e s p a c e  H , | x - y j  é t a n t  d é f i n i  comme 3a d i s t a n c e  de x  e t  y .

G) F e s t  c o a p 3 e t  au s e n s  de 3a m é t r i q u e ,  c * ' s t - à - d i r e

que t o u t e  s u i t e  de p o i n t s  c o n v e r g e n t e  au s e n s  du c r i t è r e  de
'  2 

Cauchy  y p o s s è d e  un p o i n t  3 i m i t e  : j3̂  “ x r j = ^ e n t r a i ­
* o

ne 3 f e x i s t e n c e  de x t e 3  que 3 i m.  j x  - x  = 0 .
n+ oo i n 1

D) K e s t  à une i n f i n i t é  dénombr a i  e de d i m e n s i o n s ,  c ' e s t -  

à - d i r e  qu^ d ’ une p a r t ,  i3 c o n t i e n t  un nombre a u s s i  g r a n d  q u Ton 

v e u t  de v e c t e u r s  i n d é p e n d a n t s ,  e t  que d ' a u t r e  p a r t ,  i3 c o n t i e n t  

une s u i t  g dénomb r a b 3e  p a r t o u t  d e n s e  ( i 3 e s t  s é p a r a b 3  e ) .

4 . -  Var i é t é s  l i n é a i r e s  Une v a r i é t é  3 i n e  a i r e  f e r m é e  X dans  E 

s e r a  un ensemb3e  V q u i  :

1° en même temps  qu'-- 3 e s  v e c t e u r s  , x^ ..............x ^  c o n t i e n n e

t o u t e  c o m b i n a i s o n  3 i n é a i r e  de c e s  v e c t e u r s ;

2 °  en meme t emps  q u Tune s u i t e  c o n v e r g e n t e ,  c o n t i e n n e  3 a 3 i m i t e

de c '  t t e  su i t e  .

Si  un e s p a c e  H'  s a t i s f a i t  aux a x i o m e s  A , B , C  

t o u t  - v a r i é t é  3 l i né a i r e  f e r m é e  y  s a t i s f a i t  a u s s i  . Dans H, t o u t e

I I . - B . -  4
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v a r i é t é  l i n é a i r e  f e r m é e  es t ;  s é p a r a b l e :  c a r  H p e u t  ê t r e  r e c o u v e r t  

p a r  une s u i b e  de v o i s i n a g e s  a r b i t r a i r e m e n t  p e t i t s  e x t r a i t s  d ’ un 

e n s e m b l e  d é n o m b r a b l e de v o i s i n a g e s ,  e t  i l  e n  e s t  do nc  de rafme 

de t o u t  s o u s - e n s e n b l e  ; une t e l l e  v a r i é t é  e s t  donc  un  e s p a c e  

h i l b e r t i e n  , ou b i e n  un e s p a c e  h e r m i  t i e n ,  à  un nombre f i n i  de 

d i m e n s i o n s  .

S o i t  V une t e l l e  v a r i é t é  , f-, » f^  ............. f n  ____

une s u i t e  p a r t o u t  d e n s e  s u r  Y : s u p p r i m o n s  au b e s o i n  d a n s  c e t t e  

s u i t e  l e s  v e c t e u r s  q u i  s e r a i e n t  l i n é a i r e m e n t  d é p e n d a n t s  d e s  

p r é c é d e n t s ,  e t  s o i t  a l o r s  Vn  l * e n s e m b l e  d s  c o m b i n a i s o n s  l i n é ­

a i r e s  de f j  , f 2 f f n ; l e s  Vn  f o r m e n t  , d a n s  V, une s u i t e  

c r o i s s a n t e ,  e t  t o u t  p o i n t  de V e s t  l i m i t e  de p o i n t s  d e s  V 

M o n t r o n s  que 1 1 on p e u t  d é t e r m i n e r  une s u i t e  o r t h o g o n a l e  n o r m te

y  i . 2 • • •  “t e l l e  que ( f  -j ,<f2 ------ .cfn , s o i t  d a n t  Vn  . P o u r  n= l
f i

on p r e n d  ......... . A d m e t t o n s  que l ’ o n  a i t  d é j à  f o r m é
’ 3 ^  f l . f l )  3

* 1^ S s a ‘f c i s i c r ' orrfc à  ̂ i  * Y  j   ̂ = i  y  8 € r o n t  donc  

l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s  . e t  V e s t  1 T e n s e m b l e  de l e u r s  com­

b i n a i s o n s  l i n é a i r e s  . S o i t  x un v e c t e u r  q u e l c o n q u e ;  c h e r c h o n s

à  é c r i r G  x  s o u s  l a  fo rme  x= c +7) , £ é t a n t  d a n s  ^  e t > ?
^ n  ( n  > n  n  ¿ n

o r t h o g o n a l  à. Vq . L ’ on d e v r a  a v o ir  £ Ä s  n= nZi=1 c c   ̂ * d*où

( x . i f j )  = Cj. R é c i p r o q u e m e n t , s i  l ’ on p o s e :

(3) £ n (x. i n  * x * >  n

on  a u r a ' I n -  ‘f l  ) = C : £  n  s t  ^  B s a t i s f o n t  a a r  c o n d i t i o n s

v o u l u e s  .

En p a r t i c u l i e r ,  s o i t  f  - = é t a n t  d a n s  V
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o r t h o g o n a l  à VQ : J "  ^ 0 , s i n o n  f n + j s e r a i t  d é p e n d a n t  de fn 

t 2 .............. f n  : on p o s e r a  _ ,  •, =  ^  , q u i  s a t i s f a i t  aux o o n d i -

t i o n s  v o u l u e s  *

Ce q u i  p r é c è d e  p e r m e t  d * ap i l  i p u e r  à  t o u t e  v a r i é ­

t é  V à  un nombre f i n i  de d i m e n s i o n s  l e s  r é s u l t a t s  du p a r a g r a ­

phe 2  . En p a r t i c u l i e r ,  deux  v e c t e u r s  x  e t  y  s e r o n t  d a n s  une  

v a r i é  tC Vn ( n - ^ 2 ) ,  d ’ où 1* i n é g a l i t é  de S c h w a r z  :

|(x,y)| - \ J  (x,x). (y,y) 1

I l  en  r c s u l t 6  que (x,y), p o u r  y c o n s t a n t ,  e s t  une f o n c t i o n  de  

x  c o n t i n u e  à  l ’ o r i g i n e ,  d o n c ,  e n  t o u t  p o i n t ,  en  v e r t u  de l a  

1 i n é a r i  t é .

O e l à  p o s é ,  à  t o u t  x  c o r r e s p o n d e n t , par  ( 1 ) ;

d e s  s u i t e s  Ç ,7? e t  1 ron a :
? Ti f Ti

(2) (s,*) = -ZZ |(X. <f i )J + ( ^ n .l9n)

n
D’ a u t r e  p a r t

> n  > ffi ~   ̂*  **f i   ̂ i  • ^ *où
m+i

M . f  - S Kr.’I* (m n)

I l  r é s u l t e  de ( 2 )  que l a  s é r i e
QQ . ,2
2 1  )| e s t  c o n v e r g e n t e ;

l a  3 u i t 6 y n e s t  donc  c o n v e r g e n t e ,  e t  d ’ a p r è s  C, p o s s è d e  une  

l i m i t e  ^  ; l e s  o n t  donc  une l i m i t e  x  -  ^  .

^  e s t  d a n s  V comme l i m i t e  de p o i n t s  d e s  Y ; d ' a u t r e  

p a r t ,  l ’ on  a ,  p o u r  1 f i x e  e t  n > i  , ( * ,  (p s  o  ,  d on c  en v e r ­

t u  de l a  c o n t i n u i t é ,  ( — 0  Z ‘h e s t  o r t h o g o n a l  à  t o u s  l e s

y . ,  d on c  à t o u s  l e s  Y # donc  à  V 
1 n  *
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S o i t  V* l a  v a r i é t é  d e s  v e c t e u r s  o r t h o g o n a u x  à 

V; d * a p r è s  ce  qui  p r é c è d e ,  V* ne  se  r é d u i t  à 0  que  s i  V s e  c o n ­

fo nd  a v e c  H . Tout  v e c t e u r  x  s e  t r o u v e  a i n s i  d é c o m p o s é  en  un  

v e c t e u r  ^ de V ( s a  p r o j e c t i o n  s u r  V) e t  un v e c t e u r  ^  de Y* .

V e t  V* n ' a y a n t  é v i d e n m e n t  que 0  e n  coœ nun,  c e t t e  d é c o m p o s i t i o n  

e s t  u n i q u e  .

F . B i e s z  a donné  de ce t h é o r è m e  ( A c t a  S z e g e d  

t . 7 ,  1 9 3 4 )  l ’ é l é g a n t e  d é m o n s t r a t i o n  s u i v a n t e  , q u i  ne f a i t  p a s  

u s a g e  de 1 ' a x i o m e  D n i  d e s  s u i t e s  o r t h o g o n a l e s  . S o i t  un v e c ­

t e u r  x  h o r s  de V, s o i t  d l a  b o r n 6  i n f é r i e u r e  de 3 e s  d i s t a n c e s  

aux p o i n t s  de V : Y é t a n t  f e r m é e ,  d > 0  . S o i t > 2 . Ï 2  * ............

u n e " s u i t e  m i n i m i s a n t e  " d a n s  V, t e l l e  que l a  d i s t a n c e  | Ç n - x |  

t e n d e  v e r s  d .  C e t t e  s u i t e  e s t  c o n v e r g e n t e  au s e n s  du c r i t è r e  de

C a u c h y .  En e f f e t ,  p o u r  m e t  n  a s s e z  g r a n d s ,  on a u r a
I y  i 2  2  .  i k  2  2

t f m -  *  <  a +  £  . l $ n -  *  <  a +  £.

d ' a u t r e  p a r t  : ï  m + £ n 1 
— -------  •  »

p o s o n s  :
ni * rn + f n-------------- -  xo

f t  =  . f n  
J 2

. 2
o n  a u r a  d onc  (°< *°< ) -  d e t  î

(o< ±Jb t <*±jV ) = ( ) + (fi 'J>j ) ± |^( u  tj i )  + ( p, ^<d2 +g

l e  c r o c h e t  e s t  r é e l ;  en  c h o i s i s s a n t  l e  s i g n e  c onve n a b i  eme n t  i l  

v i e n t  (jS ) <  C , c e  q u i  d é m o n t r e  l a  c o n v e r g e n c e  d e s  £

S o i t  ^  l e u r  l i m i t e ,  q u i  e s t  d a n s  V, e t  s o i t  x  =  ^ 

l ' o n  a ( f e , i £ ) s d  . ^  é t a n t  un v e c t e u r  q u e l c o n q u e  d6

| \  -  t ]  ^  u c n  <î U€ f o n c t i o n  de u ,  a t -
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t e i n t  do nc  s o n  minimum p o u r  u = 0 ,  c e  q u i  e x i g e  que ( yt 

>1 e s t  b i e n  o r t h o g o n a l  à  V.

3n  p a r t i c u l i e r ,  s i  un  e s p a c e  H* s a t i s f a i s a n t  

à  A ,B , C  n ’ e s t  p a s  s é p a r a b l e ,  i l  e x i s t e ,  p o u r  t o u t e  3 u i t e  de 

v s c t e u r s  d a n s  H*,  au m o i n s  un  v e c t e u r  o r t h o g o n a l  à  l a  s u i t e .

5 . -  C o o r d o n n é e s  d a n s  H . Un i c i t é  de H.

S i ,  d a n s  ce  q u i  p r o c è d e ,  V e s t  E l u i  -même, V ' = 0  

x  =  r . T o u t  x  e s t  d o n c  l a  somme d 1 une s é r i e  c o n v e r g e n t e ;

, 3 )  *  =  S i  “v T »
fit  l ' o n  a - i  c^ = ( x  , ) e t  ( x , x )  = ¿ 1  c v  c v

R é c i p r o q u e m e n t ,  l a  s é r i e  ( 3 )  e s t  c o n v e r g e n t e  e n  même t e m p s  qu e  

l a  s é r i e  51  c^ . S i  y  = ZL «■» f o  . l ' o n  a  ;
OO

( 4 )  ( x , y )  =  | -  c  . Z .
v  - i  v v

S i  i n v e r s e m e n t ,  l ' o n  d é f i n i t  un  e s p a c e  fî0 comme e n s e m b l e  d e s  

s u i t e s  ( c  j  , C2 . . . . )  t e l l e s  que  l a  s é r  16 21  c^ so  3 t  c o n v e r g e n t e  

l a  f o n c t i o n  ( x , y )  é t a n t  d é f i n i e  p a r  ( 4 )  , on  v é r i f i e  s a n s  d i f ­

f i c u l t é  l e s  a x i o m e s  A ,B , C  ; D r é s u l t e  du f a i t  q u ’ i l  n ' y  a  p a s

de v e c t e u r  fi C o r t h o g o n a l  à  t o u s  l e s  v e c t e u r s  ( 0 ...........0 , 1 , 0 , . . . )

H e s t  un  e s p a c e  h i l b e r t i e n ,  e t  t o u t  e s p a c e  h i l b e r t i e n  e s t  i s o ­

morphe  à  E . L ' e s p a c e  h i l b e r t i e n  e s t  d o n c  p a r f a i t e m e n t  d é f i n i  

p a r  l e s  a x i o m e s  A , B , C , D .

6 . -  F o n c t i o n s  l i n é a i r e s  . -  Nous a v o n s  vu que  ( x , y )  e s t  une f o n c ­

t i o n  l i n é a i r e  c o n t i n u e  de x .  S o i t  r é c i p r o q u e m e n t ,  7 ( x t  une t e l l e  

f o n c t i o n ;  s i  e l l e  n ' e s t  p a s  p a r t o u t  n u l l e ,  F ( x )  = 0 d é f i n i t  une
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v a r i é t é  2 i  no a 1 r  s f e r m e s  V. Soi t  tp norme o r t h o g o n a l  à  V; d é t e r ­

m i n o n s  A p a r  3 ’é q u a t i o n  F( x - à f )  = C ; F é t a n t  l i n é a i r e ,  c e t t e

é q u a t i o n  é q u i v a u t  à  ^   ̂ D’ a u t r e  p a r t ,  x - < W  €Bt  d a n s
F ( f )  '

V* donc o r t h o g o n a l  à  <f> : ( s  - i ( f ,  ) = o , d * o ù < f  é t a n t  normé 

À  = { x ,  <f ) . P o s o n s  f  -  Vf «f ) .  ( f  ; 1 »on a u r a  F ( x )  = ( x , f )  .

I l  y  a p l u s  : t o u t e  s u i t e  p a r t o u t  c o n v e r g e n t s  

de f o n c t i o n s  l i n é a i r e s  c o n t i n u e s  a p o u r  l i m i t e  une f o n c t i o n  de 

me me n a t u r e  .

S o i t  en  e f f e t  F _ ( x )  une t * l i e  s u i t e  . A p p e l o n s  s p h è ­

r e  t o u t  e n s e m b l e  de p o i n t s M o n t r o n s  que l a  s u i ­

t e F
n e s t  u n i f o r m é m e n t  b o r n é e  d a n s  une c e r t a i n e  s p h è r e .  S i n o n ,

' n  -31e ne s e r a i t  p a s  u n i f o r m é m e n t  b o r n é  c d a n s  l a  s p h è r e

e t  i l  y  a u r a i t  d a n s  c e t t e  s p È è r e  un  p o i n t  2-  où  une

f o n c t i o n  F s e r a i t  ( e n  m o d u l e )  ^  2 0  , d o nc  unè  s p h è r e  S j  e n t o u ­

r a n t  x-j Où | F  | > I 0 ;  on t r o u v e r a i t  de m^rae d a n s  S-  une s p h è r e
i  I ai

S2  où  u n - c e r t a i n e  f o n c t i o n  Fn? r e s t e ( en m o d u l e )"7 1 0 0 ,  e t c . . .

H é t a n t  c o m p l e t  ( a * . c )  l e s  s p h è r e - s  S j  a u r o n t  u n  p o i n t  commun,

o ù  l a  s u i t e  Fn  ne p o u r r a i t  Ê t r e  c o n v e r g e n t e ,  c o n t r a i r e m e n t  à  

1’hypothèse .

I l  y  a d on c  une s p h è r e  | x - a ) < r 2 o ù  l e s  Fn  s o n t  u n i ­

f o r m é m e n t  b o r n é e s  ; d ’ a u t r e  p a r t ,  e l l e s  s o n t  b o r n é e s  ou p o i n t  a 

donc a u s s i  ( e n  v - r t u  de l a  l i n é a r i t é )  d a n s  l a  s p h è r e  j x | 2 <  r 2 

ou  e n c o r e  ( p o u r  1 s  même r a i s o n )  d a n s  l a  s p h è r e  jx j2  4  i

K e i s  s o i t  F ( x )  = ( x , f  ) ;  e t  s o i t  ( f  t f  ) =
^ ** n  ,,1 n* n '  » n

l e  p o i n t  x  = - - - n -  a p p a r t i e n t  à  l a  s p h è r e  \ x \ * é  1 ,  e t  Fn  y  p r e n d
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l a  v a l e u r  P .  L e s  , ou e n c o r e  l e s  (£n ,fn ) s o n t  d o nc  u n i  ferme­

m e n t  b o r n e s .  R é c i p r o q u e m e n t ,  s ' i l  en e s t  a i n s i  , l 1 i n é g a l i t é  de 

S c h w a r z  m o n t r e  que l e s  Fn  s o n t  b o r n é s  d a n s  t o u t e  s p h è r e .

I n t r o d u i s o n s  un  s y s t è m e  de c o o r d o n n é e s  »^2 * • • • )

et 30it ( ‘f v . f n  > =  * ! »  = ï n  ( ‘f* >

e t et  = l i m .  ï „  ( UPj ) =  l i m .  =<( .n ) 
n-*>«e> n-^ûo

»o i ( n ) j  2
L'on aura : ( fn ,fn ) = f " 3K  I <  c 

9 f  2  oo
donc üU3ni /  |«(.| ^  ® 5 ^ = ^ . 'foçs^ un point de 

S>=1 * ^ ,1  *  ' •*
l ' e s p a c e  h i l b e r t i e n .  l i a i s  a l o r s  on  v o i t  i m m é d i a t e m e n t  que  l ' o n

0 . q u e l  que  s o i t
oo

X a* <EL O „ CPv 
*=1 T »

d a n s  l e  me'me e s p a c e  :

£2.  ( n )
l i m .  ï  ( 2 ) »  l i m .  ( ¿ _  cv . c - ,  ) 
n ^ c o  n ^ o »  s =3 ^  v

oO
. O . — ( X , f  )

v=3  v  V

Le t h e o r è m e  e s t  d é m o n t r é ,  e t  l ' o n  v o i t  de p3 us  que l a  c o n d i t i o n

n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  que  (x,fn) t e n d e  v e r s  une l i m i t e

q u e l  que s o i t  x  e s t  que ( C ^ , f n ) t e n d e  v e r s  une  l i m i t e  q u e l  que

s o i t  v> t e t  que  l e s  ( f n , £  ) s o i e n t  u n i f o r m é m e n t  b o r n é s  . On

c o n v i e n t  de d i r e  a l o r s  que l a  s u i t e  £ c o n v e rg e  f a i b l e m e n t
n  ------ -----H—— -  - ■ ■. ■

v e r s  une l i m i t e  £ .  f P a r  o p p o s i t i o n ,  l a  c o n v e r g e n c e  au s e n s  de 

l a  m é t r i q u e  C 3 t  a p p e l é e  c o n v e r g e n c e  f o r t e  ) .

Du c r i t è r e  p r o c è d e n t  e t  de l ' a p p l i c a t i o n  du p r o c é d é  

d i a g o n a l ,  on  d é d u i t  un  t h é o r è m e  de Bol  2ano-VTe i e r s t r a s s  : de t o u ­

t e  s u i t e  de p o i n t s  c c î i t r n u e  d o n s  une s p h è r e  f i x *  , on  p e u t  e x t r a i ­

r e  une su  i t* f a i b l e m e n t  c o n v e r g e n t e  . A u t r e  me n t  d i t ,  3* e s p a c e  H
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e s t  3 o c a l e m e n t  com pac t  au s e n s  de 3 a c o n v c ? g e n c c  f a i b l e .

Ce q u i  p r é c è d e  m o n t r e  que  3 * on  p e u t  c o m i d e r e r  3 e s  

f o n c t i o n s  3 i ne s 1 r e s  d o n s  H córame f o r m a n t  un  e s p a c e  i s o m o r p h e  

à  H : 3 * e s p a c e  h  i l  b e r  t i e n .  e s t  e n  d u a l  i t e  a v e c  3 u i  -m£mc . C ' e s t  

a v a n t  t o u t  à  c e t t e  p r o p á l e t e  q u ; e s t  due l a  s i t u a t i o n  p r i v i l é g i é e  

de l ' e s p a c e  de K i l b e r t  p a r m i  t o u s  l e s  e s p a c e s  f o n c t i o n n e l s  p o s ­

s i b l e s  .

6 .  -  L ' e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s  de c a r r é  sommât)! e .

S o i t  un  e s p a c e  f o n d a m e n t a l  jj" , o ù  1 * on  a d é ­

f i n i  une  m e s u r e  jju , donc  une i n t e g r a l  g C  f ( p >  a r  . L ’ o n  c o n ­

s i d è r e  1* e n s e m b l e  d e s  f o n c t i o n s  f ( P )  à  v a l e u r s  c o m p l e x e s  , me­

s u r a b l e s » ^ /  s u r  1 *cns  m b l e  -% , e t  t e l l e ®  q u e ^ j f ( P ) J  d j-v 

a i t  une v a l e u r  f i n i e  . L ' o n  p o s e  : ®

( * , g )  = C f ( T ) . g T P )  . à f ^ 1

C e t t e  i n t é g r a l e  a une v a l e u r  f i n i e ,  comme i l  r é s u l t e  4 -  l ’ i n é ­

g a l i t é  de S c h w a r z ,  ou p l u s  s i m p l e m e n t  de l ’ i n é g a l i t é  é v i d e n t e :
1-----------------------2 2 2 

I* ?  | -  ------ ( | f  | +  j g |  ) .  ( f  , f )  = ( f  | d é f i n i s s a n t  l a

d i s t a n c e ,  l ’ o n  c o n v i e n t  de c o n s i d é r e r  comme i d e n t i q u e s ;  deœ :  

f o n c t i o n s  f  e t  g  s i  l e u r  d i s t a n c e  e s t  n u l l e ,  c ’ e s t - à - ^ i r e  s i  

e l l e s  ne  d i f f è r e n t  l ’ une de l ’ a u t r e  q u e  3u r  u n  e n s e m b l e  de me­

s u r e  n u l l e  .

Dans  c e s  c o n d i t i o n s ,  l ’ e n s e m b l e  d e s  i f P )  a n t i s f - i t  

aux  a x i o m e s  A e t  B.  C ’ e s t  un e s p a c e  à  une i n f i n i t é  de d i m e n s i o n s  

s i  l ’ on p e u t  t r o u v e r ,  d a n s , un  nombre  a r b i t r a i r e m e n t  g r a n d  

d ’ 6 n s e m b l e s  d i s j o i n t s ,  de m e s u r e  f i n i e  O c a r  l e s  f o n c t i o n s



II.-B.- 12

c a r a c t é r i s t i q u e  s de c e s  e n s e m b l e s  ( f o n c t i o n s  p r e n a n t  3 a v a l e u r

3 s u r  un  e n s e m b l e  e t  0 p a r t o u t  a i 3 3 e u r s )  s o n t  "bien d e s  f ( P )

3 i n C a i  r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  . L ’ e s p a c e  e s t  s é p a r a b3e  s i  3a me s u -  

r 5 i*v p e u t  ê t r  e o b t e n u e  p a r  3e p r o 3  ongem* n t  d ' u n e  f o n c t i o n  d ' e n -  

s e m b l e  a d d i t i v e  de f i n i e  s u r  une fsrni3 3e | j i j  dé n o mbr ab3 e . S o i e n t

en  e f f e t  ............. l e s  f o n c t i o n s  c a r a - c t c r  i s t i  q u e s  d e s  e n s e m -

b3 c s U , e t  s o i t  f ( P )  or  t h o g o n a l  e à  t o u s  l e s  S ; 3 ' i n t é g r a i  s 

i n d é f i n i e  f x ( P ) d e s t  une f o n c t i o n  compl  è terne n t  a d d i t i v e  

de S ,  de b a s e  sj>j  , q u i  s 1 amu*.  e s u r  t o u s  3 e s  ensemb3 e s  t)  i e n  

v e r t u  du t h é o r è m e  de p r o 3 o n g f m r n t , e l l e  s ' e n n u i e  i d e n t i q u e m e n t  

donc  f  ( P) = 0 s a u f  s u r  un  e n s e m b l e  de me s u r e  n u 3 3 e  . L ' a x i o m e  

D e s t  s a t i s f a i t .  13 en  e s t  a i n s i ,  b i e n  e n t e n d u ,  d e n s  t o u s  3 e s  

c e s  u s u e l s  : s u r  3 s  d r o i t e , p a r  exe m p l e , on  p r e n d r a  p o u r  f ami  3 -  

3? 0  1 ' en se mb l  e d e s  i nt- '  r  v a l  l e s .  ( d e m i - o u v e î  t a )  à  e x t r é m i t é s  

r  a t i  onne  3 3 e s  .

E n f i n ,  p o u r  v é r i f i e r  C,  s o i t  une s u i t e  f n  c o n v e r g e n ­

t e  au s e n s  de 3a d i s t a n c e  : n o u s  d e v o n s  m o n t r e r  q u ' e l l e  t e n d  

v pr s  une l i m i t e  f . 13 s u f f i t  de l e  d é m o n t r e r  p o u r  une s o u s - s u i t e  

que  3 c o n q u e  : n o u s  c h o i s i r o n s  0 * 3 3 c - c i  (que  n o u s  appe  3 3 e r  ons  e n ­

c o r e  f j  , f g  , . . . f n  . . . )  de m a n i è r e  que 3 ' o n  a i t  i

<5) J  I*r .+l  ( F l  -  f n  (;?> T a r  <  g f c

S o i t  g 0 (p)  = f 3 ( p )  , e t  g n (P)  = f n+1 (P)  -  f n  (P)  . D a p r è s  (5 )

3 ' o n  a u r a  | g n ( P ) | 0  , s a u f  s u r  un  e n s e m b l  e de m e s u r e  -  2 ~ 4 n ;

I gn+3 ( I5) J — u f  s u r  un  e n s e m b l  -- de m e s u r e  ^  2 2  ; e t c . . .
2

T o u t e s  ce r- i n c g r 3 i t é s  s e r o n t  donc  v. r i f i v . e s  s imu3 t a n e n e n t , e t  3a

s é r i e  y  g ^  (p)  s e r a  r . b - o l u n i e n t  c o n v e r g e n t e  , s a u f  s u r  un  e n -  
o
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y  - 4 n + l
s e m b le  de m e s u r e  - 2  . n  c t a n t  a u s s i  g r a n d  q u f on  v e u t ,  l s

cT-
sc  r i  € ZL 6^1 O ’) t d o n e  3 a s u i t e  f  ( P ) ,  e r t  c o n v e r g e n t e  st  u f  

0
s u r  u n  e n s e m b l e  E de m e s u r e  nu3 3 e ; p o s o n s  f ( P )  =  0 s u r  E ,

oo
= 3 im .  p a r t o u t  a i 3 3 * u r s  .  De p l u s ,  3 a  s e r i  e ZTlg^i  P)  I

ï i ^ w  o '
e s t  c o n v è r g e n t e  d 5n s  3 e s  mÊraes c o n d i t i o n s ;  s o i t  P( P) s c  somme

n - 3  t »
( 3 2 u f  s u r  B o ù  F ( P )  =* 0 ) ,  e t  Fn ( P )  = 'E L  | g ^  (P )  .  On u i

V i  l^nlDl2^ -  ç  V |K (P>  |24f" ^ l ( P ) f d r  + 3

F ( P )  e s t  d o n c  3e c a r r é  s o m m o b l e ,  d o n c  a u s s i  f ( P ) ;  de p 3 u s  comme

| f m( P )  -  f fl{P)  ! ^  P ( P )  s a u f  s u r  E ,  on  p e u t  p a s s e r  à  3r. 3 i m i t e
f ' . |  2 

s n  f a i s a n t  n  i n f i n i  d a n s  1 * i n t e g r a l  i t C  -  *n ( P ) j

6t  3e t h é o r è m e  e s t  d é m o n t r é  ..
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