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B.- Définition de 1'espace de Hilbert
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I.-B.-1

| .- Historique.- L’espace hilbertien peut étre considéré .d’une
part, comme espace a une infinité denombrala3e d6 coordonnées»

*3» *2 , .- .txn. .. e distance étant dtfinie par 3a forme qua-

dr8tiaue X xQF* 6t d'autre pert comme 6spac6 des fonctions dé6
carre sommable. C'est sous 38 premiere forme qu'il fut intro-
duit pour 3a premiéei6 fois par Eilbert en 1906 (Gxundzlig6, 4
Mittei3ung), en vue de son application a 3a théorie des équa-
tions intégra36s , Hi3bert ne 36 servait pas, 13 6st vrai, du
langage géométrique; 3a théorie géométrique des espaces abs-
traits fut fondée par Fréchet, dans sa théeS6, en 1906, m8is 3es
espaces particu3diers qu*13 donnait en exemp3e de sa theorie
différaient essenti633ement d6 3'espace hi3berti6én. Dans les
années suivantes, les é3éves de Hi3bert (Eel3ing6r, Toep3itz,
Schmidt) déve3oppérent sa théorie, et Schmidt en particulier,
donna de 3'espace hilbertien, considére comme espace a une in-
finité dénombrable d6 coordonnées, une théorie essentiellement
énuivalent6 a 3a théorie moderne (Rendiconti di Palermo, t.25,
p.53 -1908). D'-autre part, dans une séri 6 d6 notes des O.K.
(t.144-19C7), Riesz et Fischer, per I'emploi de l'intégrale de
Lebesgue, et employant {pour la premiére fois, sembl6-t-il,
dans cette théorie) 36 3angage géométrique de Préchet, établi-
rent 3*identité abstraite d6 3'6space hi3bertien avec 3'espace
d6S fonctions de carré sommab3e sur un interva3le. Un premier
essai d'axiomatique$ ainsi qu'une géométrie de 3'espace hilb6r-
tien qui cherchait surtout a dérelopper 3Tana3ogi6 avec 3a géo-

metrie é3éraentaire, fut donné par ?rtchet en 1908 (Nouv63les
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Anns]-es p. 97 61 289) .

Depais lors, le devel oppement cle le science n*s
fait que .justifier et mettre en valeur 3a création de Hilbert,
en montrant que parmi tons les espaces fonctionnels possibles,
llespace hilbertien oeoupe une place privilegiée ou pour mieux
dire unique, et quTil constitue (jusque dans les questions aux-
quelles on aurait pu le croire autrefois mal adapté) dans tout
ce qui touche , de prés ou de loin, aux équations intégrales,

3loutil essentiel

2.- Espaces nermitiens.- Pour des raisons de commodité, on défi-
nit aujnurd fhui 1Tespace de Ei]bert comme généralisation, non
des espaces euclidiens, mais des espaces hermitiens a un nombre

fini de dimensions. On entend par la un espace ctori”2 {x4,xg

...*n), les Xj étant n coordonnées complexes, dont la structure
est définie par la forme d'Eermite
(x.x) = ¢ *2.2 4+ ... + V n

ou encore par la forme bilinéaire

(x,y) * Xly3 + xgyg + -—- + xnyn
Deux vecteurs x,y sont dits orthogonaux si (x,y) = 0 , la forme
(x,x) = x0 définit la longueur jxj du vecteur x; x-y est la
distance des points x,y . On a 1l»inégalité de Schwarz

CoI - (X, x). (Y.YD
Cn dit que des vecteurs AjeYa* forment un systéme ortho-
gonal normé si fj. Y_}> = *ij< 5ij- O ou 3 suivant que ou

i=i). un tel systeme deéefinit une transformation ertho/runale de
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coordonnées ; to teur x peut étre éciit sous la forme

gt 31lon a
(x,x) =21 (xf~fj)l12 ; (x,y) =~ (x, (fi),(y, vy ),

Plus généralement, étant donnée une variété linéaire Y a r di-
mensions (ensemble des combinaisons linéaires, a coefficients
complexes, de r vecteurs indtrendants) la forme (x.x) v définit
une géométrie hermitienne; la variété V* des vecteurs orthogo-
naux a V (c’est-a-dire a tous les vecteurs de V) est a n-r di-
mensions, et tout vecteur X peut s’écrire, d’une maniére unique,
comme somme d’un vecteur de V et d’un vecteur de V' ( ses projec-

tiens sur Vet V).

3.—Définiti on axlomatique de | ’espace hilbertien
H sera un espace hilbertien s’il satisfait aux
axiomes suivants (v.Neumann, Allgemeine Eigenwerttheorie....)

A) H est un espace vectoriel, ensemble d’éléments x,y....
ou est definie 1’addillon x-fy et la mu3tiplicatl on o<.x par un
nombre complexe o< % avec les propriétés habituelles d'associa-
tivité, commutativité, distributivite.

Plus brievement, H est un module par rapport au corps des nom-
bres compl6xes

B) L’espace H est hermitien, c’est-a-dire que |’on y a
défini une fonction (x,y) ds3 couples de vecteurs, qui
1° soit lineaire en x (S*1*1 +'*2%*2 (X3,V) +%2 (%2 wy*
2° possede la Bymétrde hermitienn; : (X,.y) = (y,x}



3° engendra une forme hermitienne (X,x) positive définie
(x.x) Y O, 3auf si x = ¢
(13 résu3te de 1° et 2° que
(X, «v-jy-, +«x-y£ ) =°<](x,yl) +c”2(x,y2 )
DTaut:re part, i2 rtsu3te de A et B que 3,ensemb3e des combinai-
sons linéaires de n vecteurs indépendants dans H cors ti tue une
variété Vn qui est un espace h'rnitien a n dimensions ).
La forme (x,x) =Uj2 définit une métrique dans

3Tespace H,|x-yj étant défini comme 3a distance de x et vy.

G) F est coap3et au sens de 3a métrique, c*'st-a-dire

gue toute suite de points convergente au sens du critere de

2
Cauchy y posseéde un point 3imite : B “xrj =~ entrai-
* 0
ne 3fexistence de x te3 que 3im. jx -x =0
n+oo i n 1

D) K est a une infinité dénombrai e de dimensions, c'est-
a-dire qu™ d’'une part, i3 contient un nombre aussi grand quTon
veut de vecteurs indépendants, et que d'autre part, i3 contient

une suitg dénombrab3e partout dense (i3 est séparab3e).

4.- Variétés linéaires Une variétée 3ineaire fermée X dans E
sera un ensemb3e V qui
1° en méme temps qu-- 3es vecteurs y XN s X~ contienne
toute combinaison 3inéaire de ces vecteurs,;
2° en meme temps quTune suite convergente, contienne 3a 3imite
de c' tte suite

Si un espace H' satisfait aux axiomes A,B,C

tout - varieté 3linéaire fermée y satisfait aussi . Dans H, toute
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varieté linéaire fermée est; séparable: car H peut étre recouvert

par une suibe de voisinages arbitrairement petits extraits d’un

ensemble dénombrable de voisinages, et il en est donc de rafme
de tout sous-ensenble ; une telle variété est donc un espace
hilbertien , ou bien un espace hermitien, a un nombre fini de

dimensions

Soit V une telle wvarieté , f, »fr ... fn
une suite partout dense sur Y : supprimons au besoin dans cette
suite les vecteurs qui seraient lineéairement dépendants des
précédents, et soit alors Vn I*ensemble d s combinaisons liné-
aires de fj ,f2 f fn; les Vn forment , dans V, une suite
croissante, et tout point de V est limite de points des V
Montrons que 11lon peut déterminer une suite orthogonale normte

yi. 2 eee felle que (fq,<f2--—-- .cfn, soit dant Vh . Pour n=I
fi

on prend ... . Admettons que |’on ait déja formé¢
>3 M fLLFID) 3
* 17S safcisicrlofc a ~ i *Y j~ = iy 8€ront donc
linéairement indépendants . et V est l1Tensemble de leurs com-

binaisons linéaires . Soit x un vecteur quelconque; cherchons

>n n en
orthogonal a Vg . L’on devra avoir £ A si c N * d*ou

a écrirG X sous la forme x:gn+72n , £ étant dans " et>?

(x.ifj) = Cj. Réciproguement, si |’on pose:

A £n Q<- i n * x *>n
on aura |pn. 9] ) =C : £n st ~ B satisfont aar conditions
voulues

En particulier, soit f - = étant dans V
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orthogonal a vQ : J" ~ 0 , sinon fn+j serait dépendant de fn

t2 fn : on posera ., = N , qui satisfait aux oondi-

*

tions voulues

Ce qui précede permet d*apil ipuer a toute varié-
te V a un nombre fini de dimensions les resultats du paragra-
phe 2 . En particulier, deux vecteurs x et y seront dans une
variéetC W'n (n-~2), d’ou 1*inégalité de Schwarz

ICE%] RN eI WA

Il en rcsulté que (X,y), pour y constant, est une fonction de
X continue a |’origine, donc, en tout point, en vertu de la
linéarité.

Oela posé, a tout x correspondent, par (1);
des suites Q ﬁ,7g.ﬁ et 1ron a

@ (s, = ZLIX <FiY  + (A n.i9n)
n

Dfautre part . Sfi-  amfiA | . Axg
m-+i
)
M .f-SKr.* o n
xQ - ,2
Il résulte de (2) que la série 51 N est convergente;

la 3uitéyn est donc convergente, et d’aprés C, posséde une

limite ~ ;o les ont donc une limite X - N

N est dans V comme limite de points des Y ; d'autre
part, |’on a, pour 1 fixe et n>i , (*, (p s o , donc en ver-
tu de la continuite, ( —0 Z hest orthogonal a tous les
Y oy donc a tous les Yn # donc a V
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Soit V* la varieté des vecteurs orthogonaux a
V; d*apres ce qui précede, V* ne se réduit a 0 que si V se con-
fond avec H . Tout vecteur x se trouve ainsi décomposé en un
vecteur ~ de V ( sa projection sur V) et un vecteur ™ de Y*.
V et V¥ n'ayant évidenment que 0 en cocenun, cette décomposition
est unique

F.Biesz a donné de ce théoreme (Acta Szeged
t.7, 1934) | ’élégante démonstration suivante , qui ne fait pas
usage de l'axiome D ni des suites orthogonales . Soit un vec-
teur x hors de V, soit d la born6 inférieure de 3es distances

aux points de V : Y étant fermée, d >0 . Soit>2.12 *....

unesuite minimisante "dans V, telle que la distance |Cn -X|
tende vers d. Cette suite est convergente au sens du critere de

Cauchy. En effet, pour m et n assez grands, on aura

ly i 2 2 . i k 2 2
tfm- * <a + £ .I$n- * < a + £
d'autre part @ v m+£n 1
—_— ——_—— e »
POSONS ni *m+fn_ ft = fn
0 J 2
.2
on aura donc (°< *<) - d et 1
(< Hbt <*4jV) = ( ) + (fi ) 2N (u i) +(p  ~<d2+g
le crochet est réel; en choisissant le signe convenabiement il
vient (jS )< C , ce qui démontre la convergence des £
Soit ~ leur limite, qui est dans V, et soit x = 7
l'on a(fe,i £)sd : N étant un vecteur quelconque d6

|\ - t] ~ u cn {UE fonction de u, at-
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teint donc son minimum pour u = 0, ce qui exige que (yt
> est bien orthogonal a V.

3n particulier, si un espace H* satisfaisant
a A,B,C n’est pas séparable, il existe, pour toute 3uite de

vscteurs dans H*, au moins un vecteur orthogonal a la suite.

5.- Coordonnées dans H . Unicité de H.

Si, dans ce qui procéde, V est E lui-méme, V'=0

X =r . Tout x est donc la somme dlune série convergente;
,3) *= Si “vTo»
fit l'on a-i ch = (x, ) et (x,X) = ¢1 cveceyv

Réciproquement, la série (3) est convergente en méme temps que

la série 51 c : SidS = ZL «a» fo . l'on a ;

(4) (x.y) =|-.¢c.Z,
Si inversement, l'on définit un espace fi0 comme ensemble des
suites (¢ j,C ....) telles que la sérl1l621 c® so3t convergente
la fonction (x,y) étant définie par (4) , on vérifie sans dif-
ficulté les axiomes A,B,C ; D résulte du fait qu’il n'y a pas
de vecteur fi C orthogonal a tous les vecteurs (O..... 0,1,0,...)

H est un espace hilbertien, et tout espace hilbertien est iso-
morphe a E . L'espace hilbertien est donc parfaitement défini

par les axiomes A,B,C,D.

6.- Fonctions linéaires .- Nous avons vu que (x,y) est une fonc-
tion linéaire continue de x. Soit réciproquement, 7(xt une telle

fonction; si elle n'est pas partout nulle, F(x) = 0 définit une
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variété 2inoalrs fermes V. Soit tp norme orthogonal a V; déter-

minons A par 3’équation F(x-af) = C ; F étant linéaire, cette
équation équivaut a ~* F(f) A D’autre part, x-<W €Bt dans
V* donc orthogonal a £ : (s -i(f, ) = o , d*¥ou<f étant normé
A = {x, <f) . Posons f - Vf«f ). (f ; 1»on aura F(x) =(x,f).

Il vy a plus : toute suite partout convergents

de fonctions linéaires continues a pour limite une fonction de
meme nature

Soit en effet F_(x) une t*lie suite . Appelons sphe-
re tout ensemble de points Montrons que la sui-

te Fn est uniformément bornée dans une certaine sphere. Sinon,

‘n -31e ne serait pas uniformément bornéc dans la spheére
et il y aurait dans cette spEére un point 2- ol une
fonction F serait (en module) » 20 , donc une sphére Sj entou-

rant xj Ou |F iPIO; on trouverait de m‘rae dans S:';i une sphere
S2 ou un- certaine fonction Fn? reste(en module)"7 100, etc...
H étant complet (a*.c) les sphére-s Sj auront un point commun,
ol la suite Fn ne pourrait Etre convergente, contrairement a
1’hypothése .

Il y a donc une sphere |x-a)<r2 ou les Fn sont uni-
formément bornées ; d’autre part, elles sont bornées ou point a
donc aussi (en v-rtu de la linéarite) dans la sphére jx|2 < r2
ou encore (pour 1s méme raison) dans la sphére jxj2 4 i

Keis soit F_(x) = (x,fn); et SOit,,l(fn*tfn') :»n
le point X = ---n- appartient a la sphére \x\*é 1, et Fn y prend
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la valeur P . Les , ou encore les (En,fn) sont donc uni ferme-
ment bornes. Réciproquement, s'il en est ainsi , | linégalité de

Schwarz montre que les Fn sont bornés dans toute sphere.

Introduisons un systéeme de coordonnées »N2 Feee)
et 301t (4y fn >=*1» = in (‘F* >
et et = lim. 7, (U ) = lim. =(n)

n>xe> n-"~0o

» 1 (n)j 2

L"on aura : (fn ,fn ) = FT"3K | < C

of 2 00
donc wUU3ni S/>:1 J<¢1 ~ ® 5 ~ :/(\11 L - ".1;0(;5/\ un point de
I'espace hilbertien. Ii%(i)s alors on voit immédiatement que l'on

o. quel que soit X a* *<EI1_ O,,QI_Pv dans le me'me espace
= »

£2. (n)
lim. ¥ (2) » lim. ( ¢ _ «c¢cv .C-, )
n~"co n~*o» s =3 N \
00
. 0. — (x,f
v=3 v V ( )

Le theoréme est démontré, et l'on voit de p3us que la condition
nécessaire et suffisante pour que (X,fn) tende vers une limite
quel que soit x est que ( C”,fn) tende vers une limite quel que
soit »t et que les (fn,£ ) soient uniformément bornés . On

convient de dire alors que la suite £n converge faiblement

vers une limite £. f Par opposition, la convergence au sens de
la métriqgue C3t appelée convergence forte ).

Du critére procédent et de l'application du procédé
diagonal, on déduit un théoréme de Bol 2ano-VTeierstrass : de tou-
te suite de points cclitrnue dons une sphere fix* , on peut extrai-

re une suit* faiblement convergente . Autrenent dit, 3*espace H



est 3ocalement compact au sens de 3a convc?gencc faible.

Ce qui précede montre que 3*on peut comiderer 3es
fonctions 3ineslres dons H cérame formant un espace isomorphe
a H : 3*espace hil bertien. est en dual ite avec 3ui-mEmc . C'est
avant tout a cette propélete qu;est due la situation privilégiée
de l'espace de Kilbert parmi tous les espaces fonctionnels pos-

sibles

6. - L'espace des fonctions de carre somméat)! e.

Soit un espace fondamental jj* , ou 1*on a dé-
fini une mesure jju , donc une integral g C f(p> ar . L’on con-
sidéere 1*ensemble des fonctions f(P) a valeurs complexes , me-
surables»”/ sur 1*cns mble -% , et telle® que”jf(P)J d jv
ait une valeur finie . L'on pose : ®

(*,9) = Cf(T).gTP) .afr1

Cette intégrale a une valeur finie, comme il résulte 4- 1’iné-
galite de Sghwarz, ou plus simplement de |’inégalité évidente:
1% 2 |« e | F ] 4 2jg| ). 2(f,f) = (] dafinissant la

distance, |’on convient de considérer comme identiques; dece:

fonctions f et g si leur distance est nulle, c’est-a-"ire si
elles ne difféerent |’ une de | ’autre que 3ur un ensemble de me-
sure nulle

Dans ces conditions, |’ ensemble des ifP) antisf-it
aux axiomes A et B. C’est un espace a une infinité de dimensions
si | ’on peut trouver, d an s, un nombre arbitrairement grand

d’6nsembles disjoints, de mesure finie O car les fonctions
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caractéristique s de ces ensembles (fonctions prenant 3a valeur
3 sur un ensemble et 0 partout ai33eurs) sont "bien des f(P)

3inCairement indépendantes . L’espace est séparab3e si 3a mesu-
rsi*v peut étre obtenue par 3e pro3 ongem*nt d'une fonction d'en-

semble additive definie sur une fsrni3 3e |jij dénombrab3e. Soient

en effet ... les fonctions cara-ctcristi ques des ensem-
b3cs U , et soit f(P) orthogonale a tous les S ; 3'intégrai s
indéfinie f x(P) d est une fonction completernent additive
de S, de base sj , qui slamu*.e sur tous 3es ensemb3es t) i en

vertu du théoréme de pro3ongfmrnt, elle s'ennuie identiguement

donc f(P) = 0 sauf sur un ensemble de mesure nu33e . L'axiome
D est satisfait. 13 en est ainsi, bien entendu, dens tous 3es
ces usuels : sur 3s droite, par exemple, on prendra pour fami 3-

3?7 0 1'ensembl e des int-"rval les. (demi-ouveita) a extrémités
rati onne 33es

Enfin, pour vérifier C, soit une suite fn convergen-
te au sens de 3a distance : nous devons montrer qu'elle tend

vprs une limite f. 13 suffit de le démontrer pour une sous-suite

que 3conque : nous choisirons 0*33c-ci (que nous appe 33erons en-
core fj ,fg , ...fn ...) de maniére que 3'on ait i
<5) J I*r.+l (FI - fn ((>T ar < gfc

Soit gO0(p) = f3(p) , et gn(P) = fn+tl (P) - fn (P) . D aprés (5)
3'on aura lgn(P )]0 , sauf sur un ensemble de mesure - 2~4n;
lgn+3 (19 JZ— uf sur un ensembl - de mesure " 2 2 ;etc...
Toutes cer incgr3ités seront donc v.rifiv.es simu3tanenent, et 3a

série vy g™ (p) sera r.b-olunient convergente , sauf sur un en-
0
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semble _(il_e mesure yz . n ctant aussi grand qufon veut, Is
C_
scri€ ZL e~ O’) t done 3a suite f (P), ert convergente stuf
0
sur un ensemble E de mesure nu33e ; posons f(P) :ooo sur E,

= 3im. partout ai33*urs . De plus, 3a serie ZTIlg"i P) I

Ti™~w o'

est convérgente db5is 3es mEraes conditions; soit P(P) sc somme
n-3 t »

(32uf sur B ou F(P) =o0), et Fn(P) = 'EL |g™ (P) . On u i

V i I7nIDI2A - ¢ VIK(P> [24f" ~1(P)fdr + 3

F(P) est donc 3e carré sommoble, donc aussi f(P); de p3us comme
|[fm(P) - ffl{P)! ~ P(P) sauf sur E, on peut passer a 3r. 3imite

f ' : 2
sn faisant n infini dans 1*integral itC - *n(P)j

6t 3e théoreme est démontré

BIBLIOGRAPHIE, v .Neumenn. Allgemeine Eigenwerttheorie.

Math. Ann. 102.

Sur les, espaces plus genereux et le rdle privilégié que joue
parmi eux | 'espace de Hilbert, on consultere : Toeplitz (Jour-
nal de Crelle, t.171)

Voir également le livre de Banach, Théorie der operations 1i-

néaires, et Fréchet, Espaces abstraits



