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LA CONJECTURE DE MILNOR
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Introduction

Soit F' un corps commutatif. La K-théorie de Milnor de F est I'anneau gradué KM (F)
défini par générateurs et relations de la maniére suivante :

o Générateurs : {a}, a € F*.
e Relations : {ab} = {a} + {b} (a,b € F*), {a} - {1l —a} =0 (a € F* - {1}).

En d’autres termes, KM (F) est le quotient de 'algébre tensorielle du Z-module F* par
I'idéal bilatere engendré par les a ® (1 — a) pour a # 1. On a Ko(F) = Z, K,(F) = F*.
Pour ai,...,a, € F*, le produit {a;} - ...  {an} € KM(F) est noté {a,,...,a,}. Pour
a # 1, les relations

{a,1=a} =0
{a1=a"} =0

et la bilinéarité entrainent
{a,—a} =0
d’ou, encore par bilinéarité
{a,b} = —{b,a} poura,be F*.

L’anneau gradué KM (F) est donc commutatif.

Les groupes KM (F) ont été introduits dans [22] par Milnor, qui était motivé par le fait
que KM (F) = K,(F) (théoréme de Matsumoto).

Soit m un entier premier & ’exposant caractéristique de F', et soit F; une cloéture
séparable de F. La suite exacte de Kummer

> pp— Fr B F 1
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(834) LA CONJECTURE DE MILNOR

fournit un homomorphisme

(1) F* — HY(F, jt)
a— (a)

vers la cohomologie galoisienne de F'.

LEMME 1 (Tate). — L’homomorphisme (1) se prolonge par le cup-produit en une famille
d’homomorphismes
KM(F)/m 220 H"(F, ur).
Cela revient & voir que (a) U (1 —a) = 0 dans H2(F, u2?), pour tout a € F*. Pour cela,
considérons l'algebre étale E = F[t]/t™ — a. Si a est I'image de ¢t dans E, on a

a”=a

Ngjp(l—a)=1-a.
"En utilisant la formule de projection en cohomologie étale, il en résulte :
(@) U (1 —a) = Corgyr((a) U (1 — a)) = Corgyr(m(a) U (1 — a)) = 0. O

Les homomorphismes uy, ,,(F') sont parfois appelés, pour des raisons historiques, homo-
morphismes de résidu normique. Notons K (n, m, F') I’énoncé suivant :
(K(n,m, F)) L’homomorphisme uy, ,,(F') du lemme 1 est bijectif.

Kato a proposé la conjecture suivante :
CONJECTURE 1 ([14, conj. 1]). — K(n,m, F) est vrai pour tout (n,m, F).

Pour n = 2, cette conjecture avait été indiquée par Milnor lui-méme [22, p. 540}, et
Bloch [6, lecture 5] avait posé la question de la surjectivité des un m lorsque F' est un corps
de fonctions sur C (notons que, dans ce cas, la surjectivité équivaut au fait que ’algébre
de cohomologie H*(F,Z/m) est engendrée en degré 1).

La conjecture de Kato a été démontrée dans un grand nombre de cas particuliers (voir
1.1). Elle vient d’étre démontrée dans le cas 2-primaire par Voevodsky :

THEOREME 1 ([48]). — K(n,m, F) est vrai pour tout (n, F) lorsque m est une puissance
de 2. -

La démonstration de Voevodsky est par récurrence sur n : elle est exposée dans les
prochaines sections!. Contrairement aux démonstrations précédentes, qui utilisaient la

1Le rédacteur ne prétend pas avoir vérifié les moindres ramifications de cette démonstration, qui
s’appuie sur un travail antérieur considérable (notamment [12], [42], [44], [45]). Il a par contre vérifié
les arguments de [48] dans un détail suffisant pour juger que son contenu mérite d’étre exposé dans ce
séminaire. Néanmoins, il doit souligner que la démonstration de [48] ne sera compléte que lorsque les
articles [26] et [47], sur lesquels elle repose, seront achevés et rendus publics.
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B. KAHN

K-théorie algébrique, elle n’utilise “que” la cohomologie motivique, qu’il a contribué a
développer (voir & ce sujet I’exposé de E. Friedlander dans ce séminaire). Malgré cela, la
topologie algébrique y joue un role essentiel, sous la forme de la catégorie homotopique (et
de la catégorie homotopique stable) des variétés, introduite par Morel et Voevodsky [25],
[46], [26]. Les arguments de Voevodsky n’utilisent pas non plus de réduction aux corps de
nombres, comme c’était le cas pour certaines des démonstrations antérieures.

Pour le lecteur qui ne souhaiterait pas se plonger dans les détails, nous en donnons ici
un résumé. Il est facile de voir qu’on peut se limiter au cas ol F' est de caractéristique
0, voire un sous-corps de C (corollaire 1.4 et proposition 1.5). On suppose la conjecture
connue en degré n — 1. La premiére étape, largement inspirée de (mais non identique &)
la stratégie antérieure de Merkurjev-Suslin, réduit le probléeme a démontrer un “théoréme
90 de Hilbert en degré n” (corollaire 2.6) : celui-ci est exprimé en termes de cohomologie
motivique. La deuxieéme étape, toujours inspirée par Merkurjev-Suslin, consiste a réduire
ce théoreme 90 & existence d’une variété de déploiement convenable pour un symbole
a € KM(F)/2, c'est-a-dire une variété intégre X, telle que a s’annule par extension des
scalaires de F' 4 F(X,) : on,prend pour X, la quadrique projective définie par une voisine
de dimension 2"~ 41 de la forme de Pfister associée 4 a. Ici la stratégie diverge de celle de
Merkurjev-Suslin : Voevodsky montre qu'il suffit d’établir la nullité d’un certain groupe
de cohomologie motivique d'un schéma simplicial C(X,) associé & X, (proposition 4.4
et théoreme 4.9). Cette approche simplifie grandement celle de Merkurjev et Suslin, qui
étaient obligés de démontrer une multitude d’énoncés parasites.

Toutes les démonstrations antérieures de cas particuliers de la conjecture de Kato utili-
sent le fait que, pour une variété de déploiement convenable X associée comme ci-dessus a

un symbole, le groupe des “zéros-cycles a coefficients dans les unités modulo ’équivalence
rationnelle”

Ao(X, K))

s'injecte dans F* par 'intermédiaire de la norme (voir section 8). Pour | = 2, ce résultat
est démontré par M. Rost en tout degré (théoréme 8.5). Grace & une décomposition du
motif de Chow de X, également due & Rost (théoréme 8.1), Voevodsky montre que cette
injectivité est équivalente a la nullité d’un autre groupe de cohomologie motivique de
C(X,) (théoréme 4.16). Sa contribution essentielle est alors de relier le premier groupe au
deuxiéme par une opération cohomologique @, qu’il va montrer étre injective.

Pour définir a, Voevodsky utilise la catégorie homotopique des F-variétés, qu'il cons-
truit conjointement avec F. Morel. Elle lui permet de définir des opérations de Steenrod
en cohomologie motivique, analogues A celles existant en topologie algébrique, et a est
une version entiere de l'une de ces opérations. Supposant F' plongé dans C, I'injectivité
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(834) LA CONJECTURE DE MILNOR

de o sur la cohomologie motivique de la variété X, résulte d’une part de existence d’une
classe fondamentale dans le bordisme algébrique de X,, et d’autre part du fait que la
classe de X,(C) en (n—1)-itme K-théorie de Morava est un générateur périodique, ce qui
établit un lien mystérieux entre la démonstration de Voevodsky et des objets intervenant
dans des propriétés profondes de la catégorie homotopique stable classique ([10], [31], [32])

Une partie considérable de argument de Voevodsky s’applique au cas d’un nombre
premier quelconque. Nous nous sommes efforcé de mettre en évidence cette généralité; on
en trouvera les fruits dans la section 9.1. Pour avoir tous les détails de la démonstration,
le lecteur devra naturellement consulter [48], ainsi que les articles dont il dépend. Nous
Pencourageons également & lire [46], ancétre direct de [48), qui contient des commentaires
éclairants ayant disparu de ce dernier article.

Supposons F' de caractéristique différente de 2. Soient W (F) I'anneau de Witt de F,
classifiant les formes quadratiques non dégénérées sur F, IF son idéal d’augmentation et,
pour tout n > 0, I"F = (IF)". Le groupe abélien IF' est engendré par les classes des
formes binaires < 1,—a > pour a € F*; le groupe I"F est donc engendré par les classes
des n-formes de Pfister < ay,...,a4n >=<1,—a; > ®---Q < 1, —a, >. L’application
(ay,...,an) »< ay,...,a, > induit un homomorphisme surjectif

(2) KM(F)/2 - I"F/I"M'F.

En collaboration avec D. Orlov et A. Vishik, Voevodsky a annoncé une démonstration
du fait que (2) est bijectif pour tout (n, F); cela avait été également conjecturé par Milnor.
Nous n’aborderons pas ici cet aspect de son travail, qui utilise essentiellement les mémes
méthodes (cf. [28]).

Je remercie Fabien Morel pour son aide dans la préparation de ce texte.

NOTATION. Si A est un foncteur sur la catégorie des extensions de F , sl a € A(F) et si
E est une extension de F, on note ag I'image de a dans A(E).

1. RESULTATS ANTERIEURS ET PREMIERES REDUCTIONS

1.1. Résultats connus antérieurement

Notons K(n,m) I'énoncé {K (n,m, F') pour tout corps F' de caractéristique ne divisant
pas m}.
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B. KAHN

L’énoncé K (0,m, F) dit que le groupe de cohomologie galoisienne H®(F,Z/m) est iso-
morphe & Z/m : c’est trivial.

L’énoncé K(1,m, F) dit que le groupe H*(F', jt,,) est isomorphe & F* /F*™. Ce résultat,
classique, est connu sous le nom de théorie de Kummer. Lorsque p,, C F, il équivaut
au fait que les caractéres d’ordre divisant m du groupe de Galois Gr = Gal(F;/F) cor-
respondent bijectivement aux éléments de F*/F*™, apres le choix d’une racine primitive
m-ieme de l'unité. L’injectivité de uy,,(F) résulte immédiatement de sa définition; sa
surjectivité résulte du théoreme 90 de Hilbert (ou plutét de la version d’'Emmy Noether
de ce théoréme) :

HY(F,F) =0.

La démonstration de K(2,m, F') est due a Tate pour les corps globaux [43]; Tate uti-
lise la théorie du corps de classes. La démonstration de K(2,m) est due & Merkurjev
pour m = 2 [18] et & Merkurjev-Suslin pour m quelconque [20]. Elle utilise la K-théorie
algébrique de Quillen; voir 'exposé Bourbaki de Soulé a ce sujet [39].

La démonstration de K (3,2) est due indépendamment a Rost [33] et & Merkurjev-Suslin
[21]. La démonstration de Merkurjev-Suslin utilise la K-théorie algébrique, alors que celle
de Rost ne I'utilise pas. Une démonstration de K(4,2) a été annoncée par Rost vers 1988,
mais celui-ci ne I'a jamais rédigée.

Rost et Voevodsky ont récemment annoncé une démonstration de K (3, 3) et de K (4, 3)
(voir section 9.1).

Enfin, en dehors des cas cités ci-dessus, K(n,m, F') est connu pour des corps F' parti-
culiers :

o Corps globaux : K (n,m, F) est connu pour tout (n,m) avec n > 3 (Bass-Tate [5]).
Bass et Tate démontrent plus : pour n > 3, le groupe KM (F) est isomorphe &
(Z/2)™, ol 1 est le nombre de places réelles de F'.

o Corps henséliens : soit F' un corps de caractéristique 0, hensélien pour une valua-
tion discréte, & corps résiduel de caractéristique p > 0. Alors K(n, p, F') est connu
pour tout n (Bloch-Gabber-Kato [7]).

1.2. Nettoyages

PROPOSITION 1.1. — a) Soient my, m, dews entiers premiers entre ewt. Alors, pour tout
corps F' de caractéristique premiére & mymy et pour tout n > 0, K (n,mymgy, F) <=
{K(n,my, F) et K(n,ma, F)}.

b) (Tate) Soientm > 1, F un corps de caractéristique premiére ¢ m et E/F une extension
de degré premier ¢ m. Soit n > 0. Alors K(n,m,E) = K(n,m, F).
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(834) LA CONJECTURE DE MILNOR

¢) (Tate) Soit l un nombre premier. Alors, pour tout corps F' de caractéristique différente
del, {K(n—1,l,F)etK(n,l,F)} = {K(n,l",F) pour tout v > 1}.

Démonstration. a) est clair. Pour démontrer b), on remarque que les deux foncteurs F' +—
KM(F) et F — H™(F,;®") sont munis de transferts

KY(E) — K} (F)

T BB e - HO(E e

pour toute extension finie E/F, vérifiant la formule de projection et tels que Ng/poig/r
soit la multiplication par le degré [E : F)], ot ig/r correspond a la fonctorialité (c’est clas-
sique pour la cohomologie galoisienne, cf. [38]; voir [5, §5] et [14, §1.7] pour la K-théorie
de Milnor), et que ces transferts commutent & ’homomorphisme u,, 5,

Pour démontrer c), on se réduit via b) au cas olt F' contient une racine primitive l-iéme
de P'unité ¢ : en effet, le degré [F(u) : F] divise I — 1, donc est premier a I. On raisonne
par récurrence sur v, en considérant le diagramme

KM P S KMF) I —— KM(F)PH —— KM(F)Jl —— 0

"n—l,ll 'u..,zvl ",.,,u+1l u..,:l

H M (F i "70) —Lo HM(F, ) —— H™(F, ) —— H™(F, ™)
ol p est le cup-produit par la classe [¢] de ¢ dans HO(F, ;) = tu suivi du Bockstein
associé a la suite exacte de coefficients

(An) 0 — p" — peits = ™ — 0.

Dans ce diagramme, la ligne inférieure est exacte, et la ligne supérieure est exacte sauf
peut-étre en KM (F)/I*. La commutativité du diagramme est évidente, sauf celle du carré

de gauche. Pour vérifier cette dernitre, on remarque que, si x € KM ,(F), son image y

par un_y, provient de § = w,_, p+1(z) € H* 1(F, /L?,i(ﬂ_l)), et donc que

ply) =0([(QUy) = ([N VG = (O UG = unp-({C} - 2).
L’énoncé résulte alors d’une chasse aux diagrammes. O

PROPOSITION 1.2. — Soit E un corps complet pour une valuation discréte, de corps
résiduel F. Alors, pour tout m premier d la caractéristique de F et tout n > 1, on a
K(n,m,E) < {K(n,m,F) e¢¢ K(n—1,m,F)}.

En effet, on a un diagramme
0 — KM(F)/m — KM(E)/m — KM (F)/m —— 0

nn.m(F)l u,,,,,.(E)JV 'u,‘_l',.(F)J

0 — H*(Fpn') — HY(E,u") —— H" N (F,p3rY) — 0.

m T
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La ligne supérieure est exacte scindée par le choix d’une uniformisante de E [22, lemma
2.6), ainsi que la ligne inférieure, cf. [38, p. 121, (2.2)]. On vérifie facilement que ce
diagramme est commutatif [22, p. 341] et que les deux scindages sont compatibles. La
proposition résulte alors du lemme des 5. 0O

COROLLAIRE 1.3. — K(n,m) = K(n —1,m).
Démonstration. On applique la proposition 1.2 avec E = F((t)). O

COROLLAIRE 1.4. — K(n,m) en caractéristique 0 implique K (n,m) en toute caractéris-
tique premiére d n.

Démonstration. Soit F' un corps de caractéristique p > 0 premiére i m. D’apres la propo-
sition 1.1 b), pour démontrer K (n,m, F), on peut supposer F' parfait. On applique alors
la proposition 1.2 en prenant pour E le corps des fractions de I’anneau des vecteurs de
Witt de F. O

Pour démontrer le théoréme 1, on peut donc supposer que m = 2 et que F' est un corps
de caractéristique 0. Cela servira & disposer non seulement de la résolution des singularités,
mais aussi d'un “foncteur de réalisation” de la catégorie homotopique des F-schémas vers
la catégorie homotopique classique, associé & un plongement de F dans C, si par exemple
F est de type fini sur Q (voir section 7.1). Cette hypothése supplémentaire est innocente
en vertu de la

PROPOSITION 1.5. — Soit F un corps. Si K(n,m, k) est vrai pour tout sous-corps k C F
de type fini sur son sous-corps premier, alors K(n,m, F) est vrai.

C’est clair, puisque la K-théorie de Milnor et la cohomologie galoisienne commutent
aux limites inductives filtrantes. O

2. COHOMOLOGIE MOTIVIQUE

Soit F' un corps. A tout F-schéma lisse de type fini X, Suslin et Voevodsky [42, §2]
associent une famille de complexes de groupes abéliens Z(n, X),>0, contravariants en X et
commutant aux limites projectives & morphismes de transition affines. Pour chaque n > 0,
les Z(n, X) définissent donc un complexe de faisceaux Z(n) sur le grand site zariskien de
Spec F' restreint a la sous-catégorie pleine des F-schémas lisses. Ces complexes de faisceaux
ont les propriétés suivantes :

(A) Z(0) = Z, concentré en degré 0.

(B) Z(1) est quasi-isomorphe & G,,[—1] (le faisceau des unités placé en degré cohomo-

logique 1).
(C) Pour tout n > 0, Z(n) est acyclique en degré > n.
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(834) LA CONJECTURE DE MILNOR

(D) Pour m,n > 0, il existe un produit Z(m) Q%Z(n) — Z(m + n). Ce produit est
commutatif et associatif & homotopie pres.

(E) Pour tout m premier & ’exposant. caractéristique de F, o*Z(n) é) Z/m est quasi-
isomorphe & 8", olt & est la projection du grand site étale de Spec F' sur son
grand site zariskien.

(F) Z(n) est un complexe de faisceaux avec transferts, a faisceaux de cohomologie
invariants par homotopie, au sens de [44].

(G) H"(Spec F,Z(n)) = KM(F) [42, §3].

Pour plus de détails, voir ’exposé de Friedlander.

L
Pour tout groupe abélien A, on note A(n) le complexe Z(n) ® A. On note Hp(X, A(n))
(resp. H{ (X, A(n))) les groupes d’ hypercohomologie Hy, (X, A(n)) (resp. HE (X, a* A(n))).
Pour X = Spec F’, on convient e noter simplement ces groupes Hg(F, A(n)) et H (F, A(n)).

Comme on ne sait pas pour n > 2 si Z(n) est cohomologiquement borné & gauche (c’est
une conjecture), il est bon de rappeler la définition de ’hypercohomologie d’un complexe
non borné et de vérifier quelques propriétés des groupes ci-dessus (ces points sont quelque
peu passés sous silence dans [42] et [48]). Si X est un site et C' un complexe de faisceaux
sur X, a valeurs dans les groupes abéliens, H*(X, C) est la cohomologie d’'un complexe
F K-injectif au sens de [40], quasi-isomorphe & C. Si X est de dimension cohomologique
finie, on a des suites exactes :

3) 0 — lim' H* }(X, 75,.C) — HY(X, C) — lim H(X, 75,C) — 0.

Si C est cohomologiquement borné & gauche ou si X est de dimension cohomologique
finie d, on a des suites spectrales d’hypercohomologie fortement convergentes :

(4) 7 = HY(X,C?) = HI(X,C) « HY(X, H4(C)) = 1%

On aura aussi besoin de la cohomologie motivique de certains schémas simpliciaux. Si
x, est un objet simplicial de X, on définit H*(z,,C) comme étant la cohomologie du
complexe total associé au complexe cosimplicial F(z,), ou F est comme ci-dessus. Si C
est cohomologiquement borné & gauche ou si z, est de dimension finie, on a une suite
spectrale fortement convergente :

6) E}* = HY(,,C) = H"™(z.,C).

Si z{” est un systéme inductif d’objets simpliciaux, de limite inductive z., on a des
suites exactes analogues & (3) :

(6) 0 — lim' H'"}(2{”, C) — H(z., C) — lim H(z{", C) — 0.

Pour tout nombre premier I, notons Z, le localisé de Z en I.
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PROPOSITION 2.1. — Pour tout corps F et tout nombre premier | #carF,

a) L’application naturelle Hy(F,Q(n)) — Hi(F,Q(n)) est un isomorphisme pour tout
qgeZ.

b) Le foncteur F — H{(F,Zuy(n)), ol # car F, commute aur limites inductives pour
tout q € Z.

¢) H{(F,Zyy(n)) est de torsion pour q¢ > n.

Démonstration. a) Plus généralement, pour tout corps F et tout complexe de faisceaux de
Q-espaces vectoriels K sur le grand site zariskien de Spec F', munis de transferts au sens
de [44], 'application HY(K(F)) — HY (F,a*K) est un isomorphisme. Si K est réduit a
un faisceau, c’est di a I’existence de transferts et au fait que la cohomologie galoisienne
d’un Gp-module est de torsion en degré > 0. En général, on note qu’un corps est de Q-
dimension cohomologique étale 0, et qu’on peut donc appliquer la suite spectrale I7T de (4).

b) II suffit de démontrer ’énoncé analogue pour les groupes de cohomologie & coeffi-
cients Q(n) et Qi/Zi(n). Dans le premier cas, cela résulte de a); dans le deuxiéme, cela
résulte de la propriété (E) de Z(n) et de la commutation bien connue de la cohomologie
étale d’un faisceau aux limites inductives filtrantes.

c) Cela résulte de a) et des propriétés (C) et (E) de Z(n). O

Soit [ un nombre premier différent de car F. Considérons ’énoncé suivant :
(H90(n,l, F)) Pour tout ¢ <n, Hp''(F,Zg(i)) = 0.
Eremples 2.2. —

(1) n = 0 : Pénoncé se traduit en HY(F,Z) = 0. Cest clair, puisque le groupe de
Galois G, profini, n’a pas de caractéres continus d’ordre infini.

(2) n=1:1énoncé se traduit en le précédent et HE (F, G,n) ®Z(r) = 0. Cest la version
d’Emmy Noether du théoréme 90 de Hilbert.

Notons H90(n,1) I'énoncé {H90(n, !, F') pour tout corps F' de caractéristique 0}. Par
ailleurs, notons B(n) le complexe de faisceaux zariskiens 7<,+1 Ra.a*Z(n) : on a un mor-
phisme naturel

(Br) Z(n) — B(n)
sur le grand site zariskien de Spec Q.

THEOREME 2.3 ([48, th. 2.11]). — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H90(n,l) est vrai.
(i) Pour tout i < n, le morphisme (B;) ® Zqy est un quasi-isomorphisme.
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Démonstration. (ii) = (i) est clair, d’apres la propriété (C) de Z(n). Pour voir la réciproque,
introduisons le cone K (i) du morphisme (B;) ® Zgy : c’est un complexe de faisceaux sur le
grand site zariskien de Spec F), et il faut montrer qu'il est acyclique. Pour tout anneau local
A d’une F-variété lisse X, il résulte de la propriété (F) de Z(:) que H*(Spec A, K (i)) —
H*(Spec E, K(i)) est injectif (“conjecture de Gersten”, [44, cor. 4.17]). Cela raméne &
démontrer, sans perte de généralité, que H*(F, K(i)) = 0. D’aprés la proposition 2.1
L
c), H*(F,K(i) ® Q) = 0. Il reste & voir que H*(F, K (i) ® Qi/Z;) = 0, cest-d-dire que
HE(F,Qu/Zi(3)) — HE(F,Qu/Zy()) est bijectif pour ¢ < i. Or :
LEMME 2.4. — Si H90(n,l, F') est vrui, alors, pour tout i <n, le Bockstein
Hl(F I c) — Hi+l(F IL@:)

associé ¢ la suite ezacte (A;) est nul.

En effet, la propriété (E) du complexe Z(¢) implique que ce Bockstein se factorise par

le Bockstein
HY(F, uf) —’H'“(F Zy(i) =0

associé au triangle distingué a*Z () 5o *Zay (i) — o*Z/1(i) — a*Z(i)[1]. La con-
clusion résulte maintenant de [42, prop. 7.1 et th. 5.9] (voir exposé de Friedlander, prop.
6.5). a

Remarque 2.5. — L’hypothése de caractéristique 0 intervient dans la démonstration de
[42, th. 5.9], qui utilise la résolution des singularités.

COROLLAIRE 2.6. — H90(n,l) = K(n,l).

L
Vu les propriétés (E) et (G) de Z(n), il suffit C’appliquer le foncteur C +— Hg, (F,C ® Z /1)
au morphisme (B,,) et de tenir compte du corollaire 1.4. 0

Dans la section suivante, on aura également besoin du

COROLLAIRE 2.7 (théoréme 90 de Hilbert pour KM, [48, cor. 2.14]). — Supposons que
H90(n,l) soit vrai. Soient F un corps de caructéristique 0, E /F une estension cyclique
de degré IV (v > 1) et o un générateur de son groupe de Galois. Alors la suite

() KM(E) 1% KM (B) “25 KM(F)

est ezacte.

Démonstration. Soit G = Gal(E/F). On a une suite exacte de Gp-modules
0-2Z—Z[G =5 Z[G) > Z—0

que I'on considére comme un complexe K de faisceaux sur le petit site étale de Spec F.
On a donc
Exth (K, a'Zgy(n—1)) =0 pour tout ¢ € Z.
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Notons que Extf o (Z,a*Zyy(n)) = HY(F,Zg(n)) et que Ext} o (Z[G], a* Z(y(n)) =
H{(E,Zg(n)). D’apres le théoréme 2.3, ces groupes coincident respectivement avec
HE(F, Zy(n)) et HE(E,Zgy(n)) pour ¢ < n + 1. En utilisant une suite spectrale d’hy-
percohomologie convergeant vers Ext} (K, a*Zq(n)) et la propriété (G) de Z(n), on en
déduit que la suite (7) est exacte aprés tensorisation par Zy. Mais 'homologie de (7) est

de l”-torsion, en vertu de la formule Ng/p(z)p = Yho' o*x; le corollaire 2.7 en résulte.0
Remarque 2.8. — Dans le cas | = 2, Merkurjev a démontré indépendamment que la

propriété du lemme 2.4 pour v = 1 entraine la conjecture de Milnor, sans utiliser la
résolution des singularités [19].

Vu le corollaire 2.6, le théoreme 1 résulte maintenant du théoréme suivant :

THEOREME 2.9 ([48, th. 4.1]). — H90(n,2) est vrai pour tout n > 0.

3. CORPS DONT LA K-THEORIE DE MILNOR EST DIVISIBLE

Le but de cette section est de démontrer :

THEOREME 3.1. — Soit | un nombre premier, et soit F' un corps de caractéristique 0,
sans extensions finies de degré premier a l, tel que KM(F) = IKM(F). Alors HY0(n—1,1)
= H90(n, 1, F).

Démonstration. On a besoin de quelques lemmes :
LEMME 3.2 (cf. [48, lemma 2.20]). — Supposons HY0(n — 1,1) vrui. Soit F un corps de

caractéristique 0, sans extensions de degré premier ¢ 1. Soit E/F une extension cyclique

de degré 1 telle que la norme KM |(E) LA KM (F) soit surjective. Alors la suite

KM(E) 2o Mgy 225, gMpy L
est exacte.

Démonstration. L’exactitude en KM (F) résulte facilement de I’hypothése. Pour démontrer
'exactitude en KM (E), on définit un homomorphisme

K(F) 5 KY(E)/(1 - 0)K (E)
par la formule

W({a‘lv' .. ’a'ﬂ}) =b- {a'ﬂ}

ou b € KM,(E) est tel que Ng/p(b) = {ai1,...,an-1}. Le corollaire 2.7 implique que
b-{a.} € KM(E)/(1 — 0)KM(E) ne dépend pas du choix de b. Pour voir que ¢ est bien
défini, il faut vérifier que b - {a,,} dépend multilinéairement de (a,,...,a,), ce qui est
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immédiat, et que cet élément est nul si a; + a, = 1. Pour simplifier, supposons a; ¢ F*
(lautre cas est plus facile), et soit K = F({/a;). Soit ¢ € K* tel que ¢! = a;. Notons que

Nkg/k(bke) = Nejp(b)k = {1, ... a1}k = Hc a2 .. 001}

donc que Nkg/k(bke — {c,az...,an-1}) = 0; en appliquant de nouveau le corollaire 2.7,
on obtient un élément d € K,,_I(KE) tel que (1 — o)d = bkg — {c,a2...,a.—1}. Notons
aussi que 1 — a; = Ng/r(l —¢). On a alors :

b-{an} =b-{1-a1} = Nkg/e(bke - {1 —¢})
= Nkg/e((bke — {c,az,...,an1}) - {1 = c}) = Ngg/e((1 — 0)d - {1 - c})
= (1 - 0o)Nkg/e(d-{1-c}) € (1- U)KTILW(E)-

Il est clair que ¢ est une section de ’homomorphisme KM(E)/(1 — o)KM(E) %
KM(F) induit par la norme. Reste & voir qu'il est surjectif. Ox, d’aprés Bass-Tate [5,
cor. 5.3], KM(E) est engendré par les symboles de la forme {b, az,...,a,} avec b € E* et
az,...,0, € F*. On vérifie facilement sur ces symboles que ¢ o v est I'identité. 0

LEMME 3.3 (c¢f. 48, lemma 2.17]). — Soit F' un corps de caractéristique 0, sans exten-
sions de degré premier @ 1. Supposons H90(n — 1,1) wvrai. Alors, pour toute extension
cyclique E/F de degré 1, la suite

HV(E, Z /1) 225, gv=Y(F,Z/1) % H™(F,Z/l) — H™(E, Z/l),
o x € HY(F,Z/l) est un caractére définissant E, est exacte.

Nous renvoyons & [48] pour la démonstration : en effet, pour | = 2, ce résultat est vrai
sans ’hypothese H90(n — 1,1) (ni d’ailleurs celle que F' n’ait pas d’extensions premiéres
al), cf. par exemple [1, cor. 4.6).

LEMME 3.4 ([48, lemma 2.22]). — Sous Uhypothése du théoréme 3.1, on o« KM(E) =
LKM(E) pour tout extension finic E/F.

Démonstration. 1l suffit de traiter le cas olt E/F est cyclique de degré I. Montrons d’abord
N
que la norme KM (E) =25, KM (F) est surjective : comme son conoyau est de I-

torsion, cela résulte de la surjectivité de KM, (E)/l —5 HNeve, KM (F)/l. Comme F n’a pas
d’extensions de degré premier A [, il contient une racine primitive l-itme de I'unité dont
le choix identifie le module galoisien 4 & Z/1; de plus, on a E = F(y/a) pour un a € F*
convenable. On a alors un diagramme commutatif

M E A KMP) l=0 — KM(E)/I

(8) "n-l,ll Upy 1,11 m.,ll "n,zl

N, a)
HYE,2/l) =5 YRz 2% HNEZN) —— HYE,Z)1)

KM (B))I P, gM
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ol les deux fleches verticales de gauche sont des isomorphismes par le corollaire 2.6 et
dont la ligne inférieure est exacte par le lemme 3.3. La surjectivité en résulte.

Soit o un générateur de Gal(E/F). L’égalité KM(F) = IKM(F) et le lemme 3.2 en-
trainent facilement que I’endomorphisme 1 — o de KM(E)/l est surjectif. La conclusion
en résulte, puisque (1 — o)! = 0. a

Démonstration du théoréme 3.1. Montrons que H™(F,Z/l) = 0 : c’est suffisant vu
la proposition 2.1 c) et la propriété (E) de Z(n). Soit a € H"™(F,Z/l). 1l existe une
extension finie galoisienne E/F telle que ag = 0. Grace au lemme 3.4, on peut supposer
par récurrence sur [E : F| que E/F est cyclique de degré I. Soit E = F({/a) pour a € F*.
En réutilisant le diagramme (8), on voit facilement que o = 0. 0

4. VARIETES DE DEPLOIEMENT

4.1. Corps de déploiement

DEFINITION 4.1. — Soient F un corps, n > 0 et z € KM(F)/l. On dit qu'une extension
K/F est un corps de déploiement (resp. un corps de déploiement générique) pour x si
zk = 0 (resp. si, pour toute extension E/F, g =0 <= il existe une F-place de K vers
E). On dit qu'une F-variété intégre X est une variété de déploiement (resp. une variété
de déploiement générique) pour x si F(X) est un corps de déploiement (resp. un corps de
déploiement générique) pour z..

Remarque 4.2. — Si la variété X est de plus propre, la condition de généricité se traduit
sous la forme suivante : pour toute extension E/F, xg = 0 si et seulement si X Qp F a
un point rationnel. Cela résulte du critére valuatif de propreté. Si Y est une autre variété
de déploiement pour z, il existe donc un F-morphisme d'un ouvert de Y vers X. La
pertinence de cette notion apparaitra dans la section 9.2.

Ezemples 4.3. —

(1) Fj est un corps de déploiement pour tout z : en effet, la K-théorie de Milnor de F,
est l-divisible. Cela prouve I'existence de corps de déploiement (et méme de corps
de déploiement de degré fini sur F).

(2) Pour la démonstration du théoréme 2.9, on utilisera des corps de déploiement
génériques dans le cas ol = est un symbole. En voici des exemples :

(a) m = 2. Supposons jy; C F' et choisissons une racine primitive l-ieme de 1'unité
¢. Pour a,b € F*, lalgebre centrale simple A = ("Ff‘)( admet une variété
de Severi-Brauer X : c’est une F-variété projective, lisse, géométriquement
integre, isomorphe & P! si et seulement si A n’est pas & division ([8], [2]).
On montre que X est une variété de déploiement générique pour {a,b} €
KM(F)/l (Bass-Tate, [23, th. 5.7 et cor. 5.11]).
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(b) n = 3. Avec les mémes hypothéses et notations que ci-dessus, soit ¢ un
troisieme élément de F**. Notons U la variété affine d’équation Nrd(x) = c,
olt Nrd4 est la norme réduite associée & A : c’est une “forme tordue” de SL;.
11 résulte de [20, th. 12.1] que U est une variété de déploiement générique
pour {a,b,c} € KM(F)/l. Une complétion projective de U est donnée par
X ={lz,yt) e PADADF) | zy = t3,2* = yt'%c,y* = xt'~2%c"'}, ol
z — 2* € A est une fonction polynomiale (bien définie! ) telle que zz* =
Nrds(z), 'immersion ouverte U — X étant donnée par z — [z,z7%,1]
(Rost). La variété X n’est toutefois lisse que pour | = 3.

() I = 2. Pour a = (ay,...,an) € (F*)" la quadrique projective X, définie
par la n-forme de Pfister ¢ =< ay,...,a, > est une variété de déploie-
ment générique pour {ay,...,a,} € KM(F)/2 (11, cor. 3.3]. Variante : on
remplace ¢ par une de ses voisines (sous-forme de dimension > 2"~1) [17,
ex. 4.1].

Pour z € KM(F)/l, notons D(z) la propriété suivante :
D(z) Il existe un corps de déploiement K pour x, de type fini sur F et tel
que HPY(F, Z)(n)) — HpY (K, Zg)(n)) soit injectif.

PROPOSITION 4.4. — Supposons H90(n — 1,1) vrai. Supposons de plus que, pour tout
corps E de caractéristique 0 et tout (ay,...,a,) € (E*)*, D({ay,...,a,}) soit vrai. Alors
H90(n,l) est vrai.

Démonstration. Par Pabsurde. Soit a € Hp'(F,Zy)(n)) — {0}. Choisissons un domaine
universel pour F, c’est-a-dire une extension F'/F, algébriquement close et de degré de
transcendance infini. D’aprés la proposition 2.1 b), Pensemble des sous-extensions K/F
telles que ax # 0 est inductif; il a donc un élément maximal E. Ce corps E n’a pas
d’extensions finies de degré premier & ! (argument de transfert). D’aprés le théoréme 3.1,
on a donc K} (E)/l # 0. Soit x = {ay,...,a,} € KM(E)/l — {0}. En appliquant D(z),
on trouve une extension K/E de type fini, telle que zx = 0 (donc K # E) et ax # 0.
Comme K/E est de type fini, K se plonge dans F', ce qui contredit la maximalité de E.C)

4.2. Variétés de déploiement

Pour toute F-variété intégre X, notons C(X) le schéma simplicial tel que C(X o =
X™t1) les faces et dégénérescences étant données par les projections et diagonales par-
tielles. On a une chaine de morphismes de schémas simpliciaux

Spec F(X) —» X — C(X) — Spec F'
ot les objets autres que C'(X) sont considérés comme des schémas simpliciaux constants.
LEMME 4.5. — @) Si X a un point rationnel, les homomorphismes

Hp(F,Z(n)) — Hp(C(X), Z(n))
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sont des isomorphismes.
b) Les homomorphismes

Hi(F,Z(n)) — H(C(X),Z(n))
sont des isomorphismes.

Démeonstration. a) C’est classique : le choix d’un point rationnel de X définit une rétraction
r de I'application naturelle

Hy(F,Z(n)) = Hp(C(X), Z(n)).

Pour prouver que o or est I'identité, on construit comme d’habitude une homotopie de
I'identité & I'application correspondant & aor sur un complexe caleulant Hj(C(X), Z(n)).

b) C’est clair par le méne raisonnement qu’en a) si X a un point rationnel, par exemple
si F est algébriquement clos. En général, cela résulte de la comparaison des suites spec-
trales convergentes

H'(F\HY(F,, K)) = HLM(F, K)

ét,
HP(FH (C(X.), K)) = HEM(C(X), K)

ol X, = X ®p F et K = Q(n) ou Q/Z(n), ¢f. la démonstration de la proposition 2.1 b).
0O

Remarque 4.6. — Une démonstration du lemme 4.5 a) plus naturelle d’un point de vue
homotopique pourra étre obtenue a partir de ’exemple 5.1 et du théoréme 6.2 ci-dessous.

DEFINITION 4.7. — Soit € KM(F)/l. Une variété de déploiement X pour z est bonne
si les conditions suivantes sont vérifiées :
(i) X est lisse.

(ii) Xp(x) est rétracte rationnelle.
(iii) Hpt(C(X),Zw(n)) = 0.

Rappelons qu'une F-variété integre X est rétracte rationnelle s’il existe un ouvert non
vide U C X tel que Idy se factorise par un ouvert d’un espace affine. Cette notion est
due a D. Saltman (37].

Ezemples 4.8. —

(1) Soit X une wvariété projective homogéne sur F : il existe donc un groupe semi-
simple G, défini sur F, tel que X ®f F, soit Fi-isomorphe & G ®f F;/P pour un
F,-sous-groupe parabolique P convenable de G ®p F, [9, prop. 4]. Alors X vérifie
les hypotheses (i) et (ii) de la définition 4.7. Pour (i), c’est classique; pour (ii) on
utilise la décomposition de Bruhat généralisée qui montre que Xp(x) est méme
F(X)-rationnelle [3, th. 21.20] (je remercie Philippe Gille de m’avoir indiqué cette
référence). Ceci s’applique aux exemples 4.3 (2) (a) et (c).
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(2) La variété U de I’exemple 4.3 (2) (b) vérifie également les hypotheéses (i) et (ii)
de la définition 4.7 : pour (ii), on remarque que si U a un point rationnel, on
peut se ramener & ¢ = 1 par multiplicativité de la norme réduite. Il faut donc
montrer que SL; 4 est rétracte rationnelle. Comme l'indice de A est premier, le
théoréme de Wang [50] implique que tout élément de norme réduite 1 est produit
de commutateurs. En appliquant ceci au point générique 1 de SL; 4, on obtient
une factorisation

1 — SLya

N /

(GLy,4)*™
pour m > 1 convenable. Cette factorisation s’étend en un triangle commutatif
|4 — SLl, A

N /
(GLy,4)*™
ot V est un ouvert convenable de SL, 4, ce qui entraine facilement la propriété

cherchée. (Je remercie Jean-Louis Colliot-Théléne de m’avoir expliqué cette dé-
monstration.)

THEOREME 4.9 (cf. [48, th. 2.25]). — Supposons que H0(n — 1,1) soit vrai. Soit z €
KM(F)/l; supposons que x admette une bonne variété de déploiement. Alors D(z) est
vrat.

Démonstration. On a encore besoin de quelques lemmes :

LEMME 4.10 ([48, th. 2.15]). — Supposons que H90(n — 1,1) soit vrai; soit K(n) le cone
du morphisme (By) ci-dessus, localisé en . Alors X — H*(X,K(n)) est un invariant
birationnel lorsque X décrit les F-variétés lisses et intégres.

Démonstration. Il faut montrer que, pour tout ouvert non vide U C X, H*(X, K(n)) —
H*(U, K (n)) est bijectif. Soit Z = X — U. Par récurrence sur dim Z, on se ramene au cas
ol Z est lisse (considérer son lieu singulier). De la pureté de la cohomologie motivique (42,
prop. 2.4] et de la cohomologie étale & coefficients racines de I'unité tordues, on déduit
alors que

H% (X, K(n)) ~H"*(Z,K(n - c))

oll ¢ = codimx(Z). La conclusion résulte maintenant du théoréme 2.3. 0O

LEMME 4.11. — Awec les hypothéses et notations du lemme 4.10, soit Y L X un mor-
phisme dominant de F-variétés lisses et intégres, dont la fibre générique est une variété
rétracte rationnelle. Alors H*(X, K (n)) EAN H*(Y, K(n)) est un isomorphisme.
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Démonstration. Grace au lemme 4.10, on se raméne au cas ol X est un corps. En
réutilisant si besoin est le lemme 4.10, le lemme 4.11 résulte alors de linvariance par
homotopie de la cohomologie motivique (propriété (F) de Z(n)) et de la cohomologie
étale & coefficients racines de 'unité tordues. O

LEMME 4.12. — Supposons HY0(n —1,1) vrai. Soit X une F-variété intégre vérifiant les
propriétés (i) et (i) de la définition 4.7. Alors,
a) Les homomorphismes

H*(C(X), K(n)) — B*(X, K(n)) —» H*(F(X), K (n))

sont des isomorphismes.
b) On a une suite eracte

HEH(C(X),Zw(n)) — HE(F,Zq)(n)) — HE (F(X), Zg)(n)).
Démonstration. a) C’est clair pour ’homomorphisme de droite, en vertu du lemme 4.10.
Si 9 est une face de C(X),4; vers C(X),, il résulte du lemme 4.11 que lapplication
induite par 0 en K(n)-hypercohomologie est un isomorphisme. Pour tout r > 0, soit
C(X)™ le r-itme squelette de C(X). D’apres la remarque ci-dessus, les différentielles d,

sont alternativement nulles et hijectives dans la suite spectrale (5) associée & C(X )@ 1
en résulte que cette suite spectrale dégénére et induit des isomorphismes

H*(C(X)®), K(n)) = H*(X,K(n)), r>0.

En particulier, les systémes projectifs (H*(C(X)?), K (n)))r>0 sont constants, et il
résulte des suites exactes (6) que les homomorphismes H*(C(X),K(n)) —
H*(C(X)®", K (n)) sont des isomorphismes pour tout r > 0.

b) Cela résulte de a) et du diagramme commutatif aux lignes exactes

0= Hg''(F(X),Zy(n))) —— H*'(F(X),Z(n))) — H"*(F(X),K(n)))

| W |

HE' (C(X), Zo(n)))  —— HEM(C(X),Zq)(n))) —— HYC(X), K (n)))

|
HY (F, Zgy(n)))

ol I'isomorphisme du haut résulte de a), et celui du bas du lemme 4.5 b). 0O
Le théoréme 4.9 résulte immédiatement de la définition 4.7 et du lemme 4.12b). O

Vu la proposition 4.4 et le théoreme 4.9, le théoreme 2.9 résulte maintenant du
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THEOREME 4.13 (cf. [48, prop. 4.10]). — Supposons H90(n — 1,2) vrai. Soient a =
(ar,---,a,) € (F*)* et Q, la quadrique projective de dimension 2°~1 — 1 définie par

la forme quadratique

L aAyee ey On] DL< —a, > .

Alors Qg est une bonne variété de déploiement pour {a,,...,a,} € KM(F)/2.

Remarque 4.14. — Soient X,Y deux F-variétés lisses et intégres qui sont stablement
équivalentes, par exemple X p(y) est F((Y)-rationnelle et Yr(x) est F/(X)-rationnelle. Alors,
pour € KM(F)/l, X est une bonne variété de déploiement pour z si et seulement si Y
’est. Cela résulte facilement du lemme 4.12 b) (voir aussi exemple 5.1).

Dans 1’énoncé du théoréme 4.13, on pourrait donc remplacer la quadrique Q. par la
quadrique X, associée & la n-forme de Pfister < ay,...,a, >. Toutefois, I’existence du
modele @, est cruciale pour la démonstration de Voevodsky, comme le montre I’énoncé
du théoréme 4.15 ci-dessous.

Le théoréme 4.13 résulte formellement de la conjonction des deux énoncés suivants, le
premier de nature “topologique”, le deuxiéme de nature “arithmétique” :

THEOREME 4.15. — Supposons H90(n — 1,1) vrui. Soient F' un sous-corps de C et X
une F-variété projective lisse de dimension d = I"~1 —1 telle que s4(X(C)) Z 0 (mod 1?),
ot s4(X(C)) est le nombre de Chern de X(C) associé au d-iéme polynéme de Newton
(cf. [24, §16]). Alors il existe une injection

ln,—l _

n s o 2—[—".__1_1*'1 X 1
HH(C(X),Zwy(n)) > Hg 7 (C(X), Z(z)(ﬁ- +1)).
Le théoréme 4.15 sera démontré dans les sections 6 et 7.3.

THEOREME 4.16. — Supposons H90(n — 1,2) vrui. Soient F et a,Q, comme dans le
théoréme 4.13. Alors 54(Qu(C)) # 0 (mod 4) et HE ~1(C(Qu), Z(2™1)) = 0.

Le théoréme 4.16 sera démontré dans la section 8. Notons tout de suite que sa premitre
conclusion résulte d’un calcul élémentaire (on trouve s4(Qu(C)) = 2(22"'-1 — 271 _ 1),
cf. (24, problem 16-DJ).

Pour la démonstration du théoréme 4.15, Voevodsky utilise des opérations de Steenrod
en cohomologie motivique. Pour les définir, il faut introduire la catégorie homotopique
stable des schémas : c’est fait dans la prochaine section.
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5. HOMOTOPIE DES VARIETES ALGEBRIQUES

5.1. Topologie de Nisnevich

Soit X un schéma. Un recourvrement de Nisnevich de X est une famille (U; 5 x Yier
de morphismes étales telle que, pour tout x € X, il existe ¢ € I et u € f7'(x) tel
que x(z) — k(u) soit un isomorphisme. Les recouvrements de Nisnevich définissent une
topologie de Grothendieck sur la catégorie Sm/F des F-schémas lisses : la topologie de
Nisnevich [27). Les anneaux locaux de cette topologie sont les anneaux locaux henséliens.

5.2. Catégorie homotopique

Soient Shuni,(Sm/F) le topos associé (faisceaux d’ensembles) et AP Shuy;s(Sm/F) la
catégorie des objets simpliciaux de ce topos. On identifiera, sans plus de commentaires,
les objets suivants & des objets de A®Shunis(Sm/F) : ensembles simpliciaux (faisceaux
constants), F-schémas simpliciaux (faisceaux représentables), faisceaux d’ensembles, F-
schémas.

Pour U € Sm/F et u € U, notons O, le hensélisé de Panneau local de U en u. Alors
Spec 0{}'" est limite projective de F-schémas lisses U, ; pour tout X € A?Shuy;s(Sm/F),
on définit sa fibre X, en « comme la limite inductive des ensembles simpliciaux X (Us).
On dit qu’un morphisme ¢ : X — Y de APShupi(Sm/F) est une équivalence faible
simpliciale si, pour tout U € Sm/F et tout v € U, @, = X, — Y, est une équivalence
faible d’ensembles simpliciaux.

Exzemple 5.1. — (cf. [48, lemma 3.8]) Soit f : X — S un morphisme de Sm/F. Con-
sidérons le schéma simplicial Cs(X) tel que Cs(X)n = X xg % --- x5 X, les faces et dé-
R - B

n+1
générescences étant données par les projections et diagonales partielles (pour S = Spec F,

on retrouve l'objet C(X) considéré ci-dessus). Si f, a une section pour tout s € S, la
projection Cs(X) — S est une équivalence faible simpliciale : c’est évident. En particu-
lier, supposons X = Y xp S pour un F-schéma lisse Y'; alors, si Homp(S,Y) # 0, la
projection C(Y) xp S — S est une équivalence faible simpliciale.

Prenons par exemple S = Spec F, et pour Y une variété de déploiement générique pour
un élément x € KM (F)/l (¢f. définition 4.1). Supposons Y propre. Alors le faisceau sim-
plicial C(Y) est faiblement simplicialement équivalent au faisceau d’ensembles @, défini
par

(/) si TRU) 7& 0

. (1) =
pt sizpwy =0

ot U décrit les F-schémas lisses intégres et pt désigne un ensemble & 1 élément : cela résulte

de la remarque 4.2. Ceci montre que 'objet C(Y), vu a homotopie pres, ne dépend que
de z.
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Notons H,(A%”Shvy(Sm/F)) la localisation de A?Shuy;(Sm/F) par rapport aux
équivalences faibles simpliciales. On dit qu'un objet X € APShuy;,(Sm/F) est A'-local
si, pour tout Y € A%Shunis(Sm/F), Homa, (Y, X) = Homy, (Y x Al, X) est bijective,
et qu'un morphisme f : Y — V' de APShunis(Sm/F) est une A'-équivalence faible si
pour tout objet Al-local X, I'application correspondante

Homa, (¥, &) L5 Homy, (¥, X)

est bijective. Disons qu’un morphisme ¢ de A?”Shvy;(Sm/F) est une cofibration (resp.
une équivalence faible) si ¢ est un monomorphisme (resp. une A!l-équivalence faible).
D’apres [26], ceci munit A”?Shupy;s(Sm/F) d’'une structure de catégorie de modeles fermée
au sens de Quillen [29]. La catégorie homotopique correspondante H(F') est appelée
catégorie homotopique des F-schémas.

On a une version pointée H,(F') de H(F), en partant de la catégorie A? Shuy;s(Sm/F)
des faisceaux d’ensembles simpliciaux pointés, et un foncteur

H(F) — H,(F)

induit par le foncteur X — X, = X [Ipt. Notons que le faisceau simplicial pointé cons-
tant réduit & un point est représenté par Spec F. Si X,) sont deux faisceaux simpli-
ciaux pointés, on définit leur smash produit X A'Y comme étant le faisceau associé au
préfaisceau U +— X(U) A Y(U). Ceci munit AZ?Shun;(Sm/F) et H, d’une structure
monoidale symétrique, l'objet unité étant S° (faisceau constant, que 'on peut décrire
comme (Spec F), ).

5.3. Deux cercles
On définit deux “cercles” S!, S} € AZShuw,(Sm/F) :

e S! est le cercle simplicial, vu comme faisceau constant.
o S} est le F-schéma A} — {0} pointé par 1, vu comme faisceau représentable
(constant comme objet simplicial).

On note également T le faisceau simplicial pointé donné par le carré cocartésien

A};'— {0} —_— A;‘

l |

SpecFF —— T.

Dans H,(F), on a des isomorphismes S! A S} ~ T ~ (P}, 0).

Soit f : X — Y un morphisme de AZ?Shvyi,(Sm/F). Le céne de f, cone(f), est le
faisceau associé au préfaisceau U +— cone(f(U)). On a un morphisme canonique Y —
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cone(f) qui s’étend comme d’habitude en une suite
f n :
X 5 Y —cone(f) = SIAX

appelée suite cofibrante associée a f.

5.4. T-spectres

DEFINITION 5.2. — Un T-spectre sur F est une suite E = (Ej,e; : T A E; = Eiy1)icz,
olt E; € A?Shunis(Sm/F) pour tout i. Soient E = (E;, e;), F = (F;, f;) deux T-spectres.
Un morphisme ¢ : E — F est la donnée, pour tout 7, d’un morphisme ; : E; — Fj, avec
pir10€ = fiop;.

On note Specty(F) la catégorie des T-spectres sur F. En utilisant la structure de
modeles fermée sur APShuyi(Sm/F), on définit comme dans [4] des structures de
modeles fermées stable et stricte. On note SH(F') la catégorie homotopique associée &
la structure stable : c’est la catégorie homotopique stable des F-schémas.

Soit X € A?Shuni(Sm/F). On a le spectre des suspensions de X -
LRX = (TM A X, Id).
Par abus de notation, on notera parfois X au lieu de Z¥X. Cette construction induit
un foncteur H,(F) — SH(F).

THEOREME 5.3 ([48, th. 3.10]). — Il existe une structure de catégorie tensorielle trian-
gulée sur HS(F) ayant les propriétés swivantes :
(i) Le foncteur de décalage E — E[1] est donné par E[1] = S} AE.
(1) Le foncteur BF transforme suites cofibrantes en triangles distingués.
(iii) Le foncteur B est un foncteur monoidal symétrique de (Ho(F), A) vers (SH(F), A).
(iv) L’objet T de SH(F) est inversible.

5.5. Théories cohomologiques et homologiques
Fixons des objets S71, S;! de Spectp(F) et des isomorphismes
SUA St e g
SfASTt= st

1R

dans SH(F'). Notons, pour n € Z,

I ICHA pour n.> 0 o = (SHr pour n >0

(STHM=" pour n < 0 ' (SyHAN=™ pour n < 0

m
8

et, pour p,q € Z

S4P = SP A SIP.
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Pour E € SH(F), on note E(p)[q] = S*" AE.

DEFINITION 5.4. — Soit E € SH(F). La théorie cohomologique associée a E est le fonc-
teur

EP : SH(F) — (Ab)Z¥%
X — Homsyr) (X, E(q)[p]).

La théorie homologique associée ¢ E est le foncteur
E,,,,,(X) : SH(F) — (Ab)2*2
X — Homsyr) (59", E A X).
Si X € H(F'), on note
BP(X) =EP9(SF (X))
Ep(X) =E,,((SF(Xy)).

5.6. Spectres d’Eilenberg-Mac Lane et cohomologie motivique

Pour toute F-variété lisse X, notons L(X) le faisceau pour la topologie de Nisnevich
qui associe & un schéma lisse connexe U le groupe abélien libre engendré par les fermés
irréductibles de U x g X qui sont finis et surjectifs sur I/ (c’est le faisceau Cequi(X,0) de
l'exposé de Friedlander, §2). Soit A un groupe abélien. Pour n > 0, on note

K(A(n),2n)

le faisceau de groupes abéliens quotient L(A™)/L(A™—{0})®A, considéré comme faisceau
d’ensembles pointés. On a des morphismes de faisceaux d’ensembles pointés

T AK(A(n),2n) = K(A(n +1),2n + 2).
Pour n <0, on pose K(A(n),2n) = {*}.
DEFINITION 5.5. — Le spectre d’Eilenbery-Mac Lane H 4 est le T-spectre (K (A(n),2n), e,).

Pour X € SH(F) (resp. X € H(F)), on note H(X, A) = HY(X) (resp. HPM(X, A) =
HY(X)) (¢f. définition 5.4) : c'est la cohomologie motivique de X (resp. de X). Cette
terminologie est justifiée par le

THEOREME 5.6 ([26]). — Soit F un corps de caractéristique 0, et soit X un F-schéma
simplicial lisse. Alors, pour tout groupe abélien A, on a

HM(X, A) = Hp(X, A(q)).
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Indications sur la démonstration (Uapres F. Morel). 1l résulte de la quasi-invertibilité de
Z(1) dans la catégorie triangulée DM*//(F) des F-motifs effectifs ([45, th. 4.3.1], voir
aussi I’exposé de Friedlander, th. 5.7) que le spectre H4 est un Qp-spectre. Il suffit donc
de montrer que, pour tous m,n,i > 0, 'ensemble des morphismes dans H,(F)

(Z&T(Xy), K(A(), 24)]

s'identifie naturellement au groupe Hy ™ ™*"™(X, A). Cela résulte d'une adjonction es-
sentiellement formelle. O
Remarque 5.7. — On peut montrer que le foncteur A — H, se “prolonge” en un foncteur

H: DM(F) — SH(F)

ou DM(F) est la catégorie triangulée des F-motifs, convenablement complétée, ot 1’on a
inversé le motif de Tate. Ce foncteur a pour adjoint & gauche un foncteur

M : SH(F) — DM(F)

qui “prolonge” le foncteur “motif” Sm/F M pm (F) (cf. Pexposé de Friedlander, définition
3.1). Ce résultat généralise le théoréme 5.6.

6. OPERATIONS DE STEENROD EN COHOMOLOGIE MOTIVIQUE

DEFINITION 6.1. — L’algébre de Steenrod motivique modulo | sur F est Ialgébre A%*(F, Z/1)
des endomorphismes du T-spectre Hz;; dans SH(F).

Par définition, on a
AP4(F,Z/1) = Homsyr (Hzp, Hzp(q)[p) = HP(Hzp, Z/1).

THEOREME 6.2 ([48, th. 3.14], [47]). — On a

(i) APY(F,Z/1) =0 pour ¢ <0

(ii) A®C(F,Z/l) = Z/l, engendré par lidentité.
THEOREME 6.3 ([48, th. 3.15], [47]). — L’homomorphisme de Kiinneth

H**(Hzp1, Z/1) ®ge (50,2 B (Hzp, Z/1) — H** (Hzp A Hzp, Z/1)

est un isomorphisme.

—1,0i-1

. . 4 . i .
On va avoir besoin d’opérations Q; € A% (F,Z/1), analogues aux opérations

de Milnor. Pour les définir, on procéde comme en topologie algébrique : on définit des
opérations P* € A%(-D4-1(F 7 /1) analogues aux puissances de Steenrod, et on définit
inductivement

Q=27
Qi1 = [Qi, P

ol A est le Bockstein modulo p. Pour cet exposé, les propriétés principales des Q; sont :
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THEOREME 6.4 ([48, th. 3.17), [47]). — (i) Q?=0.
(i) Pour tout i > 0, il existe des opérutions q; telles que Q; = |3, ¢i].
COROLLAIRE 6.5. — Soient X € SH(F) et p,q € Z. Pour tout x € H(X, Zy) et tout
1 > 0, posons
Qi(x) = fgu(x)
ol ¢; est comme dans le théoréme 6.4 (ii), 3 est le Bockstein entier et~ désigne la réduction

modulo 1. Alors le diagramme
Ara(X,zg) 2 Ar+E-1ai-1(X,7,)
Ara(X,Z/l) -2 Are¥-tedi-l (X 7))
est commutatif. O
Vu la propriété (i) des Q;, on a pour tout objet X € SH(F') des complexes
9)
c B Dty g ) @ frax, 7/1) B gre-Dedi-l gy gy &
THEOREME 6.6. — Soient F' et X comme dans Vénoncé du théoréme 4.15. Alors les

compleges (9) sont acycliques pour i <n — 1 et X = fibre(SF(C(X),4) — S°).

Le théoréme 6.6 sera démontré dans la section 7.3. Déduisons-en tout de suite le
théoréme 4.15 avec @ = Qnu_s...Qy, ol les Q; sont les opérations cohomologiques du
corollaire 6.5. D’apres le théoréme 5.6, 'algébre de Steenrod motivique opere sur la coho-
mologie motivique de C(X), de telle fagon que I'on ait un diagramme commutatif :

- Q-"__ Q. 2’"—_1—1+l >y n—1_
HE (C(X), Zay(n)) 22224 1y ™0 TH(C(X), Zay (522 + 1))

l l

[rn+1mn Qn-2..Q1 21"_1~1+1 ,n—1_1+1
H"tL (X,Z(l)) —_— H¥ 7= tLb—0=x" (X,Z(l))
FTn+1,n Qn-2...Q1 21"-1_1+l ,n—l_l_H

H ,I(X,Z/l) —_— Hs 1= *b—T1=1" (X,Z/l)

La propriété (C) des Z(i) implique que les fleches verticales supérieures sont des iso-
morphismes. Par ailleurs, le lemme 4.5 a) et un argument de transfert impliquent que
H*(x, Z,)) est d’exposant !; les fleches verticales inférieures sont donc injectives. Par
conséquent, pour démontrer le théoréme 4.15, il suffit de prouver que la fleche horizontale
inférieure est injective.
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Le théoreme 6.6 imp]ique que, pour 1 < i< n -2, la suite

_ﬂt 1

[ . _oari-ly, ;
Hn+1 -2l —i+2,n — z+2(X’Z/l) _Q_-’

~ 1“1_1_. 1‘—1_1_. .~ r-1_. [
Hﬂ+l+2l—,j— t+1,n+l—lT c+l(X)Z/l) &) Hn+1+21-[:1— t,n+lm C(X’ Z/l)

- it i
est exacte. Mais ™+ -2 4t -it2n- L3 U2 Z/1) =0 sin— Bl _jpo<

0, c’est trivial, et sinon cela résulte du théoréme 2.3 (i) et du lemme 4.5 b). O

7. DEMONSTRATION DU THEOREME 6.6

7.1. Réalisation topologique

Soit F' un sous-corps de C. Soit A”Ens la catégorie des ensembles simpliciaux. On a
un foncteur
Sm/F — A"Ens
X+ Sing(X(C)),
ou Sing(M) désigne I'ensemble simplicial singulier associé 4 une variété complexe. D’apres
[26], on peut “prolonger” ce foncteur en un foncteur réalisation topologique
tc : A?Shunis(Sm/F) — A®Ens

tel que, pour tout X € Sm/F, tc(X) soit naturellement isomorphe & Sing(X(C)). Ce
foncteur transforme les AL-équivalences faibles en équivalences faibles, donc induit un
foncteur sur les catégories homotopiques :

H(F) S
SH(F) L& sH.
On a
tc(Ss) = to(Sy) = S
donc

to(T) = S?

De plus, le théoreme de Dold-Thom implique :

tc(Hz) ¥ H
Finalement :

tc(P') = P*

tc(Qi) = Qi
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7.2. Espaces de Thom et cobordismes algébriques

Soient X € Sm/F, € un fibré vectoriel sur X et s la section nulle de £. On définit
I’espace de Thom de € comme étant le faisceau pointé Th(€) donné par le carré cocartésien

E-—s(X) — &
SpecF —— Th(E)
généralisant le carré qui définit T' [26]. Si £ = 0, on a évidemment :
Th(€) = X4.

Si F est un fibré sur une autre variété Y et £ BF est leur somme externe sur X xp Y,
on a un isomorphisme canonique de faisceaux pointés [26]

Th(EBF) =Th(E) ATh(F)
en particulier, pour Y = Spec F et F = O" :
Th(€ ® O™) = T" ATh(E).

les Th(€ & O™) forment donc un spectre isomorphe au spectre des suspensions de Th(£).
Dans H,(F), on a un isomorphisme [26]

Thi€) ~P(E® O)/P(E)
d’olt 'on déduit des isomorphismes, avec d = dim € :
(10) H"(Th(E), A) = HE (X, A(g - d)), p,q€Z,

pour tout A, a I'aide du théoréme 5.6 et du calcul de la cohomologie motivique d’une fibré
projectif [42, prop. 2.5].

THEOREME 7.1 (théoréme de pureté homotopique, [26]). — Soit i : Z — X une immer-
sion fermée de F-variétés lisses. Notons U Uouvert complémentaire et v; — Z le fibré
normal de i. Alors on a un isomorphisme canonique dans H,(F) :

X/U =~ Th(y;).

Nous noterons M(€) la désuspension T4EFTh(E), ot d = dim& : c'est le spectre
de Thom de €. En remplagant au besoin X par une F-variété affine par le procédé de
Jouanolou [13, lemme 1.5], on peut étendre cette construction en une fonction

M : Ky(X) — SH(F).

Le foncteur ¢c envoie Th(E) (resp. M(E)) sur espace (resp. le spectre) de Thom clas-
sique Th(E(C)) (resp. M(€(C))).
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Soit G(m,n) la grassmannienne standard, munie de son fibré canonique &, ,. En lui
appliquant la construction précédente, on obtient un spectre M(€,, ). La limite inductive
de ces spectres est notée MGL : c'est le spectre des (F-)cobordismes algébriques. La
formule (10) et la propriété (C) des Z(n) entrainent :

THEOREME 7.2 ([48, th. 3.21]). — Pour tout groupe abélien A, on a H™(MGL, A) = 0
pour p > 2q et H*°(MGL, A) = A.

On note 7 le générateur canonique de H*°(MGL, Z).

Le foncteur tc envoie MGL sur le spectre du cobordisme complexe MU. En particulier,
pour tout F-schéma simplicial lisse X, on a des homomorphismes

MGL,,,(X) — MU,(X(C))

naturels en X.
DEFINITION 7.3. — Soit X € Sm/F. On note Ix I'image de I’'homomorphisme composé

@ MGLQ,',,'(X) — @ MGLQ,‘_.‘(S])GC F) — MU, (pt).

20 120

On vérifie facilement que Ix est un idéul de MU, (pt).

7.3. Le théoréme principal

Nous commengons par énoncer le théoréme principal de Voevodsky. Pour cela, nous
avons besoin d’une définition :

DEFINITION 7.4. — a) Un (vn,1)-élément de MU,(pt) est une classe de bordisme com-
plexe v, représentée par une variété compacte Y telle que

(1) d:=dimY =["-1

(2) sa(Y) Z 0 (mod 12).
b) Soit F' un sous-corps de C. Une F-variété X, propre et lisse, est une (vy,l)-variété si
X (C) définit un (vy,,!)-élément de MU, (pt).

Dans a), il revient au méme de dire que v, définit un générateur multiplicatif de m.(BP)
(resp. de m,(K(n)), ou BP (resp. K(n)) est le spectre de Brown-Peterson en l (resp. la
n-iéme K-théorie de Morava en l) [30, ch. 4].

Egemples 7.5. —
(1) L’espace projectif P% est une (v,,[)-variété si et seulement sin =1letd=1-1
[24, exemple 16-6].
(2) Une hypersurface projective lisse X C P4 de degré | est une (v, 1)-variété si et
seulement si d = ™ — 1 [24, problem 16-D].
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(3) On peut montrer que, pour ! = 3, la variété X de ’exemple 4.3 (2) (b) est une
(va, 3)-variété (Rost).

THEOREME 7.6 ([48, th. 3.25]). — Soit F un sous-corps de C, et soit X € Sm/F telle
que Ix (cf. définition 7.3) contienne un (v,,l)-élément. Alors les complexes (9) sont acy-
cliques pour i = n et X = fibre(EF(C(X),) — S°).

Démonstration. Notons ®,, la fibre homotopique de Q,, : Hzy — S! AT"~' AHz. On a
donc un triangle distingué

T~ AHzp - @, 5 Hzp 25 SLAT ™ AHgy.

D’autre part, notons 7 le composé
MGL A Hz; % Hy ), AHg, ™ Hgy,

ol 7 est défini aprés I'énoncé du théoréme 7.2 et m est le produit en cohomologie moti-
vique. Du théoréme 7.2 et d’une formule donnant A(Q,,), olt A est le coproduit de I’algebre
de Steenrod associé & m via le théoréme 6.3, on déduit I'existence d’un morphisme ¢y, tel
que le diagramme

MGLAT"-' AHz; —— T"~! AHgz,
MGLA &, £, P,
MGL AHz,, Hz,

soit commutatif dans SH(F).

[q.

Fixons Y € SH(F), un morphisme Y % Y un entier d et p € MGL344(Y). Pour tout
X € SH, on a un homomorphisme

(p) : @7 (YA X) — $24r=d(x)
qui envoie 'élément de $**(Y A X ) donné par le morphisme
a:YANX - &, (%)
sur l'élément de &*~24*~4(X) donné par la composition
T'AX 25 MGLAY A X 222 MGL A ®,,(+)[+] 229, @ (4) %]

oll ,, est comme dans le diagramme ci-dessus. On a :
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PROPOSITION 7.7 ([48, prop. 3.24]). — Awec les notations ci-dessus, supposons que d =
" —1 et que tc(p.p) € MUjygn_y)(pt) soit un (u,,1)-élément. Alors il existe ¢ € (Z/D)* tel
que, pour tout X € SH(F'), le diagramme

BrX) Lo S
"l "(/')l
g*'*(X, Z/l) cu &,*—2(["—1),*-(1"—1)(&/)

soit commautatif.

Démonstration. En introduisant les ‘“spectres fonctionnels” RHom(Y,®,) et
n_ ’ ’ ~ 7 e Y . .
RHom(T"~1,®,,), I'énoncé peut étre réinterprété de la maniére suivante : le diagramme

@, ! RHO'ITI/(Y, "I)n)

(11) l w(p)l

Hz/l =, RHom(T’"‘l,<1>n)

est commutatif & homotopie prés. Les deux composés de ce diagramme définissent des
éléments de

Homsn(p)(q)m RI{O'ITL(’I’IH_I7 (I)")) = H(ansn(p)(Tln_'l A, <I)n).

D’apres le théoreme 6.2 et la définition de ®,,, ce groupe est cyclique d’ordre ! et s’in-
jecte dans le groupe correspondant Homgsy (S?"=V A te(®,), tc(®,)). 1l suffit donc de
démontrer la commutativité du diagramme (11) apres lui avoir appliqué le foncteur tc,
et ceci résulte d’un calcul facile (¢f. [48, lemme 3.6]). O

Fin de la démonstration du théoréme 7.6. On applique la proposition 7.7 & X, avec ) =
ZF(X4), p la projection naturelle et p 'antécédent d’un (v,,1)-6lément de Ix. On a
IR (XL)AX = 0: cela résulte de Pexemple 5.1. La commutativité du diagramme implique
donc que le composé

dra(x) L Ar(X,Z)1) £ $ DA x)

est identiquement nul pour tout (p,q), ce qui est équivalent 4 I’énoncé du théoreme 7.6.0

Démonstration du théoréme 6.6. Il faut voir que Ix contient un (v;,l) élément pour tout
1 < n—2deés que X satisfait les hypotheéses du théoréme 4.15. En utilisant les opérations
de Landweber-Novikov sur MU,, on peut montrer que si Iy contient un (v;, l)-élément,
il contient un (v;,1)-élément pour tout j < i. Comme X est par hypothése une (v,_1,1)-
variété, il suffit de voir que la classe de bordisme de X(C) est dans Ix. Cela résulte du
théoréme plus précis suivant :
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THEOREME 7.8 ([48, th. 3.22]). — Soit X une variété projective et lisse de dimension d
sur un sous-corps F' de C. Il existe un élément ox € MGLgqq(X) tel que l’image tc(px)
de px dans MU3y(X(C)) soit la clusse fondamentale de X (C) en MU-homologie.

Remarque 7.9. — Dans le cas olt | = 2, on peut éviter le recours aux opérations de
Landweber-Novikov mentionnées juste avant I’énoncé : en effet, le théoréme 7.8 implique
que 'idéal Ig, contient les classes de toutes les variétés Y telles que Homp(Y,Q,) # 0. Or
'exemple 7.5 montre qu’une section plane de dimension 2* —1 de Q, est une (v;, l)-variété.

Indications sur la démonstration (F. Morel) : il faut construire un morphisme
T - MGLA X,

associé & X. On procéde comme en topologie algébrique, avec quelques complications dues
a la géométrie algébrique. Soit vx le fibré normal de X, vu comme 1'opposé de son fibré
tangent dans Ko(X). Rappelons qu’il lui est associé canoniquement une classe de spectre
M(vx) € SH(F). 1l suffit de construire des morphismes dans SH(F)
Tl d M(I/x)
M(vx) = M(vx) A X4

et
M(VX) A X+ — MGL A X+.

Le dernier morphisme provient d’un morphisme M(vx) — MGL, lui-méme obtenu &
partir d'un morphisme X — Gr classifiant le fibré (virtuel) vy, ott Gr est la grassman-
nienne infinie [26]. Le deuxiéme est simplement le morphisme de spectres de Thom associé
au pull-back par la diagonale du fibré vx B0 sur X xp X.

Enfin, pour définir le premier morphisme, on se raméne d’abord au cas ott X = P%. On
a le lemme suivant, qui généralise le théoréme 7.1 (et s’en déduit) :

LEMME 7.10. — Soienti: Z — X une immersion fermée de F-variétés lisses, U ouvert
complémentaire, v; le fibré normal de i et £ un fibré vectoriel sur X. Alors la cofibre
homotopique du morphisme évident

Th(&y) — Th(E)
s’identifie canoniquement dans Ho(F) a Th(i*€ & v;).

. < 1o . , A N N

En appliquant ce lemme & I'immersion fermée P = P xpPhet 4 € = piven, ol py

est la premiére projection, on obtient un morphisme Th(pivey) — Th(vey, ® va), qui se
traduit apres projection de P sur le point en un morphisme dans SH(F)

DM(VP;)A(P?-)+—>T’
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On montre alors par dévissage que 'adjoint de D
M(vpy) > RHom((Pg)+,T")

est un isomorphisme, en filtrant P’ par les P%, i < n. Le morphisme cherché correspond
maintenant au morphisme 7" — RHom((P%)4,T") induit par la projection de (Pp),
sur §°. Le lecteur au courant aura reconnu au passage la S-dualité . . . O

8. DEMONSTRATION DU THEOREME 4.16

Dans cette section, on suppose | = 2.

8.1. Le motif de Rost

Soient a = (ay,...,a,) € (F*)*, ¢ =< ai,...,a, > la n-forme de Pfister associée,
et soient X, (resp. Q,) la quadrique projective d’équation ¢ = 0 (resp. d’équation
<ay,...,an-1 >1< —a, >=0). On a dim X, = 2d (resp. dimQ, = d), avec

d=2""1 -1,

L’énoncé qui suit est une réinterprétation par Voevodsky d’un théoréme de Rost, dans
le langage de la catégorie DM/ (F) :

THEOREME 8.1 ([48, th. 4.5]). — Il existe un facteur direct M, de M(Q,), muni de deuz
morphismes

v 2D - M,
Yo M, -2
tel que :
(i) Les composés
Z(d)[2d] X5 M, - M(Qu)
M(Qu) = M, 2

sont respectivement lo classe fondamentale et le morphisme canonique M(Q.) —
M(Spec F) =Z.
(#i) Pour toute extension K/F telle que Qu(K) # 0, lu suite
Z(d)[2d) 25 M, o K 45 7 % Z(d)[2d + 1)

est un triangle distingué scindé dans DM*/S(F).
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Dans I’énoncé originel de Rost [35, th. 3], ces propriétés sont énoncées de la fagon sui-
vante : a) le morphisme canonique Z — CH(M,) est un isomorphisme; b) le degré induit
une injection CH*(M,) — Z, d’image 2Z (resp. Z) si Q, n’a pas de point rationnel (resp.
a un point rationnel); c) si Q, a un point rationnel, M, se décompose canoniquement en
L° @ L? (en tant que motif de Chow), ol L est le motif de Lefschetz.

Rost construit M, par récurrence sur n. Sa démonstration repose sur les techniques
de [36] : il est impossible de Pexposer ici en détail. Nous nous bornerons & en donner le
principe.

Définir M, revient a construire un projecteur dans End(M(Q,)). Supposons construit
le motif M’ correspondant au symbole {a1,...,an—1} et notons

&
M= @ M L},
i=1
ol d' = 22 — 1. Rost construit des morphismes

M

EN
—
9

— M(Qu)
tels que g o f soit inversible dans End(M). Le point clé de cette construction est :
LEMME 8.2 (Rost). — Il existe § € CHaw(M(Q.) ® M') tel que
0 F,=hx P+ux (MQ®FrF,)
ot P est un point fermé de Q, X F,, h est une section hyperplane de Q. etu= -21-h" +1

Rost pose alors
9i= 710 €CHapw41-4(M(Qu) ® M')=Hom(M' ® L}, M(Qy))
fi=t g 11 €CHaw y1i(M' @ M(Qg))=Hom(M(Q.), M’ ® L¥),
et enfin f = (f;),9 = (4:). 0

Du théoréme 8.1, Voevodsky déduit, de maniére essentiellement formelle :

THEOREME 8.3 ([48, th. 4.4]). — Awec les notations ci-dessus, on a un triangle distingué
dans DM®/I(F)

M(CQu)(d)[2d] — M, — M(C(Qu) > M(C(Qu))(d)[2d + 1].

Remarque 8.4. — On trouvera dans la section 9.1 une description du morphisme 4.
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En prenant la cohomologie motivique de ce triangle, on obtient une suite exacte
HH(C(Qa), Z(1)) — HF*(C(Qu), Z(d+1)) — HEH (Ma, Z(d+1)) &5 HE(C(Qu), Z(1)).

Le premier groupe a partir de la gauche est nul, le quatriéme s’identifie canoniquement
a F* et le troisiéme est facteur direct de H& ' (Q,, Z(d+1)). Ce dernier groupe s’identifie,
par la conjecture de Gersten pour la cohomologie motivique et les propriétés (C) et (G)
de Z(d + 1), au conoyau A¢(Qq, K1) de I'homomorphisme

o
[ K'F)> [ KF@)
z€(Qa)(1) T€(Qu) (0

olt (Qa)(p) désigne 'ensemble des points de @Q, de dimension p et O est une collection

d’homomorphismes résidus [15]. Pour x € (Q.)(0), 'extension F(x)/F est finie; la norme
induit un homomorphisme

(12) Au(X, K S B

(cela résulte de la “réciprocité de Weil”), compatible avec celui de la suite exacte ci-dessus.
Pour démontrer le théoréme 4.16, on est donc ramené & démontrer :

THEOREME 8.5 ((Rost) [34]). — L’homomorphisme (12) est injectif.

Pour n = 2, ce résultat est di a Suslin [41]; pour n = 3, il avait été obtenu, antérieurement
4 (34], indépendamment par Rost [33] et Merkurjev-Suslin [21, prop. 2.2]. Sa démonstra-
tion est esquissée dans la section suivante.

8.2. Zéro-cycles a coefficients dans les unités

Le cas n = 2 : Q, est une conique. Comme indiqué ci-dessus, le théoréme 8.5 est alors
di A Suslin : il utilise la K-théorie de Quillen. Une démonstration élémentaire, due a
Merkurjev, n’utilise que le théoréme de Riemann-Roch sur @, (une courbe de genre 0!)

(49, th. 2.5].

Le cas n > 2. La stratégie est de se ramener au cas n = 2. Pour toute F-variété
projective et lisse X, notons Az(X, K1) le conoyau de l'application analogue a (12).
On montre que Ag(X, K)) est un invariant birationnel stable de X (stable signifie que
Ao(X x PL, K;) — Ay(X, K;) est un isomorphisme). On peut donc remplacer Q, par X,
dans la démonstration du théoréme 8.1. De plus, par un argument de transfert, on peut
supposer que F' n’a pas d’extensions de degré impair.

On commence par montrer que Im(N) C D(p), ott D(yp) est 'ensemble des valeurs non
nulles de ¢ : cela résulte de la multiplicativité des formes de Pfister [16, ex. 10.2.4] et du
principe de norme de Knebusch (ibid., th. 7.5.1). On construit alors une application

o : D(p) = An(Xa, K1)
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qui est une section surjective de N, ce qui termine la démonstration (et décrit du méme

coup l'image de N).

Pour construire o, on note V I'espace sous-jacent & ¢, on choisit vy € V' tel que p(vp) =1

et on écrit
V=FupeV

ou V' est le supplémentaire orthogonal de vy. Soit b € D(p). Ecrivons b = p(zve + yv')
avec z,y € F et v/ € V' — {0}. On a done

b=12%—ay®
avec
a=—p').
Ainsi
be Ng,p(E*)
ou E = F(y/a).
Comme < 1, —a > est une sous-forme de ¢, on a Spec E € (X,)(0). On peut maintenant

poser

DEFINITION 8.6. — o (b) = i,(z+ vay) € Ao(X,, K1), ol i, est induit par le plongement
E* © ze(@u) K1(F(2)).

Pour que cette définition ait un sens, il faut voir que o(b) ne dépend pas du choix de
v, z,y. On note que, de toute fagon,

(13) N(o(b)) =b.
Si on a une autre écriture
b = (Tvy + '),
on note W le sous-espace de V' engendré par vy, v et 7' et (b) I’élément correspondant

de Ao(Xq, K1). Pour simplifier, supposons W de dimension 3 (Pautre cas est plus facile).
Si Y est la conique correspondant a la restriction de ¢ & W, on a

a(b),a(b) € Im(Ay(Y, K1) — Ao(Xq, K1)).
D’apres (13) et le cas n = 2, il en résulte bien que o(b) = &(b).
Pour voir que o est surjective, soient 2 € X, un point fermé, E = F(z) et A € E*;

notons A, 'image de A dans A¢(X,, K;). Alors ), est (tautologiquement !") la norme de
Az vu dans Ag(X, xp E, K;). Comme ¢ est isotrope, Ay(X, xr E, K;) N, D(pE) est
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bijective, ainsi que og. La conclusion résulte donc du fait que les normes commutent 3
o. Pour le voir, on remarque que par hypothése toute extension finie de F' est filtrée
par des extensions quadratiques successives; on se raméne donc au cas d’une extension
quadratique E/F. On remarque alors que D(pg) = U D(ag) ol a décrit les sous-formes
ternaires de ¢ contenant le vecteur vy, ce qui rameéne de nouveau au cas connu 1 = 2. O

9. COMPLEMENTS

Dans cette section, nous indiquons certains résultats annoncés par Voevodsky, qui
réduisent la démonstration de la conjecture de Kato en général & un probléme tres
spécifique.

9.1. Le motif de Rost-Voevodsky

Voevodsky a annoncé une construction indépendante du motif du théoréme 8.1, qui
offre l'intérét de se généraliser au cas d’un nombre premier | quelconque. Ce qui suit est
extrait de messages & Rost et au rédacteur, et reproduit avec son autorisation.

Commengons par décrire le morphisme v du théoréme 8.3. En raisonnant comme dans la
démonstration du lemme 4.12, on établit facilement une suite exacte (sous les hypotheéses
de ce lemme) :

0 — HY(C(X),Z/l(n - 1)) = Ha(F, 1Y) — HZ(F(X), &),

. . —-1) . . e ey RN L2
En identifiant [L?(" ) a 1" par le choix d’une racine primitive l-itme de Punité de F
(supposé en contenir), on en déduit un élément

€€ HMC(X,),Z/l(n - 1))

correspondant & (a,) - ... (a,) € H(F, u™). Pour | = 2, on montre que <y est donné par
le cup-produit par Q,,_, ... 0, B(£), ol A et les Q; sont comme dans le corollaire 6.5.

Dans le cas général, le méme opérateur donne un triangle distingué dans DMe/f(F)
M, — M(C(X,)) > M(C(X ("' = D2~ — 1] — My[1]

ol X, est une variété de déploiement pour {ay,...,a,} vérifiant les hypothéses (i) et
(ii) de la définition 4.7 et M, est simplement défini comme la fibre de 7. Voevodsky a
annoncé :

THEOREME 9.1. — Awec les hypothéses et notations ci-dessus, supposons que F' soit un
sous-corps de C, sans extensions de degré premier a . Supposons de plus que X soit une
(Un—1,1)-variété. Posons
— gl-1 1
M, =87 (M,),
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ot §'=1 dénote la puissance symétrique (1—1)-iéme dans DM/ (F). Alors M, est facteur
direct autodual de M(X,).

En particulier, M, est un motif pur, canoniquement associé a a d’apres I'exemple 5.1.

En utilisant ce fait et le théoréme 4.15, Voevodsky obtient alors :

THEOREME 9.2. — Supposons H90(n — 1,1) vrai. Supposons que, pour tout sous-corps
F de C et tout @ = (ay,...,a,) € (F*)", il existe une variété de déploiement X, pour

{a1,...,a,} € KM(F)/I telle que
(i) Xa soit une (v,1,1)-variété;
(i) la norme Ay(X,, K1) L F* soit injective.

Alors H90(n,l) est vrai.

Cet énoncé donne une nouvelle démonstration du théoréme de Merkurjev-Suslin (le cas
n = 2, | quelconque) modulo (i), qui est démontré dans [20, cor. 8.7.2] pour la variété de
Severi-Brauer d’une algébre centrale simple de degré I. Dans le cas | = 3, Rost a annoncé
une démonstration de (ii) pour la variété de I'exemple 4.3 (2) (b) (sa démonstration utilise
une F-forme du plan projectif de Cayley), ce qui donne K(3,3), ainsi que pour une variété
convenable de dimension 26, ce qui donne K(4,3) ...

Dans les autres cas, on ne dispose pas pour X, de candidats aussi géométriques que
précédemment. Voevodsky en a proposé une construction récursive, mais il n’a pour ins-
tant que des résultats partiels sur les variétés obtenues.

9.2. (v,,l)-variétés et variétés de déploiement génériques

Voevodsky a également annoncé des résultats qualitatifs sur les variétés de déploiement,
qui clarifient grandement la situation et que nous ne résistons pas  I'envie d’exposer.

Si X,Y sont deux F-variétés, notons X <; Y s'il existe un morphisme p : M(X) —
M(Y') dans DM/ (F, Zq)) (motifs & coefficients dans Zqy) tel que le diagramme

M(X) —2— M(Y)

1 l

Zgy —— Zy

soit commutatif pour un ¢ € Z{;) convenable. C’est une relation de préordre; si X et Y
sont propres et lisses, X <; Y si et seulement si il existe un revétement Z — X de degré
premier & ! et un morphisme Z — Y. Notons = la relation d’équivalence associée : c’est
la I-équivalence. Voevodsky a alors annoncé :
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THEOREME 9.3. — Soient X une (u,,1)-vari¢té et Y une variété non l-triviale (c’est-a-
dire non l-équivalente G Spec F'). Alors tout morphisme M(X) — M(Y) est non trivial
sur la classe fondamentale de X & coefficients Z/1. En particulier, on a :

(i) X< Y=dmX <dimY;

(i) Si X <Y etdimX =dimY, alors X =, Y.

THEOREME 9.4. — Supposons H90(n — 1,1) vrai. Soit a = (ay,...,a,) € (F*)", et soit
X une variété de déploiement pour {ay,...,a,} € KM(F)/l qui est une (v,_y,1)-variété.
Alors, toute autre variété de déploiement Y vérifie Y <; X.

COROLLAIRE 9.5. — Sous les hypothéses du théoréme 9.4, toute (v,—1,1)-variété de dé-
ploiement pour un symbole {ai,...,a.} € KM(F)/l est générique (cf. définition 4.1).
Deur (vn_1,1)-variétés de déploiement pour {ai,...,a,} sont l-équivalentes.

COROLLAIRE 9.6. — Supposons que {ay,...,a,} € KM(F)/l admette une (v,_y,1)-va-
riété de déploiement. Alors toute variété de déploiement générique pour {ai,...,an} est
de dimension > I"! — 1; si elle est propre et lisse de dimension "' — 1, ¢’est une
(Un—1,1)-variété.
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