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Séminaire BOURBAKI Mars 1997
49éme année, 1996-97, n° 827

VARIETES DE FANO

par Olivier DEBARRE

1. INTRODUCTION

Une variété de Fano est une variété algébrique projective lisse connexe, définie sur
un corps algébriquement clos, dont le fibré anticanonique (c’est-a-dire le déterminant
du fibré tangent) est ample. Sur le corps des complexes, cela signifie que la premiére
classe de Chern de la variété est représentée par une forme définie positive. On peut
donner comme exemples les intersections complétes lisses dans 1’espace projectif P"
d’hypersurfaces dont la somme des degrés est au plus n, et, en caractéristique nulle,
les variétés projectives homogeénes sous un groupe algébrique linéaire connexe.

Leur géométrie tres riche a permis de déterminer complétement les variétés de
Fano complexes de dimension au plus 3 : en dimension 1, il n'y a que la droite
projective; en dimension 2, ce sont les surfaces dites de Del Pezzo (c’est-a-dire
P! x P! et les éclatés de P? en au plus 8 points en position générale, soit 10
familles) ; en dimension 3, elles se répartissent en 104 familles ([I1], [I2], [Sh], [MM];
cf. aussi [SB] et [Me] pour le cas de la caractéristique non nulle, et [Ka] pour le
cas singulier). Fano s’intéressait principalement & la question de la rationalité de ces
variétés en dimension 3 ([F]).

Le but de cet exposé est de montrer qu’étant donnés un corps k algébriquement
clos de caractéristique nulle et un entier n, il n’y a qu’un nombre fini, borné par une
fonction explicite de n, de types de déformation de variétés de Fano de dimension n
définies sur k (§5, th. 8).

Les courbes sur une variété, ou plus précisément les morphismes d’une courbe
dans cette variété, sont récemment apparus comme un outil de premiére importance
pour I’étude des propriétés géométriques de la variété. On pense bien siir aux travaux
de Gromov sur les courbes pseudo-holomorphes, & ceux de Kontsevich et Manin sur les
invariants de Gromov-Witten et la cohomologie quantique, mais aussi au programme
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de Mori de classification des variétés algébriques ( « Minimal Model Program » ). C’est
d’ailleurs ce point de vue qui a permis & Mori de démontrer en 1979 que toute variété
projective lisse dont le fibré tangent est ample est isomorphe & un espace projectif
(conjecture de Hartshorne). Il établit au passage que toute variété de Fano X non
réduite & un point est uniréglée : par chaque point passe une courbe rationnelle, c’est-
a-dire I'image d’un morphisme non constant de la droite projective dans X. Clest
cette idée (il y a «beaucoup » de courbes rationnelles sur une variété de Fano) qui
est & la base de la démonstration du résultat de finitude ci-dessus.

Le plan de I'exposé est le suivant : dans le §2, on rappelle bri¢vement comment
Mori démontre que les variétés de Fano sont uniréglées, & I’aide de son célebre «lemme
de cassage». En 1992, Campana, et indépendamment Koll4r, Miyaoka et Mori,
montrent que les variétés de Fano sont rationnellement connezes (r.c.) : deux points
quelconques peuvent étre reliés par une chaine de courbes rationnelles. Ce théoreme
est démontré dans le §3 : on construit, pour toute variété normale et propre, une
sorte de quotient pour la relation d’équivalence «étre relié par une chaine de courbes
rationnelles », et I’on démontre, en adaptant le lemme de cassage de Mori, que, pour
les variétés de Fano, ce quotient n’a qu’un point.

L’étape suivante est due & Kollar, Miyaoka et Mori, qui montrent qu’en carac-
téristique nulle, deux points quelconques d’une variété r.c. lisse sont reliés par une
courbe rationnelle; elle est démontrée dans le §4. Il s’agit de «lisser » une chaine
rationnelle reliant deux points; on introduit & cet effet la notion de courbe rationnelle
libre ou tres libre (cf. déf. 2), qui fournit par ailleurs de trés jolies caractérisations :
pour qu’une variété lisse projective soit uniréglée (resp. r.c.), il faut et il suffit qu’elle
possede une courbe rationnelle libre non constante (resp. trés libre). Cela permet de
montrer sans effort que les variétés complexes projectives lisses r.c. sont simplement
connexes. On a de plus, dans les §3 et 4, controlé le degré des courbes rationnelles qui
interviennent ; une astuce de Fano permet alors, dans le §5, de majorer, pour toute
variété de Fano X de dimension n, ’entier ¢;(X)™ par une constante ne dépendant
que de n (on donne aussi la borne, meilleure, que Nadel et Campana ont obtenu sous
I'hypothése que le groupe de Néron-Severi de la variété est de rang 1). On en déduit,
en suivant Kolldr, le résultat de finitude cherché.

Les variétés de Fano lisses (les seules que ’on consideére ici) ont un intérét essen-
tiellement historique. Selon le programme de Mori, les objets vraiment importants sont
d’une part les variétés de Fano singuliéres ( « & singularités terminales » ), d’autre part
les variétés r.c.. Ces derniéres, a priori plus générales que les variétés unirationnelles,

mais d’une histoire plus récente, se sont révélées d’un maniement nettement plus
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commode. Elles semblent constituer, selon les spécialistes, la bonne notion de variété

«proche » de I’espace projectif.

Passons au point.de vue de la géométrie différentielle : la théorie de Calabi-Yau
entraine que les variétés de Fano complexes sont les variétés kihlériennes compactes
dont la courbure de Ricci est définie positive ([Y1], [Y2], [Bou], [Be], 11.16.ii)); cela
permet d’ailleurs de (re)démontrer qu’elles sont simplement connexes ([Be], th. 11.26).
Les variétés compactes admettant une métrique de Kahler-Einstein de signe positif
sont des variétés de Fano (mais on ne les obtient pas toutes ainsi : ’existence d’une
telle métrique force le groupe d’automorphismes de la variété & étre réductif, ce qui
exclut par exemple 1'éclaté du plan projectif en un ou deux points; cf. [Be], cor.
11.54) ; on peut montrer le résultat de finitude pour ces variétés par des méthodes de
géométrie différentielle (cf. 5.1).

Dans ce contexte, LeBrun et Salamon ([LBS]) ont donné une jolie application du
résultat de finitude exposé ici : ils montrent qu’a isométrie et homothétie pres, il n’y
a, en chaque dimension 47, qu’un nombre fini de variétés riemanniennes compactes
«quaternion-kéhlériennes » (c’est-a-dire dont I’holonomie est contenue dans le sous-
groupe Sp(n)Sp(1) de SO(4n)) & courbure scalaire strictement positive. Leur point
de départ est que l'espace des twisteurs attaché a une telle variété est une variété
de Fano. Les seuls exemples connus de ces variétés sont des espaces symétriques
homogenes (dits «espaces de Wolf » ), et 'on soupgonne que ce sont les seuls (c’est le
cas en dimension 4 et 8).

Quelques conventions : tous les schémas sont définis sur un corps algébrique-
ment clos; une variété est un schéma intégre de type fini; si X est une variété lisse,
on note Tx son fibré tangent et Kx un diviseur canonique. On rappelle qu’un point
trés général d’une variété est un point situé en dehors d’une réunion dénombrable de
fermés propres.

Je voudrais remercier Frédéric Campana et Janos Kollar de I’aide qu’ils m’ont
apportée au cours de la rédaction de ces notes, ainsi que Michéle Audin, Christophe
Margerin et Jean-Yves Mérindol de leurs conseils.

2. LES VARIETES DE FANO SONT UNIREGLEES

Dans [Mo], Mori démontre, outre la conjecture de Hartshorne, que les variétés de
Fano sont uniréglées. La démonstration, exposée au séminaire Bourbaki ([De]), utilise
un astucieux «lemme de cassage » , qui permet non seulement de produire, en passant
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a la caractéristique non nulle et en déformant une courbe passant par un point fixé,

la courbe rationnelle cherchée, mais aussi d’en borner le degré. Nous décrivons dans
ce numéro les outils utilisés.

Soient X une variété projective et H un diviseur ample sur X. Pour toute courbe
projective C et tout morphisme f:C — X, on appelle H-degré de f le degré du
faisceau inversible f*H. Lorsque X est une variété de Fano, le degré d’une courbe
sera toujours, sauf mention du contraire, son (—Kx)-degré.

2.1. Espaces de courbes

Soit C une courbe projective réduite; on note 9(C) son genre, c’est-a-dire
Pentier 1— x(O¢). Soit B un sous-schéma fini du lieu lisse de C défini par un
faisceau d’idéaux Zg, soit X une variété projective lisse et soit g:B—X un
morphisme. D’aprés Grothendieck ([G]), il existe un schéma Mor(C,X) paramétrant
les morphismes de C dans X dont un sous-schéma fermé Mor(C,X; g) parametre les
morphismes de C dans X qui étendent g. Nous admettrons le résultat suivant (cf.
(K1], p. 95), qui permet de minorer la dimension de ces espaces.

PROPOSITION 1.— Soit f:C — X un morphisme qui étend g. L’espace tangent d
Mor(C,X;g) au point f] s’identifie & H°(C, f*Tx ® Ig) et chaque composante de
Mor(C, X; g) passant par [f] est de dimension au moins

x(C, f*Tx ® Ig) = —(Kx - foC) + (1 — g(C) — deg B)dim X .

2.2. Lemme de cassage («bend and break » ) de Mori

Il s’agit du résultat suivant, qui sert & fabriquer des courbes rationnelles de bas
degré sur les variétés. On renvoie & [Mo] pour la démonstration (ou & celle du th. 2
pour celle de a)).

PROPOSITION 2 (Mori).— Soient X wune variété projective lisse, C une courbe
projective lisse, ¢ et ¢’ des points de C et f:C — X un morphisme.
a) Si Mor(C,X; fl(}) est de dimension au moins 1 en [f], il existe une courbe

rationnelle de X passant par f(c).

b) Si C est rationnelle et que Mor(C,X; fl(c,r}) est de dimension au moins 2
en [f], on peut déformer f,C en un cycle conneze non intégre, passant par f(c) et
f(c"), dont toutes les composantes sont rationnelles.

Sur une variété de Fano X, I’hynothése de b) est satisfaite dés que le degré de la
courbe est au moins dimX + 2 (prop. 1). Toute courbe rationnelle sur X peut donc
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se «casser », en fixant deux points, en un cycle dont les composantes sont rationnelles

de degré au plus dimX + 1.

2.3. Les variétés de Fano sont uniréglées

Nous indiquons briévement comment Mori démontre ce résultat. La seconde
partie de son lemme de cassage lui permet méme de construire par chaque point des
‘courbes rationnelles de bas degré.

PROPOSITION 3.— Soient X une variété de Fano non réduite & un point et T un
point de X. Il existe une courbe rationnelle de X non constante passant par x, de

degré au plus dimX + 1.

Idée de la démonstration. 1l suffit de traiter le cas ou le corps de base est de ca-
ractéristique non nulle. Soient C une courbe lisse et f:C— X un morphisme non
constant dont I'image contient . En composant f avec une puissance convenable du
morphisme de Frobenius, on peut supposer —(Kx - f«C) > ¢(C)dim X ; les prop. 1
et 2.a) entrainent qu’il existe une courbe rationnelle g : P! — X vérifiant g(0) = z.
Supposons g de degré minimal; le dernier paragraphe de 2.2 entraine que son degré
est au plus dimX+1. =

On dit qu’une variété X de dimension n est uniréglée s’il existe une variété
Y de dimension n — 1 et un morphisme dominant P! x Y —» X (un point n’est pas
uniréglé).

3. CONNEXITE RATIONNELLE

Nous allons maintenant montrer que les variétés de Fano contiennent «beau-
coup » de courbes rationnelles : non seulement il en passe une par chaque point, mais
deux points quelconques peuvent étre reliés par une chaine de courbes rationnelles.
On définit précisément cette propriété de « connexité rationnelle » en 3.1. En 3.2, on
construit, pour toute variété propre et normale, une sorte de quotient pour la relation
d’équivalence «étre relié par une chaine de courbes rationnelles » ; on démontre en
3.3, en adaptant les idées de Mori exposées au §2, que ce quotient est réduit & un
point pour les variétés de Fano.

3.1. Variétés rationnellement connexes (r.c.)

DEFINITION 1.— Soit X une variété définie sur un corps algébriguement clos non

dénombrable. On dit que X est rationnellement connexe (r.c.) si deuz points trés
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générauz de X peuvent étre reliés par une courbe connexe de X dont toutes les
composantes sont rationnelles.

On dira aussi que deux points trés généraux peuvent étre reliés par une chaine
rationnelle. Une variété uniréglée, ou réduite & un point, est r.c.. Cette propriété n’est
pas une notion birationnelle : un céne sur une courbe elliptique est r.c., mais ne Iest
plus si I'on retire son sommet (cf. cependant le paragraphe qui suit le cor. 1 de 4.3).
Toute variété unirationnelle est r.c. ; on s’attend & ce que la plupart des variétés lisses
r.c. ne soient pas unirationnelles, mais aucun exemple n’est connu.

La propriété de connexité rationnelle ne dépend pas du corps sur lequel la variété
est définie; on peut donc I’étendre & un corps de base algébriquement clos quelconque :
une variété X définie sur un corps algébriquement clos k est r.c. s’il existe une
extension algébriquement close non dénombrable K de k telle que X xj K vérifie
la définition 1. On pourra consulter [K1], p. 199, pour une définition plus naturelle
(attention : notre terminologie est celle de [C1], pas celle de [K1] : nos variétés r.c.
sont ses «rationally chain connected varieties » ). On obtiendra en 4.3, cor. 1, diverses
caractérisations des variétés r.c. en caractéristique nulle.

Lorsque X est propre, le schéma qui parameétre les 1-cycles de X dont les
composantes sont rationnelles est propre ([K1], prop. 2.2, p. 103); si X est r.c., deux
points quelconques de X peuvent étre reliés par une chaine rationnelle.

3.2. Quotient rationnel

Les résultats de ce numéro, présentés avec des démonstrations trés succinctes,
sont dus principalement & Campana ([C1], [C2]), sauf la majoration sur la longueur
des chaines du lemme 2, qui est due & Kollar, Miyaoka et Mori ([KMM3)).

Soit X une variété ; on peut définir une relation d’équivalence sur X en décrétant
que deux points sont en relation s’ils peuvent étre reliés par une chaine rationnelle.
L’ensemble des classes d’équivalence n’est pas en général une variété algébrique (il
existe des variétés projectives complexes lisses contenant une infinité dénombrable de
courbes rationnelles), mais on peut quand méme construire une sorte de quotient.

Partons d’une situation plus générale : on se donne un diagramme

F
¢ — X

|

Pour tout point ¢ de T, on note C; la fibre 7~1(t) ; on dit que deux points
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z et ' de X peuvent étre reliés par une T-chaine de longueur m s’il sont égaux
ou s'il existe des points t1,...,t,m de T tels que F(C;, U---UC, ) soit connexe et
contienne z et z’. On dit que deux points de X sont T-équivalents s’il peuvent étre
reliés par une T-chaine de longueur quelconque.
Lemme 1.— On suppose X normale, F plat, et = plat d fibres irréductibles. Il existe
un ouvert dense X° de X et un morphisme surjectif 7: X% — Y vérifiant :

a) chaque fibre de T est conneze et son adhérence dans X est l’adhérence d’une
classe de T-équivalence;

b) deuz points générauz d’une fibre de T peuvent étre reliés par une T-chaine de
longueur au plus dimX —dimY .
Esquisse de démonstration. Pour chaque point z de X, notons V,,(z) l’ensemble
(constructible) des points de X qui peuvent étre reliés & = par une T-chaine de
longueur m et posons d(z) = maxm,>1 dimm. Le point crucial est que la suite
de fermés (V,,(x)) est stationnaire pour m > d(z) ((KMMS3], lemma 1.3, p. 768).
On en déduit I’existence d’un ouvert X! dense dans X sur lequel d(z) est constant
égalé d, et d’un morphisme 7 : X! — Hilb(X) qui & z associe Va(z). Pour z et z’
dans X!, on a les implications

7(z) = 1(z') = Vi(z) =Va(z') = Va(z)NVy(z') #2
= 7' € Vyu(z) = 2’ € Vou(z) = V4(2) ,

et inversement

z' € Va(z) = Va(z') C Vai(z) C Vau(z) = Va(z) = Va(z') C Va(z) ,

d’ott V4(z') = V4(z) puisque l'on a aussi = € Vg(z'). Les fibres de 7 sont donc les
T(:v)ﬂ X! ; on prend pour Y un sous-ensemble dense de I'image de 7 localement
fermé dans Hilb(X), et pour X° son image inverse par 7. Si z’ est général dans
771(r(z)), il est dans V4(x), donc peut étre relié & = par une T-chaine de longueur

auplus d=dimX -dimY. =

On a un énoncé analogue lorsque F et m sont propres, mais les chaines
deviennent plus longues.

Lemme 2 ([K1], th. 4.17, p. 219).— On suppose X propre et normale, F propre, et
propre a fibres connezes. Il existe un ouvert dense X° de X et un morphisme propre
p:X%— Z dont les fibres sont des classes de T-équivalence de X, et tel que deux

points d’une fibre de p puissent étre reliés par une T-chaine de longueur au plus
2dim X—dimZ __ 1.
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Esquisse de démonstration. En rétrécissant T et C, on se retrouve dans la situation
du lemme 1, qui fournit un morphisme 7: X% — Y que I'on peut supposer, quitte
& rétrécir Y, équidimensionnel. On construit alors une compactification normale Y
de Y, une variété normale X’ et un morphisme birationnel propre u: X' — X tels
que 7 : X' % X -I5 Y soit un morphisme propre équidimensionnel 4 fibres connexes.
Deux points quelconques d’une fibre de 7/ peuvent étre joints par une T-chaine de
longueur au plus dimX —dimY : I’ensemble des points de X’ xg X' qui vérifient
cette propriété est fermé, contient un ouvert non vide par le lemme 1, tandis que les
hypotheses entrainent que X' x X’ est irréductible.

On procede par récurrence sur la dimension de X. Si Y a méme dimension que

X, on prend p = 7 ; sinon, ’hypothése de récurrence appliquée au diagramme

T/

CxxX — X — Y

E

T

nous fournit un ouvert dense Y° de Y et un morphisme propre py : YO — Z vérifiant
les conclusions du lemme. On en déduit, en posant X© = 7/=1(Y?), un morphisme
propre p':X'® — Z. Si deux points de X" sont T-équivalents, il en de méme de
leur image par 7', qui sont donc dans la méme fibre de py . Inversement, supposons
p'(z1) = p'(z5) ; hypothese de récurrence entraine que 7/(z}) et 7/(x}) sont reliés
par une T-chaine de longueur au plus 29mY-dimZ _ 7 “qye ’on reléeve dans X'. Les
points de contacts des maillons sont dans les mémes fibres de 7/, de sorte que z et

x4, peuvent &tre reliés par une T-chaine de longueur au plus
2dim Y—-dimZ _ 1+ (dlmX — dim Y)(zdim Y —dim Z) S 2dim X—dimZ __ 1.

Il suffit alors de vérifier que p’': X0 — Z se factorise & travers uw en un

morphisme propre p: X° — Z qui vérifie les propriétés demandées. m

Soient X une variété propre et p: X --+Y une application rationnelle. On dit
que p est presque réguliére s'il existe un ouvert non vide dense X° de X et un sous-
schéma Y® de Y tels que p se restreigne en un morphisme p°:X°% — YO propre
surjectif. En d’autres termes, le lieu d’indétermination de p ne domine pas 'image
de p. Si p est presque réguliere, on dit que p est r.c. si ses fibres générales sont r.c.
et que p0Oxo =~ Oyo.
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Revenons au probléme de la construction d’un quotient pour la relation
d’équivalence ou deux points sont équivalents s’ils sont reliés par une chaine ra-
tionnelle. Etant donnée une variété propre X, nous construisons une application
rationnelle p:X --» R(X) dominante, presque réguliére et r.c. qui est mazimale,
c’est-a-dire qui se factorise & travers toute autre telle application rationnelle. Ses
fibres trés générales sont des classes d’équivalence pour cette relation.

THEOREME 1 (Campana).— Soit X une variété propre et normale. Il existe une
application rationnelle p:X --+ R(X) dominante presque réguliére r.c. mazrimale.
Si X est définie sur un corps algébriguement clos non dénombrable, toute courbe
rationnelle de X rencontrant une fibre trés générale de p est contenue dans cette
fibre.

Soit (Tym)m>1 une famille croissante de schémas dont la réunion parameétre les
1-cycles connexes de X & composantes rationnelles. Le lemme 2 fournit pour chaque
m un morphisme propre pp, : X% — Z,,. Comme les classes de T,,-équivalence
grandissent avec m, la dimension de Z,, diminue. Soient n un entier tel que dim Z,,
soit minimal, et m un entier plus grand que n. Le lemme 2 entraine que pour z
général, les classes de T,, et de T,-équivalence de z sont irréductibles; comme elles
ont méme dimension, elles sont égales. Il s’ensuit que pour z trés général, p;1(pn(z))
est ’ensemble des points qui peuvent étre joints & = par une chaine rationnelle.

Soient X° un ouvert dense de X et 7: X% — Y un morphisme propre r.c.; la
propriété que 'on vient de démontrer entraine qu’une fibre trés générale de 7 est
contenue dans une fibre de p,, . En caractéristique nulle, on en déduit la factorisation.
En caractéristique non nulle, il faut utiliser le fait que 7 ne peut se factoriser & travers

un morphisme purement inséparable. m

L’application rationnelle p:X --+ R(X) est bien déterminée & isomorphisme
birationnel pres; on I'appelle le quotient rationnel de X (« MRC-fibration » dans la
terminologie de [K1]). Pour que X soit r.c. (resp. uniréglée), il faut et il suffit que
R(X) soit un point (resp. que dimR(X) < dimX).

Si la caractéristique du corps de base est nulle, et si X est propre et lisse, la
dimension de R(X) est invariante par déformation ([KMM?2], th. 2.15, ou [K1], th.
5.9, p.226), donc aussi la propriété d’étre r.c. ou uniréglé ; on retrouve ainsi un résultat
de Fujiki ([Fu]) et Levine ([Le]).

Le probléme principal concernant le quotient rationnel est le suivant :

Conjecture.— Soient X une variété propre et lisse définie sur un corps algébrique-

ment clos de caractéristique nulle et X --+ R(X) son quotient rationnel. La variété
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R(X) n’est pas uniréglée.
C’est équivalent ([K1], prop. 5.6.3, p. 224) a :

Conjecture’.— Soient X une variété propre et lisse définie sur un corps algébrique-
ment clos de caractéristique nulle et X — P! un morphisme dont les fibres lisses sont
r.c.. Alors X est r.c..

Cela revient & montrer que X — P! a une multisection rationnelle, ou mieux,
que la fibre générique a un point rationnel sur K(P'). C’est vrai lorsque c'est une
courbe (théoréme de Tsen), ou une surface de Del Pezzo ([CT], [M]), ou un espace
homogene sous un groupe algébrique linéaire (théoréme de Chevalley-Springer; cf.
[S], 111-14-16 et [Bor], 18.2).

3.3. Connexité rationnelle des variétés de Fano

On a vu (§2) que par chaque point d’une variété de Fano X passe une courbe
rationnelle. Le théoréme suivant généralise ce résultat : il s’agit d’adapter les méthodes
de Mori pour construire une telle courbe qui ne soit pas contenue dans une fibre d’une
application rationnelle presque réguliere dominante X --+ Z.

THEOREME 2 ([C1], [KMMa3]).— Soient X une variété de Fano, p:X --+Z une
application rationnelle presque réguliére dominante, et F une fibre générale de p. Si
7 nlest pas réduit & un point, il existe une courbe rationnelle de X rencontrant F qui
n’est pas contenue dans F.

La courbe rationnelle cherchée une fois trouvée, on peut, grice au dernier
paragraphe de 2.2, la casser en courbes rationnelles de degré au plus dimX +1,
dont I’une au moins devra rencontrer F sans étre contenue dans F. On peut donc
(cf. [Mo]) se restreindre au cas ot la caractéristique du corps de base est non nulle;
on peut aussi supposer celui-ci non dénombrable. Soit X% un ouvert dense de X
sur lequel p est propre. On raisonne par ’absurde, en supposant que toute courbe
rationnelle de X rencontrant F est contenue dans F . Il existe une courbe projective
lisse C (irrationnelle), avec un point ¢ et un morphisme f:C — X, tels que pf(c)
soit sur F et que pf ne soit pas constant. On fixe enfin un diviseur ample sur Z
3 l’aide duquel on mesurera le degré des courbes. Il existe un réel A strictement
positif tel que pour toute courbe lisse D et tout morphisme g : D — X dont Pimage
rencontre X°, on ait .

deg g«D > Adeg(pg)+D .

Quitte & composer f avec une puissance convenable du morphisme de Frobenius,
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on peut supposer
(%) Adeg(pf)«C > g(C)dimX .

Le choix de A et la prop. 1 entrainent que Mor(C,X; f|(c}) est de dimension au
moins 1 en [f]. Nous allons construire un morphisme f’: C — X vérifiant pf’ =pf,
de sorte que f’ vérifiera encore la condition (x), et deg f.C < deg f,C. On peut
itérer cette construction, ce qui ameéne & une contradiction, puisque les degrés des
morphismes obtenus vont en décroissant strictement.

Soit a : X’ — X un morphisme propre birationnel qui induise un isomorphisme
au-dessus de X° et tel que p’ = pa soit un morphismede X’ dans Z . Il existe un voisi-
nage M de [f] dans une composante de dimension au moins 1 de Mor(C,X; fl(c})
tel que I’évaluation se factorise en

CxM-S5X 5 X.

Soient B une courbe lisse irréductible, B — M un morphisme non constant, et
B une compactification normale de B?. Soit € : S — C x B une suite d’éclatements
telle que la composée

S CxB-52X

soit un morphisme. Comme C est irrationnelle, les morphismes C — X correspondant
aux points de B® ne peuvent tous provenir d’une reparamétrisation de f, de sorte
que ee(S) est une surface. Si e est défini en tout point de {c} x B, qu’il contracte
alors en f(c), il existe des voisinages affines V de f(c) dans X et U de c¢ dans
C tels que e(U x B) soit contenu dans V. Comme B est complete, {c'} x B est
contracté pour chaque ¢’ dans U, et I'image de e est une courbe, ce qui est absurde.

Pour chaque point (c¢,b) en lequel e n’est pas défini, la fibre de S — B en b
contient la réunion de C et d’une courbe connexe E & composantes rationnelles qui
coupe C en c¢, mais qui n’est pas contractée par ec. La restriction de ee & cette

courbe induit un morphisme f’':C — X qui vérifie
deg f,C = deg f.C — deg f.E < deg f,C .

La courbe ec(E) est a composantes rationnelles et contient le point f(c) de
F, donc est contractée par p’. Cela entraine que p’e est définie sur {c} x B, puis,
par 'argument précédent, que p’ee(S) n’est pas une surface. C’est donc la courbe
pf(C), de sorte que pf’(C) = pf(C). Ceci, comme on ’a déja expliqué, méne & une
contradiction, ce qui termine la démonstration du théoreme. m
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COROLLAIRE.— Soit X une variété de Fano de dimension n. Alors X est r.C.;
plus précisément, deuz points de X peuvent étre reliés par une chaine rationnelle de
degré au plus (n+1)(2" —1).

Appliquons le théoréme au quotient rationnel X --» R(X) ; le th. 1 entraine que
R(X) est réduit & un point, de sorte que deux points de X peuvent étre reliés par une
chaine rationnelle. Grace au dernier paragraphe de 2.2, on peut casser les maillons de
cette chaine jusqu’a ce qu'ils soient de degré au plus n + 1. On conclut en appliquant
le lemme 2 de 3.2, en prenant pour C — T la famille des 1-cycles connexes de X de
degré au plus n + 1 & composantes rationnelles.

On peut construire & ’aide de fibrés en coniques sur le plan projectif des familles
de dimension arbitrairement grande de variétés r.c. birationnellement distinctes de
dimension 3. Vu le th. 8, cela montre que «la plupart » des variétés r.c. ne sont pas
birationnellement équivalentes & des variétés de Fano.

4. UNE PROPRIETE FORTE DE CONNEXITE RATIONNELLE

Deux points d’une variété r.c. projective et lisse définie sur un corps algébri-
quement clos de caractéristique nulle peuvent étre reliés par une courbe rationnelle
irréductible. Pour démontrer ce résultat de [KMM3], I'idée est simple : il suffit de
«lisser » la chaine rationnellle reliant les deux points. Il faut pour cela que ses maillons
soient des morphismes libres, une notion définie en 4.1; intuitivement, cela signifie
que les déformations du morphisme recouvrent la variété. Le résultat principal de
4.1. est la remarque élémentaire mais fort utile qu’une courbe rationnelle passant
par un point tres général d'une variété projective lisse est libre (en caractéristique
nulle). On démontre en 4.2. les résultats de lissage nécessaires, tandis que le théoréme
principal fait I'objet de 4.3; la démonstration en est compliquée par le fait que ’on
veut controler le degré des courbes construites. On termine en montrant en 4.4 que
les variétés complexes projectives lisses r.c. (donc en particulier les variétés de Fano)

sont simplement connexes.

4.1. Morphismes libres

Ce sont les morphismes de P! dans une variété dont les déformations sont non-
obstruées dans un sens fort.

DEFINITION 2.— Soient X une variété lisse et f : P* — X un morphisme ; on écrit
f*Tx ~ @21:11)( Op1(a;) . On dit que f est libre (resp. trés libre) si tous les a; sont
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positifs (resp. strictement positifs).
Un morphisme constant P! — X est libre, mais n’est tres libre que si X est

réduite & un point. Il est facile de caractériser géométriquement les morphismes libres.

PROPOSITION 4.— Soient X une variété lisse projective et f: P! — X un mor-
phisme.

a) Si f est libre, Mor(P',X) est lisse en [f] et la différentielle du morphisme
d’évaluation e : P* x Mor(P*,X) — X est surjective en tout point de P! x [f].

b) Si la différentielle de e est surjective en un point de P! x [f], le morphisme
f est libre.

Si f est libre, H' (P!, f*Tx) est nul, et Mor(P',X) est lisse en [f] (prop.

1). La différentielle de: Tp1, ® HO(P', f*Tx) — Tx sty =~ (f*Tx)e en (t,[f]) est
donnée par de(a,o) = df(a) + o(t). Pour qu’elle soit surjective il faut et il suffit que
évaluation HO(P!, f*Tx) — (f*Tx): le soit. Avec les notations de la définition 2,

c’est équivalent au fait que chaque a; est positif. =

Cette proposition signifie simplement que les déformations d’'un morphisme libre
recouvrent la variété, et qu’inversement, en caractéristique nulle, un élément général
d’une famille de courbes qui recouvrent la variété est libre. On en déduit que pour
qu’une variété lisse projective X définie sur un corps algébriquement clos de caracté-
ristique nulle soit uniréglée, il faut et il suffit qu’il existe une courbe rationnelle libre
non constante sur X (cf. [K1], th. 1.9, p. 188).

On montre de la méme fagon :

PROPOSITION 5.— Soient X une variété lisse projective et f:P' — X un mor-
phisme.

a) Si f est trés libre, Mor(P!,X;0+ f(0)) est lisse en [f] et la différentielle
du morphisme d’évaluation e:P' x Mor(P!,X;0— f(0)) — X est surjective en
(00,[f]) . La différentielle de I’évaluation P! x P' x Mor(P*,X) — X x X est sur-
Jjective en (0,00, [f]).

b) Si la différentielle de e est surjective en un point de P' x [f], le morphisme
[ est trés libre.

Le résultat suivant dit qu’une courbe rationnelle passant par un point trés général
d’une variété lisse est libre (en caractéristique nulle).

PROPOSITION 6.— Soit X une variété projective lisse définie sur un corps algébri-
quement clos de caractéristiqgue nulle. Il existe un sous-ensemble X'Pre de X dont

le complémentaire est réunion dénombrable de fermés propres de X, tel que tout
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morphisme P* — X dont limage rencontre X'iPre soit libre.

Nous noterons (M;)ien les composantes irréductibles de Mor(P*,X) et
e; : P! x M; —» X les morphismes d’évaluation. Si e; n’est pas dominant, on note
G; l’adhérence de son image. Si e; est dominant, on note G; le complémentaire d’un
ouvert dense de X au-dessus duquel la différentielle de; est surjective. Soit X'ibre le
complémentaire de la réunion des G;. Soient f: P! — X un morphisme dont I'image
rencontre X'bre et M; une composante de Mor(P',X) qui contient [f]. Le mor-
phisme e; est dominant, et de; est surjective en un point de P! x [f]. On conclut
avec la prop. 4.b). =

Pour qu’une courbe rationnelle tracée sur une surface projective lisse soit libre,
il faut et il suffit que son auto-intersection soit positive. Si P2 est I'éclaté du plan
projectif en un point, (132)liblre est le complémentaire du diviseur exceptionnel.
Il existe des surfaces contenant une infinité de courbes rationnelles lisses d’auto-
intersection —1 ; pour de telles variétés, X'ib*® n’est pas un ouvert.

On utilisera souvent la proposition en conjonction avec la remarque suivante :
soient C un schéma irréductible, m : C — T une courbe projective plateet F :C — X
un morphisme. Si 'image par F d’une fibre de 7 rencontre X' il en est de méme
de l'image par F d’une fibre trés générale de m : en effet, X—X""P' est réunion
d’une suite (G;)ien, que 'on peut supposer croissante, de fermés propres de X ;
si I'image par F de la courbe 771(t) ne rencontre pas X'iPr® celle-ci est contenue
dans un F~1(G;), de sorte que t n’appartient pas a lintersection des ensembles
7(C=F~1(G;)), qui sont constructibles et contiennent chacun un ouvert dense. On

exprime cela sous forme du principe suivant.

(P) Une déformation trés générale d’un morphisme dont l'image rencontre X'ibre
a la méme propriété.

4.2. Lissage des courbes singuliéres

On appelle arbre rationnel une courbe projective connexe C de composantes
rationnelles Ci,...,Cm, que l'on peut numéroter de fagon que chaque Cit1
(i=1,...,m—1) rencontre C; U---UC; en un seul point, qui est un point double
ordinaire de C. Il est facile de construire une courbe lisse connexe T et une courbe
projective plate C — T dont 'une des fibres est C tandis que toutes les autres sont
isomorphes 3 P! ; on dit que C — T est un lissage de C. On dit qu'un morphisme
f:C — X est lissable il existe un lissage C — T et un morphisme F:C — X qui

coincide avec f sur C. Si pi,...,p, sont des points lisses de C, le lecteur définira
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sans mal la propriété « f est lissable en laissant f(pi1),..., f(pr) fixes ».

PROPOSITION 7.— Soient X une variété projective lisse, C=C,U---UC,, un
arbre rationnel et f: C — X un morphisme.

a) Fizons un point p lisse sur C. Si la restriction de f & chaque C; est libre, le
morphisme f est lissable en une courbe rationnelle libre, en laissant f(p) fize.

b) Fixons sur chaque C; un point p; lisse sur C. Si la restriction de f a chaque
C; est trés libre, le morphisme f est lissable en une courbe rationnelle trés libre, en
laissant les f(p;) fizes.

Soit w:C — T un lissage de C avec une section o passant par p; notons
9:0(T) = X x T le morphisme (f(p), 7). Comme en 2.1, les T-morphismes de C
dans X x T étendant g sont encore paramétrés par un T-schéma Mort(C,X x T; g)
([G]). On montre (cf. [K1], p. 95) que celui-ci est lisse en [f] dés que H'(C, f*Tx(—p))
est nul. On vérifie que c’est le cas ici, de sorte qu’il existe une courbe lisse
T’ — Morr(C,X x T;g) passant par [f] et dominant T, ce qui prouve a). Le b)
est analogue, une fois que I'on a vérifié que H*(C, f*Tx(—p;1--- — pm)) est nul. m

On appelle peigne rationnel un arbre rationnel C dont on peut noter les
composantes D, Cy,...,C,, de fagon que chaque C; ne rencontre la réunion des
autres composantes qu’en un seul point, qui est un point de D. On appelle les C;
les dents du peigne, et D sa poignée. Un sous-peigne de C est un peigne contenu
dans C et contenant D. Le résultat suivant est plus difficile : on ne suppose plus que
la restriction du morphisme & la poignée est libre, mais on obtient quand méme un
lissage partiel. Je renvoie & [K1], p. 157 pour la démonstration.

PROPOSITION 8.— Soient C un peigne rationnel & m dents, py,...,p, des points
de sa poignée D lisses sur C. Soient X une variété projective lisse et f:C — X un
morphisme dont la restriction ¢ chaque dent de C est libre. Il existe un entier m'

vérifiant
m' >m — (Kx - £,D) — (r — 1)dim X — dimyy,, Mor(PL,X; fl(py,..p0})

et un sous-peigne C' de C 4 m’' dents tel que f|cr soit lissable en laissant les f (ps)

fizes.

4.3. Une propriété forte de connexité rationnelle

Lorsque la caractéristique du corps de base est nulle, deux points quelconques
d’une variété lisse r.c. peuvent étre reliés par une courbe rationnelle irréductible (c’est

faux pour les variétés singuliéres, comme le montre ’exemple du céne sur une courbe
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elliptique). On aura en fait besoin d’un résultat plus précis permettant de contréler
le degré des courbes qui interviennent.

THEOREME 3.— Soient X une variété projective lisse définie sur un corps algébri-
quement clos de caractéristique nulle et H un diviseur ample tel que H — Kx soit
nef. On suppose qu’il existe d dans N U {400} tel que deuz points quelconques de
X puissent étre reliés par une chaine rationnelle de H-degré au plus d. Deuz points
quelconques de X peuvent étre reliés par une courbe rationnelle irréductible trés libre
de H-degré au plus 2d(dimX + d + 3)¢.

On peut supposer le corps de base non dénombrable et X non réduite & un

point. Soient x; et z des points de X ; il existe une chaine rationnelle joignant z;
a zo que ’on décrit ainsi :

On note f;:P! — C; ¢ X la normalisation, en supposant fi(0) =p;—1 et
fi(c0) = p;. Par la prop. 2.b), on peut, si Mor(P',X; fil{o,0}) est de dimension
> 2 en [f;], déformer f; en une courbe réductible passant toujours par p;_; et p;.
On supposera donc

dimyy, Mor (P!, X; fil{o,001) <1
pour tout i =1,...,m. Puisque H-C; > 0, on remarquera que m < d.

Supposons tout d’abord que z; soit dans le sous-ensemble X!ibre de X défini
dans la prop. 6, de sorte que f; est libre. On va construire par récurrence sur i des
morphismes g; : P! — X étendant fil{0,00} » dont I'image rencontre Xlibre et dont le
H-degré est inférieur & d(dim X + d + 3)i~1.

Pour i=1, on prend g; = f1. Supposons le morphisme g; construit, avec
gi(0o) =p;; il est libre, de sorte que le morphisme d’évaluation
e: P! x Mor(P!,X) — X est lisse sur P! x [g;] (prop. 4.2)).

Appliquons le principe (P) de 4.1 & la famille de courbes paramétrée par 'image
dans Mor(P!,X) d’une composante irréductible de e™*(C;4+1) qui domine C;t; et
qui contient (0o, [g;]) : pour tout entier r, il existe des points distincts z1,...,z, de
Civ1={pi,pit+1} et des déformations hq,...,h,: P! - X de g; telles que 'image de
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chaque h; rencontre X'"P*® et h;(0) = z;. On obtient ainsi un peigne rationnel D
(au sens de 4.2) et un morphisme h:D — X d’image C;+1 Uhi(P})U---U A (PY)
dont la restriction aux dents est libre.

Cin /

r Pip1

Par la prop. 8, on peut lisser, en fixant p; et p;4;, un sous-peigne D’ de D qui
a v’ dents, ol

r' 21— (Kx - Ci1) — dimX — dimy,,,; Mor(P*, X; fit1](0,00} )
(M) 2r+(H_KX)‘Ci+1—H'C1;+1—dimX—l
>r—d—dimX-1.

Si on prend r =dimX+d+2 (ou r=H-Ciy; +dimX + 2 si d=+00), le
peigne D' a au moins une dent, donc son image par h rencontre Xl Par le
principe (P), une déformation lisse trés générale g;,; de hlpr a la méme propriété,
donc est libre. Comme les restrictions de A aux dents de D sont des déformations de
gi,ona

deggiy1 < rdegg; +degCiyq

< (dimX +d + 2)d(dimX + d + 3)""! + 4
<d(dimX +d+3)*.

On arrive ainsi & une chaine de courbes rationnelles libres joignant z; & x5 ;

son degré total est
<d+ddimX+d+3)+ - +ddimX+d+3)™"! < d(dimX +d + 3)¢ ,

puisque m < d. Par la prop. 7.a), on peut lisser une telle courbe en laissant zo fixe;
si M’ est le sous-schéma de Mor(Pl,X;O + Z3) qui paramétre les morphismes de
degré au plus d(dim X + d + 3)¢, le fait que x; soit quelconque dans X'’ entraine
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que I’évaluation e: P! x M’ — X est dominante. Soit M une composante irréducti-
ble de M’ telle que e|p1xy soit dominante; par la prop. 5.b), un élément général
de M est tres libre. On en déduit que deux points quelconques de X peuvent étre
reliés par une chaine de deuz courbes rationnelles trés libres, de degré total au plus
2d(dim X + d + 3)¢. Par la prop. 7.b), une telle courbe peut étre lissée en une courbe
tres libre passant par les deux points donnés. m

COROLLAIRE 1 ([KMM2]).— Soit X une variété projective lisse définie sur un
corps algébriqguement clos de caractéristique nulle. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) la variété X est r.c.;

(ii) deux points quelconques de X sont contenus dans une courbe rationnelle irré-
ductible ;

(iii) tout sous-ensemble fini de X est contenu dans une courbe rationnelle irréduc-
tible ;

(iv) 4l existe une courbe rationnelle trés libre sur X.

Supposons (i) vérifiée; le théoréme entraine (ii), et méme (iii) (il suffit de lisser,
en utilisant la prop. 7.b), un arbre rationnel & composantes treés libres contenant
I’ensemble en question), ainsi que (iv). Les implications (iii) = (ii) = (i) sont évidentes,
et (iv) = (i) résulte de la prop. 5.a). =

On peut en fait se passer de I’hypothése « X projective » dans ce corollaire (cf.
[K1], th. 3.7, p. 202 et th. 3.10.3, p. 205). On en déduit que I'image par un morphisme
dominant d’une variété lisse r.c. définie sur un corps algébriquement clos de caracté-
ristique nulle est r.c..

Il faut aussi mentionner une trés jolie généralisation commune du corollaire et
de la remarque qui précéde la prop. 5 : sous les hypotheéses du corollaire, et avec
les notations de 3.2, dimX — dimR(X) est le plus grand entier r tel qu’il existe
un morphisme libre f: P! — X vérifiant f*Tx ~ @ O(a;) avec ay,...,ar >0 (cf.
[K1], th. 5.8, p. 225).

COROLLAIRE 2.— Soit X une variété de Fano de dimension n définie sur un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle. Deux points de X peuvent étre reliés par
une courbe rationnelle irréductible de degré au plus

d(n) = 2(n + 1)(2" — 1)(n + 2)"+DE"-D

Grace au cor. du th. 2, le théoréme s’applique avec H=-Kx et

d = (n+ 1)(2" — 1), en remarquant que sa démonstration fournit dans ce cas la borne

214



(827) VARIETES DE FANO

2d(dim X + 2)¢ sur le degré, puisque 'on peut améliorer la majoration (M) ci-dessus
en utilisant I'inégalité —Kx -C;4; >0. =

La démonstration de ce corollaire est plus simple (on n’a besoin ni de la
construction du quotient rationnel, ni du th. 3) et la borne obtenue bien meilleure,

lorsque le groupe de Néron-Severi de la variété est de rang 1.

THEOREME 4 ([C4], [N], [KMM1]).— Soit X une variété de Fano de dimension n
définie sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, dont le groupe de
Néron-Severi est de rang 1. Deux points générauz de X peuvent étre reliés par une
courbe rationnelle irréductible de degré au plus n(n +1).

On peut supposer n >0, de sorte que X est uniréglée (prop. 3). Comme l’on
est en caractéristique nulle, on a vu en 4.1 qu’il existe une courbe rationnelle libre
non constante sur X (§2); on applique le lemme 1 de 3.2 avec le sous-schéma T de
Mor(P',X) qui paramétre les courbes libres de degré au plus n+ 1 : on obtient un
morphisme 7: X® — Y. Si Y n’est pas réduit & un point, on note H° I'image inverse
par 7 d’un diviseur ample sur Y, et H son adhérence dans X. Comme H-H® est
de codimension 2 dans X, il ne rencontre pas la courbe rationnelle C; = e(P* x {t})
pour ¢ général dans T. Mais C; N X est par le lemme 1 contenue dans une fibre de
7, donc ne rencontre pas non plus H ; on en déduit H-C, =0, ce qui contredit le
fait que tout diviseur effectif sur X est ample. On en déduit que Y est un point, donc
que deux points généraux de X peuvent étre reliés par une chaine rationnelle libre de
degré n(n +1). Par la prop. 7.a), cette chaine peut étre lissée, d’ou le théoréme. m

On ne sait pas ce qu’il advient de ces résultats en caractéristique non nulle :
les démonstrations présentées ici utilisent de facon essentielle I’existence d’une courbe
rationnelle libre non constante sur une variété de Fano, que 1’on ne sait pas démontrer

dans le cas général.

4.4. Simple connexité

Si X est une variété projective lisse r.c. (toujours définie sur un corps de carac-
téristique nulle), il existe un morphisme trés libre P! — X (th. 3). Soit m un entier
strictement positif; toute section de (2%)®™ s’annule sur I'image de cette courbe.
Or les déformations tres libres de cette courbe recouvrent un ouvert dense de X (cf.
4.1); on en déduit H(X, (2%)®™) = 0, donc par symétrie de Hodge H™(X,0x) =0
(lorsque X est une variété de Fano, cela découle directement du théoréme d’annulation
de Kodaira). On a alors x(X,Ox) = 1 ; comme tout revétement étale fini de X est
encore r.c., on en déduit que X est algébriquement simplement connexe.
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THEOREME 5 ([C3], [KMM2]).— Toute variété compleze projective lisse r.c. est
simplement connexe.

Soit X une telle variété. D’apres ce qui précede, il suffit de montrer que m1(X) est
fini. Il existe (th. 3) un morphisme f : P! — X tres libre. Par la prop. 5.a), une unique
composante M de Mor(P*,X; flio}) contient [f], et ’évaluation e: P! x M — X
est dominante, de sorte que m1(e) est de conoyau fini. Mais la composée de e avec
Iinjection ¢ : {0} x M — P! x M est constante, tandis que m;(t) est bijective; cela
entraine que m;(e) est constante, d’oui la proposition. m

La démonstration de [C3] (cor. 5.7 et 5.9) est différente, et ne fait pas appel au
résultat de lissage du th. 3; il y est montré que le groupe fondamental d’une variété
compacte kéhlérienne est fini si deux points trés généraux peuvent étre reliés par une
chaine de variétés irréductibles dont les normalisées ont des groupes fondamentaux
finis (cf. aussi [K3], th. 4.13).

Avec les notations de 3.2, le résultat général est le suivant (cf. [K4], th. 5.2 pour
la démonstration).

THEOREME 6.— Soit X une variété compleze projective lisse. L’application
m1(p) : m(X) — m (R(X)) est bijective.

5. LES VARIETES DE FANO FORMENT UNE FAMILLE LIMITEE
5.1. Bornes sur ¢;(X)dmX

Un argument qui remonte & Fano permet de déduire des résultats du §4 une
majoration de ¢;(X)" valable pour toutes les variétés de Fano X de dimension n.

PROPOSITION 9.— Soit X une variété projective lisse de dimension n, soit x un
point de X, et soit H un diviseur ample sur X. On suppose qu’un point général de X
peut étre relié & x par une courbe irréductible de H-degré au plus d. Alors H™ < d™.

Par Riemann-Roch, hO(X,tH) est équivalent & HT';t" pour t > 0. D’autre
part, avoir un point de multiplicité au moins r en z impose au plus ("*77!) ~ Z;

n!
conditions sur les éléments de |tH|. On en déduit que pour tout € > 0, il existe £ > 0

et D € |tH| tels que
multy, D > ¢t VH" — te .

Soit C une courbe irréductible de H-degré au plus d joignant x & un point hors
de D.Ona

td > C- (tH) > mult, D > t VH" — te ,
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d’oll la proposition en faisant tendre € vers 0. =

Le cor. 2 du th. 3 et le th. 4 entrainent :

THEOREME 7 ([KMM3], [N]).— Soit X une variété de Fano de dimension n définie
sur un corps algébriqguement clos de caractéristique nulle. On a c1(X)® < d(n)". Si
le groupe de Néron-Severi de X est de rang 1, on a ¢1(X)" < (n(n+1))".

11 faut aussi mentionner le résultat ancien de Bogomolov, qui établit dans [Bo],
par des méthodes de caractéristique nulle, 'inégalité c;(X)3 < 72 pour toute variété
de Fano complexe X de dimension 3 dont le groupe de Néron-Severi est engendré
par Kx . La borne ¢;(X)" < (n+ 1)™ a été conjecturée par Iskovskikh, mais Batyrev
a remarqué dans [B] que pour la variété de Fano X = P(Opn-1 ® Opn-1(n — 1)),
dont le groupe de Néron-Severi est de rang 2, on a

2n—-1)" -1 2ne3/2
n-—1

a(X)" = (n+1)".

Pour une variété de Fano complexe X de dimension n qui admet une métrique
de Kéhler-Einstein g, des résultats classiques de géométrie différentielle permettent
d’obtenir une borne sur ¢;(X)". Supposons la métrique normalisée de telle sorte que
sa courbure de Ricci soit g ; on a alors ([Be], 11.5)

c1(X)™ = vol(X) (—2:_———'); .

Un résultat de Bishop ([BC], cor. 4, p. 257) entraine que le volume de X est
inférieur a celui d’une sphére de méme dimension et de rayon +/2n — 1, de sorte que

n! 2n+17rn
n < o — 2n
aX)" s goyw V-0 T T
n+1(,1)2
= (2n—1)" 2'(—2'1%'_) ~ 2" /rn e P+ 1),

borne qui est trés proche de la valeur de ’exemple de Batyrev.

5.2. Bornes sur le nombre de type de déformations

Par [Ma], il n’y a qu’un nombre fini de types de déformations de variétés de Fano
de polynéme de Hilbert x(X,O(tKx)) fixé. Les deux coefficients de plus haut degré
de ce polynéme sont bornés par le th. 7, ce qui suffit & borner les autres ([KM]).

Pour obtenir une borne effective, il faut utiliser des résultats difficiles sur

I’adjonction.
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THEOREME 8.— Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Le
nombre de types de déformation de variétés de Fano de dimension n définies sur k

n23n
est majoré par (n + 2)m+2™"

Les résultats de [D], [K2], [AS] et [T] entrainent que pour toute variété de Fano X
de dimension n, le diviseur ﬁg"—ﬂzxﬁﬂ (—Kx) est trés ample. Par projection, toutes
les variétés de Fano de dimension n peuvent é&tre réalisées comme des sous-variétés
lisses de P?"*! de degré au plus 6(n) = [3n(n + 1)(n + 3)d(n)]". Des travaux de
Catanese permettent de borner le nombre de composantes irréductibles du schéma, de

Chow des sous-variétés lisses de PN de dimension pure n et degré 6 ([Ca] ou [K1]
(3.28.9) p. 61) par

ot 53 = (" 1))<N+1>6<6:"> |

Le nombre de type de déformations des variétés de Fano de dimension n est donc

.

majoré par C(n,68(n),2n + 1) ; cette borne est inférieure & celle du théoréme. m
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