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HAUTEURS ET DISCRÉTUDE
[d’après L. Szpiro, E. Ullmo et S. Zhang]

par Ahmed ABBES

Séminaire BOURBAKI Mars 1997

49ème année, 1996-97, n° 825

1 INTRODUCTION

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K. Fixons une clôture

algébrique ~’ de K et une hauteur de Néron-Tate h : R associée à un faisceau

inversible ample et symétrique sur A. Soit X une sous-variété de A définie sur une

extension finie L de K (i.e. un sous-schéma fermé intègre et géométriquement connexe
de A x R- L). On définit pour tout réel ~ > 0, l’ensemble

DÉFINITION 1.1 .- Une sous-variété X de A est dite de torsion si elle est translatée

d’une sous-variété abélienne par un point de torsion.

L’objet principal de cet exposé est de rapporter sur les travaux récents qui ont permis
de démontrer la conjecture suivante due à Bogomolov :

THÉORÈME 1.2 (CONJECTURE DE BOGOMOLOV) .- Soit X une sous-variété de A
qui n’est pas de torsion. Alors, il existe une constante ~ > 0 tel que l’ensemble ne

soit pas Zariski-dense dans X.

La conjecture originelle de Bogomolov [5] se limite au cas d’une courbe plongée dans une
variété abélienne. Elle a été démontrée dans ce cas par E. Ullmo [43]. La généralisation
aux dimensions supérieures est due à S. Zhang [44]. Ces deux travaux font suite à
une collaboration entre ces deux auteurs et L. Szpiro [42] dans laquelle ils ont mis en
évidence un phénomène d’équidistribution des petits points d’une variété abélienne. Ces
résultats sont fondamentalement basés sur des techniques arakeloviennes dont L. Szpiro
était l’initiateur. Il était en particulier le premier à voir le lien entre la conjecture de
Bogomolov et des énoncés de positivité en théorie d’Arakelov [36, 39].
Avant d’esquisser les grandes lignes de la démonstration du théorème 1.2 et par suite
celle de l’exposé, nous signalons le corollaire suivant dont l’énoncé a été conjecturé par
S. Lang et démontré par M. Raynaud [31, 32] (voir aussi l’exposé d’Oesterlé dans ce
séminaire [28]).



COROLLAIRE 1.3 .- Soit X une sous-variété de A qui n’est pas de torsion. Alors,
l’ensemble A(K)tor des points de X(Ii ) ~qui sont de torsion dans A n’est pas
Zariski-dense dans X.

Un point de torsion sur une variété abélienne, définie sur un corps de nombres, est
caractérisé par la nullité d’une (et de toute) hauteur de Néron-Tate associée à un fais-
ceau inversible ample et symétrique. On construit grâce à la théorie des intersections-

arithmétique d’Arakelov de Gillet et Soulé [18, 19] une théorie des hauteurs pour les
sous-variétés d’une variété arithmétique. Quand la variété ambiante est abélienne, on

peut normaliser ces hauteurs par rapport aux isogénies multiplication par des entiers

par un procédé limite analogue à celui de Tate. On retrouve en particulier pour les

points la hauteur de Néron-Tate. La conjecture de Bogomolov, désignée dans la suite

par (B), peut s’interpréter comme un analogue en dimensions supérieures de la carac-
térisation précédente des points de torsion, désignée par (T), à savoir : une sous-variété
d’une variété abélienne est de torsion si et seulement si sa hauteur normalisée est nulle.

Cette caractérisation des sous-variétés de torsion a été conjecturée pour la première fois

par P. Philippon [30]-I. Dans un travail récent et indépendant des travaux cités plus
haut, S. David et P. Philippon [11] prouvent la conjecture de Bogomolov en minorant
effectivement la hauteur d’une sous-variété qui n’est pas de torsion.

La démonstration générale de la conjecture de Bogomolov ne suit pas l’approche
précédente. Elle est plutôt un raffinement de la preuve de l’équivalence (B)~(T) qu’un
corollaire de celle-ci. Plus précisément, nous introduisons une deuxième notion de hau-

teur d’une sous-variété d’une variété abélienne pour laquelle l’équivalence (B)t-~(T) est

automatique. Pour déduire cette équivalence pour la première hauteur, on la comparera
à la seconde. On prouvera en particulier que la première hauteur est plus petite que
la deuxième. Comment caractériser les sous-variétés pour lesquelles les deux hauteurs

coïncident? C’est en particulier le cas des sous-variétés X tel que X~~~ est dense pour
tout 6 > 0. La réponse à cette question est apportée par Szpiro, Ullmo et Zhang [42]. La
décrire précisément alourdirait l’introduction par beaucoup de notations. Disons sim-

plement que l’égalité des hauteurs force un phénomène d’équirépartition de certaines

suites de points. Il est alors plus accessible de contredire ce phénomène d’équirépartition

pour une sous-variété qui n’est pas de torsion que de contredire la simple densité de ces

suites de points. Pour cela, on considérera un morphisme entre deux puissances de la

variété abélienne et on appliquera l’équirépartition à la source et à l’aboutissement de

ce morphisme.
Nous introduisons la théorie des hauteurs et celle des hauteurs normalisées dans les

deux premiers chapitres. L’équirépartition des petits points est introduite à la fin de

chacun de ces chapitres. La démonstration du théorème 1.2 est donnée dans le troisième

chapitre. Le dernier chapitre est consacré au cas des courbes. Nous avons réuni dans deux

appendices les pré-requis de théorie d’Arakelov nécessaires à la preuve de la conjecture
de Bogomolov. À part ces deux appendices, le texte de la preuve se veut "self-contained"

ou presque.



Notations : On désigne par OR- l’anneau des entiers de Ii et par S l’ensemble des

places infinies de K modulo la conjugaison complexe. Pour chaque place r E S, on fixe
7i un plongement de I~’ dans C qui prolonge (j. On pose ~~ = 1 et Ka = R si a est réelle
et ~~ = 2 et Ka = C si a est complexe. Le groupe de Galois de Ii sur K est noté G.

Terminologie : Un point désigne toujours un point fermé. Une suite de points
d’un schéma intègre X est dite générique si elle converge pour la topologie de Zariski
vers le point générique de X. Autrement dit, si pour tout Y sous-schéma fermé stricte
de X, il existe no tel que xn ~ Y pour n > no.
Une suite (xn) de points d’une variété abélienne est une suite de petits points si la

suite h(xn) converge vers zéro pour une hauteur h de Néron-Tate associée à un faisceau
inversible ample et symétrique sur A.

- 2 HAUTEUR D’UNE SOUS-VARIÉTÉ D’UNE VARIÉTÉ ARITHMÉ-
TIQUE

Nous présentons deux notions de hauteur d’une sous-variété d’une variété arithmétique
relativement à un faisceau inversible ample métrisé. La première, inspirée par la géométrie
algébrique, est basée sur la théorie des intersections arithmétiques de Gillet et Soulé. La
deuxième consiste à coder les hauteurs, relativement au faisceau ample, des points de la
sous-variété. Le théorème principal de cette section consiste à les comparer.

On se fixe dans la suite une variété arithmétique 3~ sur OK. C’est-à-dire un schéma

intègre propre et plat sur OR- dont la fibre générique X est lisse sur Ii . On se fixe aussi
un faisceau inversible ample £ sur X qu’on munit en chaque place 03C3 ~ S d’une métrique
hermitienne à courbure ~~~) positive. On désigne par la première classe
de Chern arithmétique du faisceau métrisé (£, Soit Y une sous-variété de X

de dimension d (dans ce chapitre et dans le suivant, une sous-variété de X désigne un
sous-schéma intègre fermé de X).

Première notion : Une désingularisation générique de Y notée D(Y, y, f ) est la donnée
d’une désingularisation Y de Y, d’un modèle y propre et plat de Y sur OR- et d’une
application f : Y  X prolongeant l’application naturelle Y --~ X.

PROPOSITION-DÉFINITION 2.1 .- Soient ,C1 et ,C2 deux faisceaux inversibles métrisés
sur X et i un entier compris entre 0 et d+1. Alors, le nombre réel cl ( f *,C1 )icl ( f *,C2)~+~-i
ne dépend pas de la désingularisation générique D(Y, JJ, f ).
On le note et on prolonge par additivité cette définition aux cycles.
On définit la hauteur de Y relativement au faisceau ample ,C par

Cette proposition représente le point de départ de l’exposé. Nous avons choisi de ne

pas remonter plus haut dans les fondements de la théorie d’Arakelov de Gillet et Soulé.
Nous renvoyons le lecteur aux papiers originaux de cette théorie. La proposition 2.1



est démontrée précisément dans [47] et [9]. Pour la commodité du lecteur, nous avons
réuni dans l’appendice A les principales propriétés de cette hauteur que nous utiliserons
dans la suite. Il existe deux façons alternatives de définir les hauteurs. D’une part la
théorie d’Elkik [14, 15], inspirée par la philosophie de Deligne [12], associe à des fibres
inversibles métrisés sur un schéma arithmétique un fibré intersection métrisé sur la base
dont le degré redonne le nombre d’intersection des fibrés de départ. D’autre part, Philip-
pon introduit dans [30]-1 des hauteurs qui généralisent les hauteurs des points à la Weil.
La compatibilité de ces hauteurs avec celles introduites plus haut est démontrée dans
[33] et [30]-I.

EXEMPLE.- L’application ainsi définie sur est une hauteur de Weil associée à

LK.

Deuxième notion : On définit

a priori dans R U mais nous montrons que cet invariant est fini. Pour tout réel

a, on désigne par l’ensemble {x E Y(h’) ~ h~(x)  a~. L’invariant vérine

les deux propriétés suivantes :

(Hl) Si a > ec(Y), alors est Zariski-dense dans Y.

(H2) Si a  ec(Y), alors n’est pas Zariski-dense dans Y.

Nous avons besoin d’introduire les notations suivantes : soit y la fermeture schématique
de Y dans Le plongement canonique

fait de r un réseau dans V. En outre, on a l’identification canonique

La norme sup sur V est définie comme le maximum des normes sup de ses composantes
et pour s E 0. K03C3 C H° (YQ, 

PROPOSITION 2.2 .- Pour toute sous-variété Y de X, l’invariant e.c(Y) est fini.

PREUVE.- En vue de la propriété (Hl), il suffit de démontrer qu’il existe un nombre réel
a tel que Y,c~a~ soit Zariski-dense. Pour cela on se ramène, en considérant une puissance



de ,C, au cas X = et L = (9(1). Comme par le lemme A.3 deux métriques de 0(1)induisent des hauteurs comparables, on suppose que O(1) est muni en chaque place
a E S de la métrique de Fubini-Study qui donne pour toute section s E (~(1))la norme : 

~ . ,

Soit Y une sous-variété de de dimension d. Supposons que + 1)hc(Y)) n’est
pas Zariski-dense. Soit Z un diviseur de Cartier de Y qui contient cet ensemble. On
prouvera dans la suite qu’on peut trouver des entiers positifs nt, ... , nd et des sections
sl, ... , sd avec si E tels que

L’intersection est représentée par un cycle effectif Y’ à sup-d

port dans Y n n div((si)h ). Le corollaire A.2 implique que
._,

Comme deg.c(Y’) = ni ... nd deg.c(Y), on obtient que

Choisissons un point y de Y’ tel que h,~(Y’). Ce point appartient à Z à cause de
(1) mais ceci n’est pas possible car Y’ n Z = 0. Il reste à justifier l’existence des sections
Si vérifiant i), ii) et iii). Comme Z est un diviseur de Cartier sur Y, la condition i )implique la condition ii). La construction de ces sections se fait par récurrence sur i. On
suppose construit s1, ... si avec i  d tel que

On fixe un point dans chaque composante irréductible de 
Le lemme qui suit nous permet de trouver une section de norme sup  1 qui nes’annule en aucun des points fixés. Il découle alors que 

q

si i + 1  d et que cet ensemble est vide si i + 1 = d.

LEMME 2.3 .- Soient r > 1 un entier et ~ > 0 un réel. Alors, il existe un entier
n > 0 tels que pour tout ensemble Pl, ... , Pr de r points distincts de I~N(h’ , il existe
une section s E vérifiant  ~ et 0 pour tout i.



PREUVE.- Elle se fait par récurrence sur r. Si r = 1, il existe une section t parmi
Xo,..., XN qui ne s’annule pas en Pl. On prend s = tn où n est fixé tel que (0.5)n  e.

Supposons le lemme prouvé pour tout choix de r points et considérons Pl, ... , Pr+l
(r + 1) points. Par hypothèse .de récurrence, on trouve un entiern tels que pour tout
1  i  r +1, il existe une section si E O(n)) vérifiant  ~ et 0

pour tout ~ 7~ i. On suppose que pour tout i, Si(Pi) = 0 (sinon la preuve est terminée).
On prend

Il est clair que 0 et que  (r + Ce qui termine la

récurrence.
o

Le résultat principal dans cette section est la comparaison de ces deux notions de hauteur.
Posons

THÉORÈME 2.4 .- Pour toute sous-variété Y de X, on a

PREUVE.- L’ingrédient de base dans cette démonstration est le théorème de Hilbert-

Samuel arithmétique et son corollaire sur l’existence de petites sections (voir appendice
B). Commençons par l’inégalité h.c(Y)  e,c(Y). Pour tout réel a, on désigne par

,C(a) le faisceau £ sur  muni des métriques ]] ~’03C3 == Il Il est facile de voir

que = h.c(Y) + a. Prenons a = -hc(Y) + e où ~ > 0. Alors, > 0.

Le corollaire B.2 permet donc de trouver pour n assez grand une section s non nulle de
tel que  1. Soient sh E la section induite par s

sur la fibre générique Y de y et Z le diviseur de Pour tout point x E (Y - Z)(I(),

h,~~a~(~) > 0. On en déduit que :

Ceci termine la preuve de la première inégalité. En multipliant les métriques de ,C par

exp(m.c(Y)), on ramène la deuxième inégalité au lemme suivant :

PREUVE.- C’est une récurrence sur la dimension d de Y. Pour d = 0 le lemme est

trivial. Supposons qu’il soit prouvé pour toute sous-variété Y de X de dimension  d.

Considérons une sous-variété Y de X de dimension d et désignons par y sa fermeture

schématique dans ~.

LEMME 2.6 .- Il existe sur  un faisceau inversible ample M muni à l’infini de

métriques hermitiennes positives et des sections sl, ... , sd+1 de H°(00FF, tels que



 1 pour 1  i  d + 1 et si (si)h- designe la restriction de si à la fibre générique
Y, alors n div((sz)k ) _ 0. Pour un tel faisceau, on a

i

i) > 0,
ii) pour tout entier 1  i  d, il existe des sous-variétés Zi,k de codimension i dans

Y et des entiers > 0 tels que

On termine la récurrence modulo la preuve de ce lemme. Supposons que 
0. On considère un faisceau M sur  comme dans le lemme 2.6 et on pose

On a donc = ad = (d + 1) ... a° _ 

Par le lemme 2.6, ao > 0 et par notre hypothèse ad+1  0. Il existe donc un réel to > 0 tels

que p(to) = 0 et p(t) > 0 pour t > t°. Soient a et b deux entiers positifs tels que b~a > t°.
Posons £’ = ® On a = > 0. Le corollaire B.2 nous( ( ) ~ ~ a
permet alors de trouver, pour n assez grand, une section s son nulle de de

norme sup  1 . On en déduit, en utilisant le corollaire A.2 et l’hypothèse de récurrence,
que (cl (,C)dc1(,C’) ~Y~ > 0. D’où

Comme ce résultat est valable pour tout bla > to, on obtient que

Mais p(to) = 0, donc d adto + ... + 0. Ceci est impossible car to > 0 ao > 0

(par le lemme 2.6) et 0 pour 1  i  d (par le lemme 2.6-ii) et l’hypothèse de
récurrence).

a

PREUVE du lemme 2.6.- On se donne un faisceau M vérifiant les propriétés du lemme.
On prouvera d’abord le ii). En appliquant ensuite ii) à £ = M , on trouve des sous-
variétés Zd,k de Y de dimension 0 et des entiers md,k > 0 tels que 
Lk md,khM(Zd,k). Pour tout k, hM(Zd,k) > 0. En effet, Zd,k est une somme des conjugués
d’un point Pd,k dans Y par le groupe de Galois de Donc hM(Zd,k) = hM(Pd,k).
Par ailleurs, il existe une section s2 non nulle sur Pd,k. Comme Iisillsup  1, alors

hM(Pd,k) > 0. Ceci donne i). On prouve maintenant ii). La construction des Zi,k se
fait par récurrence. Pour i = 1, on prend ~k ml,kZl,k = Le corollaire A.2

implique pour tout 1  j  d + 1



On suppose construits les Zi,k tels que pour tout i S; j S; d + 1,

Il existe pour chaque k une section de (si , ... , non identiquement nulle sur Zi,k.
Choisissons-en une qu’on note si,k. On définit les Zi+1,kl par la relation

Le corollaire A.2 implique pour tout i + 1  j  d + 1,

Ceci termine la récurrence. En prenant dans (2) i = j, on trouve les inégalités du ii) . Il

reste à trouver un faisceau satisfaisant les propriétés du lemme 2.6. On prend un faisceau
M très ample sur  et (d+ 1) sections si,..., sd+i de M Iy) qui ne s’annulent pas
en même temps sur Y. On équipe M en chaque place (1 E S d’une métrique positive qui
donne ~si~sup  1 pour tout i. D

Le théorème 2.4 compare les deux notions de hauteur dans un seul sens. Il est

toutefois suffisant pour la preuve de la conjecture de Bogomolov. Le théorème qui suit
établit la comparaison dans l’autre sens, nous l’énonçons sans démonstration.

THÉORÈME 2.7 .- Pour toute sous-variété Y de dimension d de X, on a

REMARQUE.- La preuve du lemme 2.2 donne une démonstration de ce théorème pour
des sous-variétés d’un espace projectif relativement au fibré 0(1) muni d’une métrique
de Fubini-Study. La preuve dans le cas général suit les même idées sauf qu’il est beau-

coup plus difficile de trouver les sections si , ... , sd (voir preuve du lemme 2.2 pour les
notations). L’existence de ces sections est assurée par le théorème de Nakai-Moishezon
arithmétique ([47] théorème 4.2).

On déduit du théorème 2.4 que hc(Y) vérifie la propriété (H2), c’est-à-dire :

COROLLAIRE 2.8 .- Soit Y une sous-variété de X. Alors, pour tout E > 0, l’ensemble

E~ n’est pas Zariski-dense dans Y. Par conséquent, toute suite générique
(xn) de points de Y(Ii ) vérifie : .’

On se propose maintenant de caractériser les suites génériques (xn) pour lesquelles
converge vers Notons que l’existence d’une telle suite est équivalente à



l’égalité h.c(Y) = e.c(Y). Introduisons les notations suivantes : pour tout point x E

X (h’), O(x) désigne l’orbite sous le groupe de Galois G du point x dans X(K). Pour
toute place a E S, x) désigne la distribution de définie par

où 03B4y est la distribution de Dirac en y (l’ensemble O(x) est considéré comme sous-
ensemble de au moyen de Nous disons qu’une suite de points de Y(I{)
est équidistribuée dans Ya(C) par rapport à une mesure p, si pour toute fonction f

PROPOSITION 2.9 .- Soient Y une sous-variété de X de dimension d et (xn) une suite
générique de points de Y(K) tels que converge vers hc(Y). Alors, pour toute place
a E S, la suite (xn) est équidistribuée dans par rapport à la mesure

PREUVE.- Remarquons d’abord que toute fonction continue sur Ya(C) est limite uni-
forme de fonctions Coo sur (voir par exemple [44] lemme 2.2). Soit f une fonction
Coo de Xq (C) telle que la suite

ne converge pas vers 0. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que un
converge vers une limite Pour tout réel A, notons ,~(.1 f ) le faisceau £ muni des
métriques initialement fixées sur £ en toutes les places T E S différentes de a et de la
métrique ]] ]]) en la place a définie par ]] []) = Il ~~o où Il ~~~ est la métrique
originale sur £. Pour A assez petit, la courbure de ,C(-.1 f )Q est positive. On en déduit
par le corollaire 2.8 que



où P(.1) = a2.12+...+ad+l~d+1. Ce calcul se fait grâce à la proposition A.l en considérant
la section 1 de On déduit de (3) et de l’égalité lim hL(xn) = hc(Y) que

ce qui est absurde. Ceci achève la preuve. D

3 HAUTEUR NORMALISÉE D’UNE SOUS-VARIÉTÉ D’UNE VARIÉTÉ
ABÉLIENNE

Soit A une variété abélienne sur K. Pour tout entier n ~ 0, [n] : A - A désigne l’isogénie.
multiplication par n. On associe à tout faisceau inversible ample et symétrique L sur A

(i.e. ~-1~*L ^~ L) une hauteur normalisée hL : - R appelée hauteur de Néron-
Tate. C’est l’unique hauteur de Weil associée à L qui satisfait la relation = 

pour tout point x de A( K) . Les objectifs de cette section sont d’une part la réalisation de
la hauteur de Néron-Tate comme une hauteur arakelovienne et d’autre part la définition
d’une hauteur normalisée d’une sous-variété de A qui généralise la hauteur de Néron-
Tate sur les points. Il n’est pas toujours possible de réaliser la hauteur de Néron-Tate
comme une hauteur arakelovienne. Toutefois, on montrera qu’elle est une limite de telles
hauteurs. Nous définissons alors la hauteur normalisée d’une sous-variété par le même

procédé limite. Nous étendons enfin les résultats de la section précédente à cette hauteur
normalisée.

Métriques du cube : Soient A une variété abélienne sur C et L un faisceau inversible
sur A. Soit D3(L) le faisceau inversible sur A3 défini par

où pI : A3 --~ A, (xl, x2, x3) - xi pour tout I C {l, 2, 3~. Le théorème du cube

affirme que V3( L) est trivial. Toute métrique de L qui induit une métrique constante
sur 0 A3 est appelée métrique du cube. On montre que les métriques du cube
sont toutes multiples de l’une d’entre elles et qu’elles sont les seules métriques à courbure
invariante par translation [26].

Bonne réduction : Soient A un schéma abélien sur OK (i.e. un schéma en groupes
propre et lisse sur et £ un faisceau inversible ample et symétrique sur A. Par le
théorème du cube, D3(,C) est trivial. Fixons un isomorphisme p : 0 A3 - 1~3 (~C). On
munit ,CQ pour toute place a E S de la métrique du cube ~) (~a qui induit par c~ la métrique
triviale sur C~~3. Remarquons qu’un autre choix de l’isomorphisme c~ aurait multiplié
les métriques ~ ~03C3 par |l|03C3 où est une unité de Grâce à la formule du produit, les
hauteurs définies par £ ainsi métrisé ne dépendent pas du choix de p. D’autre part, on

peut choisir un isomorphisme ~ : : ~-l~*,C -~ ,C qui soit une isométrie en chaque place
a E S. Il découle de l’existence des isométries 03C6 et 03C8 que la hauteur définie par £ est

quadratique. C’est donc la hauteur de Néron-Tate associée à ~CK.
Cas général : On se donne une variété abélienne A définie sur !{ et L un faisceau

inversible ample et symétrique sur A. Fixons un modèle A de A propre et plat sur



un faisceau £ inversible ample sur A qui étend L et pour chaque place a E S, une
métrique hermitienne à courbure positive sur La.

LEMME 3.1 .- Pour tout entier positif m, il existe une constante C > 0 telle que, pour
toute sous-variété Y de A de dimension d, on ait

PREUVE.- Soit A’ la normalisation de A par le morphisme [m] : ~4 2014~ A de telle sorte

qu’on ait le diagramme

On dispose de deux modèles A et A’ de A et de deux faisceaux inversibles métrisés ~,.®m2
et [m]*C qui étendent le même faisceau L@m2 respectivement à A et à A’. Le lemme A.3
donne par suite une constante C > 0 tel que

Le lemme 3.1 en découle en remarquant que = hc([m]*[Y]) et (Y) _

D

PROPOSITION-DÉFINITION 3.2 .- La suite 1 converge uniformément vers

une limite finie appelée hauteur normalisée de Y et notée hL(Y). Cette limite ne dépend
pas des choix de A, de £ et de ses métriques. Elle coïncide sur les points de A(h’) avec
la hauteur de Néron-Tate de L.

PREUVE.- Par le lemme 3.1, il existe une constante C > 0 telle que pour toute sous-

variété Y de A, ~h,~(~2~*(Y~)-4h~(Y)  C. On applique cette inégalité au cycle ~2n~*(Y~
(elle est en fait valable pour tout cycle qui est un multiple entier d’un cycle intègre vu
la normalisation de la hauteur). On obtient

La convergence uniforme de 1 4nhc([2n]*[Y]) s’ensuit. Le lemme A.3 permet de voir que
la limite est indépendante des choix du modèle, du faisceau et des métriques. D

Il est plus commode pour la suite de fixer les données et de réécrire la proposition
3.2 comme suit : Fixons un isomorphisme Ç : : [2]*L -~ L®4. Il existe pour toute place
a E S une seule métrique du cube ~~ ~~~ sur La qui fait de Ça une isométrie. Soient
A un modèle propre et plat sur OR- de A et £ un faisceau inversible ample sur A qui
étend L. On définit une suite An de OK-modèles propres et plats de A et de faisceaux
inversibles amples ,Cn E Pic(An) 0 Q qui étendent L, par : Ao = A, ~Co = ,C et, pour



n > 0, An est la normalisation de A par le morphisme ~2’~~ : A - A de telle sorte qu’on
ait le diagramme

= ~[~]~ ~ Pic(An) 0 Q. La fibre générique de /;~ s’identifie au moyen de
l’isomorphisme 03C8 à L. Le faisceau £n est donc muni aux places infinies de K des
métriques du cube précédemment fixées sur L. La proposition 3.2 peut se réécrire sous
la forme suivante : pour toute sous-variété Y de A,

En effet, 1 h,~(~2n * Y = On définit aussi

THÉORÈME 3.3 .- Pour toute sous-variété Y de A, on a

PREUVE.- Les notations et désignent les invariants de Y définis
dans la section précédente relativement à la variété arithmétique An et au faisceau ,Cn.
Remarquons que Ln est ample car la normalisation An - A est finie et L est ample.
Par conséquent, le théorème 2.4 implique que

Comme la convergence des hauteurs hCn est uniforme, converge vers êL(Y) et
converge vers inf hL(X). Pour achever la preuve du théorème, il suffit de

xEY(K)
remarquer que la hauteur de Néron-Tate est positive sur les points. D

Le théorème suivant prolonge la comparaison du théorème 2.7 aux hauteurs normalisées :

THÉORÈME 3.4 .- Pour toute sous-variété Y de A de dimension d, on a

Ce théorème, qui ne sera pas utilisé dans la preuve de la conjecture de Bogomolov,
implique l’équivalence annoncée dans l’introduction : la conjecture de Bogo-
molov est équivalente à la caractérisation suivante des sous-variétés de torsion : soit Y
une sous-variété de A, alors hL(Y) = 0 si et seulement si Y est une sous-variété de
torsion.

Le dernier résultat de cette section est l’analogue de la proposition 2.9 pour les hau-
teurs normalisées. Il s’agit de caractériser le cas d’égalité hL(Y) = êL(Y). On rappelle



que pour toute sous-variété Y de A et tout réel positif a, YL~a~ désigne l’ensemble
{x E 1 a}. On pose pour chaque place 03C3 E S, wQ = la

courbure de la métrique du cube fixée sur Lu. C’est aussi la courbure de toute autre

métrique du cube sur Lu.

PROPOSITION 3.5 .- Soit Y une sous-variété de A de dimension d.

i ) Pour tout > 0, l’ensemble n’est pas Zariski-dense. Par conséquent,
toute suite générique (xn) de points de Y(K) vérifie

ü~ Soit (xn) une suite générique de telle que la suite hL(xn) converge vers
hL(Y) . Alors, pour toute place ~ E S, la suite (xn) est équidistribuée dans 

a

PREUVE.- Le premier point découle, comme dans la section précédente, de l’inégalité
êL(Y) établie dans le théorème 3.3. La démonstration du zz) ne découle pas

directement de son analogue de la section précédente. Soit f une fonction de 

telle que la suite

ne converge pas vers 0. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que un
converge vers une limite C ~ 0. On introduit les faisceaux comme dans la

preuve de 2.9. Ces faisceaux coïncident sur les fibres génériques des Am avec L(~ f ). Ils

sont par suite à courbure positive pour À assez petit. Il découle aussi l’existence d’un

polynôme P(~) = a2À2 + ... + indépendant de m tel que

La convergence uniforme de vers la hauteur normalisée donne pour tout E > 0 un

entier N tel que pour tout m > N,

La proposition 2.8 implique que Comme lim L(xn) =
hL(Y), on obtient l’inégalité :



elle implique par suite que P(03BB) (d+1)degL(Y) , ce qui n’est pas possible. Ceci

achève la preuve de la proposition. []
REMARQUE.- Les hauteurs normalisées sur les variétés abéliennes sont construites in-
dépendamment par Zhang [48], Philippon [30] et Gubler [21].

4 PREUVE DE LA CONJECTURE DE BOGOMOLOV

La preuve du théorème 1.2 est divisée en deux parties. La première est algébrique. Elle
consiste à traduire pour une sous-variété le fait de ne pas être de torsion en terme de
birationalité d’un certain morphisme. La deuxième partie, qualifiée d’arithmétique, est
une application des résultats de la section précédente à la source et à l’aboutissement
de ce morphisme. Ces derniers sont des sous-variétés de deux puissances de la variété
abélienne.

Soient A une variété abélienne sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0
et X une sous-variété de A. On définit le groupe algébrique G(X) comme le fixateur
de X dans A. C’est-à-dire, le sous-groupe des éléments a E A tel que a + X = X.
Considérons pour tout entier m > 2 l’application

et notons Ym = am(Xm) l’image de X m .

LEMME 4.1 .- Soit X une sous-variété de A dont le fixateur G(X) est trivial. Alors,
pour m assez grand, l’application am : - Ym est birationnelle.

PREUVE.- Elle se fait en trois étapes.
a) Pour m suffisamment grand, am : xm -+ Ym est génériquement finie. Il suffit pour

cela de trouver une fibre de am réduite à un point. Pour tout point x E X, soit G(x) le
sous-schéma fermé de A formé par les points a tels que a + x E X. On a

Il s’ensuit que, pour m assez grand, il existe (xl, ... , xm) E X’~ tel que G(xl) n ... n
G(xm ) = 1. Le résultat annoncé en découle en remarquant que la fibre de am : X ~ -~ Ym
qui contient (xl, ... , est isomorphe à n ... n G(xm).

b) On fixe mo suffisamment grand pour satisfaire a). Il existe un ouvert non vide U
de tel que ~7 -~ Ymo soit lisse. Cette application est étale à cause de a). De
plus, pour tout m ~ mo, l’application am : U x X ~-~° -~ Ym est aussi étale.

c) Soit (xl, ... , un point de U. Il existe n > 0 et des points (yl, ... , y~, E X’~
tels que



Par suite, la fibre de - Ymo+n qui contient (xl, ... , yl, ..., yn)
est réduite à ce point. On en déduit par b) que, pour m > mo + n, l’application
am : U x Ym est birationnelle car elle est étale et possède une fibre réduite à

un élément. ~

On fixe maintenant une variété abélienne A sur K et L un faisceau inversible ample
et symétrique sur A. On fixe aussi un isomorphisme Ç : [2]*L -~ L®4 et pour chaque
place a E S, la métrique du cube ~ ~03C3 sur La qui fait de Ça une isométrie. On note

CI (Lu, Il la courbure de (Lu, Il . Soit h la hauteur normalisée associée à L.
Soit m > 2 un entier. On désigne par 03C0i : Am - A la i-ième projection de Am dans

A et par Lm le faisceau inversible sur Am donné par Lm = On fixe d’une part

l’isomorphisme ~~, : ~2~*Lm - L®4 induit par ~, et d’autre part les métriques du cube

(~ ~~~,,~ sur L~, induites par celles de L. Alors, l’isomorphisme ~ est une isométrie et la
courbure Wm,u de est donnée par Wm,u == 03A3mi=1 03C0*i03C903C3. On note m la hauteur
normalisée sur Am définie par Lm . Elle est donnée par h~,(xl, ... , Xm) == ~~i 

La preuve de la conjecture de Bogomolov se fait par l’absurde. Soit X une sous-

variété de A qui n’est pas de torsion et qui contient une suite (xn) de petits points
Zariski-denses. Quitte à élargir le corps de base, on suppose que X est définie sur l~.

Première étape : Soit G = G(X ) le sous-groupe algébrique de A qui fixe X. On
définit les deux variétés abéliennes A’ = A/G et A" la composante connexe réduite de
G contenant le neutre. Le quotient X’ = X/G est une sous-variété de A’ = A/G de
fixateur trivial. Deux cas se présentent : soit X’ est un point, il n’est pas alors de torsion

car X n’est pas de torsion dans A. Soit X’ est de dimension > 0, et dans ce cas X’ n’est

pas une sous-variété de torsion dans A’ car son fixateur est trivial. Dans les deux cas,

X’ n’est pas une sous-variété de torsion de A’.

Fixons une isogénie s : A -~ A’ x A". La conjecture de Bogomolov ne dépend pas du
choix du faisceau L sur A. On peut donc supposer que L = (g) pr;L") où L’
et L" sont deux faisceaux inversibles amples et symétriques sur respectivement A’ et

A". L’image de la suite dense des petits points (xn) de dans est une suite

dense de petits points. La sous-variété X’ de A’ fournit par suite un contre-exemple à

la conjecture de Bogomolov dont le fixateur est trivial.
Deuxième étape : On suppose G(X) trivial et on fixe m assez grand pour satisfaire

la conclusion du lemme 4.1. Par suite, il existe un ouvert non vide Vm de Ym tel que, si

Um = désigne l’image inverse de Vm , alors am : Um - Vm est un isomorphisme.
Ces ouverts peuvent être pris rationnels sur IZ .

LEMME 4.2 .- Il existe des sous-suites (Xin) de (xn) (1  i  m~ telles que la suite
un = (xln, ... , Xmn) appartienne à Um et soit générique dans 

PREUVE.- Les sous-variétés strictes de X’~ sont dénombrables, on les fixe dans une

suite (Zn, n La construction des sous-suites se fait par récurrence. On

suppose construit l’élément un-i E Um. La suite des points E est

dense dans X’~. Il existe par suite un élément un = xmn) E U~ tel que Un ri:.
ln-l,... , mn > mn-i . La suite un ainsi construite est générique dans

’ 

0



Il découle donc du lemme 4.2, de la proposition 3.5-i) et du théorème 3.3 que

D’où hm(xm) = limn m(un) = 0. La proposition 3.5-ii) implique par conséquent que
pour toute place a E S, la suite des distributions un) converge sur X~ (~) vers la
mesure

La suite Qm( un) est aussi générique dans Ym. Il découle donc de la proposition 3.5-i) que

On obtient comme précédemment que, pour toute place a E S, la suite des distributions

converge sur vers la mesure

Comme am : Um - Vm est un isomorphisme et un E Um ainsi que son orbite sous
le groupe de Galois (9, l’égalité entre distributions

sur Um. On en déduit l’égalité = des distributions limites sur Um. C’est

aussi une égalité entre formes différentielles aux signes près d’abord sur Um et par suite
sur Soit x un point lisse de Xa(C). La forme 03C3 est non nulle en le point
(x, x ..., x) E X~ (C). Par ailleurs, l’application a,~ envoie la diagonale de sur 0.

Il s’ensuit que a:nv(T s’annule en (x, x ... , x). C’est la contradiction qui termine la

preuve du théorème 1.2. 0

Nous terminons cette section par quelques résultats liés à la conjecture de Bogomolov.
Le premier est une reformulation du théorème 1.2. A toute sous-variété X de A, on
associe l’ensemble T(X) de ses sous-variétés de torsion maximales.

THÉORÈME 4.3 .- Soit X une sous-variété de A. Alors,
i) T(X) est fini, et

existe une constante e > 0 telle qu’ou ait = 

En particulier, si X ne contient aucune sous-variété de torsion, alors il existe une

constante c > 0 telle que X {c} soit vide.

PREUVE.- On utilise une récurrence sur d la dimension de X. Le théorème 4.3 est

évident pour d = 0. On suppose qu’il est démontré pour les sous-variétés de dimension
 d. Soit X une sous-variété de dimension d + l. L’énoncé 4.3 est trivialement vérifié

si X est de torsion. Supposons donc que X ne soit pas de torsion. Par le théorème 1.2,
il existe 6 > 0 et Z un fermé strict de X tels que = Z~E~. Soient Zi,..., Zr les

composantes irréductibles de Z. L’hypothèse de récurrence implique que les ensembles

T(Zi) sont finis et que X {~’~ = UYEUiT(Zd Y~~‘} pour 0  e’  6. On en déduit que



La propriété ii) en découle ainsi que l’égalité T(X) = UiT(Zi) qui donne le premier
point.

D

COROLLAIRE 4.4 .- Soit (xn) E une suite de petits points.
i) Alors, (xn) est Zariski-dense dans une sous-variété de torsion de A.
ii) Si de plus aucune sous-suite de (xn) n’est contenue dans une sous-variété stricte

de torsion de A. Alors pour toute place a E S, la suite (xn) est équidistribuée dans

par rapport à la mesure de Haar 

PREUVE.- Le premier point est une reformulation du théorème 1.2. Pour prouver ii) ,
on montrera d’abord que (xn) est générique. Pour qu’une suite soit générique dans A,
il faut et il suffit que toute sous-suite soit Zariski-dense dans A. Sous les hypothèses
de ii), aucune sous-suite de (xn) n’est contenue dans une sous-variété stricte de torsion.
On obtient donc par i) que toutes les sous-suites de (xn) sont Zariski-denses dans A. Si
on remarque de plus que

on obtient grâce à la proposition 3.5-ii) l’équidistribution recherchée. 0

REMARQUE.- Nous ne pouvons pas fournir un seul exemple de sous-variété Y de A
non isomorphe à une sous-variété abélienne pour laquelle êL(Y) = hL(Y). Ceci limite

l’application de la proposition 3.5 sur l’équirépartition des petits points aux variétés
abéliennes. La question suivante reste ouverte : étant donné £) comme au début de
la section 2. Quelles sont les sous-variétés de  pour lesquelles hc et ec coïncident?

REMARQUE.- David et Philippon [11] prouvent la conjecture de Bogomolov de façon
effective : pour des variétés abéliennes qui sont plongées comme des sous-variétés projec-
tivement normales d’espaces projectifs par des diviseurs symétriques, les deux auteurs
donnent une borne inférieure effective de la hauteur d’une sous-variété qui n’est pas
translatée d’une sous-variété abélienne. Des résultats partiels sur la conjecture de Bogo-
molov sont dûs à Zhang [48], Philippon pour des produits de courbes elliptiques 
et Bombieri-Zannier [7] et David-Philippon [11] pour les variétés abéliennes à multipli-
cations complexes. Ces derniers ont aussi un aspect plus effectif que le résultat général.
L’analogue de la conjecture de Bogomolov pour les tores a été résolu par Zhang
[47] et Bombieri-Zannier [6] et l’analogue de l’équirépartition est démontré par Bilu [3].
Nous donnerons dans le chapitre suivant d’autres références relatives au cas des courbes.

5 DUALISANT RELATIF DES COURBES

La conjecture de Bogomolov a été d’abord formulée pour une courbe plongée dans sa
jacobienne. Ce cas a suscité beaucoup de travaux que nous résumons dans cette section.
Soient C une courbe propre, lisse et géométriquement connexe de genre g > 2 sur le



corps de nombres [{ et J sa jacobienne. A tout diviseur D de C de degré 1, on associe
plongement de la courbe dans sa jacobienne donné par

Nous considérons en particulier des diviseurs D dont le multiple (2g-2)D est un diviseur
canonique de la courbe. Soit Do un tel diviseur.
Il existe sur J une polarisation principale canonique définie par le diviseur thêta. On

désigne par h la hauteur normalisée associée à cette polarisation et construite dans la
section 3. Le théorème 1.2 affirme que pour tout diviseur D de degré 1, il existe une

constante 6 > 0 telle que l’ensemble {x E X(Ii) h(cl(x-D))  ~~ soit fini. Comme nous
l’avons remarqué dans la section 3, ce résultat est équivalent à la proposition suivante :

PROPOSITION 5.1 - Soient C une courbe propre, lisse et géométriquement connexe de

genre 9  2 sur le corps Ii et D un diviseur de degré 1 de C. Alors, > 0.

On se propose de redéfinir la hauteur comme invariant arakelovien de la courbe

ne faisant pas intervenir sa jacobienne. Nous introduisons pour cela l’auto-intersection
en théorie d’Arakelov du dualisant relatif de la courbe. Nous déduisons ensuite de la

proposition 5.1 la stricte positivité de ce nombre.
Soit C le modèle régulier minimal de C sur Le dualisant relatif w du morphisme

x i c - est un faisceau inversible. Pour en faire un faisceau arakelovien, nous

l’équiperons de métriques hermitiennes à l’infini. Il suffit pour cela de considérer une

courbe C sur le corps des nombres complexes C. Le faisceau w coïncide alors avec le fais-

ceau des formes différentielles holomorphes S~C~~. vg une base de HO(C, 

orthonormée pour le produit hermitien défini par i 2C(C) 03B1 039B 03B2. On définit la métrique

d’Arakelov sur C par

Nous appelons métrique permise sur un faisceau inversible toute métrique hermitienne

dont la courbure est proportionnelle à ~c. Deux telles métriques sur le même faisceau

diffèrent par la multiplication par une constante [26]. La théorie originelle d’Arakelov

se limite à définir le produit d’intersection de deux faisceaux inversibles sur C munis

de métriques permises [2]. Le faisceau est canoniquement équipé d’une métrique

permise définie comme suit :

1) Pour tout point P E C(C), le faisceau Oc(P) est canoniquement muni d’une

métrique permise donnée par

où s est la section canonique de Oc(P) et gAr(P, Q) est la fonction de Green-Arakelov :
c’est l’unique fonction réelle de C(C) x C(C) privé de sa diagonale, vérifiant [13]



2) On considère sur la métrique hermitienne qui fait de l’isomorphisme résidu

pour tout point P E C(C)

une isométrie quand Oc(P) est muni de sa métrique du 1) et C de sa métrique canonique.
La métrique ainsi définie sur est permise.
On note (w.w) l’auto-intersection du faisceau w ainsi métrisé.

THÉORÈME 5.2 .- On suppose que C est lisse sur Alors

où Do est un diviseur sur la courbe C dont le multiple (2g - 2)Do est un diviseur cano-
nique.

PREUVE.- Les deux membres de cette égalité sont invariants par extension du corps
de base. C’est évident pour les deux hauteurs. Soient L une extension finie de I{ et

OL son anneau d’entiers. Le schéma C est lisse sur OL. C’est donc le modèle

régulier minimal de C x h L sur OL. Le dualisant relatif de C OL sur OL est le

pull-back de cv. L’invariance de 201420142014 s’ensuit. On peut donc supposer que D et Do
sont K-rationnels. On choisit deux diviseurs sur C qui prolongent D et Do. On les note
aussi D et Do. A tout point P E C(K), on associe la section Ep de 7r : C - Spec(OK)
qui le prolonge. Le faisceau Oc(Ep) est muni de ses métriques permises du 1). Pour ce
choix, la formule d’adjonction suivante vaut :

La lissité de C sur OK intervient dans les trois points suivants :
a) Le foncteur de Picard relatif Picn(C/OK), paramétrisant les classes d’isomorphismes

de faisceaux inversibles sur C de degré n sur les fibres, est représentable par un schéma
Jn propre et lisse sur OK [26]. En particulier, le schéma abélien J = Jo fournit un
modèle de J. Soit 0 le diviseur théta canonique sur Jg-l ; posons

où ~D : J - Jg- est l’isomorphisme translation par Le faisceau inversible

symétrique £ = 0 ~-1~*O~D~ induit sur la fibre générique J de J le double du
diviseur théta. Par suite, la hauteur h coïncide avec la moitié de la hauteur h,~ définie
par £ (voir début de la section 3).

b) Soit ,~’ un faisceau inversible sur C dont le degré sur la fibre générique est nul.
On munit ,~’ de métriques permises et on lui associe l’intersection (7.7). Ce nombre



ne dépend pas des métriques permises choisies à cause du degré nul de F. Faltings et
Hriljac [16, 22] ont établi la relation

où est la classe de dans la jacobienne J.
c) Le morphisme C - J se prolonge par propriété universelle des modèles de

Néron en un unique morphisme C - J.
Il est possible de munir Oc(D) de métriques permises à l’infini de telle sorte que

(D.D) = 0 car le degré de D sur la fibre générique est non nul. On a alors pour tout
point P E C(li ) :

Considérons le faisceau inversible métrisé sur C

où L* est le dual de L. Le pull-back d’une métrique du cube par ’PD est une métrique
permise [26]. Les métriques de £ sont par suite permises.
Un faisceau inversible £ sur C muni à l’infini de métriques permises est dit numériquement
équivalent à zéro si pour tout faisceau inversible ,~’ sur C muni à l’infini de métriques
permises, on a (£.,~’) = 0.

LEMME 5.3 .- Le faisceau £ est numériquement équivalent à zéro.

PREUVE.- On suppose, quitte à élargir le corps de base, que le faisceau F est associé à
un diviseur de la forme Li 03B1iEPi où les Pi sont des points K-rationnels. Comme le degré
de £ sur la fibre générique est nul, on peut supposer que ,~ est équipé de la métrique
permise induite par le diviseur ~~ Dans ce cas, (£.,~’) _ ~i hE(Pi) = 0 par la
relation (4). D

On peut maintenant terminer la preuve du théorème 5.2. On tire du lemme 5.3 les deux
relations (£.£) = 0 et (c~D(,C).£) = 0. On en déduit :



COROLLAIRE 5.4 ,- Si C est lisse sur OR- alors (w.w) > 0.

PREUVE.- Il suffit de prendre dans le théorème 5.2 D = Do et d’appliquer la proposi-
tion 5.1. D

REMARQUE.- Comment changent ces résultats si C n’est pas lisse sur 
Quand C a réduction semi-stable sur (i.e. les fibres fermées de C sur OR- sont réduites
avec au plus des points doubles ordinaires comme points singuliers), Zhang [45] introduit
un accouplement, dit accouplement admissible, qui raffine l’intersection d’Arakelov. Il

diffère de cette dernière seulement en les mauvaises places. Le théorème 5.2 est alors

valable si on remplace (w, w) par l’intersection admissible (wd, du dualisant relatif

wa défini dans cette théorie. Il découle alors de la proposition 5.1 que (wa, wa) > 0. Par
ailleurs, Zhang [45] prouve que 03C92 ~ 03C92a et que l’égalité s’établit si et seulement si C
est elliptique ou a bonne réduction partout. Ceci implique la stricte positivité de (w, w) 

’

dans le cas de mauvaise réduction.

REMARQUE.- La positivité de w2 a été établie par Faltings [16]. L’équivalence en-
tre la stricte positivité de w2 et la conjecture de Bogomolov dans le cas lisse a été établie
par Szpiro ([36] et [39] théorème 3) et ceci modulo une question de parties fixes dans les
puissances du dualisant relatif. Cette dernière a été indépendamment résolue par Kim
[23] et Zhang [46]. Ainsi, pour démontrer la conjecture de Bogomolov pour les courbes,
la stratégie a été pour longtemps la démonstration de la stricte positivité de w2. Cet

objectif a été réalisé par Burnol [10] pour les courbes lisses dont la jacobienne est à
multiplication complexe et par Zhang [45] pour d’autres cas.

Une borne supérieure de w2 est liée au problème de Mordell effectif [27, 29]. Il est

connu que de telles bornes conjecturales sont équivalentes à une variante de la conjecture
des petits points de Szpiro énoncée dans [40] (voir [39] et [27] corollaire 3.5). Des liens
avec d’autres conjectures arithmétiques (conjecture de Szpiro sur le discriminant des
courbes elliptiques, conjecture abc...) sont établis dans [27]. Soulé [35] a prouvé un
théorème d’annulation pour les surfaces arithmétiques conjecturé par Szpiro, dont une
conséquence est une borne supérieure de w2 en fonction de la norme d’une certaine section
dans un groupe de cohomologie ([35] théorème 3). Ces résultats ouvrent des perspectives
dans la direction des conjectures citées plus haut, analogues à ceux développés dans le
cadre géométrique [41].

A NOMBRES D’INTERSECTION

Soient X une variété arithmétique, X sa fibre générique et .C1 et ,C2 deux faisceaux
inversibles métrisés sur Bost, Gillet et Soulé définissent dans [9] un accouplement
qui permet d’associer à tout cycle Z de dimension d + 1 de  et tout entier i compris
entre 0 et d + 1 le nombre d’intersection (cl(,Cl)~cl(,C2)d+1-~~.~). Leur proposition 2.3.1
donne trois façons équivalentes de définir ces nombres, dont celle que nous avons choisie.
Soient Y une sous-variété de X de dimension d et y sa fermeture schématique dans



Le nombre (cl (,C1 )~cl (,C2 )d+1-É introduit dans la proposition 2.1, coïncide dans
les notations de [9] avec La proposition suivante donne quelques
propriétés de cet accouplement qui sont utilisées dans cet exposé.

PROPOSITION A.1 ([9] PROPOSITION 2.3.1) .-
i)Soient f : un morphisme de variétés arithmétiques sur OR- et ,C un faisceau

inversible métrisé sur Pour tout cycle Z de dimension d + 1 de on a

ii) Soient ,Cl et ,C2 deux faisceaux inversibles métrisés sur ~ et Z une sous-variété
de dimension d + 1 de Soient n un entier et s une section non nulle de sur Z.

Alors, pour tout entier 1  i  d + 1, on a :

Avec les notations de cet exposé, on tire :

COROLLAIRE A.2 .- On reprend les hypothèses de la proposition et on suppose
de plus que ,C1 et ,C2 sont amples. Soient Y une sous-variété de X de dimension d et ~
sa fermeture schématique dans Soient s une section non nulle de sur ~ et sh
sa restriction à la fibre générique Y. Alors, pour tout entier 1  i  d + 1,

PREUVE.- Le corollaire découle de la proposition A.1-ü) en remarquant que les com-
posantes verticales de div(s) donnent des contribution,positives car ,C1 et £2 sont amples.
D

LEMME A.3 ([9] PROPOSITION 3.2.2) .- Soient 1 et 2 deux modèles propres et

plats sur C~h de X et ~C1 et ~C2. deux faisceaux inversibles amples sur respectivement
1 et 2 qui sont isomorphes sur la fibre générique X. On munit ,C1 et ,C2 à l’infini de
métriques hermitiennes à courbures positives. Alors, il existe une constante C > 0 telle

que, pour toute sous-variété Y de X, on ait

B THÉORÈME DE HILBERT-SAMUEL ARITHMÉTIQUE

Soient X une variété arithmétique, X sa fibre générique et £ un faisceau inversible
ample sur  muni en chaque place a E S d’une métrique hermitienne ~ ~03C3 à cour-
bure Il positive. Soient Y une sous-variété de X de dimension d et ~ sa
fermeture schématique dans Le plongement canonique de rn = dans

Vn = 0z R fait du premier un réseau dans le second. On désigne par Bn
la boule unité de Vn pour sa norme sup.



THÉORÈME B.l .- Avec les hypothèses et notations précédentes, on a

En utilisant le théorème de Minkowski, on obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE B.2 .- Pour tout e > 0, il existe no tel que pour tout n > no, il existe

une section non nulle l E avec

Le théorème B.l a été d’abord considéré pour la variété tout entière Y = X. On dispose
dans ce cas de deux démonstrations. La première est due à Gillet et Soulé [17] (voir aussi
l’exposé de Bost dans ce séminaire [8]). Le théorème B.l est un corollaire à une forme
faible de leur théorème de Riemann-Roch arithmétique [20] et d’un résultat d’analyse
de Bismut-Vasserot [4] sur le développement de la torsion analytique d’une puissance
d’un faisceau inversible. Nous avons ensuite donné avec T. Bouche [1] une preuve di-
recte du théorème de Hilbert-Samuel arithmétique qui ne passe pas par le théorème de
Riemann-Roch arithmétique. Le théorème de Hilbert-Samuel arithmétique pour toute
sous-variété Y de X est démontré par Zhang ([48] théorème 1.4). Il considère pour
cela une désingularisation générique de la sous-variété et se ramène au cas précédent.
Enfin, deux autres résultats établissent l’existence d’un développement asymptotique de

sous la forme de + mais sans donner de lien entre c et la hauteur

de Y relativement à L. Le premier est celui de Lau, Rumely et Varley [25] qui est valable
sous des conditions plus faibles que celles du théorème B.l. Le second est prouvé par
Laurent [24] mais pour d’autres métriques.
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