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SUR LA NATURE ARITHMÉTIQUE DES VALEURS
DE FONCTIONS MODULAIRES

par Michel WALDSCHMIDT

Séminaire BOURBAKI Novembre 1996

49ème année, 1996-97, n° 824

INTRODUCTION

La fonction modulaire j est définie dans le demi-plan supérieur et prend des
valeurs algébriques quand l’argument T est quadratique. Les nombres quadratiques
imaginaires sont les seuls nombres complexes tels que T et j ( r) soient simultanément
algébriques : cela a été prouvé par Schneider en 1937. La démonstration repose sur
une variante elliptique de la méthode qui a permis à Gel’fond et Schneider de résoudre
le septième problème de Hilbert.

Soit J la fonction, méromorphe dans le disque unité, définie par 
La question, posée par Mahler, de la transcendance de J(q) quand q est un nombre
algébrique satisfaisant 0  1, a été résolue en 1995 par une équipe stéphanoise :
Barré-Sirieix, Diaz, Gramain et Philibert. Ces derniers ont résolu en même temps le

problème analogue p-adique, qui avait été posé par Manin.
La méthode de démonstration est inspirée de certains travaux de Mahler, et

ouvre de nouvelles perspectives. En 1996, Nesterenko a démontré que pour tout
nombre complexe q satisfaisant 0  1, le degré de transcendance sur Q du

corps Q (q, P(q), Q(q), R(q)) est au moins égal à 3. Les fonctions P, Q, R (notations
de Ramanujan) sont les séries d’Eisenstein de poids 2, 4 et 6 respectivement. On en
déduit notamment l’indépendance algébrique des trois nombres 7r, e1r et r(1/4), ainsi

que la transcendance du nombre 03A3n~1 2-n2.

1. TRANSCENDANCE

1.1. La fonction modulaire j
La fonction j (encore appelée invariant modulaire) est analytique dans le demi-

plan supérieur



À une constante additive près, elle est caractérisée par cette propriété avec la

normalisation suivante : j a un pôle simple à l’infini de résidu 1. Comme j (T + 1) =
j(T), il existe une fonction J, analytique dans le disque unité pointé {z E C, 0  Izi 
1}, telle que J ( e2i7rT) = j ( T) pour Le développement de Laurent de la fonction

J à l’origine s’écrit

avec des entiers positifs c(n). Cette série définit aussi, pour tout nombre premier p, une

fonction analytique dans le disque unité pointé { z E Cp; 0  Izlp  1 } du complété Cp
d’une clôture algébrique de Qp. On désignera dans la suite par C soit le corps C des

nombres complexes, soit un corps Cp, p premier ; la valeur absolue sur C sera notée

| . |.
La fonction modulaire j joue un rôle central dans la théorie de la multiplication

complexe concernant l’arithmétique des corps quadratiques imaginaires. Si T E ,~ est

algébrique de degré 2, alors le nombre j (T) est algébrique et le corps de nombres

~ (T, ~ (T ) ) est le corps de classes de Hilbert du corps quadratique imaginaire Q( T).
En 1937, Schneider [4] a montré que, pour T quadratique, ces nombres j (T) ( "singular
moduli" ), sont les seules valeurs algébriques de la fonction j en des points algébriques :

Théorème 1. - Soit T E f). Si T et j(T) sont tous deux algébriques, alors Test

quadratique.

La seule démonstration connue de cet énoncé est celle de Schneider [4] qui

utilise les fonctions elliptiques. Supposons que les nombres T et j (T) soient tous deux

algébriques. On pose q = e2i"T, Wl = 2~~(q)1/12 et ~2 - où ~(q)1~12 est une

quelconque des racines douzièmes du nombre

Alors la fonction elliptique p de WeierstraB, attachée au réseau ZWI +~c~2, vérifie une

équation différentielle



avec des invariants g2 et g3 algébriques. En effet, si on pose

Les fonctions fi (z) = p(z) et f2(z) = prennent donc simultanément des

valeurs algébriques au point z = le corps K = Q(g2, g~, T, 
est un corps de nombres. Schneider utilise les propriétés suivantes :
- les deux fonctions fi et f 2 sont méromorphes dans C, chacune étant quotient de

deux fonctions entières d’ordre fini ;
- l’anneau est laissé stable par la dérivation d/dz, et pour i =1, 2,

la dérivée fi = (d/dz) fz de la fonction fi est algébrique sur le corps K(fi) ;
-- les quatre fonctions f 1, f 2, f i , f 2 prennent simultanément des valeurs dans K en

une infinité de points, i.e. les points z = (m + Ij2)VJI, (m E Z).

Ces propriétés permettent à Schneider de conclure que les deux fonctions f i et f 2
sont algébriquement dépendantes sur K (on déduit maintenant ce fait du critère de
Schneider-Lang ; cf. ~5j et ~4?j ) .

Le fait que les deux fonctions p(z) et p(rz) soient algébriquement dépendantes
sur C entraîne que la courbe elliptique associée à p possède des endomorphismes non
triviaux, donc que T est quadratique.

Cette démonstration soulève une question, qui a été proposée par Schneider dans
la liste des huit problèmes ouverts à la fin de son livre [5], et qui n’est toujours pas
résolue :

Deuxième problème de Schneider. - Démontrer le théorème sur la transcendance
des valeurs de la fonction modulaire j(r) par une étude directe de cette fonction, et
non par l’étude des p-fonctions.

Bertrand [31] a remarqué que les résultats de Schneider peuvent aussi s’exprimer
en termes de valeurs de fonctions modulaires. Ainsi de la transcendance de (quand
VJ est une période non nulle d’une fonction elliptique de Weierstrafi d’invariants g2 et
g3 algébriques) il déduit que pour q E C vérifiant 0  1, l’une au moins des deux



séries d’Eisenstein E4, E6 (qui seront définies et étudiées un peu plus loin : § 2.1)
prend une valeur transcendante au point q. Si, de plus, {0,1728~, alors il en

est de même de l’un au moins des deux nombres J(q) et qJ’(q).

1.2. Le théorème stéphanois sur J

Le théorème suivant [1] répond à une question posée d’abord par Mahler (dans
le cas complexe [6], [43]), puis par Manin ([7], §4.12, qui s’intéresse surtout au cas

p-adique).

Théorème 2. - Soit a E C un nombre algébrique vérifiant 0  1. Alors le

nombre J(a) est transcendant.

Dans le cas complexe, le théorème 2 montre qu’un déterminant de la forme

a est un nombre algébrique non nul, log a une détermination de son logarithme,
et ZWI + ZW2 un réseau attaché à des invariants g2 et g3 algébriques) ne s’annule pas.
Il s’agit d’un des analogues elliptiques (pour trois périodes) du problème bien connu
suivant :

Conjecture des quatre exponentielles. - On considère une matrice

dont les coefficients sont des logarithmes de nombres algébriques. Si les deux lignes
sont linéairement indépendantes sur Q, et si les deux colonnes sont aussi linéairement

indépendantes sur Q, alors le déterminant ne s’annule pas.

Ce problème a été soulevé notamment par Schneider (c’est le premier problème
de [5]) et par Lang [46], [47], ainsi que par Ramachandra [48]. Dans le cas p-adique, il
a été proposé par Serre [49]. C’est un cas particulier du problème de l’indépendance
algébrique de logarithmes de nombres algébriques (voir à ce sujet la conjecture de
Schanuel p. 30 du Chap. III de [47]).



Remarque. Voici trois problèmes ouverts, proposés par Diaz dans ~51~ .
1. Pour tout z 6 C vérifiant |z| = 1 et z ~ ±1, le nombre est transcendant.

2. Si q est un nombre complexe algébrique satisfaisant 0  1, tel que J(q)
appartienne à l’intervalle réel [0,1728], alors q est réel.
3. La fonction J est injective sur l’ensemble des nombres algébriques a du domaine

0~a~1.

Dans [51], Diaz montre que la troisième conjecture entraîne les deux autres, et
qu’elle est elle même conséquence aussi bien de la conjecture des quatre exponentielles
que de la conjecture suivante de Bertrand ([36], conjecture 2) :

Conjecture. - Si ai et a2 sont deux nombres algébriques multiplicativement
indépendants dans le domaine {z E C ; 0  Izi  1}, alors les deux nombres J(al) et
J(a2) sont algébriquement indépendants.

Cette conjecture contient le cas particulier de la conjecture des quatre exponen-
tielles où deux des ai sont des racines de l’unité et les deux autres ont un module

~1.
Un autre analogue elliptique (mixte) du problème des quatre exponentielles

intervient à la fin du §4.12 du texte de Manin [7], avec deux périodes au lieu de
trois : il s’agit de vérifier log al / log a2.

Un analogue en caractéristique finie du théorème 2 a été démontré par Voloch

([83], théorème A ; voir aussi [82]). On peut noter que l’analogue en caractéristique
nulle du théorème B de [83], proposé par Bertrand ([50] problème 2), n’est résolu que
dans le cas CM ([50] corollaire 3) ; dans le cas général il s’énonce ainsi : quand on
paramètre une courbe elliptique sur un corps de nombres par C" si u E C" a

pour image un point algébrique d’ordre infini, alors u est transcendant. C’est donc
encore un analogue elliptique mixte du problème des quatre exponentielles avec deux
périodes : v/w =1 log 03B1/2i03C0, où u = 

Le lien entre le théorème stéphanois et les différentes versions du problème des
quatre exponentielles suggère de transposer le deuxième problème de Schneider :

Problème. - Démontrer le théorème 2 dans le cas complexe en utilisant les fonctions
elliptiques.

Un raffinement du théorème 2 est conjecturé par Greenberg. Dans le cas com-
plexe, il s’agit de démontrer la transcendance de J(q) pour q E C, 0  1, sous
la seule hypothèse que est algébrique. Dans le cas p-adique, on prend un élément
q de Cp, algébrique sur Qp, avec 0  Iq/p  1, dont la norme sur Qp est algébrique



sur Q ; on demande encore de montrer que le nombre J(q) est transcendant (le cas

important est celui où la norme de q est une puissance de p).
Du théorème 2 on déduit que si q est un élément de Cp satisfaisant 0  Iqlp  1 tel

que le nombre J(q) soit algébrique, alors q n’appartient pas au noyau du logarithme p-
adique d’Iwasawa (ce noyau est composé de nombres algébriques, à savoir les nombres

(pT avec ( racine de l’unité et r E Q). Le fait que logp q ne soit pas nul a des
conséquences intéressantes [8] car il montre, par exemple, que la période multiplicative
q E Cap d’une courbe elliptique définie sur Q à réduction multiplicative en p n’est

pas une norme universelle pour la Zp-extension cyclotomique de Qp. A la suite de
travaux de Mazur, Manin en déduit : soit E une courbe elliptique définie sur Q avec

réduction multiplicative en p ; soit K l’extension infinie de Q obtenue en adjoignant
toutes les puissances p-ièmes des racines de l’unité, et soit G le groupe de Galois de

K sur Q. Désignons par S(Q) et S(K) les groupes de Selmer de E pour les corps Q
et K respectivement. Alors le noyau et le conoyau de l’application S(~) --~ S(K)G
sont finis. La même conclusion vaut aussi pour le groupe de Selmer associé au carré

symétrique du module de Tate pour la courbe E.

Greenberg a aussi déduit du théorème 2 les deux corollaires suivants :

~ Si E est une courbe elliptique modulaire sur Q avec réduction multiplicative en

p et si la fonction L(E, s) ne s’annule pas au point s = l, alors la fonction L

p-adique de E a un zéro simple en s = 1.

. La fonction L p-adique associée au carré symétrique du module de Tate a un zéro

simple en s = 1 et s = 2.

Le premier corollaire utilise un résultat de Greenberg et Stevens sur la dérivée en

s = 1 de la fonction L p-adique de E, tandis que le second utilise un résultat de

Greenberg et Tilouine sur la non-annulation de la dérivée de la fonction L p-adique
du carré symétrique d’une courbe elliptique à réduction multiplicative en p. Ce résultat

de Greenberg et Tilouine intervient crucialement dans la démonstration, par Hida,

Tilouine et Urban [9], de la conjecture principale pour le groupe de Selmer du carré

symétrique d’une courbe elliptique à réduction multiplicative en p.

1.3. Mesures de transcendance et approximation simultanée

Une version quantitative du théorème 1 a été donnée par Faisant et Philibert

[52]. Pour énoncer cette estimation, on introduit la hauteur absolue logarithmique :

si 03B3 est un nombre algébrique de degré d et de polynôme minimal sur Z



avec ao > 0, on pose

Voici l’énoncé principal de [52] : il existe une constante absolue C > 0 telle que, si a

et (3 sont des nombres algébriques vérifiant a {3, alors

oùD=~~(a,~i):~~.
De même, un analogue quantitatif du théorème 2 a été obtenu par Barré [54],

[55] : soit 77 un nombre réel, 0  77  1/2 ; il existe une constante > 0 telle que,

si a et 13 sont des nombres algébriques vérifiant 77 S lai  1- r~, alors

1.4. Démonstration du théorème 2.

Le premier outil invoqué dans la démonstration de [1] est une estimation, due à
Mahler [44], pour la croissance des coefficients de Laurent de puissances de J.

Soit k un entier > 0. On écrit le développement de Taylor à l’origine de la fonction

sous la forme

Avec les notations du début de la section 1, les coefficients c(n) du développement de
Laurent de J à l’origine sont donnés par c(n) = cl(n + 1), (n > 0).

Pour tout m > 0 et tout k ~ 0, ck (m) est un entier rationnel > 0, et l’estimation
donnée par Mahler [44] est



Philibert a noté une inexactitude dans la démontration de [44], mais il l’a corrigée et

peut même remplacer 1200 par 1.
Comme l’a suggéré Bertrand [36], nous remplaçons cette estimation par la

suivante, dont la démonstration est plus facile :

Lemme 1. - Pour N et k entiers rationnels vérifiant 0  k  N et N > 1, on écrit

le développement de Taylor de à 1’origine :

Alors, pour tout m > l, le nombre cNk (m) est un entier rationnel de valeur absolue

(usuelle) majorée par

où C > 0 est une constante absolue.

Démonstration.

Si on compose les fonctions A~ et Ll2 J avec T - e2i7rT, on obtient des formes
modulaires paraboliques de poids 24. On déduit ainsi le résultat pour N = 1 d’un

théorème de Hecke ([74], théorème 5, §4.3, Chap. VII). Le cas général se démontre

par les mêmes arguments (cf. [55], lemme 2).

Le deuxième fait important pour la démonstration du théorème 2 est le suivant :

si q est un élément de C qui vérifie 0  1 et tel que J(q) soit algébrique, alors pour
tout entier n > 1 le nombre J(qn) est encore algébrique. On peut le voir en supposant
C = C (ce n’est pas restrictif) et en considérant les deux réseaux isogènes Z + Zr et

Z + ZnT. On a aussi besoin d’estimer le degré et la hauteur de ce nombre algébrique
On le fait grâce au lemme suivant, concernant le polynôme modulaire, qui fait

intervenir la fonction arithmétique

Quand A est un polynôme à coefficients dans Z, on note L(A) (longueur de A) la

somme des valeurs absolues (usuelles) de ses coefficients.

Lemme 2. - Il existe une constante absolue c > 0 ayant la propriété suivante. Soit

n un entier positif. Il existe un polynôme non nul ~n E Z[X, Y], symétrique en X et

Y, de degré 1/J ( n) en chaque variable, de longueur  n~’~~’~~, tel que



Mahler avait démontré cette estimation, mais avec une borne légèrement moins

précise pour la longueur L(~~,) : sa majoration [44] était ecn3/2, avec une constante
absolue c > 0. Quand n est une puisssance de 2, il avait obtenu une meilleure

estimation [43] :

et il avait précisé qu’une majoration de la forme

avec une constante absolue C > 0, lui permettrait de démontrer le théorème 2 (cf.
[43], p. 97). La majoration du lemme 2 est due à Cohen [45] qui montre que son
estimation est optimale : elle donne en fait un équivalent asymptotique du logarithme
de la longueur de ~n, dont elle déduit

est la constante d’Euler, et

On peut noter cependant que, pour la démonstration du théorème 2, la borne ecn3/2
de Mahler est suffisante.

Démonstration du théorème 2.

On commence par introduire des paramètres pour que les estimations qui vont
suivre soient valides. On choisit deux entiers positifs suffisamment grands L et N.
Un choix convenable consiste à prendre pour N un entier suffisamment grand, puis à
définir L = [N2/2].

On montre ensuite l’existence d’un polynôme non nul A E Z[X, Y], de degré  N
par rapport à chaque variable, tel que la fonction analytique F(z) = J(z))
ait un zéro à l’origine de multiplicité > L. L’existence de A est trivialement assurée
par la condition N2 > L. Grâce au lemme 1, un lemme de Thue et Siegel (dont
la démonstration repose sur le principe des tiroirs) permet, en plus, de majorer la
longueur d’un tel polynôme A, grâce à la condition 7V~ > 2L :



Les fonctions z et J(z) sont algébriquement indépendantes (cf. [l], lemme 4), donc la
fonction F n’est pas identiquement nulle. On désigne par M = ordoF sa multiplicité
à l’origine. D’après la construction du polynôme A, on a M > L.

Soit maintenant q E C vérifiant 0  Iql  1. On suppose que N est suffisamment

grand par rapport à q. En majorant les coefficients du développement de Taylor à

l’origine de la fonction G(z) = z-MF(z), on établit la majoration, pour  

Posons, = 63 (log ( 1 / ~ q ~ ) ) 1. On va montrer qu’il existe un entier S > 1 satisfaisant
la majoration S2  03B3N log M tel que 0.

Pour cela on désigne par S le plus petit entier tel que 0. L’existence

de S vient du fait que la fonction F n’est pas identiquement nulle. Afin d’établir la

majoration annoncée pour S, on pose r = On définit IHlr = IH(z)1 [
quand C = C, ou encore quand C = Cp et que r est dans le groupe des valeurs. Sinon,

IHlr est la limite de pour e dans le groupe des valeurs et tendant vers r. On

applique alors le principe du maximum à la fonction

D’après ce qui précède, on peut majorer ~H~r par dans le cas

complexe, et par 1 dans le cas p-adique. D’un autre côté comme les coefficients de

Laurent de J à l’origine sont des entiers rationnels, on a G(0) = (1~M!)F~M~ (0) E Z,
donc

La majoration annoncée pour S2 en résulte.

On suppose enfin que notre nombre q E C, qui satisfait 0 1, est algébrique,

et que J(q) est aussi algébrique. En utilisant le lemme 2, ainsi que des estimations

assez fines, on montre l’existence d’une constante C > 0, ne dépendant que de q, telle

que



Mais, grâce à la majoration que nous avons établie pour S, on vérifie que la majoration

de IF(qS)1 que nous avons obtenue plus haut, à savoir

n’est pas compatible avec cette minoration. L’hypothèse que q et J(q) sont tous deux

algébriques n’est donc pas réalisable.

2. INDÉPENDANCE ALGÉBRIQUE

2.1. Indépendance algébrique de deux nombres
Pour k entier positif on désigne par Bk le k-ième nombre de Bernoulli :

On considère la série d’Eisenstein de poids 2k,

qui, pour k > 1, est le développement de Fourier de la fonction G2k/(2~(2l~)) (voir
par exemple [74] Chap. VII, §4). On utilisera aussi les notations de Ramanujan [73] :

Ces fonctions P, Q, R sont reliées aux fonctions J et A (introduites plus haut) par

L’énoncé suivant résulte, dans le cas complexe, des travaux de Chudnovsky [20],
[21], [22] sur les périodes de fonctions elliptiques, et, dans le cas ultramétrique, de
ceux de Bertrand [32], [33], [34] sur les valeurs de fonctions elliptiques p-adiques de
Jacobi-Tate.



Théorème 3. - Soit q un élément de C satisfaisant 0  Iql  1. Alors le degré de

transcendance sur Q du corps

est supérieur ou égal à 2.

Dans le cas complexe, nous allons voir que le théorème 3 s’énonce de manière

équivalente sous la forme suivante :

Corollaire 1. - Soient p une fonction elliptique de Weierstrafl d ’invariants g2 et g3,
(j une période non nulle de p et ~ la quasi-période correspondante de ( :

Alors le degré de transcendance sur Q du corps ~(g2, g3, est supérieur ou

égal à 2.

En particulier, si o est une période non nulle d’une fonction elliptique d’invariants

g2 et g3 algébriques attachée à une courbe elliptique de type CM, alors les deux

nombres et 1r sont algébriquement indépendants. Comme la période fondamentale

réelle de la courbe elliptique y2 = 4x3 - 4x est

et que celle de la courbe y2 = 4x3 - 4 est

on déduit du corollaire 1 :

Corollaire 2. - Les deux nombres 1r et r(1/4) sont algébriquement indépendants,
et il en est de même des deux nombres 1r et r(1/3).

Démonstration du corollaire 1.

Quitte à remplacer la courbe elliptique par une courbe isogène, on peut supposer que

le réseau des périodes de p est Z03C91 + Z03C92 avec (j = En posant qui = q, T = W2/WI

et q = e2i7rT, on a (cf. [75], Chap. 4, §2, Prop. 4 et Chap. 18, §3) :



Ces relations montrent que le corollaire 1 équivaut au cas complexe du théorème 3.

Remarque. On a encore

Les premiers résultats de transcendance de nombres reliés à des intégrales
elliptiques sont antérieurs à la solution du septième problème de Hilbert [17]. En 1941,
Schneider [18] a obtenu des énoncés généraux sur les périodes de variétés abéliennes
dont il déduit des propriétés arithmétiques des valeurs de la fonction Bêta : pour
a et b rationnels non entiers tels que a + b ne soit pas entier, le nombre B(a, b)
est transcendant. Ce résultat se déduit d’un critère de Schneider-Lang en plusieurs
variables pour des produits cartésiens [47], Chap. IV.

Une approche entièrement différente a été proposée par André [24], qui utilise
les G-fonctions de Siegel pour démontrer l’indépendance algébrique des nombres

et qui périodes et quasi-périodes attachées à des formes différentielles
sur une courbe elliptique y2 = (X2 - 1)(1 - ax2), avec a algébrique, 0  lai 
1. Il écrit ces deux nombres avec des fonctions hypergéométriques sous la forme

iF(1/2,1/2,1; a) et iF(-1/2,1/2,1; a). Ce point de vue vaut aussi bien dans le cas
complexe qu’ultramétrique.

Le théorème 3 entraîne que pour J(q) algébrique, les deux nombres P(q) et 0(q)
sont algébriquement indépendants. Il peut aussi s’exprimer en termes de valeurs des
dérivées de la fonction J par rapport à l’opérateur z(d/dz) (voir §2.2).

Selon une conjecture de Lang ([35], p. 652) quand j’(T) n’est pas nul, les deux
nombres j (T) et j’ (T) ne sont pas simultanément algébriques. L’équation différentielle
satisfaite par la fonction j :

(où g2 (T), g3 (T) désignent les invariants de la fonction de WeierstraB de réseau Z+ Z7),
ramène cette question à celle de la transcendance de quand w est une période
non nulle d’une fonction elliptique p de WeierstraB d’invariants g2 et g3 algébriques.
Le théorème de Chudnovsky résout donc le cas de multiplication complexe. Plus
précisément [32], pour T E S) avec j( 7) algébrique distinct de 0 et 1728, les deux
nombres



sont algébriquement indépendants. De plus, si T est quadratique, les deux nombres 1r

et j’ (T) sont algébriquement indépendants.
Nous utiliserons plus loin une version quantitative du théorème 3, due à Philibert

[53]. Un raffinement séparant degré et hauteur a été donné ensuite dans [70]. Une
mesure d’indépendance algébrique légèrement plus précise (quand la hauteur est

grande comparée au degré) avait été annoncée par Chudnovsky ; la démonstration,
esquissée dans [22] Chap. 8, n’est pas convaincante, mais le résultat annoncé a été
très récemment démontré par Philippon.

Pour un polynôme A à coefficients complexes, on définit t(A) comme la somme
du degré total de A et du logarithme de sa longueur. Voici donc l’énoncé de Philibert :

Proposition 1. - Sous les hypothèses du théorème 3, si J(q) est algébrique, pour tout
E > 0 il existe une constante C(e) > 0 vérifiant la propriété suivante : si A E Z[X, Y]
est un polynôme non nul, on a

Enfin le problème de la transcendance de r(1/5) n’est toujours pas résolu. À la suite
de la conjecture de Rohrlich, selon laquelle est la distribution impaire

universelle à valeurs dans des groupes où la multiplication par 2 est inversible, Lang

(voir [26], Chap. 2, p. 66) pose la question d’indépendance algébrique : il n’y aurait

pas de relation de dépendance entre les valeurs de la fonction r en des arguments

rationnels, autre que celles qui résultent des relations fonctionnelles connues.

2.2. Indépendance algébrique de trois nombres

Voici le résultat principal de [2] et [3] :

Théorème 4. - Soit q un élément de C satisfaisant 0  (q~  1. Alors le degré de

transcendance sur Q du corps

est supérieur ou égal à 3.

Mahler a montré dans [41] que les trois fonctions P, Q, R sont algébriquement
indépendantes sur le corps C(z). Elles vérifient d’autre part le système d’équations
différentielles [73], [76] :



avec D = z(d/dz). Ainsi la dérivation D laisse stable l’anneau Q[P, Q, R]. On
reconnaît là les hypothèses principales du critère de Schneider-Lang, et Serre m’avait

suggéré dès 1972 qu’il serait intéressant de développer cette remarque.
On déduit de ces relations

Le théorème 4 résout donc une conjecture de Bertrand [32] : si q est un nombre
algébrique vérifiant 0  Iql  1, alors les trois nombres J(q), DJ(q), D2J(q) sont
algébriquement indépendants. Plus généralement, si q E C vérifie 0  Iql  1, J(g) 7~ 0
et J(q) ~ 1728, alors trois au moins des quatre nombres q, J(q), DJ(q), D2J(q) sont
algébriquement indépendants.

Du théorème 4 on déduit aussi le corollaire suivant :

Corollaire 1. - Soit q un nombre complexe vérifiant 0  Iql  1 et tel que J(q) soit
algébrique. Alors les trois nombres q, P(q), 0(q), sont algébriquement indépendants.

Le théorème 4 a de nombreuses conséquences : en voici quatre. Les deux premières
(qui résultent du corollaire 1) concernent les périodes d’intégrales elliptiques [2], la
suivante les fonctions thêta [36], [37], la dernière les suites de Lucas [37].
Corollaire 2. - Soient p une fonction elliptique de Weierstrafl d’invariants g2 et
g3 algébriques, 03C9 une période non nulle de p, ~ la quasi-période correspondante de
la fonction ( de Weierstrafl attachée à p et T E ,~ le quotient de deux périodes
fondamentales de p. Alors les trois nombres

sont algébriquement indépendants.

Dans le cas CM, en utilisant le fait que les trois nombres et sont

linéairement dépendants sur le corps des nombres algébriques (voir [19], lemme 3.1 et
appendice 1), on obtient l’indépendance algébrique des trois nombres

Pour q = e-~~, on a J(q) = j (i) = 1728, tandis que le choix q = -e-~~ donne
J(q) = j(e) = 0 est une racine primitive cubique de l’unité). On déduit du
corollaire 2 :



Corollaire 3. - Les trois nombres

sont algébriquement indépendants. En particulier les deux nombres 7r et e" sont

algébriquement indépendants.

L’indépendance algébrique des deux nombres ~r et e1r n’était pas connue. On

obtient plus généralement, quand D est un entier rationnel > 0, l’indépendance

algébrique des trois nombres x, e03C0D et w, où 03C9 est une période non nulle d’une
courbe elliptique, définie sur le corps des nombres algébriques, dont l’anneau des

endomorphismes est un ordre du corps quadratique imaginaire ~ ( ~) .
On déduit du corollaire 3 que le produit canonique de WeierstraB associé au

réseau Z + Zi,

prend des valeurs transcendantes aux points de Q + Qi qui ne sont pas dans Z + Zi ;

par exemple le nombre

est transcendant.

L’indépendance algébrique de ~r et e" montre aussi que le nombre

est transcendant [40].
Le corollaire suivant fait intervenir les séries thêta de Jacobi (voir par exemple

[77], Chap. V, §6, Th.6) :

On peut formuler le théorème 4 de la façon suivante :



Corollaire 4. - Soient i, j et k trois indices E ~2, 3, 4} avec i ~ j. Soit q un nombre
complexe, 0  q ~  1. Alors chacun des deux corps

a un degré de transcendance > 3 sur Q.

Ainsi, pour q E C algébrique, 0  1, le nombre 93 (q) est transcendant. Le
problème de la transcendance du nombre ~-n2, quand l, est un entier rationnel
> 1, était ouvert depuis que Liouville ([38] p. 140) avait remarqué que, pour ces
nombres, l’argument lui ayant permis d’expliciter les premiers exemples de nombres
transcendants donnait seulement un résultat d’irrationalité.

Démonstration du corollaire ,~.
Les relations suivantes (cf. [36])

montrent que les deux corps

ont la même clôture algébrique. Ceci démontre la première partie du corollaire 4,
tandis que la seconde, disons dans le cas k = 3, se déduit de la relation (cf. [36])

Dans le cas particulier où q est algébrique, une démonstration différente de
l’indépendance algébrique des trois nombres y(q), Dy(q), où y est l’une
des trois fonctions thêta) est proposée dans [37] ; elle repose sur un argument de
spécialisation de Weil, combiné avec le fait que les trois fonctions y, Dy, D2 y sont
algébriquement indépendantes [42].

Le dernier corollaire concerne les suites de Lucas.



Corollaire 5. - Soit a un nombre complexe algébrique vérifiant 0  lai  1. Soit

{3 == ±l/o;. On pose, pour n > 1,

Alors le nombre

est transcendant.

En choisissant a = (1 - V5)/2 et {3 = -lia, la suite (Un)nO ainsi obtenue est

la suite de Fibonacci :

et on obtient la transcendance de la somme de la série

Il est intéressant de noter (cf. [37]) que certaines séries analogues ont pour sommes

des nombres algébriques, quelquefois même rationnels :

Démonstration du corollaire 5.

On se contente de traiter le cas ~i =1/a. La dérivée logarithmique de la fonction 0

pour l’opérateur D = z(djdz) est



2.3. Mesures d’indépendance algébrique
Nesterenko [2], [3] et Philippon [56] ont établi des raffinements quantitatifs du

théorème 4. Dans l’exemple qui suit, tiré de [56], on utilise la même notation t(A)
que dans la proposition 1 (pour désigner la somme deg A + log L(A) du degré total
de A et du logarithme de la longueur de A) ; mais on pourrait aussi séparer degré et
hauteur.

Soit q E C satisfaisant 0  1, tel que le corps

ait un degré de transcendance égal à 3 sur Q. Choisissons une base de transcen-
dance ~el, e2, e3~. Il existe alors une constante, > 0, dépendant de q, 91, 62, e3
(et de p quand C = Cp), telle que, pour tout polynôme non nul A E Z[X1, X2, X3] ]
on ait

Cette estimation s’applique en particulier aux triplets

fournissant ainsi des mesures d’indépendance algébriques très précises (l’exposant 4
pour T est optimal).

Les résultats quantitatifs de [56] sont plus généraux : ils concernent des idéaux
de polynômes de différentes codimensions. Par exemple Philippon donne aussi des
mesures d’approximations simultanées des nombres q, P(q), Q(q) et R(q) par des
nombres algébriques.

Malgré ces progrès on ne sait pas encore montrer que le nombre e" n’est pas un
nombre de Liouville.

2.4. Démonstration directe du corollaire 1 du théorème 4.

La démonstration que nous allons donner du corollaire 1 est inspirée par le travail
de Philippon [56]. Elle est nettement plus simple que celle de [2], et utilise la mesure
d’indépendance algébrique due à Philibert (proposition 1 ci-dessus - voir [53]).

Le but de l’argument transcendant est d’établir le résultat suivant :

Proposition 2. - Soit q E C, 0  1. Il existe deux constantes positives c et
~, (dépendant de ayant la propriété suivante : pour tout entier N suffisamment



grand, il existe un entier M > N4 et un polynôme non nul AN E Xl, X2, X3] tel

que

Démonstration.

On désigne par N un entier suffisamment grand, et on pose L = ~N4/2~. Il existe

un polynôme non nul A E Z[z, Xi , X2, X3], de degré  N par rapport à chacune des

quatre variables, tel que la fonction F(z) = A(z, P(z), Q(z), R(z)) ait, à l’origine,

un zéro de multiplicité > L. Le lemme de Thue-Siegel montre l’existence d’un tel

polynôme dont la longueur est majorée par :

Soit M = ordoF l’ordre de F en z = 0. La construction de A donne M > L. Un point

essentiel de la démonstration de Nesterenko consiste à établir l’inégalité M  CoL, où

Co est une constante absolue. Cette majoration ( "lemme de multiplicités" ou "lemme

de zéros" ) est décrite dans la section suivante (théorème 5). Dans cette démonstration,
nous ne l’utiliserons pas.

On pose r = min{(l + et on suppose N suffisamment grand par

rapport à q. La fonction F a un zéro de multiplicité M à l’origine. En majorant les

coefficients de Taylor de la fonction G(z) = z-MF(z) à l’origine, on obtient, pour

Izl  r (cf. [2] lemme 2.2)

L’étape suivante consiste à montrer que le nombre T = ordqF est majoré par

T  03B3N log M, avec, = Pour cela on applique le principe du

maximum IHlr à la fonction



Le nombre G(0) = est entier et n’est pas nul. On minore sa valeur

absolue par 1 dans le cas complexe, et on minore sa valeur absolue p-adique en

majorant sa valeur absolue ordinaire quand C = Cp. On trouve

La majoration de IHlr = r-MIFlr par M48N dans le cas complexe et par 1 dans le
cas p-adique fournit l’estimation annoncée pour T.

On introduit l’opérateur de dérivation

sur l’anneau C~z, Xl, X2, X3~, de telle sorte que

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.

Pour déduire le corollaire 1 des propositions 1 et 2, on suppose q E C, 0  1,
J(q) algébrique, et les trois nombres q, P(q), A(q) algébriquement dépendants.
Alors chacun des quatre nombres q, P(q), Q(q), R(q) est racine d’un polynôme
fi(Xi,03C9/03C0, ~/03C0), (i = 0,1, 2, 3), avec fi E Z[Xi, Yl, Y2]. On élimine, dans l’anneau
de polynômes en 6 variables les 4 variables 

entre les 5 polynômes A, fo, f l, f 2, f 3. On voit ainsi que les estimations données par
les propositions 1 et 2 ne sont pas compatibles.

Les deux démonstrations que nous venons de présenter (théorème 2 et proposition
2) sont schématisées par les deux diagrammes suivants : on construit à chaque fois une



fonction auxiliaire ayant un zéro de multiplicité au moins L en l’origine, on désigne
par M cette multiplicité, et on considère soit une valeur non nulle F(qS) de F en un
point (q~ figure sur l’axe horizontal), soit une dérivée F~T~ (q) ~ 0 de F au point q
(l’ordre de dérivation T est porté sur un axe vertical).

Les structures de démonstrations sont donc semblables ; les Stéphanois ne pou-
vaient pas utiliser les dérivées de la fonction auxiliaire au point q car l’équation
différentielle satisfaite par la fonction J est d’ordre 3.

Ce type de démonstration (avec construction d’une fonction auxiliaire, recherche
d’une valeur non nulle, majoration et minoration) est essentiellement la seule méthode
dont on dispose actuellement. C’est Hermite en 1873 qui a introduit le premier ce

type d’argument pour démontrer la transcendance de e, suivi par Siegel en 1929

(qui introduit les E- et G-fonctions), puis Mahler en 1930 [10], suivi de Gel’fond
et Schneider qui résolvent le septième problème de Hilbert en 1934. L’utilisation du

principe des tiroirs pour la construction de la fonction auxiliaire, qui était une des

caractéristiques de toutes ces méthodes, peut être évitée, comme l’a montré Laurent ;
une démonstration des théorèmes 2 et 4 à l’aide de déterminants d’interpolation de

Laurent se trouve dans [57].
L’utilisation d’une mesure de transcendance pour établir un résultat d’indépen-

dance algébrique avait été suggérée par Lang ([47], Chap. VI, historical note), comme

premier pas d’un processus inductif. La "rigidité absolument fantastique" dont il est

question dans cette note historique n’est plus ce qu’elle était.

2.5. Démonstration du théorème 4.

La démonstration de Nesterenko diffère de la précédente, car elle utilise, comme nous



l’avons dit, une majoration de M/L. Une autre différence apparaît dans le choix de
T : au lieu de définir T comme l’ordre en q de la fonction F, il montre dans [2] qu’il
existe un entier T dans l’intervalle 0  T  ~yN log N tel que

L’existence de cet entier T repose sur une formule d’interpolation (c’est ce que
Philippon appelle un "lemme de Schwarz approché" ; cf. ~57~ ) que nous énonçons dans
le cas complexe.

Lemme 3. - Soient M et T deux entiers > 0, r un nombre réel et q un nombre

complexe vérifiant 0  r. Soit F une fonction analytique dans un ouvert
contenant le disque Izi  r du plan complexe, ayant un zéro de multiplicité > M
à l’origine. Alors

On obtient ainsi l’énoncé suivant, plus précis que la proposition 2 :

Proposition 3. - Soit q E C, 0  1. Il existe des constantes c, xi et x2 positives
(dépendant de Iql) et il existe une suite (AN~N>2 de polynômes non nuls de l’anneau
Z[z, Xl, X2, X3~, vérifiant, pour tout N > 2,

Le lemme 2.4 de [2] explicite les constantes c, xi et 03BA2 en fonction de |q| dans le
cas C = C : en gardant la notation r = min{(l + on peut prendre

Enfin, pour déduire le théorème 4 de la proposition 3, il ne reste plus qu’à utiliser
le critère d’indépendance algébrique de Philippon [69] :

Proposition 4. - Soient 91, ... , ()n des éléments de C, t un entier > 0, o-, À, R des
fonctions croisssantes de N dans R, non bornées, telles que À/ut soit croissante et



On suppose qu’il existe une suite de polynômes non nuls de Z[X1,..., Xn]

vérifiant, pour tout N suffisamment grand,

On suppose de plus que AN ne s’annule pas dans la boule 

de Cn. Alors le corps 0n) a un degré de transcendance > t sur Q.

Dans la situation de la proposition 3, on applique ce critère avec n = 4,

t = 1, À(N) = K,lN4, R(N) = 2K,2N4, a(N) = cN(logN)2. La minoration de

~AN(91, ... , 8~,)~ garantit que AN ne s’annule pas dans un voisinage convenable du

point (91, ... , 8~,).

Remarque. Les démonstrations des estimations diophantiennes de Nesterenko raffinant

le théorème 4 de façon quantitative reposent encore sur la proposition 3, mais

la proposition 4 est remplacée par le critère d’Ably [71]. Les estimations de [56]
demandent un peu plus de travail car degré et hauteur sont séparés (Philippon utilise

les critères de Jabbouri [70] et Jadot [72]).

3. LEMMES DE ZÉROS

3.1. Énoncés
Un des points importants de la démonstration de Nesterenko était la majoration

de la multiplicité en l’origine de la fonction auxiliaire F. Il établit pour cela le résultat

suivant [2], Théorème 3 :

Théorème 5. - Soient Lo et L des entiers positifs, A E Xi , X2, X3] un polynôme

non nul, de degré  Lo en z et  L en chacune des trois autres variables Xi , X2, X3.

Alors la multiplicité du zéro à l’origine de la fonction analytique

est majorée par cL0L3, avec c = 2 . 1045.

Ce théorème 5 est un exemple de lemmes de zéros que Nesterenko a établis

pendant ces 20 dernières années [59], [60], [65], [66], [67].
La démonstration, qui repose sur des arguments d’algèbre commutative, se fait

par récurrence sur le rang d’un idéal. Pour cela il est 
nécessaire d’établir un énoncé



plus général : on ne se contente pas de majorer la multiplicité en l’origine d’une

fonction A(z, P(z), Q(z), R(z)), mais on considère un idéal homogène J de l’anneau
de polynômes où R = C~z~. Pour un tel idéal on va définir, à
l’aide des formes de Chow, des quantités B(J), N(J) et ordJ(f), qui satisferont la
condition suivante : si J est l’idéal principal engendré par un polynôme homogène

= X2/ Xo, X3~X0), alors

L’énoncé suivant contiendra donc le théorème 5 (qui correspond au cas particulier
r = 3).

Théorème 6. - Soit J un idéal homogène dans l’anneau pur de

rang 4 - r avec r E { 1, 2, 3 ~ . Alors

avec (2 = 10~.

3.2. Formes de Chow

Voici la définition de B(3), N(J) et ordJ(f).
On désigne toujours par R l’anneau C~z~. Soient m un entier positif et J un idéal

homogène de R~Xo, ... , Xm], pur de rang m+1-r > 1. On introduit r formes linéaires
"génériques" Li (X ) _ ( 1  i  r), ce qui signifie que (1  i  r,

1  j  m) sont des variables indépendantes. L’idéal U-éliminant J de J est l’idéal
de l’anneau des polynômes à coefficients dans R en les r(m + 1) variables U2~ formé
des G pour lesquels il existe un entier M > 1 vérifiant

Grâce au choix de r, l’idéal J est principal et non nul. Une forme de Chow de J est un

générateur Fj de ~. Si on pose Ui = (Uoi, ... , ce polynôme F~ est symétrique
en U1, ... , Ur, et son degré en U1 est noté 7V(3). Le degré de F~ en z est noté B(~’).

Soient f o, ... , f m des séries formelles en z à coefficients complexes vérifiant

min0~i~m ord0 fi = 0. On note f e (C[[z]])m+1 le vecteur colonne de composantes

( f o, ... , f m ) . Pour définir on introduit encore r matrices antisymétriques
"génériques" 5~1~, ... , S~r~, avec S~i~ _ ce qui veut dire que 5~2~, >



( 1 _ i  r, 0  1~, j  m) sont de nouvelles variables, liées par les seules relations

S~~ = 0. Quand FJ est une forme de Chow de J, on définit une série formelle

Dans la suite, on utilisera ces définitions avec m = 3 et f = (l, P, Q, R).
Quand p est un idéal premier homogène de R[Xo, ... , Xm] de rang m + 1- r

tel que p n ~Z = {0~, on montre qu’il existe un polynôme homogène non nul dans
p, de degré (en les variables Xo,..., Xm) majoré par 1 + c(m)N(~)1~~~-r+1~, et de
degré en z majoré par C(m)B(~)~N(~)-~m-r)/(m-r+1) (avec une constante explicite
c(m) > 0 ne dépendant que de m). Si, de plus, Xo ~ p, et si Q E TZ~Xo, ... , ,Xm] est
un polynôme homogène qui n’appartient pas à p, alors l’idéal 3 = (~, Q) vérifie

De plus on peut aussi minorer en fonction de ordp(f), B(p), N(p), deg x Q
et degz Q.

L’opérateur D introduit plus haut doit être rendu homogène. Comme l’a re-

marqué Gaudron, il convient de poser

3.3. Indications sur la démonstration du théorème 6.

Il n’y a pas de restriction à supposer J n R = {0}. On procède par récurrence sur r.
On commence par se ramener au cas où l’idéal J est premier de la façon suivante : on

considère une décomposition primaire réduite J = Q1 ~...~ flt de J, où Q1,...,Qt
sont ordonnés de telle sorte que

avec 1 E 7~, ~y 7~ 0. Soient ~31, ... , ~3t les idéaux premiers associés à J et el, ... , et



leurs exposants. On a (cf. [65] ou [66])

On part d’un idéal premier homogène i3. Si on peut construire 
un idéal de la forme

(i3, Q), avec Q = DP, P et fl3, dont le rang est strictement inférieur au rang

de ~3, alors on peut utiliser l’hypothèse de récurrence. Sinon, on 
montre qu’il existe

un idéal premier p, contenu dans i3, qui est stable par D. Le point 
essentiel de la

démonstration consiste à déterminer ces idéaux stables. C’est le "lemme de stabilité"

suivant :

Lemme 4. - Soit p un idéal premier non nul de homogène

dans qui s’annule en (o,1, l, l,1), et tel que Dp C p. Alors

z(X2 - E p .

La relation DA = AP montre que l’idéal principal engendré par X~ - XoX est

stable sous D.

Pour terminer la démonstration du théorème 5, on utilise le fait que, pour un tel

idéal premier p contenant X2 - X0X23, on a

La démonstration du lemme 4 distingue plusieurs cas suivant la dimension de

l’idéal Xi , X2, X3]. Si cette dimension est nulle, on applique le théorème des

zéros de Hilbert. Si elle vaut 1, on paramètre (Puiseux) une courbe algébrique contenue

dans la variété des zéros par (l : ~ : f (x) : g(x)) . On montre

qu’il existe des polynômes non nuls A E pnR[Xo, Xi , X2] et B E p nR[Xo , Xi, X3]. En

dérivant et B~1, x, f (x), g(x)), on obtient un système différentiel
satisfait par f et g, dont on montre que la seule solution est (f,9) = (x2, x3).

Si p n est de dimension 2, cet idéal est principal. On en

choisit un générateur A, et on écrit DA G p. On montre ainsi que u(z) -

~(~, 1, P(z), Q (z) , R(z)) satisfait une équation différentielle zu’(z) = (aP(z)+b)u(z),



avec deux nombres a et b complexes. On vérifie ensuite que a et b sont des entiers

rationnels, et on en conclut A = 

Enfin le cas est de dimension 3 est facile : on a

Il est intéressant de comparer le théorème 5 avec le lemme de zéros obtenu par

Philibert [68] :
Soient 0 et L2 > 1 deux entiers et P E Y] un polynôme non nul
vérifiant deg x P  Li et degy P  L2. Alors

Cet énoncé permet de majorer M par 37L dans la démonstration du théorème

2. Il joue un rôle crucial dans les travaux de Barré [54] et [55].
Un énoncé conjectural, contenant à la fois ce résultat de Philibert et le théorème

5, a été proposé par Bertrand [36]. On peut être encore plus ambitieux en proposant
le problème suivant : pour tout polynôme non nul A E Xl, X2, X3], de degré  Lo
en z et  Li en Xi, avec Li > 1, (0  i  3), et pour toute base de transcendance

{f, g, h} du corps K = Q(P, Q, R), montrer que la multiplicité du zéro à l’origine de

la fonction analytique

est majorée par cL0L1L2L3, avec une constante c > 0 ne dépendant que de f , g, h.

S’il reste encore des erreurs dans ce texte, je m’en excuse auprès de tous ceux qui en

ont corrigé une version préliminaire.
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