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Séminaire BOURBAKI Novembre 1987
40&me année, 1987-88, n° 690

NON-ACCUMULATION DE CYCLES LIMITES

par Jean-Christophe YOCCOZ

0. INTRODUCTION

Cet exposé peut &tre considéré comme la suite de celui fait en novembre 1985
par R. Moussu ([1]) ; nous y renvoyons le lecteur en ce qui concerne 1'histoire
(mouvementée) de la deuxiéme partie du seiziéme probléme de Hilbert.

Hilbert demande de déterminer le nombre maximal N(n) de cycles limites d'un
champ de vecteurs de R? polyndmial de degré n . (Un cycle £imite d'un champ de
vecteurs analytique V sur une surface est une orbite périodique isolée de V .)

Il faut d'abord bien sfir résoudre la

Conjecture de finitude.- Un champ de vecteurspolynémial dans le plan a un nombre

fini de cycles limites.

Cette conjecture est une conséquence de résultats annoncés par Yu. Il'Yasenko
d'une part ([12]), etJ. Ecalle, J. Martinet, R. Moussuet J.-P. Ramis de 1'autre ([2],[3]).

Auparavant, Dulac en avait donné en 1923 une démonstration incorrecte (mais
intéressante) ([4]) ; le "trou" n'a été découvert que dans les années 70. En 1984,
I1'Yasenko démontrait cette conjecture en deqré quelconque pour les champs généri-
ques (3 singularités hyperboliques, c§. n® 2) ([5]), et Bamon en déduisait un an
plus tard le résultat pour tous les champs quadratiques ([6]). Ce sont ces résul-
tats que Moussu a exposés en novenbre 1985.

1. LE PROBLEME DE DUIAC

Considérons un feuilletage singulier orienté F d'une surface analytique M,
pouvant &tre localement défini par des champs de vecteurs analytiques & singulari-
tés isolées. Un polycycle C de F est une réunion finie, compacte et connexe
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de singularités et de feuilles de F qui posséde une application (unilatérale)
de retour f dans le sens suivant : il existe une courbe analytique

T : [0,1] — M, avec T(0) €C et T transverse 3 F , telle que la feuille
passant par T(t) , pour t suffisamment petit, recoupe une premiére fois T en
T(£(t)) .

L'application f fixe 0 , préserve l'orientation, est analytique sur un
ouvert (0,e) mais n'est pas en général analytique en 0 .

Probléme de Dulac.- Montrer qu'un polycycle ne peut étre limite de cycles limites.

En d'autres termes, montrer que, si f n'est pas l'identité, 0 est un point
fixe isolé de f .

C'est ce probléme qu'Il'Yasenko et f:calle, Martinet, Moussu et Ramis annoncent
avoir résolu. Il implique la conjecture de finitude : un champ de vecteurs poly-
némial de 1R? définit par compactification un feuilletage singulier de D2 ([7],
[8]), et le théoré@me de Poincaré - Bendixson montre que les feuilles campactes iso-
lées d'un tel feuilletage ne peuvent s'accumuler que sur un polycycle.

A la date ol cet exposé a été écrit (mi-octobre 1987), aucune rédaction com-
pléte de la démonstration n'était connue de 1l'auteur de ces lignes. Mais f:calle,
Martinet, Moussu et Ramis ont eu la gentillesse de me raconter (en septembre 1987)
leur démonstration. Je les en remercie, ainsi que de m'avoir communiqué nombre de
leurs manuscrits. Ce sont les grandes lignes de leur démonstration que je vais
tracer dans la suite, aprés quelques rappels (n° 2, 3, 4).

2. DESINGULARISATION

DEFINITIONS.- Une singularnits xo d'un champ de vectewrs analytique V Asur une
sunface est réduite 44 DV(xo) a une valeur propre non nulle ; une sdngularite
néduite est hyperbolique 44 Les deux valewrs propres sont réelles, non nubles et de
signes contraires ; eble est semi-hyperbolique 44 £'une des deux valeurs proprnes est nulle.

D'aprés le théoréme de désingularisation de Seidenberg ([9], [10], [11]), on
peut supposer que le polycycle C dans le prcbléme de Dulac ne contient que des
singularités réduites.

Eliminons immédiatement le cas ol le polycycle C est une singularité (ré-
duite) p de F : Poincaré a démontré que p est un centre ou un foyer ([71),
donc le probléme de Dulac a une réponse positive dans ce cas.

Le résultat d'Il'Yasenko de 1984 mentionné dans 1l'introduction est le sui-
vant : si toutes les singularités du polycycle C sont hyperboliques, alors C
n'est pas limite de cycles limites.
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Lorsque C n'est pas réduit & un point (ce que nous supposerons dans la
suite), il existe un entier n 2 1 , des singularités hyperboliques ou semi-hyper-
boliques (non nécessairement distinctes) pi, ...,pn de F , des feuilles
Ci,...,Cn de F , et des cowbes analytiques transverses & F notées
‘I‘i : [0,1] — M qui vérifient les propriétés suivantes (avec la convention

Po=Pn,s Co= Cn, To=Tn) :
c=(U ®HU (U C
-C= 3 U U L) g
(U U (U Cp
- ci est une séparatrice de p; et de Piyy ¢ orientée de p; Vers p;. ., i

- Ti(O) =q € Ci , les applications de transition f.l : (Ti_l,qi_l) —_ (Ti’qi)

sont définies, et l'application de retour f sur Tn s'écrit :

o, f=fno «v. o £1
Py Cs
On note X la coordonnée de Ti
donnée par le paramétrage. L'application
fi est alors un homéamorphisme d'un inter-
valle [O,E:i) sur un intervalle [O,eJ!_) ,
analytique sur (O,Si) . Il sera en général
plus pratique de rejeter la singularité de
Ch \ o 0 3 l'infini, en travaillant dans la coor-
donnée yi =x; ou dans la coordonnée
Figure 1 z, =1og y; i on notera en fait fi 1l'ap-
plication de passage lue dans les coordonnées I et on notera f& (resp.

N
L

P1T

fi ) la méme application lue dans les coordonnées Yi-1Y; (resp. X _10%g ). (De
facon générale, les notations non soulignées (resp. soulignées 1 fois, resp. 2 fois)

désignent les objets lus dans les coordomnées 2z (resp. y , resp. X ).)

3. SINGULARITES HYPERBOLIQUES. LE GROUPE D'IL'YASENKO

Soient p = pj une singularité hyperboli-
que du polycycle C et V un champ défi-
nissant F au voisinage de p . L'applica-
tion DV(p) a une valeur propre strictement
négative A_ , correspondant a la variété
stable Cj_1

Cj strictement positive A4 , correspondant

de p , et une valeur propre

a la variété instable Cj de p . On ap-

pelle le quotient X = -A_/A: exposant ca-
nacténistique de F en p (il ne dépend pas de V).
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PROPOSITION (Dulac [4]) .- L'application fj admet a £'ingini un développement
asymptotique de La forme
Fz) =Az+b+ T e mMZp )
J >0 m,n

n20
mn1

ol b €R et Les Pon %ot des polyndmes.

’

Remarque.- Les Pm n Sont constants lorsque A est irrationnel.
4

Suivant Martinet ([13]), nous noterons D (pour Dulac) le groupe (pour la
composition) constitué des séries formelles

A

F(z) =az+b+ 2 e_zPA(Z) '
AEA

avec a>0, bER, PAE]R[Z] et A une partie discréte de R contenue dans

R** ., Nous noterons d'autre part I (pour Il'Yasenko) le sous-groupe du groupe
des gemes en +« de difféamorphismes analytiques engendré par toutes les applica-
tions de transition f (lues en coordonnées z ) associées 3 des singularités
hyperboliques. La proposition de Dulac définit un homomorphisme d : I — D .

THEOREME (I1'Yasenko [5]).- Cet homomorphisme est infectif.

COROLIAIRE.- Un pofycycle C n'ayant que des singularnités hyperboliques n'est pas
accumule parn des cycles Limites.

En effet, si 1l'application de retour f n'est pas 1l'identité, son développe-
ment asymptotique est non trivial et f ne peut posséder de points fixes arbitrai-
rement grands.

La preuve du théoréme repose sur le fait que tout £ € I s'écrit comme samme
d'une application affine et d'une application possé&dant un prolongement holomorphe
borné sur un damaine {Re z > K(1 + |Im 2|72} , pour K > 0 assez grand ; 1'in-
jectivité de d résulte alors de la théorie de Phragmen - Lindeldf ([1], [5]).

f:calle, Martinet, Moussu et Ramis ont précisé le résultat d'Il'Yasenko en
rendant notamment constructive 1l'application d-1' : d(I) — I . Nous en parlons
au n® 5.

4. SINGULARITES SEMI-HYPERBOLIQUES

4.1. Soient p = pj une singularité semi-hyperbolique de C , V un champ de
vecteurs analytique définissant ¥ au voisinage de p , et u la valeur propre
non nulle de DV(p) .

Nous dirons que p est contractante (resp. dilatante) si W est négative

(resp. positive). Un changement d'orientation de F échange singularités contrac-
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tentes et dilatantes et transforme les
applications de passage en leurs inverses ;
nous supposerons ici que p est contrac-
tante. La feuille Cj-1 est alors la va-
riété stable forte de p ; la feuille Cj

est tangente en p & Ker DV(p) et nous

noterons r+1 > 2 1l'ordre auguel s'an-

nule VIC en p.

Pour avoir une bonne campréhension
de la singularité semi-hyperbolique p ,
il est nécessaire de complexifier F ,
_ (et les transversales TJ 1 T ) au v01-
Flgure 3 sinage de p . La classﬁ:.catmn de ces
singularités dans le champ complexe a été faite par Martinet et Ramis ([14], [15],
[16], [17]) ; elle repose sur la classification faite par Ecalle (0181, [171, c4.
aussi Voronin [19]) des germes de difféamorphismes holamorphes de (T,0) qui sont
tangents & 1'identité.

4.2. Le point de vue géométrique

L'intersection de la variété invariante (complexifiée) Cj_ 1 avec un voisi-
nage de p est biholamorphe & D* , et 1'holoncmie de cette variété (i.e. le la-
cet fondamental positif de D* ) définit un germe de difféomorphisme holamorphe h

de T. de la forme :
j-1

}=1(xj_l')=xj_1+cx§fi+... , ¢c=1is, s<0 .

Considérons un petit secteur ¥ = {x , 0 < [x| <&, |Arg x| ZEE - €} ; les-
. pace des orbites E de h dans » est
)‘ une surface de Riemann (biholamorphe 3

IA

},’::\:,()‘:( D) ;ennotant m: ¥ — E 1'applica-
L / (I tion canonique, l'application de passage
‘\\;:/: \\"(,‘, 2 se prolonge analytiquement dans D

" et s'écrit fj=gj°“ , ot

A 95 (E, m(0)) — (T, ,q.) est un geme

de difgeomonphisme holLomonphe.

I1 existe deux plongements remarqua-

Figure 4 bles de (E,m(0)) dans (T,0) (d&finis
& homothéties prés dans € ) ; notons S et 5 les relévements & V de ces

plongements ; alors f; et fj se prolongent analytiquement a des damaines res-—
pectifs : = =
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_ 3n T
v+—{x,0<|x|<6,-2—r+e<Argx<2—r-—s} ,
r={x,0<|x|<s6, ZEteE<Argx<3--¢l,

et s'obtiennent par uniformisation globale des espaces d'orbites de
et U (ces espaces sont biholamorphes & T ).

ll=3

dans »*

On peut donc écrire :

[

Q

"u +
o

™
|

lls%
fl

ol gﬁ , gi sont des germes de difféomorphismes holomorphes: (C,0) —> (Tj P d.) .

Remarques .- 1) Bien que fj soit réel, ﬁ , E_‘i , g_i , 5 ne le sont pas néces-
sairement.

2) Le geme de difféamorphisme holamorphe k = £3 , (E_i)_1 , défini 3 compo~
sition prés (& droite et a gauche) par des homothéties de C , est un invariant de
conjugaison holomorphe de h .

3) On a une interprétation analogue des applications de passage en termes
d'holonamies des variétés invariantes pour les singularités hyperboliques.

4.3. Le point de vue analytique

Il s'agit de "calculer" effectivement f% et £5

. Dans la coordonnée Y4oq ¢

o

on a :

h(y.

_ _ r
hiyy_y) =y5,0 - cyj

-1 + ced)

j=1
et on montre facilement le :

Lemme.- 1L existe une sernie formelle U de La gorme ¢
Uy) =ay"(1+ 2 any™ +blogy, a>0, an ,bER,
n=z

unique a addition pres d'une constante, qui vérnifie formeflement :
Uh(y)) = U(y) + 2mi

La série formelle V(y) = ﬁ(yl/ ) représente une fonction r2sunrgente au sens

d'Ecalle ([18]). Indiquons camment cela permet de récupérer 5 et 5 . Posons

V) =2 109y + aya + W)

et considérons la transformée de Borel formelle de W :

R (n/xr)-1
WQ = = anC 77"
n>1 T'(n/x)
Dans le revétement & r feuillets (Er de € ramifié 3 l'origine, cette

série converge au voisinage de l'origine et la fonction W se prolonge analytique-
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ment le long de tout chemin dans G:r dont la projection sur T ne rencontre pas
Z . De plus, dans tout secteur fermé de G:r dont la projection ne coupe R qu'en

-

0 , la croissance de W & l'infini est au plus exponentielle ; on peut donc poser

(avec 0<6<m) : Wiy = Y R@ a, Rely <O
Arg(=+6

assez grand,

+ b +
vV (y) =;Logy+ay(l+w )

et on a finalement :

£ (y) = exp W (¥9))
_iy = exXp Y .

De plus, V' (resp. V ) admet V comme développement asymptotique & 1'in-
fini dans le secteur (*)™F (resp. (®7)7T ).

Justification sommaire.- La série U est r-sommable au sens de Ramis ([201, [21]) ;

ses coefficients vérifient des conditions de Gevrey d'ordre 1+ 1/r ;. sur un sec-
teur d'ouverture < m/r (comme D ), il n'y a pas quasi analyticité (théoréme de
Borel - Ritt) et de nambreuses fonctions holomorphes dans ¥» admettent U come

développement asymptotique. Mais sur un secteur d'ouverture 2= m/r (came D+ ou
V- ), il y a quasi analyticité (théorémes de Nevanlinna, Watson) d'ol la possibi-

1lité de récupérer f;-" ’ fJ7 par transformées de Borel et Laplace.

5. COMPLEMENTS SUR LE GROUPE D'IL'YASENKO

Notations et définitions :

A un semi-groupe additif discret contenu dans R** ;

A le groupe affine des applications : zl— az+b , a>0, bER;
d' : D — A, 1'haomomorphisme naturel ;

a 1'algébre des séries formelles g-d'(g) , g€ D ;

D, = {z€C, Re z2K( + Log* |z|)} , pour K> 0 ;

P(A,K) 1l'algébre de fonctions sur DK engendrée par les "mondmes"

zre_)"z(r €N, A €A) qui sont bommés sur D, (i.e. r<AK) ;

Q(A,K) 1l'algébre de Banach camplétée de P(A,K) pour la norme uniforme ;
QA) = U Q@A,K) , Q@=UQ©) .
K0 A
PROPOSITION.- 1) Pour tout g € Q , il exéiste K> 0 et g€ Q tels que § s0it
developpement asymptotique uniforme de g sur DK .

2) L'homomonphisme gl— g est injectif.
3) Pour tout £ € I, f£-4d'd(f) appartient a Qq .
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Remarque.- Pour f € I , la série formelle d(f) ne converge pas, en général, i
cause des petits diviseurs ; mais il est possible d'en regrouper les termes (les
"compensateurs” d'Ecalle) de fagon que la série modifiée converge ([22]).

L'autre résultat important pour la suite est la possibilité de reconstruire f
a partir de d(f) d'une fagon analogue & celle du n°® 4.3. Soient f €I ,
fo = £-a'a(f) , et o = dA(f) -@'a() =3, e-}‘ZNPA(z')v ; pour K> 0 assez grand,
posons z=hw) =w+Klogw, fi1=fooh, £1=fooh .Ona:

= _ AW - = .
Fi = 2 ™ wp wrKIogw = 2 0,0

d'autre part, f4 est holamorphe et bornée dans un damaine {Re w = wo} , véri-

fiant de surcroit : J'w° +ioo
vomiso |E10 | ] < 4o

soit 0, la transformée de Borel de Q ¢

ot+ico T

1 o, aw, T20.

. W
G, © =—J
A W

2mi .
o—1c°

ona §,(0) =0 pour T € [0,A] , donc la transformée de Borel formelle
)EA Q}\(Q de f, définit une fonction £, sur R* . Le point crucial est que
cette fonction croit au plus exponentiellement en C , et qu'on peut obtenir £,
par transformée de Laplace :

m -
£1 () =j e E (@) aC .
0

6. FACTORISATION DE L'APPLICATION DE RETOUR DU POLYCYCLE C
On notera dans la suite E l'application exponentielle.

6.1. Applications de transition admissibles. Profondeur

Pour 1<n'<n, onnote Nt(n') (resp. N (n') ) le nawbre de singulari-
tés semi-hyperboliques contractantes (resp. dilatantes) parmi p,,...,Pp: . Quitte
a changer l'orientation de ¥ et la numérotation cyclique de p4,...,Pn , On peut
supposer qu'on a N*t(n') 2 N (n') pour tout 1 <n' <n . Un calcul facile montre
alors le :

Lemme.- Supposons qu'on ait N*(n) > N-(n) . 1L existe alors 8> 0 ztel que L'ap-
plication de rnetour £ swt Tn verifie £(z) > eez
polycycle C n'est donc pas Limite de cycles Limites.

pour z assez grand. Le

On supposera dorénavant qu'on a N*(n) = N (n) . On appelle profondeur du
polycycle C la valeur maximale de N+(n') -N-(n') lorsque n' décrit 1,...,n.

Plus généralement, on dira que l'application de transition de Ti a Tj
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(avec 0 <i < j<n) est adnmissible si on a
((N*(£) = N*(1)) - (N-(£) - N~(1)) d—-eﬁfN(i,K) 20 pour i<£<3j et N(i,j) =0;
on appellera profondeur de cette application la valeur maximale de N(i,{) , pour

ise<ij.

6.2. Factorisation d'une application de transition admissible

Soient 0 < i < j <n ; supposons que l'application de transition £ de T,
a Tj soit admissible, de profondeur N .

Si N =0, les singularités p, sont hyperboliques et f appar-

1+1""’pj
tient & I .
Supposons N > 0 . Il existe alors s 2 1 , et des entiers

is +1 déterminés par les propriétés

Lo . - . - .
i 1O<11<11<...<15<1S<J+1

suivantes :
-pour 1<r<s, pir (resp. pj1 ) est semi-hyperbolique contractante
r
(resp. dilatante) ;
- si 1) (avec i< £ < j ) est semi-hyperbolique, il existe r € {1,... s}
. Ly
tel que J.rSIZSJ.r,
-pour 1<r<s, l'application fr de transition de Tir a Ti]','.—l est
admissible de profondeur au plus N-1 .

On factorise donc f sous la forme suivante :

f=hs(,ké‘1 o fg o kg ohy ;o .nt °h1°ki_1 oflokloho'
ol kr (resp. kl".'_1 ) est l'application de transition & travers la singularité
semi-hyperbolique contractante p;  (resp. dilatante py: ), et ho,...,hs ap-
r r

partiennent au groupe d'Il'Yasenko I .

6.3. D'aprés 4.3, une application de transition k associée 3 une singularité

semi-hyperbolique contractante s'écrit :
]=<=9+o§+IE+=Eoy_+oPrr

oi r €N* , P désigne 1l'application y b— yr , Vt a été décrite en 4.3 et
g‘* est un germe de difféamorphisme holamorphe de (T,0) . Désignons par [k] ,

g , m les applications V* , g“ ’ Pr lues en coordonnée z . On a donc
k=go,E, [k] om . De plus, [k] n'est pas en général réelle mais admet 3
1'infini un développement asymptotique #8ef qui appartient 4 D . En introduisant
cette décomposition de k dans la factorisation du numéro précédent, on montre
(par récurrence sur la profondeur) que toute application de transition admissible
admet en coordonnée 2z un développement asymptotique & l'infini d(f) qui ap-
partient & D .
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Soit f une application de transition admissible, de profondeur N , facto-
risée camme au numéro précédent lorsque N > 0 . On définit :

D_4(f) = d'd(f) (partie affine de f) ;

Do (£)

g f si N=0,
1—1 1171 1 . .
hy m™" [kl]7 B D_ (£) Elk,Im ... h , si N>0;

(on écrit ks =g, E [ks] m, comme ci-dessus)

f pour £2N20,
Dz(f) = 4
-
hg k™ Dy (£g) kg hg o «.. h ) pour 0 < £L<N.
Lemme.- Pour tout £ 2 -1 , L€ existe A > 0 tels qu'on ait

E£+1

|£(z) - Dy (£) (z)| <E(- (Az)) , pour z assez grand.

Lorsque f décrit l'ensemble des applications de transition admissibles,
Dﬂ(f) parcourt un groupe d'applications qu'on notera Kl’. ; une application de KK
se prolonge analytiquement & un damaine de la forme :

z,Rez2A, |[Imz| <A} pour £=0,

{z,Rz>A, |Imz[<E(—E£_1(ARez))} ,pour £>0 .

On a KECK£+1 pour £2>-1, K,4=A , et Ko est engendré par I et les
applications [k] associées 3 des selles semi-hyperboliques contractantes. D'aprés
le lemme, toute application g dans KK (£ 2 0) a un développement asymptotique
d 1'infini qui appartient & D .

THEOREME.- L'homomonphisme d : Ko — D est infectif.

On esquisse la démonstration du théoréme, qui fait appel & la notion d'accé-
lération des fonctions résurgentes, au numéro suivant.

COROLLAIRE.- S{ g € Ko est distinet de L'identite, 4L existe A >0 el qu'on
ait |g(z) - z| > E(- Az) powr z assez grand.

THEOREME.- Sodent £20 , g€ K, distinet de £'identite ; it existe A >0 tel
qu'on ait |g(z) - z| > E(- E’(/'(Az)) pour z assez grand.

Ce théoréme termine bien slr la résolution du probléme de Dulac ; sa démons-—
tration fait appel a des développements formels qu'f)calle appelle "transasympto—
tiques" (ils ne peuvent plus s'interpréter comme développements asymptotiques or-
dinaires) et & la resammation de ces développements ; nous évoquerons ceci au
n°® 8.
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7. L'ACCELERATION ET LA QUASI-ANALYTICITE DE Ko
7.1. Pour motiver ce qui suit, considérons la situation (tr&s simplifide) suivante.

Soit U(y) =b Logy + ay" (1 + W(y)) , w(y) = rezl an Yy une série formelle
associée a une singularité semi-hyperbolique comme en 4.3. L'entier r 2 1 s'ap-
pelle le niveau de U (ou w) ; pour récupérer une fonction w i partir de w ,
on pose W(y) = W(yl/ r) , on prend la transformée de Borel W de W puis la

transformée de laplace W de W , et on pose w(y) = W(y") (c§. 4.3).

Supposons maintenant qu'on se donne deux séries formelles w; , w2 du type
précédent, de niveaux distincts r; < r2 . Comment récupérer, en connaissant seu-
lement r, , rz et la série "brute" W = Wi + Wa , la fonction wq +wz =w ?

Si on pose W(y) = w(y"") , la transformée de Borel formelle W de W ne
converge en général au voisinage de l'origine que pour r < r, , mais elle est
alors a 1'infini de croissance exponentielle d'ordre > 1 , et on ne peut prendre
sa transformée de Laplace.

Les opérateurs d'"accélération", qu'on introduit maintenant, remédient 3 ces
problémes de "mélange de niveaux".

7.2. les opérateurs d'accélération ([23])

Pour 0 < a < 1 , considérons la fonction entiére :
“+co
_l _\D—1 . l"(1+m)
C Q) = - nzl (-1) sin(nno) % T o .
Elle vérifie :

1
2(1=a) [ 1 LIS — 4o
C, @ ~K T E(c ) g L <5 (-0, [T — e

L'opérateur intégral d'accélération d'ordre o défini par :

S B g -
€ &) = 51 | o) ¢, ©G o, -

associe d une fonction ¢ , continue sur R** , intégrable en 0 et 3 croissance

exponentielle d'ordre < (1-a)-' une fonction Ca(cp) holamorphe dans le secteur

ml-a
o, e <3izel.

L'opérateur ¢ a préserve la convolution ; il est conjugué, via la transfor-
mation de Borel formelle, au changement de variable z — 2z dans le sens sui-
vant : soient r >0 , et w = ré: an 2™ une série formelle r-samable dans la
direction de R* ([20], [21]), par exemple celle considérée en 7.1 ; si on pose
WY(z) = W(ZI/Y) pour Y > 0 , la transformée de Borel formelle ﬁY de ’ﬁy con-

verge au voisinage de l'origine pour y < r , et pour Yy < r c'est une fonction
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entiére (sur la surface de Riemann du logarithme) & croissance exponentielle d'or-
dre <

f_; on a alors
r-y'

W o= W ' <
WY' CY/Y'(WY) , pour YL<Y'<r.

Pour 0 < Qa4 ,Q, <1 es Opexateuxs C [ et C COulClde.ut 13 ou llS
2 r 1 a (o) Q10

7.3. Les algeébres 1\(po pr)

Soient 0<p,<p;<...<p, des nambres réels ; on pose a; = plj;;l pour
1<1i<r . Nous dirons, aprés Ecalle (qui emploie d'ailleurs le terme dans un
contexte légérement différent), qu'une série formelle W(z) = A.?A z P, (Log 2)
(PA € C[z] , A cR** , discret) est accélérosommable dans la direction de R* ,

de niveaux | si les conditions suivantes sont réalisées :

- la transformée de Borel formelle wWo de wo(2z) = W(zl/ Poy  converge au

voisinage de l'origine et se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de

R* de croissance exponentielle d'ordre < oo
=1

; on peut donc définir
W = CCI.1 (Wo) ;

-pour 1<i<r-1, la fonction lei =C,. (‘:’i-l) est holomorphe dans un
i
secteur {|Arg T| < 6;} et & croissance exponentielle d'ordre < —L  dans

e definir o - T l-ain
ce secteur ; on peut donc définir Wil = c°'1+1 (wi) H

- la fonction er est holomorphe dans un secteur {|Arg {| <63 , & crois-
sance au plus exponentielle dans ce secteur.

On peut donc prendre la transformée de Laplace W, de ‘:’r , et la fonction
w(z) = wr(zpr) sera dite somme de W ; elle admet W camme développement asymp—
totique 3 1'infini. Revenant 3 1'exemple considéré en 7.1, la série W = W1 + Wa
est accélérosammable de niveaux rq, r2 et de some wq + w2 (mais pas dans la
direction de R* ol w a des singularités ; il faut commencer par conjuguer
Wi,wz par de petites rotations).

PROPOSITION.- Les 484ies W qui verifient Les conditions précidentes forment une
algebre stable parn dérivation, notée i\(po pr) , qui contlent, pour
1<ic<r, L'algebre des sérnies pi-/sommabtws dans La direction de Rt .

Remarque.- On a bien slir, pour tout 8, € R , une notion d'accélérosammabilité
dans la direction {Arg z = 99} : une série formelle w est accélérosamable
dans cette direction si la série w(e_l‘So z) 1'est dans la direction de TR* .

7.4. Quasi-analyticité de Ko

Construction de £'inverse de d : Ko — D .

Soit fzgs°h5°gs—1°"‘°gl°hl un élément de Ko ; pour
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l1<i<s, hi appartient & I , et on note A’i le coefficient de z dans
d(hi) i les g, sont des applications de la forme [k] ou [k]=" (c§. 6.3) as~
sociées a des singularités semi-hyperboliques ; le coefficient de z dans d(gi)
est égal & 1 . Posons W, = 0N A. pour 1<i<s et réordonnons 1l'ensemble

j<i ]
{ul,...,us} = {po< Py < ... <pr} .

Posons y = e?° = M(z) et considérons la série formelle :
Modf) o M =bySQ+ T o),

avec b>0, On(y) =y ™ Ba(logy) , Mo >0, Lim An=fe, et Bn €RIX] .

La transformée de Borel @1 de On est de la forme :
@ =™ r@og O , R ERIX] .

La série Z0n(C) est en général divergente i l'origine (3 cause des petits di-
viseurs) mais un changement de variable { =E(-w- KLogw) (K> 0 assez
grand) permet de la "resommer" exactement camme au n° 5, pour obtenir une fonc-
tion @(T) .

On peut alors & partir de ¢ appliquer successivement les opérateurs d'ac-
célération Cp o/P1" " ..,Cpr_l /oy pour obtenir une fonction ( & croissance au
plus exponentielle & 1'infini, dont on prend la transformée de Laplace ¢ . On
récupére finalement £ grdce a la formule :

Mo £ oMy =by™S1 + wPPoy .

Remarques.- 1) Les intégrales définissant les opérateurs d'accélération et la
transformée de Laplace doivent étre prises sur un rayon {Arg L =&, 6> 0 ,
car les fonctions considérées ont (en général) des singularités au dessus de Z ;

=

c'est la raison pour laquelle on récupdre des fonctions 3 valeurs complexes &
partir de développements asymptotiques 4éels.

2) Supposons que les développements asymptotiques d(hi) (1 <1i<s) soient
convergents. La série I On({) est alors convergente au voisinage de l'origine,
et la série formelle I Qn(yP°) est accélérosommable dans la direction
argy =& (6> 0, petit), de niveaux p_ ...,p, et de samme VY . 1a
justification principale de la construction précédente est le fait suivant : si f
et g sont deux séries formelles accélérosommables de niveaux Py -+ Py, (de
samnes respectives f et g ), alors h(y) = £(y + E(y)) l'est aussi, et sa
somme est h(y) = f£(y + g(y)) (pour voir ceci, on utilise 1l'opération de "campo-
sition - convolution", conjuguée de la composition des séries formelles par la
transformation de Borel formelle).

3) Dans le cas général, il faut remplacer les algébres 1\(po pr) par
des algébres plus grosses B(po oo pr) , encore stables par dérivation, ol le
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processus de resammation est celui décrit dans la construction ; 1l'cbservation
cruciale est la suivante : la transformée de Borel d'une fonction ¢ de @ (c§.
n® 5) par napport a La variable y = E(z) appartient encore & @ , et son déve-

loppement asymptotique est la transformée de Borel foamefle de d(p) par rapport
a la variable vy .

8. DEVELOPPEMENTS TRANSASYMPTOTIQUES

8.1. Toutes les idées nécessaires a la démonstration du deuxiéme théoréme de
6.3 ("quasi-analyticité" de KK ) sont maintenant en place. Le principe de la dé-
monstration de ce théoréme est le suivant : & une application Dy (f) factorisée
camre en 6.3, on associe un développement "transasymptotique", qui est par défi-
nition la "camposition formelle" des développements asymptotiques des termes de
la factorisation de Dz(f) ; il est alors possible, en combinant les différentes
techniques de resammation introduites précédemment, de récupérer 1'application
Dz(f) a partir de son développement transasymptotique Bz(f) ; en particulier,
ona D,(f) =id si 5£(f) = id ; lorsque Sz(f) n'est pas 1'identité, la dif-
férence 5£(f) ~id a une partie principale qui garantit aprés resommation la
conclusion du théoréme.

Je vais détailler un peu ceci pour D, (f) , le cas général n'étant pas es-
sentiellement différent.

8.2. Calculs formels
Une application F = Dq(f) s'écrit (cf. 6.3) :

F=FS°GS°F "'°G1°Fo'

s-1

=E1 q' ' 3 -
avec Fi € Ko B Gi E™1 gi fi 9; E, fi € Ko et g,,9; convergentes (a coef:
ficients complexes). On peut méme supposer que la partie affine de fi est tri-

viale, de sorte que Gi posséde un développement asymptotique de la forme
z+ I E(-OCE(z) Q , Q_€ClE(z) ,E(~-2)]
o (e) (¢]

Notations.- 1) T est l'algébre des séries formelles A>€:A E(- A2) P}L(Z) , avec
P, € Clz] et A discret et minoré dans R .

2) Soit A une algébre ; les séries formelles ]ER+ r 3 Yzcl Y;Or ,
avec a, €A et a = 0 sauf pour une partie discréte de (k+)Y , forment une
algébre notée A <Y1""’Yr> .

Posons z;., = Fio Fijoero Fo(z) pour 0<i<s et
AF(z) = F(2) - zZ_p - On calcule formellement AF par la formule de Taylor en
traitant dans un premier temps les z; come des variables indépendantes ; on

obtient ainsi un élément AF, de L <E2(z)),...,E2(z))> , ob L est l'algdbre
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engendrée par les fonctions E(zj) , E(—zj) , D['l-"j (zj) (lsj<s,221) .

Par ailleurs, écrivons le développement de E(zi) déduit de celui de zg

sous la forme E(zi) = Pi(z) + Si(z) , avec Si(z) = o(l) et

_ m .
Pi(z) = 0;‘30 E(oz) z ac,m (somme finie) .

meN
On choisit une base QreerQ de l'espace vectoriel réel engendré par
Pl"”'Ps qui vérifie :
i) les coordonnées des Pj dans cette base sont positifs ou nuls ;

ii) Qi+1(z) =o(Qi(z)) pour i=1,...,r-1.
On pose Y, = E(Q (2) ; on déduit de AFo un &lément AF de K <Y,...,Y>,
ol Z est l'algébre engendrée par L et les E(—osi(z)) , 1<is<s, o>0.

Tout élément q de ¥ a un développement asymptotique d(g) qui appartient
a T .L'slément &F de L <y, ... Y > déduit de LF1 est le développement
tansasymptotique de AF .

8.3. Resammation

Le premier point crucial est que 1'homomorphisme d : § — T est injectif,
et qu'on peut calculer son inverse par la méthode indiquée en 7.4.

On récupére donc AF, € % Ypreeer¥> a partir de AF . On considére AF,
comme élément de ¥ <Yr> <Y1 Yr—l
de E<Y>.Soit £=3IL y;" un tel élément ; il possé&de des "niveaux"

Py - Py (c§. 7.3) ; on pose y = Y§° = E(po Qr(z)) = H(z) , et on considére la
transformée de Borel formelle £ de £ o, H' .
7 57 C(O/po)—l

) Q@ = Zo * —I_‘_(_O/—_p:)_
ol ZO est la transformée de Borel de I’o o H' . On procéde ensuite comme en 7.4

> , et on commence par resammer les éléments

’

pour resammer z , puis accélérer et récupérer £ , H-' par transformation de
Laplace (les "coefficients" £ g Se comportent essentiellement camme des cons-
tantes) .

On répéte successivement ce procédé par rapport aux variables Yo _qyreeer¥
et on obtient finalement la fonction AF .

1

8.4. Remarque.- Les variables Yl P ,Yr sont ici des fonctions explicites de z.
En considérant les développements transasymptotiques associés a Dz(f) , 222,
on introduit des variables auxiliaires dont la définition contient des exponen-
tielles de séries formelles. Il faut alors commencer par resommer celles-ci par
les techniques usuelles.
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9. REMARQUE

La démonstration qu'on a évoquée ci-dessus utilise au maximum les propriétés
analytiques des applications de transition, et évite dans la mesure du possible de
faire beaucoup de calculs formels.

Une autre approche serait au contraire de faire l'essentiel du travail dans
un cadre formel, en essayant de coamprendre dans quelle mesure les développements
asymptotiques des applications de transition peuvent se compenser par camposition.

En développant cette approche, ﬁcalle, Martinet, Moussu et Ramis sont parve-
nus 3 montrer le résultat suivant [3] : si l'application de retour est analytique,
les singularités semi-hyperboliques du polycycle se regroupent en paires dila-
tante - contractante de singularités isamorphes & ramification finie prés.
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