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Séminaire BOURBAKT Novembre 1987
40é&me année, 1987-88, n° 686

HOMOGENEISATION

par Hedy ATTOUCH

PLAN :

1. Introduction.

2. Exemples.

3. Méthodes énergétiques et campacité par campensation.

4. Convergences variationnelles. Méthodes de I'-convergence, €pi-convergence.
5. Comparaison des différentes méthodes.

6. Homogénéisation avec information incompléte. Homogénéisation stochastique.

1. INTRODUCTION

Ces derniéres années ont vu un développement considérable dans 1'étude et
l'utilisation des matériaux composites, principalement dans les branches i technolo-
gie avancée (matériaux nouveaux, industrie nucléaire, aérospatiale...). La structure
de ces matériaux peut étre trés diverse (structures stratifiée, fibrée, matériaux
poreux...) leur point commun étant d'étre camposés de divers constituants intimement
mélangés, imbriqués. Une difficulté majeure rencontrée dans 1'&tude des équations de
la physique dans de tels matériaux est que les divers paramétres physiques (coeffi-
cients de conductivité, d'élasticité...) sont discontinus et varient trés vite d'un
constituant & 1'autre. Une approche numérique, type éléments finis, basée sur une
méthode de discrétisation, tambe alors en défaut. En effet, pour prendre en campte
les conditions de transmission d'un constituant & l'autre, le pas de discrétisation
doit étre pris trés petit, a 1'échelle de la structure microscopique du matériau, le
temps et le colit du calcul devenant, par conséquent, prohibitifs.

La théorie de 1'homogénéisation repose sur la remarque suivante : lorsque les
constituants sont intimement mélés, la structure microscopique du matériau devient
trés complexe, en contrepartie d'un point de wue macroscopique le matériau tend 3
se comporter comme un matériau idéal, homogéne. La théorie de 1'homogénéisation se
propose de déterminer ce probléme homogénéisé (il est préférable de penser en terme
de probléme homogénéisé plutdt que de matériau homogénéisé car le processus d'homo-
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H. ATTOUCH

généisation dépend du phénaméne physique &tudié). Le traitement numérique du pro-
bléme hamogénéisé reléve alors des méthodes classiques. Au départ, ce sont donc des
considérations numériques qui ont motivé le développement de la théorie de 1'homo-
généisation. Nous verrons plus loin d'autres champs d'application de cette théorie
(contrdle, optimum design...). Sans entrer dans les détails, disons tout de suite
que 1'étude du processus d'hamogénéisation souléve des problémes mathématiques fort
délicats & résoudre. Outre 1'importance technologique du sujet, c'est ce challenge
et la grande curiosité suscitée par 1l'apparition de termes dits "étranges" dans
certains problémes homogénéisés qui ont motivé de nambreux travaux mathématiques.
Il y a autant de problémes d'homogénéisation qu'il y a de problémes physiques, de
lois de comportement et de conditions aux limites (lorsque celles-ci interviennent
a 1'échelle microscopique comme dans les matériaux poreux , rugueux, fissurés...)
Nous nous attacherons donc plutdt & décrire les méthodes les plus générales fonction-
nant aussi bien pour les problémes linéaires que non linéaires, mettant 1'accent
sur :

a) les méthodes énergétiques avec l'utilisation d'outils type compacité par
campensation développées par Murat & Tartar [31] [34] [41]

b) les méthodes variationnelles avec l'utilisation des concepts de convergen-
ces variationnelles (I'-convergence, épi-convergence, Mosco-convergence) introduits
par De Giorgi [20], Mosco [30], Attouch & Wets [7 ] ... et utilisés en homogénéisa-
tion par Marcellini [28], Carbone [13], Dal-Maso & Modica [19], Attouch et Buttazzol[4]...
D'autres méthodes sont également trés intéressantes en vue de la résolution de pro-
blémes d'homogénéisation, citons

c) développement asymptotique par la méthode des échelles multiples
cf. A. Bensoussan & J.L. Lions & G. Papanicolaou [ 9 ], E. Sanchez-Palencia [38]
particuliérement adaptées 3 1'étude des problémes linéaires.

d) méthodes probabilistes lorsque le probléme a une interprétation probabi-
liste, cf. Papanicolaou & Varadhan [ 36] , Yurinskij [46] ...
Pour le lecteur désireux d'aller plus avant dans cette théorie, citons parmi les
nombreux ouvrages parus sur la question :
A. Bensoussan & J.L. Lions & G. Papanicolaou [ 9 ], E. Sanchez-Palencia [38],
H. Attouch [ 1 ], A.V. Marchenko & E. Ya Hruslov [29], J.L. Lions [26], N.S.
Bahvalov & G.P. Panasenko [8 ] .

2. EXEMPLES

Nous nous intéresserons principalement 3 deux situations "modéles", signifi-
catives quant & l'utilisation des diverses méthodes exposées ci-dessus. Nous
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considérerons des problémes aux limites posés dans £ un ouvert borné régulier de

RN (N = 1,2 ou 3 dans les applications). Nous noterons x € O la variable d'espace
et € réel strictement positif désignera la "périodicité" de la structure microsco—~
pique. Dans un premier temps, nous étudierons le cas des structures périodiques
déterministes (nous parlerons plus loin du probléme d'homogénéisation stochastique).
A cet effet, étant donné

Y =10,1(N 1a cellule unité dans B

nous considérons la structure e-périodique dans B engendrée par €Y.

2.1 - Equation de 1'électrostatique

Supposant les différents constituants homogénes et isotropes, la conductivité du
matériau est décrite par la fonction

X
X +—> a (E)

< + . PRV ~ . . .
ou a : ]RN —> R est une fonction Y-périodique donnée. Pour visualiser cette situa-
tion nous avons représenté ci-dessous un matériau formé 3 partir de deux composants
de conductivités respectives a et B.

—— 1 Y
‘Q%“‘ Q -—aza
re[o [l [9/a[8]o]0 :
plefele[s]v[ef0[a]a] |- I I
OV 9/9/9/%/4/% 0,
JER s 0 1
ares
! fig. 1

Si la frontiére de Q est ma:.ntenue au potentiel u, donné, en présence d'une densité
de charge f sur Q (f € L (Q)) le potentiel d’equlllbre u:Q —> R est solution
du probléme variationnel suivant :

(1) min{%fga(%) [Du(x)|2 ax - Jof(x) u(x) dx : u= u, sur 3Q}

dont 1'équation d'Euler est :

(2)

u=u sur oQ.

%- div(a(® Du(x)) = £(x) sur @
[e]

Le véritable probléme physique se pose i € = €7 petit mais fixé. Comme nous 1'avons
expliqué, bien que les problémes (1), (2) soient bien posés mathématiquement, leur
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résolution numérique est difficile. L'idée de la théorie de 1'homogénéisation est de
considérer € comme un paramétre et de faire tendre € vers zéro dans les équations
considérées. Ce faisant, pour chaque € > 0, on va avoir u solution de :

- div (@) Du) = £ sur @
(2)
€ u =u_ sur 9N
€ [e]

la question étant de passer 3 la limite sur (2 €) lorsque € —> 0.

Supposant +» > B8 > o > 0, on a ae(x) 1= a(’é) Za >0 sur Q. Il résulte de 1'iné-
galité de Poincaré que la suite {ue ; € —>0} reste bornée dans ut () et donc
faiblement relativement campacte dans ut (R) . On peut donc extraire une sous-suite
(que 1'on notera encore u€) telle que

u —> u dans ul(Q) faible.

Cette information ne nous permet pas pour autant de passer 3 la limite sur (28)

ia(é) — J, aly)dy L” étoile faible
(3)

Du, —> Du dans 12 faible

car le produit de deux suites faiblement convergentes n'est pas en général conver-
gent, méme au sens des distributions !

Le passage a la limite dans le cas N = 1 est 3 cet égard significatif :
Introduisant

(4) Ee = a. IZ'ue
on a
_ 1
(5) Due =3 - Ee .
€

La suite {Ee ; e—>0} reste bornée dans L2 (Q), ainsi que la suite des dérivées

{%56 ; E—>0} (car di =% lorsque N =1 !). Elle reste donc bornée dans

Hl () et donc relativement compacte dans L2 () fort d'aprés le théoréme de Rellich-
Kondrakov. On peut alors passer a la limite sur (5) :

Notant 2

g —> & dans L7(Q) fort

on obtient

(6) Du = (f

Passant 3 la limite au sens des distributions sur
- ._d_. E = f
dx ~e

10
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on obtient

(7) -==f.

fl&

Combinant (6) et (7) il vient

d 1 du, _
(8) "&X—(U l)&_f.
Y a
Le coefficient homogénéisé en dimension un est donc ll qui est différent de
Ya

fY a lorsque o # B ! Lorsque les deux contituants sont également répartis, on ob-

tient comme conductivité homogénéisée la moyenne harmonique de o et B.

Ce résultat particuliérement simple est propre a la dimension 1. Un raisonnement
physique élémentaire montre que, dés la dimension 2, la répartition géométrique (et
non seulement la proportion) des différents constituvants va jouer un rdle important :
prendre une structure stratifiée avec des inclusions "isolantes" :

/N

o W
non
™ Q
L]

@

fig. 2

Supposant o petit devant B le matériau va é&tre bon conducteur dans la direction x
et mauvais conducteur dans la direction y.

Le matériau homogénéisé va hériter de ces propriétés ce que 1l'on peut résumer en
disant que :

Un matériau homogénéisé obtenu en mélangeant des matériaux homogénes isotropes n'est
plus nécessairement isotrope.

L'exemple de la structure en échiquier est intéressant : on considére Q=Y= 10, 1[ 2

constitué de n2 carrés élémentaires de cOtés % :

o o Le coefficient homogénéisé est égal 3 la
/ VI
~ — ela=g moyenne géométrique de o et B :
', // e
l/nT 7 ‘o 3 =
Mz ! v v 7 ahcm oB
S P eta=a
VN fig. 3

A partir de la dimension 3 on ne connait pas, pour 1'échiquier, de formule explicite
donnant 3 om &N fonction de o et g (les formules générales que nous donnerons plus
loin font intervenir la résolution de problémes variationnels auxiliaires) !

11
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2.2 - Ecoulement de fluides dans les milieux poreux

La modélisation mathématique que nous décrivons ci-dessous est volontairement simpli-
fi€e (nous considérons en particulier un probléme scalaire au lieu du probléme vec-
toriel type Stokes ou Navier-Stokes) mais contient les éléments significatifs rela-
tifs & 1'homogénéisation de tels problémes.

On considére un domaine © avec de nambreux petits "trous" notés {Te,i ;1€ T(e)}.

Le matériau Q_ = Q\ U T . est formé par le complémentaire des "trous".
€ ieI(e)

Pour prendre en compte la densité de matiére on va supposer que les trous T e i S

déduisent tous par translation h, h € EZN , d'un homothétique reT d'un trou T C Y
(avec re <1)

1 Y
1 \x
CEEIREEREESD S
WEFEE EEEFEEEN —— trou
[ [Jolok[olololel ]/ |l "matériau"
R EEEYE 0 1
&OGODOOO/
S [ B e
S
€
>?< fig. 4

Supposant le fluide visqueux la condition aux limites considérée sera de type
Dirichlet : u=0 sur BQE = aTE U a0

oin T = U T

€ jer(e &1

=

On est donc amené 3 étudier un probléme aux limites sur un ouvert finement perforé

§2€ (sa frontiére est non conmnexe, fragmentée en de nombreuses composantes)

- M_=f sur
0 { ¢ e

€ = = V]
u, =0 sur BQE BTg N

dont la formulation variationnelle est :
. 1 2 A 1 -
(10,) min {5 fo |Du(x) | ax - fo fudx : u€H (@) et u=0 sur T_1} .

L'étude du comportement limite lorsque ¢ —> 0 de cette suite de problémes dépend
en fait de re o c'est-d-dire de la densité de trous. Lorsque r, est de 1'ordre de €

on obtient la loi de Darcy, lorsque re est de 1'ordre de eN/N -2 (N > 2) on obtient

12
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la loi de Brinkman.

Nous reviendrons plus loin sur ces exemples. Mentionnons juste 1'apparition dans la
loi de Brinkman d'un "terme étrange" : u. — udans H(l)(Q) faible ol u est solu-
tion de :

(11)

-Au + Cu =f sur
{u=0 sur afN

ol C est une constante positive s'interprétant en termes de capacité harmonique du
trou T dans ]RN.

Nous allons maintenant décrire les outils mathématiques permettant d'étudier les
situations précédentes.

3. METHODE ENERGETIQUE ET COMPACITE PAR COMPENSATION.

La méthode énergétique peut se résumer ainsi : on établit tout d'abord des
estimations uniformes sur les {u€ ;€ —> 0}, puis 1'on passe i la limite sur la
suite des problémes considérés en multipliant par des fonctions tests choisies de
fagon ad hoc. Elles doivent étre choisies suffisamment nombreuses de fagon & pouvoir
identifier le probléme limite, la difficulté principale résidant, comme nous 1'avons
signalé, & passer a la limite sur le produit de suites faiblement convergentes.

La méthode de compacité par compensation permet dans de nombreuses situations de
surmonter cette difficulté.

Etant donnees deux suites {u ; € —> 0} et {v ; € —> 0} faiblement convergentes
dans L (R) , la méthode de compac1te classique peut se formuler alnSl ¢ sSupposons
toutes les dérivées de la suite {v ; € —> 0} bornées dans L Q). Alors la suite
{v’3 ; € —> 0} est bornée dans H (Q) et donc relativement compacte dans L (Q) fort

d'aprés le théoréme de Rellich-Kondrakov. On a

u —— u faiblement dans L2 ()

v. ——————> v fortement dans L2 Q)
et donc uv, ———> uv dans D'(R) (en fait o(Ll,Lw) .
Dans un raisonnement-type compacité par compensation, on va supposer que certaines
dérivées de u_ restent bornées et que certaines dérivées de Vv, restent bornées,
1'information sur Ve devant étre en quelque sorte complémentaire de celle sur u_,
de fagon & compenser le manque d'information sur certaines dérivées de u - Le résul-
tat le plus connu est le théoréme dit divergence-rotationnel (F. Murat [31] et

L. Tartar [41]). Avant de 1'énoncer introduisons quelques notations :
Etant donné une distribution u € (D' (Q))N, Q ouvert de]RN, on note

13
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Ju

div u = ‘3?-

i=1

H

Bui du. N2
rot u gTj—fg;l-;l<i,j<N)€D'(Q) .

On note <.,.> et |.| le produit scalaire et la norme sur @ .

N
Xy = Iox Z x| =/<x,x>.
i=1
On introduit les deux espaces :
x@ = {uer2@Y, aivue?@}

2
Y@ ={ve LZ(Q)N, rot v € LZ(Q)N }

munis respectivement des normes

1/2
2 )

lulhy oy = ul’, o+ ldiv ul
L 12 (9)

@V

1Vl gy = v, o+ it vy, Y%

L7 (@) L™ (Q)

Théoré&me 3.1 - Soient {u€ ; € —> 0} et {vE ; € —>0} deux suites vérifiant :

U —>u dans L2 (S'Z)N faible, la suite {u€ ; e—> 0} restant bornée dans X(Q).

Ve —> v dans L2 (Q)N faible, la suite {v€ ; e—> 0} restant bornée dans Y(Q).

Alors :
<u ,v.> —> <u,v> dans D'(Q).

>0 -

Montrons comment la technique précédente s'applique & 1'exemple 1. Enongons tout
d'abord le résultat de convergence, et ce dans un cadre plus général avec des lois
de comportement éventuellement non linéaires :

Théoréme 3.2 - Pour tout € > 0, on considére u. solution de

-diva®, pu(x) = £f(x) sar Q
(3.1) € €

u. =u sur 9
€ o)

ol A:]RNX]RN

> ]RN satisfait, avec 0 < >‘o < Ao < 4o

14
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(i) A(.,2) est Y-périodique

vweR, vz, z, eR

(ii) <A(y,zz)—A(y,zl), 2,7z, > > Aolzz—z 1

!

Z G]RN.

N
(iii) |A(y,zz) - A(y,zl)| < A |zz-zl| ¥y ER, V2., 2,

> u dans Hl (2) faible ol u est solution de :

Alors u

-div @™pw) = f  sur @
(3.2) {

u=u sur o

avec pour tout z € ]RN

(3.3) ANz = Iy Aly, 2z + Da_(y)dy

W, étant défini comme solution du probléme variationnel

" div Ay, z + Dw,(y)) =0 surY

(3.4)
W, Y-périodique .

Démonstration du théoréme 3.2 - On obtient immédiatement & 1l'aide des hypothéses

(ii) et (iii) que la suite {u_; € —> 0} reste bornée dans H'(?). Notons

(3.5) F’e = A(é‘ ’ Due)

La suite (Eg) reste, d'aprés (iii), bornée dans L2 (Q)N. On peut donc extraire des

sous-suites telles que :

u
€

£

€

> u dans H1 () faible
(3.6) 2
> £ dans L™ (Q) faible .

Passant a la limite au sens des distributions sur
- div EE =f sur Q
on obtient

(3.7) -divg =f sur Q.

Le probléme est de faire le lien entre § et u !

Introduisons les fonctions tests suivantes : &tant donné =z E]RN fixé, on pose
(3.8) v (x) = <z,% + ew. ()

) € ! zZ €
ot w, est solution de (3.4). D'aprés la monotonie de A, pour tout z E]RN et tout

¢ ED(R) on a :

15
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X X
(3-9) fQ‘p(x) <A(E’DUE) _A(EIDVS)I DuE-DV€>dX> 0.
On passe & la limite sur (3.9) grdce au théoréme 3.1 (argument de compacité par
campensation) . En effet :
div A(SE, Du.) =-f reste borné dans L2 Q)
div A(%, Dvs) = div A(g, Z+Dﬂz (g)) = 0 par construction de w,

rot(Dug) = rot(Dva) = 0.

D'autre part :
A&, pu) > £ dans L2(Q) faible
AE,Dv) = Al., 2+Dw, () &) ——> sy Aly,2+Dw, (y))dy dans L@
2 N faible .
DuE > Du dans L™ (Q) faible .
DV >z dans 12(@)" faible.

€

Par conséquent :

Jge(®) < E() - A", Du(x) - z > dx > 0.

Cette inégalité étant vérifiée pour tout ¢ € D(Q), en localisant on cbtient

<E(x) - Ahom(Z), Du(x) —z> > 0 vz €R .
De la maximale monotonie de Ahom (que 1'on vérifie facilement sur la formule (3.3))
il résulte
E(x) = A (Du(x))

ce qui combiné avec (3.7) donne
- div(Ahom (Du)) = £ sur Q

qui est le probléme homogénéisé.

4. CONVERGENCES VARIATIONNELLES : METHODES de I'-CONVERGENCE, EPI-CONVERGENCE .

Dans la méthode énergétique exposée précédemment on travaillait directement
sur 1'équation d'Euler du probléme variationnel. Dans la méthode variationnelle on
travaille sur la formulation variationnelle du probléme sous forme d'un probléme de
minimisation
(4.1) Fe(ug) < Fe(V) W EX .

Rappelons quelques résultats classiques d'optimisation convexe permettant de faire
le lien entre les deux approches.

16
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Etant donné ¢ : X —> R VU {+©} une fonction convexe semicontinue inférieurement
et propre (#+w») on désigne par 9¢ : X —> x* son sous—différentiel :

> -
fe Bw(uo) < > ¢ (u) «p(uo) + <f, uuo> Vu € X

On a alors

(4.2) u, minimise ¢ sur X <=> Bsp(uo) >0.

L'opérateur 3 est maximal monotone de X dans x* (lorsque X est un Banach réflexif).
L'intérét de considérer des fonctions ¢ & valeurs éventuellement 4= est de pouvoir
inclure les contraintes éventuelles dans la fonction.

Supposons que 1'on cherche 3 minimiser Por U étant assujetti & rester dans un sous-
ensemble C de X :

(4.3) min { ¢o(u) :u€C}.
Introduisant /0 si uec
SC(U) =\
+ si ue€x\c

la fonction indicatrice de C, le probléme (4.3) se formule de fagon équivalente

min{fe(u) : u€ x} avec ¢ (u) =¢o(u) + Gc(u) .

L'exemple 2 se formule alors ainsi :

. 1
(4.4), m.Ln{Fe(u) tu€ HO(Q)}
avec 1 2
F (W = fQ[Dul dax + 6C€(u)) - Jo fudx
C, ={u€Hé (R :u=0 sur Te}'

Décrivons & présent la méthode d'épi-convergence (cf. Attouch [1 ], Attouch & Wets
[7] ...) (encore appelée I'-convergence). La premiére étape, comme dans la méthode
énergétique, consiste 3 établir des estimations uniformes sur la suite {ue ; €~>0}.
Il en résulte que la suite {u€ ; € > 0} est relativement compacte pour une certaine
topologie T. Soit

(4.5) u,

Pour passer a la limite sur (4.1), il faut passer & la limite sur le membre de
gauche et le membre de droite. En vue de caractériser u comme solution d'un probléme
limite

(4.6) F(u) < F() W E X

17
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on aura besoin de la notion de convergence suivante : en tout point v € X

V%«l€>v F(v) < lim inf F_(v,)
(4.7) . ©
W, —> v lim sup F_(v_ ) < F(v) .

€
On dira alors que F est la limite épigraphique ou plus bri&vement 1'épi-limite (rela-
tivement & la topologie 1) de la suite {F8 :€ > 0}, et 1'on notera :

(4.8) F=1- l:i_me Fe .

(Dans la terminologie de la I'-convergence, cf. De Giorgi [21], on dira que F est la
I'(t)-limite de la suite (Fa) et 1'on écrira F = I'(1) lim Fg) . La terminologie épi-
limite repose sur 1'interprétation géométrique suivante :

F = lJme FE <==> épi F = Lim (épi Fg)

ol

€pi F = {(uy,A) EXXR : A >F(u)}
est 1'épigraphe de F et

C = Lim Ce
€20

signifie que C est la limite de la suite d'ensemble (C e) au sens de Kuratowski-
Painlevé (C=Lim inf Ce = Lim sup CE ol Lim inf Ce est 1'ensemble des limites de
suites (Xe) avec x. € Ce pour tout €, et Lim sup C c est 1'ensemble des valeurs

d'adhérences de telles suites). Le résultat suivant résume les propriétés variation-
nelles de 1'épi-convergence :

Théoréme 4.1 - Soit {F_ : X —> R ; €+0} une suite de fonctions .
(i) Pour tout € > 0, soit u. minimisant F_osur X :
< ex.
F‘e (ue) < Fe (v) ¥ € X
Supposons que la suite {u8 ; €0} soit T-relativement compacte pour une topologie T
sur X. Alors 1l'implication suivante a lieu a)=>b)

a) F=T—limeF€

v .
b) inf Fe W> min F et toute t-valeur d'adhérence de la suite
{ue ; € > 0} minimise F sur X.

En particulier la suite {ue ; € ~ 0} converge tout entiére vers u, solution de

F(u) < F(v) W € X

lorsque la solution de ce dernier probléme est unique.
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(ii) Pour tout G : X —>1R, continue pour la topologie T,
T - lj_me(Fe +G) = T- lj.me E +G
(i.e. stabilité par perturbation continue) .
On peut montrer qu'en un certain sens 1'épi-convergence est la notion de con-

vergence la moins forte possédant les propriétés variationnelles (i) et (ii).
L' exemple élémentaire suivant X =R, T=topologie usuelle est déja, & cet égard,

significatif :
\ A
0
-1
fig. 5
Pour tout € > 0, Fe atteint son minimum en u, = e/2 et Fe(ue) =-1.

ona Lim@piE) =R xR U {(0,\) : 0 <A<-1}
= épi F
avec

0 si x#0
F(x) =<
-1 si x=0

et F atteint bien son minimum en u = 0, limite de u. lorsque € »~ 0. De plus

F(u) = li.m Fz-: (uE).

Montrons 3 présent comment appliquer ces notions sur 1l'exemple 2. (On pourrait
aussi bien le faire sur l'exemple 1, cf.[1 ]). D' aprés (4.4) la suite (Fg)
est équicoercive sur Hé(Q) : on peut donc prendre pour T la topologie forte de
L2 (?) . La perturbation J/fu étant continue pour la topologie T d'aprés le théoréme
4.1, ii), on peut, sans diminuer la généralité du résultat, prendre f = 0. On note
donc F_(w) =3/, |Du|? + 5o (.

€

Théoréme 4.2 - Prenons N = 3. La taille des trous étant de 1l'ordre de Tes le compor-
r

tement limite des problémes (4.4) c dépend du rapport "critique" —%
€

Te
a) si lim - = 0 alors
e>0 €
lim F_ = F avec F(u) =/ [Du]2 dx vu e 1 (9) .
e € Q o
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r
b) si lim —§=+oo alors

e+0 ¢

13'.me Fe =6 0} la fonction indicatrice de zéro.

c) si r = 63 alors

lime Fe =F avec
1 _1 2 c ., .2
Yu € H_(Q) F(u) =3 /o |Du|“ ax + 5 Jo W x)ax
3

C &tant égal & la capacité du trou T dans R” :

C = inf{ fQIDn|2 dx : we€E HICR3), W> 1 quasi-partout sur T}.

r
Corollaire 4.3 - Suivant le comportement de £ la suite u ¢ Converge vers u

3
solution de : €
a) si r€<23 - M =f surQ

u=0 sur 30
b)sir>t-:3 u=0 sur®

c) si r Cu=f sur Q

0 sur 3

R
™

w
T
>
s c
n +

Remarque 4.4 - a) Lorsque 1'on raisonne en terme d'épi-convergence de fonctionnelles
le terme "&trange" Cu apparu dans 1'équation limite trouve une interprétation natu-
relle : on peut écrire

F _(u) = % fQ[DuI2 ax + /o a_(x) u? (x) dx

0 si x€T
ol a. (x) = < €
+ sinon

La fonctionnelle limite

_1 2 c 2

F(u =3 fQ|Du| a + 5 [ u (x)dx
apparalt alors comme &tant du méme type,la contrainte u = 0 ayant pris une forme
relaxée, pénalisée.

b) Lorsque r., =€ ona donc u, —> 0 lorsque € -+ 0. La recher-
che de la partie principale de u. conduit a la loi de Darcy.

Esquissons la démonstration par épi-convergence du théoréme 4.2. L'idée générale
réside dans la remarque suivante : supposant que F = T - lJ‘me F existe, alors F
est donnée par la formule :
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(4.9) Vu € X F(u) = min{lim F, (ue) T u > u} ,

ce qui conduit & chercher parmi toutes les suites u. > u celle qui réalise le
minimum de lim Fe (ue) . Tirant parti du caractére local du probléme &tudié, on est
donc amené 3 introduire pour chaque € > 0, Pe le potentiel capacitaire de r €T dans
la boule €B de diamétre € contenue dans €Y. On &tend cette fonction par e-périodicité
a R3 tout entier et 1l'on pose

W, = 1- P,

r |7

s
1 i
—

/':, AN
', 1

eY

fig. 6
Un calcul €lémentaire donne, pour tout ouvert régulier w C Q

R

(4.10) s, IDw€|2 dx =~ Cap T. mes w.

™
wtm
.

r
Lorsque lim sup —§ < +o, la suite {wE ; € > 0} reste donc bornée dans H1 () et
€

donc relativement compacte dans LZ(Q) . Introduisant x e la fonction égale 3 1 sur
€Y\ €B, a zéro sur €B et eY-périodique on a :

(4.11) (1~w€))(€ =0 sur Q tout entier.

Notant que la suite X converge faiblement dans LZ(Q) vers une constante 6 > 0 par
passage a la limite sur (4.11) on obtient que :

> 1 dans L2(Q) fort.

(4.12) W

Etant donné un u € Hé(Q) , (que 1'on suppose régulier tout d'abord) on pose

u = u.w

oe €
On a bien 2
u ——> u dans L ()
et
uoE = 0 sur TE .
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Par conséquent-

F_(u ) |2

1
3 7q 'Duoe ax

1, (.2 2 2 2y
Efg{w€|grad u| + 2w_.Dw_.u.Du + u |Dw€| Yax .
Supposant r, = 63, il résulte de (4.10)

. _1 2 1 2
LmF (u ) =35/, | Du| dx + 5 Cap T. Jo u” ax .

On compléte la démonstration du point (i) de 1'épi-convergence par un argument de
densité et diagonalisation.

La vérification du point (ii) de 1'épi-convergence repose sur la comparaison
T
entre Fe(ue) ; U —> u quelconque et Fs(uoe) r Uge

o T > u construite précédemment.

D'aprés 1'inégalité de convexité
|2

1 2 1
el > = -
5 fQ |Du€| > .fQ |DuOe ax + fQ < Du_, D(u_ uoe) > dx

on se raméne a montrer que

lj_me<Duo€,D(u€— 0€)>dx=0 :

De nouveau le probléme se pose en terme de passage a la limite sur le produit de
deux suites faiblement convergentes. Aprés intégration par parties on se raméne a
étudier la limite de la suite

Ie=< —Aw€ ’ uE> 1 1!

(H O H)

que 1l'on résoud grace a un argument de D. Cioranescu & F. Murat [15] : on remarque
que

‘-AW€=L1€— YE

ol M mesure positive est supportée par les sphéres aB; et

u > Cap T dx dans H_1 fort !

€

et Y, mesure positive est portée par BTE (ol u, = 0) et donc n'intervient pas

dans le passage a la limite.

5. COMPARAISON DES DIFFERENTES METHODES.

Disons tout d'abord quelques mots sur la méthode des développements asymptoti-
ques avec échelles multiples. On cherche u_ sous la forme

(5.1) u_(x) = u_(x, ®/e) + e u (x, x/e) + e2 w, (% X/E)* ...

ou les fonctions u; (x,y) sont Y-périodiques par rapport & y. On remplace u_ par
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son développement dans les &guations et 1'on identifie suivant les puissances de ¢.
Cette méthode familiére aux mécaniciens (cf. Roseau ...) a été développé systé-
matiquement grdce aux travaux de Bensoussan & J.L. Lions & Papanicolaocu [ 9] et de
Sanchez-Palencia [38] . Elle est particuliérement adaptée aux problémes linéaires et
fournit assez rapidement la forme du probléme homogénéisé, ainsi que les termes sui-
vants du développement Uyl ey information fort utile numériquement. En contre-
partie, la justification du développement (5.1) est fort délicate et les résultats
fournis restent souvent formels.

A l'crigine de la méthode énergétique on trouve les travaux de Spagnolo [40]
sur la G-convergence, portant sur les opérateurs linéaires elliptiques du second
ordre et les opérateurs paraboliques et hyperboliques associés. F. Murat [34],

L. Tartar [42] avec l'introduction de la H-convergence et de la compacité par compen-
sation ont €largi le champ d'application de ces méthodes 3 nombreuses autres branches
de la physique mathématique (&lasticité linaire et non linéaire, hyperboliques non
linéaires, contrdle ...)

Lorsque les problémes considérés ont une formulation variationnelle la méthode
de T'-convergence ou épi-convergence, notions introduites par De Giorgi [20], Mosco
[301, Joly [23], Attouch & Wets [7 ] ... s'avére d'un usage trés souple. Elle s'im-
pose tout naturellement lorsque, par exemple, 1'équation d'Euler du probléme varia-
tionnel est difficile (voire impossible) & décrire, par exemple dans 1l'étude des
équations de la plasticité oli 1'espace énergétique est du type BV (Q) (Du est alors
une mesure !), cf. G. Bouchitté [11] ... ou dans 1'étude d'inéquations variationnel-
les, par exemple la torsion élastoplastique, cf. Carbone [13], Attouch [ 2].

Ces méthodes fournissent en outre la convergence des énergies et se marient fort
bien avec les techniques d'approximation et d'optimisation, comme la dualité, cf.
Suquet [41], Attouch & Aze & Wets [ 3].

Lorsque les problémes variationnels sont convexes le lien entre les deux ap-

proches est fourni par le théoréme suivant (H. Attouch [1 ], théoréme 3.66) :

Théoréme 5.1 - Soit X un Banach réflexif. Pour toute suite {Frl : X — RU {+»}, n€N}
de fonctions convexes, sci., propres les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) La suite (Fn)n€1\I Mosco-épi-converge vers F
(ii) F, > JF au sens des graphes (G-convergence)
+ condition de normalisation. .

La Mosco—-épi-convergence est 1'épi-convergence & la fois pour les topologies fortes
(s.) et faibles (w.) ce qui se traduit par : pour tout u € X
s

(1) il existe U > u  telle que Fn(uon) —> F(u)
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(ii) pour toute suite u, Y>u ona Llim inf Fn(un) > F(u)

oF désigne le sous—différentiel de F, OF : X —> X* (cf. paragraphe 4).
Le theéoréme 5.1 donne forme, dans le cas des fonctions convexes, au théoréme ravé

par nambre d'étudiants : si les fonctions convergent alors les dérivées convergent !

6. HOMOGENEISATION AVEC INFORMATION INCOMPIETE.

Nous nous sommes jusqu'ad présent intéressés aucas des structures périodiques.
Dans de nombreux matériaux d'origine naturelle (étude des sols ), industrielle
(béton...) ou ayant subi des endommagements (matériaux fissurés...) la structure
n'est pas périodique. Les différents constituants sont distribuds suivant une struc-
ture dont la description exacte est hors de portée.
Nous allons examiner les informations que 1'on peut néanmoins obtenir quanrt. au com—
portement macroscopique de tels matériaux dans les cas suivants :

6.1 Mélange quelconque de matériaux donnés
6.2 Mélange avec proportion donnée
6.3 Melange avec information statistique sur la structure

classement qui correspond & une information de plus en plus précise sur la structure.
L'outil clé dans ce type de résultat est 1'obtention d'un théoréme de campacité pour
une classe de fonctionnelles ou d'opérateurs (correspondant 3 1'information donnée)
et ce au sens de la G-convergence ou '-convergence introduits précédemment. Pour
tenir compte du caractére local des problémes considér&s nous serons amenés 3 les
localiser notant Q’b 1'ensemble des ouverts bornés de ]RN. Le résultat suivant qui
décrit une classe contenant tous les matériaux que 1'on peut obtenir en mélangeant
deux matériaux isotropes de conductivité a et B a &té démontré dans le cadre de la I'-
convergence par Carbone & Sbordone [14], Sbordone [39], Attouch [1], Buttazzo & Dal
Maso [12] et de la G ou H convergence par Spagnolo [40], Tartar [42], Murat [34].

Théoréme 6.1 - Etant donnés 0 < a S B <+» et 1< p < +=, considérons la classe

. g _ ol N & st Py
de fonctionnelles ¢0t,8 ={F: Wi B <& >R définies par

F(u,a) = fA j(x, Du(x))dx ol Jj(x,z) : R x® — R’ est mesurable en X, convexe

continue en z et vérifie alz|P < j(x,2) <8 + |z|P)} .

Alors /\F’

a,B
ment, de toute suite {Fn ; n € N} de fonctionnelles de la classe

est séquentiellement compacte au sens de la I'-convergence. Plus précisé-
; t ex—
' a,8 on peut ex
traire une sous-suite {Fn ; K €N} et trouver F € fg g telles que :
k ’

F(.,A) = T'(1) lim F_ (.,A)
Ny
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ait lieu pour tout A € Gl; de frontiére négligeable pour la mesure de Lebesgue, la
topologie 1 étant prise égale d la topologie forte de Pa).
n

Le résultat précédent en contrepartie de sa grande généralité ne nous rensei-
gne que sur la forme du probléme limite : en mélangeant deux matériaux &lastiques
on obtiendra encore un matériau élastique...Il est tr@s intéressant de caractériser
des sous-classes de G:(oc,B qui soient fermées, ou bien encore de caractériser la
fermeture d'une sous-classe. Le résultat suivant du & Murat & Tartar [35] caracté-
rise tous les matériaux que 1'on peut cbtenir en mélangeant deux matériaux isotropes
dans une proportion donnée.

Théoréme 6.2 - Soit a (x) = axE(x) + B(1 - Xe (x)) une suite de fonctions données
ol 0<a<pB<+o etX désigne la fonction caractéristique du domaine occupé par
le matériau de conductivité o. On suppose que Xe ™ ® (proportion du matériau o)
dans L”(Q) faible *. Considérons les équations sulvantes :
-div (a_(x) Du_(x)) = £ sur Q

(6.1), € €

u = 0 sur o9
Alors on peut extraire une sous-suite notée a, telle que pour tout £ G L Q) la
suite des solutions un des problémes (6. 1) converqe faiblement dans H (Q) vers la

solution u du probléme
(6.2) - div (a,(x) Du(x) = £ surQ
u=20 sur 99

ol a, (x) est une matrice symétrique définie positive ayant ses valeurs propres
>‘1' cee ’)‘N vérifiant :

_ (0 1-6, -1
Notant u_(6) = (E+ g )

arithmétiques (suivant la proportion 6!) de o et B, on a :

et u+(e) = 6o + (1-8)B les moyennes harmoniques et

(6.3) H(O() S Aj(x) <u, (B(x)  pp. XEQ, ¥I= 1,2, N .
1 1 N-1
r o € ——— 4 ——l
5 >‘j -0 u_(0) - a u+(e) -0
(6.4)
1 1 N-1
b < —= 4 —
5 B )‘j B - u_(8) B8 u+(6)

Inversement si une matrice a, a ses valeurs propres vérifiant (6.3) et (6.4) on

peut trouver une suite correspondante de X e
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Ce type de résultats joue un rdle clé en optimum design ol sans hypothéses
trés restrictives sur la géométrie des domaines un phéncoméne d'homogénéisation peut
survenir lorsque l'on considére une suite minimisante de domaines relativement au
critére considéré. La résolution du probléme se fait par 1'introduction d'une formu-
lation relaxée, cf. Murat & Tartar [35], Lurie & Cherkaev [27], Kohn & Strang [24]...

Dans 1'étude des matériaux poreux (exemple 2) citons le résultat de compacite,
ou relaxation suivant (H. Attouch & Picard [6 ], [1])

Théoréme 6.3 - Soit {Tn ; n €N} une suite de trous dans C]RN. Notons

(6.5) F_( =/ |pu|® ax + e

o _ 1 . _
ot Cn—{VGHO(Q) ;v=0 surTn}.

On peut extraire une sous-suite n telle que :

T-1lim F =F existe
e Iy

avec
(6.6) Fw =/ |pul® ax + Jy a0 F60? au)

u désignant une mesure positive d'énergie finie (u € H-1 () +) , a une fonction posi-
tive u-mesurable, U désignant un représentant quasi-continu de u. (T =s - L2 Q).
Inversement toute fonctionnelle du type (6.6) peut &tre obtenue comme limite de
fonctionnelles (6.5) avec un choix approprié des (Tn) . .

Terminons par quelques mots concernant 1'homogénéisation stochastique, un do-
maine de recherche au confluent des E.D.P. et des probabilités et statistiques.
Une des approches les plus prometteuses et fonctionnant méme pour des problémes non

linéaires consiste 3 regarder un probléme d'optimisation stochastique
min {F_(u,0) ; u€ X}

ot (Z,d,P) désigne un espace probabilisé, camme la donnée d'une variable aléatoire

w > Fs(.,w)

3 valeurs dans 1l'espace des fonctionnelles définies sur X muni de la topologie de

la T ou épi-convergence. Cet espace est en général un espace métrique compact et
1'application F +——> min F y est continue. Sous une hypothése d'indépendance ad hoc,
Dal Maso & Modica [19] obtiennent la convergence presque slre d'un processus d'ho-
mogénéisation stochastique. De nombreux travaux d'optimisation stochastique s'ap-
puient également sur la méme approche, cf. Salinetti & Wets [37], Attouch & Wets
(@6finition d'un probléme moyen d l'aide d'une loi des grands nombres épigraphiques) .

-
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Nous nous sommes efforcés de faire une bibliographie donnant
un panorama le plus étendu possible des différents travaux ayant trait
a la théorie mathématique de 1'hamogénéisation. Nous n'avons pu malheu-
reusement, faute de place, citer de nombreux travaux, forts intéressants,

ayant trait a ses applications, notamment en mécanique.
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