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Séminaire BOURBAKI Juin 1988
402me année, 1987-88, n° 699

SOLUTICNS GLOBALES DU PROBLEME DE CAUCHY
POUR L'EQUATION DE BOLTZMANN
[d'aprés R.J. Di Perna et P.L. Lions]

par Patrick GERARD

R.J. Di Perna et P.L. Lions ont récemment démontré l'existence d'une solution
de 1'équation de Boltzmann pour toute donnée de Cauchy vérifiant des estimations
naturelles. Nous nous proposons d'exposer les principales étapes de la démonstra-
tion de ce résultat. Auparavant, nous rappelons briévement le cadre physique et
décrivons trés succinctement 1'évolution dans 1'approche de ce probléme.

0.1. En 1872 [1], L. Boltzmann développe les travaux de J.C. Maxwell [2] (1866) et
établit une &quation permettant de décrire 1'évolution statistique d'un gaz dilué.
En négligeant tout effet de bord, supposons que le gaz occupe l'espace & 4 di-
mensions (d =1,20u 3 ) et notons f = £(t,x,v) la densité de probabilité de
présence au temps t des molécules de gaz dans 1l'espace des phases ]Rd x ]Rd (x
représente la position, v représente la vitesse). En dehors de toute interaction,
les molécules se déplaceraient en ligne droite, & vitesse constante, de sorte que
f serait solution de

(0.1) MEiv.2E_y.,

Dans un gaz dilué, en l'absence de force extérieure, les interactions se réduisent
essentiellement & des collisions €lastiques ne mettant en jeu que deux molécules
a la fois. Si (v,v,) et (v',v;) désignent les vitesses des deux molécules res-
pectivement avant et apré@s la collision, les conservations de la quantité de mou-
vement et de l'énergie cinétique s'écrivent

' v o=
©.2) %v+v*—v+v*

2 2 2
V2 + lvil? = IvI® + v, 12

que l'on résout par :
Vi =v - (Vov,) .0

(0.3)
Ve = Vi + (V-v) 0w

pour une certaine direction « € &1 |

S.M.F.
Astérisque 161-162 (1988)

257



P. GERARD

L'occurence d'une direction w et d'une vitesse relative V = v-v, est gouver-
née par une grandeur statistique q(V,w) , appelée section efficace, qui ne dépend
que de |Vl et de |V.wl . En supposant l'absence de corrélation entre deux molé-

cules avant et aprés la collision, Boltzmann montre alors que l'équation (0.1) doit
étre modifiée camme suit :

£
(B) %+v.g—}f{=o(f,f) , avec
(0.4) Q(f,£) (t,x,v) = JLRd a-1 q(V = V) (£'fy - £ ) dvydw
xS

(0.5) £f=£0xv) , £ =£kxv,) , £' =£x,v") , £} = £(t,x,v}) ,
et v',v, sont données par (0.3).

Dans le modéle étudié par Boltzmann, les molécules sont assimilées 3 des boules de
billard, et g est de la forme

(0.6) qV,w) = colV.wl

ol co est une constante proportionnelle a l'inverse du libre parcours moyen des
molécules.

Il existe d'autres modéles, 1liés par exemple & une force intermoléculaire en L

s
(s> 3) pour lesquels g est de la forme
=
= colv[ST oV -
0.7) q(V,0) = co|V| G(IVU (d=3)

et o€ L1(]-1,1[) . (C'est 1l'hypothése de "cutoff angulaire" visant a négliger
les collisions rasantes, voir Grad [38], Cercignani [3].) Aprés avoir vérifié la
conservation au cours du temps d'un certain nombre de grandeurs macroscopiques du
gaz (masse, mament cinétique, énergie cinétique...), Boltzmann introduit la quan-
tité

(0.8) H= ” flog £ dxdv

et démontre qu'elle décroit au cours du temps. (Voir la section 1). La fonction H
sera plus tard interprétée comme l'entropie du systéme étudié (au signe prés).
L'usage de la fonction H permet d Boltzmann de retrouver la forme de f & 1'é-
quilibre, déji établie par Maxwell [2] :

_ [ (v -
(0.9) f(v) —Wexp( (v=-u)2/20)

ol p,u,0 sont respectivement la densité, le champ de vitesse et la température
du gaz (indépendants de (t,x) & l'équilibre).

0.2. La premiére preuve de l'existence d'une solution de (B) pour une classe géné-
rale de données f° en t =0 est obtenue par T. Carleman [10] en 1933. Elle
concerne le modéle des "sphlres dures" (0.6) dans le cas spatialement homogine
( £ est indépendante de x ), de sorte que le probléme de Cauchy pour (B) se
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(699) EQUATION DE BOLTZMANN

réduit a

(0.10) Z-own , £OW =W .

La difficulté réside bien slr dans la croissance quadratique du terme Q(f,f) , qui
peut &tre un obstacle sérieux 3 l'existence globale. La démonstration de Carleman
consiste 3 exploiter la campensation entre les deux quantités

(0.11) Q, (£,f) = ” q(v=-v,,w) £'f} dv,d

(0.12) Q (£,£) = ” qv=-v,,w) ff, dv,dw = £.Lf

qui sont telles que Q = Q. -Q -
A l'aide d'une itération du type
of

k+1 _
B e T i M W
c'est-a-dire t
t [ Lfg(o,v)do
(0.14) fk+1(t,v) = fk+1(0,v) + e Q+(f ) (s, v)ds .

0
Carleman prouve l'existence et 1l'unicité d'une solution de (0.10) dans la classe
des fonctions f continues positives telles que
(0.15) sup sup (1+IvD)P £(£,v) < +o
t20 vE
désque p>6 (d=3).

En 1951, E. Wild (17] construit une solution de (0.10) comme limite d'une
suite crodssante d'approximations ; ce procédé, repris par D. Morgenstern [14]
trois ans plus tard, permet de prouver 1'existence globale et l'unicité pour (0.10)
dans la classe plus naturelle et plus générale des fonctions continues bornées
en t & valeurs dans L? (Rd) , mais seulement dans le cas d'une section efficace
"maxwellienne" (i.e. g vérifie (0.7) avec s =5 ). En 1972, L. Arkeryd [8] mon-
tre que cette méthode s'adapte a toute section efficace globalement bornée en V ,
puis étend le résultat d des sections efficaces a croissance polynémiale, en re-
marquant notamment que, si f° est d'énergie cinétique et d'entropie finies, les
estimées a prionl existant sur ces deux quantités (voir (1.2) et (1.4) ; ici 1'in-
tégration en x n'est pas nécessaire) permettent de passer d la limite faible
dans L' grdce au critére de Dunford - Pettis (voir section 4) a partir d'une
suite de solutions d'équations tronquées (correspondant & gn = Inf(qg,n) ). Cette
méthode générale d'approximation d'une solution est également, dans un cadre plus
général, celle de Di Perna et Lions (voir section 3). Citons enfin, également dans
le cas spatialement hamogéne, 1'approche probabiliste de Kac [12] et Mc Kean [13],
valable pour une section efficace maxwellienne, et généralisée par A.S. Sznitman
[16], qui, en particulier, obtient le résultat d'unicité le plus général connu
actuellement pour ce probléme : si £f° admet un mament d'ordre 3 , la solution
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de (0.10) est unique dans la classe des fonctions f admettant un moment d'ordre 3.

0.3. L'étude de 1'équation de Boltzmann générale (i.e. avec dépendance en x ) fait
apparaitre une difficulté de taille. Si f ne vérifie que les estimées naturelles
de type L' (voir la section 1), il est a prlondl impossible de définir le second
membre Q(f,f) dans un espace de distributions (voir la section 2). En effet, si,
du point de vue de la variable v , la structure de Q(f,f) est essentiellement
celle d'une convolution, elle est, du point de vue de la variable x , celle d'un
produit ponctuel, qu'il est impossible de définir entre deux fonctions quelconques
de L7 . C'est pourquoi tous les travaux dans ce cadre ont utilisé jusque-1a
des normes plus contraignantes (par exemple L a poids, came dans la preuve de
Carleman) ; mais le prix & payer est ici plus élevé, puisque le résultat d'existence
obtenu n'est vrai que sur un petit intervalle de temps ([5],[30]), ou impose aux
données d'étre proches d'un état d'équilibre (0.9), le second membre étant alors
traité par une méthode de perturbation ([25],[18],[28],[31]).

0.4. Di Perna et Lions lévent la difficulté précédente par trois arguments origi-
naux :

a) Une analyse du noyau de collision Q(f,f) (section 5) tirant parti de 1'i-
dentité d'entropie de Boltzmann (1.4), et explicitant la compensation entre les
termes Q (£,f) et Q_(f,f) donnés par (0.11) et (0.12) (inégalités (5.1) et
(5.2)).

b) Une méthode de lissage non linéaire consistant & écrire (B) sous la forme
suivante, dite "renormalisée" :

(3 3) (1 _ Q(f,f)
(0.16) ve >0 , e * V- < Log(l+ef) | = 755

et qui permet d'exploiter les estimations précédentes sur Q(f,f) . Notons que la
formulation (0.16) utilise de fagon essentielle que l'opérateur différentiel T
est un champ de vecteurs.

c) L'utilisation d'un résultat de moyennisation sur la solution d'une équation
aux dérivées partielles dépendant d'un paramétre, df originellement a F. Golse,
B. Perthame et R. Sentis [50], assurant ici que la structure intégrale en v du
noyau de collision Q régularise sa dépendance en X , et en particulier assure
suffisamment de campacité pour passer 3 la limite & partir d'une suite de solu-
tions d'équations tronquées (voir sections 6 et 7). L'énoncé précis du théoréme

de Di Perna et Lions figure a la fin de la section 2.

0.5. Les méthodes de Di Perna et Lions s'appliquent & d'autres équations de la
cinétique des fluides, notamment 1'équation de Boltzmann - Fokker —Planck, qui
prend en compte les collisions rasantes, et 1'équation de Vlasov - Maxwell, qui
décrit 1'évolution statistique d'un plasma : voir [44] et [45].
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(699) EQUATION DE BOLTZMANN

0.6. L'équation de Boltzmann discutée ici néglige les effets de bord. De nambreux
travaux traitent du méme probléme avec conditions aux limites, et il est probable

que les méthodes ci-dessus s'appliquent aussi dans ce cadre (" .

0.7. Enfin, signalons qu'une motivation supplémentaire & 1'étude de (B) est son
lien avec les équations de la mécanique des fluides. Lorsque le libre parcours
moyen des molécules tend vers zéro, le gaz se rapproche d'un régime de fluide
quasi-continu, et l'on s'attend 3 retrouver les mod&les macroscopiques. Dés 1912,
D. Hilbert [40] a appliqué sa théorie des équations intégrales a la recherche d'une
solution formelle de (B) sous forme d'une série de perturbations

(0.17) f~ Z glfn
n=0

ol € = c_lo tend vers 0 (voir (0.6) et (0.7)). Il en déduit en particulier que

le terme prépondérant fo est une Maxwellienne (0.9) dont les paramétres p,u,d
vérifient le systéme des équations d'Euler. Une méthode d'approximation plus raf-
finée est ensuite proposée par S. Chapman [35] et D. Enskog [37], qui, au premier
ordre, relie f au systéme des équations de Navier - Stokes (voir par exemple

C. Bardos [32]). La validité mathématique de ces approximations a été obtenue,
pour des solutions réguliéres proches de 1'équilibre et sur un petit intervalle de
temps, par T. Nishida [42] en 1978. Dans les autres cas, il s'agit d'un probléme
trés délicat. Il n'est hélas pas possible de décrire ici la quantité impression-
nante de travaux en lien avec ce passage du microscopique au macroscopique (voir

par exemple R. Caflish [33] pour une introduction).

L'auteur remercie C. Bardos, F. Coron et F. Golse pour leur aide durant la
préparation de cet exposé.

Notations.- . & est un entier strictement positif.

. Sauf mention du contraire, les fonctions utilisées sont & valeurs complexes.
Néanmoins, une solution de 1l'équation de Boltzmann est toujours supposée d valeurs
dans R, .

. Si Q est un espace mesuré, la notation P a=s p < +x) est classique.
Lorsque Q est un ouvert de ]Rk , la mesure utilisée est la mesure de Lebesgue,
et L%:L’oc (Q) désigne l'espace des fonctions mesurables sur Q dont les restric-
tions a tout ouvert U relativement campact dans Q sont dans P .si
est un ouvert de R!' , on emploiera parfois la notation P@' x Qloc) pour dé-
signer l'espace des fonctions mesurables sur Q' x Q dont les restrictions i
Q' x U sontdans IP(Q' x U) pour tout ouvert U relativement compact dans Q .

. Si X est une variété différentiable, Co (X) désigne 1'espace des fonctions
indéfiniment différentiables sur X , & support compact.

. S8 s€R, Hs(]Rk) est 1'espace de Sobolev standard sur ]Rk .

(1) Un résultat général d'existence a été obtenu tout récemment par K. Hamdache [53]
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. S(]Rk) désigne l'espace des fonctions indéfiniment différentiables, & décrois-

sance rapide ainsi que leurs dérivées, sur IIRk .
d

.S R>0, BR désigne la boule de R~ de centre 0 et de rayon R .
. Enfin, 1'opérateur de transport -5% +v. a_ax' sera souvent noté T .

1. IOIS DE CONSERVATION ET INEGALITES A PRIORI

1.1. Une premiére étape dans la démonstration d'un résultat d'existence pour une
équation aux dérivées partielles consiste en 1l'obtention d'inégalités permettant
de contrdler la régularité d'éventuelles solutions "a prionl", c'est-3-dire unique-
ment en fonction des données - ici, la donnée de Cauchy. Ces estimations dictent
en particulier 1l'espace dans lequel chercher une solution, campte tenu de ces
données.

Pour des raisons techniques (voir la section 3), nous avons ajouté dans 1'é-

noncé qui suit une dépendance par rapport & x de la fonction g intervenant
dans (B).

PROPOSITION 1l.- Soit q = q(x,V,w) wune fonction mesurable positive, Localement
essentiellement bornée sun ]Rd x ]Rd x sd'l , he dépendant que de x,IVI|,IV.wl ,

et & croissance pobynimiale en (x,V) . Soit £ = £(t,%,v) € C'(R,, SE x )
une solution (positive) de (B), telle que |Log £| ait une crodssance polyndmiale
en  (x,v) , Localement uniformément en t E]R+ . On note fo(x,v) = £(0,x,v) .
Pour tout t ER_, ona

(1.1) ” f dxdv = ” f dxdv

(1.2) ” flvl2 dxdv = ” folvl2 daxav

(1.3) H flx-tvl2 dxdv = ” folx|2 dxdv

(1.4) H fLog £ dxdv + Lt) ” e(f) dsdxdv = H £0 Log £° dxdv

oa £ est mis pour f(t,x,v) , et

(1.5) e(£) (£,%,v) =§H (£'£} - ££,) Log(ff'ff*"‘) (&3, V, Vs 0) G (%, = V) AV, G0

(Les notations f£,,£',£) sont ntroduites en (0.5)).

OOROLIAIRE 1.- Sous Les hypotheses de La proposition 1, on a Les estimations sui-
vantes :

(1.6) JJ f(1+Ixl2+|v]2) dxdv < J[J{ fO(1+2Ix]2+ (2t2+1) |v]|2) dxdv
(

(1.7) ” f|Log £| dxdv+r”e(f) dsdxdvsjj £0 (|Log £0|+ 2112 +21vI2) dxav+cy ,
0

ob cy ne dépend que de La dimension 4 .
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(699) EQUATION DE BOLTZMANN

1.2. La clé de la proposition 1 est 1'identité suivante :

Lemme 1.- Sodlent q = q(V) ne dépendant que de V| , IV.w | , et o =0k ,
toutes deux a crodissance polynomiale en v , et s0it g = g(v) a décroissance ra-
pide en v . Alors

(1.9) [ o@goeav =-2 [[[ @'ql-g5,) (0 +0h-0-0,) qavav,a .
J 4 |

Preuve.- Il suffit d'écrire JQ(g,g)(.pdv = [H(g'g;-gg*)wqdvdv*dn , puis d'effec-
tuer successivement, & w fixé, les changements de variables (v,v,) — (v,,V) ,
v, vy) F— v',vy) , (v,v,) — (v},v') , en remarquant que ceux-ci n'affectent pas
les valeurs de |v-v,l etde [(v-v,).0| . Le second membre de (1.9) est la
moyenne des quatre intégrales obtenues.m

Une fonction ¢ (continue) telle que «'+@, = @+¢, pour tous vVv,vy ,
s'appelle un {nvariant de collisdion. les fonctions 1 , A 1<isd, Ivl2,
en sont des exemples, et on peut montrer (mais nous ne nous en servirons pas)
qu'elles forment une base de l'espace vectoriel des invariants de collision.

1.3. Preuves de la proposition 1 et du corollaire 1

Soit U= U(t,x,v) € C'(R, x Ko x B telle que ¥ et ¢

sance polynémiale en (x,v) , localement uniformément en t . On suppose que
T =0 .
Alors, du fait que J’v.axgdx=0 pour tout g € S,

soient & crois-

'c'(TiE H fydxdv = ” T(fy) dxdv = ” (Tf) Y axdv = ” Q(f,f) Ydxav .

Si de plus, pour tout (t,x) , v Y(t,x,v) est un invariant de collision, on
déduit du lemme 1 que
d

-&ijtbdxdv=0.

On obtient (1.1), (1.2), (1.3) en appliquant cette identité a ¢ = 1,Ivl2,|x-tvl2,
De méme, on peut calculer

1 ” flog f dxdv = ” (1+Log f) Tf dxdv = ” (1+Log £) Q(f,£) dxdv

s

et le lemme 1 appliqué & o(v) = Log f£(t,x,v) conduit & (1.4). En ce qui concerne
le corollaire 1, 1'inégalité (1.6) est immédiate, tandis que (1.7) est conséquence
de (1.4) et (1.3) une fois remarqué que

1 ' [J 1
f = dxdv < £ = dxdv
”f_<_1 Logf cd+JQ Logf

oi Q= {(x,v),12f(t,x,v) 2 exp(~lx-tv|2-|v|2)} , et cette dernidre intégrale
est majorée par (Ix=tvl2+ |v|2) fdxdv.
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1.4. Remarques

a) Les identités (1.1) et (1.2) traduisent la conservation de la masse et de
1l'énergie cinétique. Par la méme méthode, on peut obtenir une loi de conservation
avec chacun des poids ( suivants : Vi 1<1is<d, (conservation de la quanti-
té de mouvement) , Xivj —xjvi , 1<1i<j<d, (conservation du moment cinétique),
et xi—tvi ,1<i<d, (x-tv).v (permettant de décrire 1'évolution du centre
d'inertie, du "Viriel", et, avec (1.3), du moment d'inertie par rapport d un point).

b) L'intérét du terme e(f) dans (1.4) et (1.7) est qu'il est toujours = 0 .
On obtient ainsi le "théoréme H" de Boltzmann sur la décroissance de ” f Log f dxdv
au cours du temps.

c) La question d'estimer les dérivées d'une solution de (B) est un probléme ocu-
vert. Dans 1'étude qui suit, nous devrons donc nous contenter de (1.6) et (1.7).

2. ENONCE DU RESULTAT

2.1. Hypothéses sur le noyau de collision

On se donne une "section efficace" q € L]1_OC(JRd x Sd_l) , a valeurs positives,

et ne dépendant que de |Vl et de |V.wl ; on pose

(2.1) A(V) = J[ a-1 q(V,0) dw
S
et on fait les hypothéses suivantes :
—1 - '
(2.2) Pour tout R> 0 , 1Y v2 le*|5R A(v=-v,) dv*m 0 (on notera qu'il

suffit de le vérifier pour un seul R > 0 ).
© d
(2.3) A€ Lloc(]R ) .

L'hypothése (2.3) n'est pas présente dans [23] ; nous 1l'avons ajoutée pour simpli-
fier légérement la démonstration. Notons qu'elle est vérifiée pour les modéles
(0.6) et (0.7) si s = 5. En tout état de cause, les principales difficultés que

nous rencontrerons ne sont pas liées a la faible régularité de A .

Si f est une fonction mesurable positive sur :lRd , hous noterons
(2.4) Q, (£,£) (v) = ” q (v =v,,w) £'f dv,dw
(2.5) Q (£,£) (v) = ” q (v =-v,,w) ff,dv,dw = £(v) Axf (V)

ol A*f désigne le produit de convolution de A etde f . Q (f,f) est une
fonction mesurable sur ]Rd & valeurs dans R, U {+o}. Si 1l'une de ces deux quan-

tités est presque partout finie, on définit

Q(flf) = Q+(flf) _Q_(frf) .
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2.2. Notians de solution faible

Méme si g estz: c a support compact, les intégrales J Q, (£,£) dv sont de
1'ordre de (I fdv) , et il est illusoire d'espérer mieux. En gros, toutes les
difficultés dans l'analyse des solutions de (B) se rapportent & ce fait. La pre-
miére de ces difficultés est de définir la notion méme de solution ; en effet, si,
campte tenu de la section 1, on cherche des solutions f n'ayant d'autre régula-
rité que celle qui rend finies les quantités intervenant dans (1.6) et (1.7), il
est impossible de définir le noyau Q(f,f) en tant que distribution. Il faut donc
recourir & des notions de solution différentes de celle de "solution au sens des
distributions".

La premiére de ces notions est classique, et s'exprime uniquement en termes
de théorie de la mesure.

Notation.- Si g est mesurable sur R _x ]Rd x JRd , on pose

g#(trx,v) = g(t,x+vt,v) .

DEFINTTION 1.- Soient f = f(t,x,v) et f£° = £9(x,v) deux fonctions mesurables
positives sur R, x ]Rd x ]Rd et JRd x ]Rd nespectivement. On dit que £ est s0lu-
tion tempérée de L'équation de BoLtzmann avec donnée de Cauchy £° en t =0 44,

powr presque tout (x,v) € ]Rd x JRd '

(2.6) 0, 5% (xv) €L]__(R)
# t #
(2.7) vt €]R+ , 7 (t,x,v) = £°(x,V) +J Q(f,£)” (s,x,v) ds .
0

La définition 1 est trés générale, mais ne permet pas d'exploiter directement
les informations d'intégrabilité en (x,v) fournies par (1.6) et (1.7). On re-
court alors a une définition plus contraignante.

DEFINITION 2.- Sodent £ = £(t,x,v) € L1 (K] __x 8« 1Y |, a valewns positives.

On dit que £ et une sofution renormalisée de £'équation de Boltzmann 54
Q_t (flf) 1 + d d
T15f Clic® x ROx R,

et 54 pourn toute fonction Lipschitzienne B : R — R telle que

(2.8)

f C
ve=20, [B'(t)] STiE
on a, au sens des distributions :
(2.9) T B(f) =B'(f) Q(f,f)

Notons que la condition (2.8) est naturelle (au moins pour Q_) campte tenu de
(1.6) et de (2.2).

La proposition suivante fait le lien entre les deux définitions.
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Qr

PROPOSTTION 2 .- Soit £ € L'(B)__x Bxr) ,

(1) S4 £ véernigle (2.8) et (2.9) avec PB(t)
Lemperie.

valeuns positives.
Log(l+t) , £ est une solution

Qs (£,£) d

+ d
TEEL’ (R xR xR , alons

(ii) S4 £ est wne so0lution tempénrée et loc

f est une so0lution renormalisée.m
En particulier, toute solution renormalisée est tempérée, et f est une so-
lution renormalisée dés qu'elle vérifie (2.8) et (2.9) avec PB(t) = Log (1+t) .

2.3. Nous pouvons maintenant énoncer le résultat qui fait 1l'objet de cet exposé :
THEOREME (Di Perna - Lions, [23]).- Soit f° € L' (RS x B xR,) telle que
” fO>1+ Ix]2+ |v|2) dxdv < +e ; H 0 |Log £°0| dxdv < +o .

Alons i existe une solution renormalisée £ de L'équation de BoLizmann telle
que £ € CR,LVE xED) , £ o= £, verifiant (1.6) et (L.7).
Les sections 3 & 7 sont consacrées d la preuve de ce théoréme.

2.4. Remarques

a) L'unicité dans le cadre du théoréme ci-dessus est un probléme ouvert.

b) Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la méthode exposée dans
les sections 5 & 7 permet aussi de prouver que toute suite (fn) de solutions
renormalisées de (B) vérifiant

d

fn € C(R,, LT (B x B)

et

ve >0, sup  sup “ fn (1+IxI2+ |v]2+ |Log fn])dxdv < += ,
t€[0,6] n

admet une sous-suite convergeant faiblement dans L7'(10,6[ x ZIRd x ]Rd) pour

tout 6 > 0 vers une solution renormalisée £ de (B) vérifiant
£ecR, L (E «E))

et

v6e >0,  sup ”f(1+|x|2+|vI2+|Logf|)dxdv<+m.

t€[0,0]
3. CONSTRUCTION D'UNE SOLUTION DE L'EQUATION TRONQUEE

3.1. On se fixe 6§>0, g€ Cc:(]Rdx s&1) | positive, et on pose

(3.1) 0(g,9) = (1+5J lgl av)~" Q(g,9)
ol O est donné par (0.4), avec g au lieude q .
PROPOSITION 3.- Soit £0 € S(BE x®Y) , & vatewns dans R , telle que |log£°]

ait une croissance polyndmiale. Alons AL existe une sofution unique £ du pro-
bleme

®) Tf = O(E,6) , f£|.o =,
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qui vernigie Les hypotheses de La proposition 1.

La démonstration de la proposition 3 est élémentaire : la croissance de Q
étant linéaire, il est aisé de prouver que la suite (fn) définie par 1'itération
Tfner = G(fn,fn) , fn| ., = £° , converge dans C(R,, B> x KY)) . L'unicité est
analogue. Pour vérifier que |Logf| a une croissance polynémiale en (x,v) , on
part de 1'hypothése fo(x,v) = 611_ eCalxIk+lvIk) ; par ailleurs, 1'équation (B)
i TF > - B

1+6ffav
car A€ C:(]Rd) c”(®Y ; on en conclut que

k k
£(t,%,v) 2Cie-cdlx—tvl +|v|)=Cat .
1

f2-Cof

1

1+6 [ fav
sure que la solution f ci-dessus satisfait aux estimations (1.6) et (1.7).

3.2. Remarque.- Le corollaire 1, appliqué avec q(x,V,w) = q,w) , as-

3.3. Nous nous plagons désormais sous les hypothéses du théor@me. On approche g
par une suite (gn) de fonctions C° sur RO x s31 , 3 supports campacts, posi-
tives, de sorte que (2.2) et (2.3) aient lieu uniformément en n , et gn — q
presque partout. On approche également f£f° en norme L? (]RC1 x JRd) par une suite

() de fonctions de S & « ]Rd) telles que

vn , fﬁ?.mexp(-le-IVIZ) avec un > 0 , et
(3.2) ” fFa(l+ 112+ |v]2) dxdv —s ” £O(1+ |xi2+ |v]2) dxdv
(3.3) ” £2 |Log £3] dxav — ” £° |Log £0| dxdv .

On choisit de plus une suite (6n) de réels strictement positifs tendant vers O ,
et on construit le noyau de collision QP donné par (3.1) avec 6§ =6n, g=qn .
La proposition 3 assure l'existence d'une suite (fn) telle que

Tfn = Q"(fn,fn) , fnlio = f: R

et, par la remarque 3.2,

(3.4) ve >0, sup  sup ” fn(l+ |[x|2+ |v]|2) dxdv < +o
t€[0,6] n
(3.5) ve >0, sup sup ” fn |Log fn| dxdv < +e
t€(0,06] n
(3.6) sup Jr ” en (fn) dsdxdv < +e , avec
n ‘0
(3.7) (Fn) =+ (1+ £aan) Tt | (ELEL - £ F fnfh dw
. en{fn 2 &, n av) nfns ~ fnfn,) Log Fofon G AV, dw .
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4. QUELQUES RAPPELS SUR LA CONVERGENCE FAIBIE DANS L'

4.1. Soit @ un espace localement compact dénambrable & 1'infini, muni d'une me-
sure de Radon positive u .

Rappelons que la topologie faible sur L'(Q) est la topologie of(L? L), i.e.
la topologie de la convergence simple sur L7(Q) considéré comme espace de fonc-
tions sur L°(Q) . La convergence faible d'une suite (fn) vers f sera notée

fn =~ f dans L'(Q) .

Le caractére non réflexif de L' impose & une suite bornée des conditions supplé-
mentaires pour &tre faiblement relativement compacte. Celles-ci font 1'cbjet du

Critene de Dungond - Pettis (voir par exemple [52]).- Scit (fn) une suite de
L1(Q) . Les conditions suivantes sont equivalentes :

(1) (fn) es% contenue dans un compact faible de L1(Q) .

(ii) (fn) est bornde dans L1(Q) et est Zquiintigrable au sens suivant :

(DP1) ve >0, 36> 0 , VEc Q mesurable de mesure < & , mp{lfn|du<e.

n
(DP2) ve > 0 , 3K compact € Q , sup ( [fnldu <€ .

n JQ\K

Exemple.- Q est un ouvert de ]Rk , W est la mesure de Lebesque. Si G€C(]R+,]R+)
et w€ L (]RN R ) sont telles que G(é:) Forareng +o et w(x) ——l-_:zﬂo , alors
l'inegallte
(4.1) supJ[G(Int) + |fn]l Q+w)] ax < +w

no-q
assure que (fn) vérifie (ii), donc admet une sous-suite faiblement convergente.
4.2. Contrairement a la convergence en norme (qui, apré@s extraction d'une sous-
suite, entraine la convergence presque partout), la convergence faible se camporte
trés mal vis-&-vis des opérations non linéaires, une suite faiblement convergente
pouvant "beaucoup osciller".
Par exemple, si g € L (]R) est périodique de péricde 1 , la suite définie par
fh(x) = g(nx) 1[0 1](x) converge faiblement vers 1[0 I]J gx)d&x . Si F:R—R,

est continue et vérifie IF(t)! < Cltl , alors, pour les mémes raisons,

1 1
w [
F(f,) — Jo F(g(x)) dxl[o,]] # qu g(x) ax 1[0’1]>
en général.
Citons néanmoins la
Propritté de semi-continuité ingériewre.- Si F : R — R est convexe et si
£, ¥~ £ dans L'(@ , alors J’F(f) du < lim inij(fn) au .
n->o

4.3. Enfin, le passage & la limite faible dans un produit est bien sfr aisé lors-
que 1'un des facteurs converge presque partout : si £ VYo f dans L'(Q) et si
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(9n) est bornée dans L7(Q) et gn — g p.p., alors frOn —= fg dans L'(Q).En
effet, d'aprés (DP2), pour tout € > 0 , il existe un compact K < Q tel que
Sup IQ\K(Ifngnl +|fg[)dn < € . De plus, le théoréme d'Egorov et (DP1) assurent que
gn lg) converge uniformément vers gl en dehors d'un ensemble E tel que
sup J' |fnldu < e .m

5. ESTIMATIONS DU NOYAU DE COLLISION

5.1. Nous reprenons les notations de (3.3), et définissons AL, 0’_: (g,9) et
Qr_l(g,g) came en (2.1), (2.4) et (2.5), q(V,w) &tant remplacé par
1

x,V,0) = ———— (V,0) .
ATy P . -
. Q+ (fn,fn) (9= (£n,fn)
PROPOSITION 4.- Pouwr tous 6 > 0 , R>0, Les sudites ——]-—_—'_-T et —TTfn_/

sont contenues dans un compact faible de L1(]0,6[ x RA x By) -

Preuve.- Etudions d'abord le cas de Q .Ona

05 g < moty

il suffit donc de vérifier (DP1) et (DP2) sur Q = ]0,6[ x ]Rd x BR pour la suite
(Anxfn) , et ceci est aisg, compte tenu de (2.2) (vérifié uniformément en n )
(3.4) et (3.5). Le cas de Q, est alors conséquence de :

(5.1) VK> 1, Qn(fn,fn) S K Q% (fn,fn) + ——— en(fn)

Log K “n
que l'on obtient en distinguant les domaines d'intégration correspondant 3
fAfAx S K fnfng et fAfAs 2 K fofng .m

5.2. Remarque.- De la méme fagon que (5.1), on montre

(5.2) VK> 1, Q0(fy,fn) <K Q“(fn,fn) + ———= en(fn) .

Log K °n
Cette inégalité nous sera utile en section 7.

5.3. Les estimations (3.4) et (3.5) assurent 1'existence d'une sous-suite de (fn)

qui converge faiblement dans L1(]0,6[ x ]Rd x ]Rd) pour tout 6 > 0 . Appelons

£ €L (R xE xR la limite ainsi mise en &vidence.
Comme premiére application de la forrulation renormalisée, nous allons prouver

que f € C(]R L1 (]RdeR )) et que, quitte 3 extraire une sous-suite de (fn) =
(5.3) Vt, f,(8) Y~ f£(t) dans 11 (E <R .

En effet, si € >0, notons g§ = Log (1+€£,) . Alors (3.4) et (3.5) assurent
que

(5.4) Ve> 0, sup supl| f,(t) -gp(t) ]| _—
t€[0,0] n L' (RixRrd) €0+

Par ailleurs, en intégrant 1'équation renormalisée :

(5.5) ng = mf— Q" (£n,fn)
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on obtient, en utilisant la notation g# introduite en section 2.2,

t+h #
(5.6) gg# (t+h) - gi#(t) = J Q (fn,fn)7 (s) s
t l+e fn#(s)

ce qui, compte tenu de la proposition 4, donne

4

(5.7) Ve >0 ,¥9 >0, VR>0, sup sup ||g§#(t+h) -gg#(t)ll 4. .T308
t€[0,8] n L1 (ROxBg) ™

(3.4) permet d'éliminer la contribution & 1'infini en v , et (5.4) conduit a

0.

(5.8) ve>0, swp sw ||&+n - £ — 0
t€[0,6] n L1 (RdxRd) h+0

et un argument classique d'équicontinuité permet de conclure que

# € C(]R_'_,L1 & x 1Y) et que (5.3) a lieu pour ff ot £ . Finalement, on

élimine les # pardes considérations élémentaires de théorie de l'intégration.m
Passant d la limite faible dans (1.6) et (1.7) pour les fn , campte tenu de

la convexité de s }— s max(Logs,0) , on obtient :

(5.10) vt , ”f 1+ 1xi2+ |vl2) dxdv < JJ £O (1+421x]2+ (2t2+1) |vI2) dxdv

t
(5.11) vt , ”f |Log £| dxdv+ lim sup J ” e, (f,) dxdv
n > 0

s” £o (|Log £o] +2IxP +2|vI?) dxdv+cy .
Nous reviendrons sur cette derniére inégalité a la fin de la section 7.

fn, £
5.4. La proposition 4 montre qu'une sous-suite de (—Q%) converge faible-
n

ment. Le passage a4 la limite dans une telle expression est rendu délicat par son
caractdre non linéaire en fonction de £, , mais la présence de quantités moyen-

nées en Vv va nous permettre de lever la principale difficulteé.

6. MOYENNISATION
6.1. Le résultat suivant est tiré de [51].

PROPOSITION 5.- Soit (aqn) uwne suite faiblement rnelativement compacte de
L*(]0,6[ x ® « ]Rd) . On suppose que (Tgn) est faibLement relativement compacte
dans Lioc(]o,e[ x B ]Rd) . Alons, poun toute suite (yn) bornge dans

(10,00 x ]Rd x ]Rd) et convergeant presque partout, La suite (J In wndv> est
compacte dans L1(]0,0[ x ]Rd) powr La topologie de La noume.

COROLLATRE 2.- Sows Les hypotheses de La proposition 5, s4 gn —>g dans

L1(J0,6[ x ]Rdxmd) et 84 Yn — Y p.p., adors

Il gnnav - | gyav|| — 0.
d
L' (10,8[x®%)
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Preuve de fa proposition 5.- a) On peut supposer que gn est supportée dans un

campact fixe de L1(]0,6([ x ]Rd x ]Rd) . En effet, pour tout € > 0 , il existe un

campact K de 10,6[ x B« 54 tel que

vn , ”JKC lgn ¥n| + |gy| atdxdv < € .

b) En utilisant le théoréme d'Egorov camme a la fin de la section 4 , on peut
supposer que Yn =y pour tout n .

c) On peut supposer que § = 1 . C'est évident si ¢ est lipschitzienne car
9ny vérifie les mémes hypoth®ses que gn . Si ¥ est seulement dans L° , il
existe une suite (J,) de fonctions régulidres telle que ”“’k"””m — 0 et
sup ||V || o <+e . Alors ”Hwkgndv—[wgndvldtdx < ”J’ [¥ - ¥| |9n|dtaxdv —— o

k >+
uniformément en n . (Il suffit de remarquer que srv.:p IlgnIZM =N m 0, ce qui
est une conséquence de (DPl)).

d) La proposition 5 découle alors d'un résultat analogue, plus précis, dans L2:

PROPOSITION 6.- Soit u € L2(R x r « ]Rd) a dupport compact. On suppose que

Tu € L2(]RXJRdx ]Rd) . Alons

Judv € H/2(R xR .

En effet, supposons prouvée la proposition 6 ; pour tout n et tout M> 0, on
résout

Tun = Tgn 1 Thn = Tgn 1

ITgnisM | Tgn 12M

avec un|t=0 = h"l:;:o =0, de sorte que gn = un+hn . La compacité faible des
Tgn et les estimations L' pour le champ de vecteurs T assurent que

thHL1 [ Taree 0 uniformément en n ; par ailleurs, les estimations L2 sur T
assurent que (un) et (Tun) sont des suites bornées de L2 , donc (J Un dv>
est bornée dans H'2 , donc compacte dans L2 et dans L1 , puisqu'elle est
supportée dans un campact fixe. Ceci achdve la preuve de la proposition 5.

6.2. Preuve de la proposition 6

On note 4 = G(t,£,v) la transformée de Fourier en (t,x) de u; alors 1
et (T+v.£)0 appartient 3 L2 (R x ]Rc1 x ]Rd) , & support campact en v , et on
étudie le comportement de ]j a(t,g,v) dvl2 lorsque A = (12+[£]2)"2 tend vers

1'infini. On pose To =% ; Eo =

JﬁdV=J ﬁdV‘f‘I ﬁdVEIn“"Ie-
|TO+V-€0|51/)\ ITQ+V-€0 Zl/)\

Or 0 est une valeur réguliére de l'application Vv }— To+V.£o pour tout

, et on écrit

>y

(To,&0) €Sd ; donc, pour tout compact K de ]Rd , il existe €0 >0 et C>0

tels que
ve € 10,e0l , sup m{v € K, [To+V.80| < €} <cCe,
(to,E0) €sd
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m désignant la mesure de Lebesgue sur ]Rd .

Dés lors, par 1'inégalité de Schwarz :

[a2
11,12 Hml av

1 Y_c' o
|z ]2.<_—-(J )<J|T+v.§lzlﬁlzdv S—J|T+V.E|2|u|2dv
e A2 1 To+v.Eol>1/A |To+v £ol2 ) X ’
On en déduit que
[agar vz 10m) [[arm avf? <oe
ce qui achéve la démonstration.

6.3. Cammentaires

a) Le résultat cité par la proposition 6 est de nature microlocale. Il dit es-
sentiellement que 1l'ensemble caractéristique de 1l'copérateur o t+v.3X varie suf-
fisamment avec v pour qu'un point (to,Xo,To,£0) soit "rarement" dans le front
d'onde H' de u , et finalement ne soit pas dans un certain front d'onde H(S
de Judv (ici ¢ =% ). A ce titre, la proposition 6 posséde un certain nombre
de généralisations.

b) La généralisation la plus naturelle concerne une famille o d'opérateurs
pseudodifférentiels d'ordre 1 P(x,DX,cu) , le paramétre w variant dans un es-
pace probabilisé (Q,T,u) . On peut alors mettre en évidence un gain de régula-
rité § sur la moyenne Iudu (w) lorsque u et Pu sont dans L2(XxQ,dxdy) ;
§ est relié & 1l'exposant de décroissance des quantités ufw, Ip(x,&,w)!| < €}
lorsque € tend vers 0 , (x,£) variant dans un voisinage du point (Xo,&0)
étudié dans T*X~ {0} , p é&tant le symbole principal de P (voir [46]).

c) Une autre extension vise 3 donner une formulation intrinséque de la propo-
sition 7 dans le cadre d'une structure fibrée. Soit P(x,y,DX,Dy) un opérateur
pseudodifférentiel d'ordre 1 - ol x décrit la base, y décrit la fibre - de
symbole principal p ‘“transversal & la fibration" au sens ol son champ hamilto-
nien HP n'est pas tangent 3 la variété des covecteurs horizontaux {n = 0} en
les points caractéristiques. Alors les conditions u € Ll , Pu€ Lioc assu-
rent que l'intégrale dans la fibre Judy appartient & Hi&zz (voir [47], [49]).
L'usage des opérateurs intégraux de Fourier montre que ce résultat est une ver-
sion du "théoréme de trace" : u € L? , ? € 1? =u| o € 1? (voir [48]).

d) Enfin, toujours dans le cadre décrit en c), il est possj_ble de distinguer
la régularité "en x " et "en y " dans les hypoth&ses. Par exemple, si u € Lloc
et Pu€L?(dx,H™dy) powr m20), alors [udy€ gl/204)  ooir (457, 148]).

e) La proposition 5 se généralise aux cadres décrits en b) et c), pourvu que
1'opérateur soit un champ de vecteurs.

6.4. Le résultat suivant permet d'appliquer la proposition 5 dans le cadre "renor-
malisé" de la définition 2 déja utilisé en section 5.3.
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PROPOSITION 7.- Soit (fn) uwne suite faiblement relativement compacte de
L1(Jo,6[ x & « ]Rd) . On suppose qu'il existe une swite (B%) de fonctions unifor-
mément Lipschitziennes d'une variable néelle, nulles en 0 , telle que
(1) 8"(s) 53> s Locakement uniformement ;
(ii) W , La suite T(BY(fn)) est faiblement relativement compacte dans
Ll (10,60 x B x B .
Alons, 84 fn —=f dans L', Yn — Y presque partout et (yn) est bornde

dans 110,60 x B x B , on a

”anwndv - Jf¢dvl|L1 — 0.

n ->oo

En effet, la proposition 6 s'applique pour tout v & gl\.: = Bv(fn) , et la compa-
cité faible des fn entraine

A
(6.1) Slr::p ||fn-B (fn) ”L1 n—+->0.

On en déduit que la suite (Jl. fnwndv> est contenue dans un campact de (L1, || “L1) .m

6.5. Remarque

Par hypothése, quitte & extraire une sous-suite de (fn) , on peut supposer
que W, (8(fn)) converge faiblement dans L' , vers une limite g’ . Il est
bien slr faux en général que g = B°(f) , mais (6.1) assure que

v
lf-g ”L1 FrpranpegiU

7. LE PASSAGE A LA LIMITE
7.1. Nous reprenons les notations de la section 5.3.

PROPOSITION 8.- Apr2s extraction d'une sous-suite, on a, pour tout © > 0 :
(W) [fadv— [fav dens (@ (10,60 x B, || ||, et presque partout ;
(1) Anfn — A€ dans  (L1(10,00 x B x B, || [l) powr tout R> 0

et presque partout ;

d

(iii) Pourn toute gonction @ € L7(10,6[ x B® «x ]Rd) a supponrt compact en v ,
JOEn 0 av | [0.(£,5) oav
1+ [ fnav 1+ fav

dans (L1(]016] x ]Rd)I“ ||L1) .
t

Preuve.- On applique la proposition 7 avec B\) (t) =v Log(l +3
campte tenu de la proposition 4. (i) est une conséquence immédiate, (ii) en est
une variante "3 valeurs vectorielles" (on prend

>I V— +o,

Un(vy) = An(v-v,) 1 ey (®,L1 ()

|vI<R
et 1'on utilise les estimations (2.1) et supJ' fn(l1+ |vl2) dv < +» pour éliminer

n
le terme 3 1'infini en V4 ). Dans le cas de Q_, (iii) en est également une
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~ Anxf;
conséguence en posant Yn = ﬂﬁa © , et le cas de Q+ s'obtient de méme, une

fois fait le changement de variables (v,v,) }— (V' Vi) oW
7.2. Remarque
Dans l'assertion (iii), laquantité m permet de modérer la croissance
n
et d'obtenir ainsi un multiplicateur I® dont on connait la limite presque par-

tout (d'aprés (i) et (ii)). On ne peut hélas pas procéder directement de la méme

maniére avec %—(E'l'f—n) car le "facteur renormalisant" 1 introduit une
1+£fn 1+fn

"non linarité parasite" que 1l'on ne peut pas contrdler en topologie faible. (On

ignore a paiondl la limite faible de 1£nf .) Il est donc nécessaire de passer 3
n

la limite dans une formulation "intermédiaire" de 1'é&quation de Boltzmann, sans

non linéarité parasite, mais ne faisant apparaitre que des termes interprétables
en tant que distributions.

7.3. L'équation intégrale

On définit la résolvante T' de T par u=T'g si u|t=0=0 et

Tu = g . Bien entendu, N

(7.1) T g(t,x,v) =J g(s,x- (t-s)v,v) ds .
0
On vérifie aisément que T ' envoie L'(]0,0([ x B ]Riloc) dans
c(10,61, 11 x B_)) continfment et faiblement continfment ; de plus, T

est positif (i.e. £20=>T1£>0) .8i Fe€C([0,0],L (R x R‘lioc)) et

TF 2 0, 1l'opérateur T_' = e Fr1ef estbiendsfini de L1(10,0[ x R x ]Riloc)
dans cC([0,6] ,L" (]Rd x ]Rclioc)) et posséde les mémes propriétés de continuité. De
plus, si (Fn) est une suite bornée de C([0,6],L? (]Rd x ]R(lioc)) , TFn 20 et
Fn(t,x,v) — F(t,x,v) pour tout t et presque tout (x,v) , et si. gn BN g
dans L1(]0,6[ x B x m‘ioc) ,alors Ve € [0,8], To' gn(t) >T7 g(t) dans
@ B ).

Reprenant alors les notations des sections 7.1 et 7.2, posons

(7.2) Fn = T°1 (Anxfn) .
Alors 1'équation de Boltzmann tronquée vérifiée par fn s'écrit
(7.3) fn= £ € " + T (@ (nfn) -

(On notera l'analogie avec la formulation de Carleman (0.14).)

~ d d
D'aprés la proposition 8 (ii), la suite (Fn) est bornée dans C(]R+,L1 (R™ x loc))
et, pour tout t€R_, Fn (t,x,v) converge vers F(t,x,v) presque partout en
(x,v) , avec F = T 1 (Axf)

—1 1 ,d d
TF Q+(f,f) (t) € L' (R™ x ]Rloc) et
F

1
+ IO, (5,6) .

PROPOSITION 9.- Vt € R, ,

(7.4) f=£f°e
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Preuve.- Notons que tous les termes présents dans (7.3) et (7.4) sont positifs.
Nous allons prouver (7.4) par une double inégalité.

a) On note Bv(t) =Min (t,v) , v21, t=0. Alors on peut supposer que
gn = 8" (fn) > g dans 17(Jo, e[xm) pour tout 6 > 0 , et dés lors
g’ ¥ £ dans L1(]0 ol x B x K ),H ll;,1) » en croissant (voir la remarque
(6.5). A v fixe, gn vérifie les hypothéses de la proposition 5, et de plus
|g:| <V, Vn; on en d&duit que

d

Qo) =0, dans 120,60 x B x By

pour tout R > 0 . Par ailleurs (7.3) entraine
(7.5) £ 2 £ €0 4 T " 0, (gn,am)

et, en passant a la limite faible pour tout t si n — o ,

(7.6) £ze’ + 10 (g%g") ,

ce qui, campte tenu du théoréme de convergence monotone, entraine

(7.7 o1 Q, (F,£) € L7(10,60 x B x B et

_F 1
(7.8) f2foe” + o Q (£,£) .
b) On note cette fois g,\;=\)l'.og(1+fn/\)),desorteque

Q, (fn,fn)
(7.9) gn =vIog(1+£/) e+ (—%ﬁj@—) + Ty (An*fn(gn _—'1+fn7\)))

On peut supposer que gn g, fn/(1+fn/\))——>h , et g — £, hY —— f

n+co AVEE 2X-) AVE X--)

Q+ (fn, fn) ,
dans (L1, || HL1) (remarque 6.5). Par ailleurs T+5/5 n5e %,y ot, endi-
visant par (1+ J fndv) et en utilisant la proposition 8 (iii) ’

(7.10) v < 2D ,
1+ffdv ™ 1+ [fav

donc

(7.11) Q

4y S Q68

Passant 3 la limite faible dans (7.9) lorsque n — +x , et utilisant (7.11),
(7.12) g’ s viog (1+£°/y) e ¥ + T Q, (£,£)
et 1'inégalité cherchée s'obtient en faisant tendre v vers +w .m

7.4. Fin de la preuve du théoréme

a) On prouve d'abord que Q—I(—f—fo—) €L (]R , 1oc x ]Rd x ]R? ) , ce qui est aisé
campte tenu de (2.1) et de 1'estimation sur f pour v grand déduite de (3.4).

On montre ensuite la méme chose pour %fi)- , ce qui est une conséquence de

(7.13) Q:(£,£) < 20_(f,£) +E ,

avec EGL’(]RI x ]RdXJRd) .
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Pour obtenir (7.13), il suffit de diviser (5.1) et (5.2) (avec K=2) par
1+<Sffndv, de passer a la limite vague dans L1'(]0,0[ x & « JRd) campte tenu de
la proposition 8 (iii) et de (3.6), puis de prendre la partie absolument continue
du membre de droite, et enfin de faire tendre § vers O .

b) e fait que V&, T.' Q(£,6) (t) € L' (& « ]R(]i_oc) et que
F(t) € L" (]Rd x R‘ioc) entraine que, pour presque tout (x,Vv)

Q+(f,f) € L'(0,6) V6 >0 .

(7.13) assure qu'il en est de méme pour Q (£,f) . Alors (7.4) permet de conclure
que f est une solution tempérée de (B), donc, par a) et la proposition 2, une
solution renormalisée.

c) Estimations surt £ . Il reste 3 établir (1.7) a partir de (5.11). Pour cela,
on note que la preuve de la proposition 8 (iii) donne

vé > 0 , fnfn* w ff* fx')fr';* w f'f;

—_—

1+6 [ fnhav 1+6[fav ' 1+6[fndv 1+68 [fav
dans L7(]0,6[ x R4 x ]l{}x B4 x sd-ly |

X Vi X + +
La convexité de (x,y) b (x-y) Log—}; sur R x R entraine alors que

6 6
1 1
ve >0 f) dtdxdv < lim inf ——— fn) dtdxdv
! JO ” 1+6]tav elf) ol ,[ ” 1+ 8 [fndv én (fn)

0
et on conclut par le théoréme de convergence monotone, en faisant tendre § vers
0 .=
7.5. Remarque

On peut se demander si f vérifie aussi les lois de conservation de la sec-
tion 1. C'est le cas pour tout multiplicateur Y tel que

Y (t,x,V) 0
1+ Ixl2+4 1vi2 [X|+]vi* 4o

vt ,

canpte tenu de (1.6).

Dans les autres cas (¥ = |vl2 ou Ix-tvl|2 ), la convergence faible ne permet
de conclure que par une inégalité :

” fydxdv < lim inf J[J[fnwdxdv,

n-o

que nous avons déja utilisée pour établir (5.10).
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