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NOUVELLES APPROCHES DU "THÉORÈME"
DE FERMAT

par Joseph OESTERLÉ

Séminaire BOURBAKI

40ème année, 1987-88, n° 694

Février 1988

Cubum autem In duos cubos, aut quadratoquadratum In duos quadratoquadratos,
et generaliter nullam In quadratum potestatem In duas ejusdem

eujU6 sane detexi. Hanc

non 

Ce texte en latin, précédé de la mention : Observatio Domini Petri de Fermat,
se trouve dans l’édition des oeuvres de Diophante que le fils de Fermât fait pa-
raître en 1670, cinq ans après la mort de son père. Il reproduit selon toute vrai-
semblance une annotation portée par Fermat dans son propre exemplaire des oeuvres
de Diophante (édition de Bachet), aujourd’hui perdu.

Fermât y affirme que pour n ~ 3 l’équation

(1) xn + yn = zn

n’a pas de solutions entières (avec xyz ~ 0 ). Cet énoncé est souvent appelé
le dernier (ou le grand) théorème de Fermat. Il est démontré pour n _ 150000

(e6. (i,W)), mais pas dans le cas général. On pourra consulter le livre de Riben-
boim [R] comme guide bibliographique sur le sujet.

Pour n ~ 4 , le genre 
(n - 1)(n - 2) de la courbe de Fermât est supérieur

à 2 et la conjecture de Mordell, démontrée par Faltings en 1983 ([Fa]), implique
que (1) n’a qu’un nombre fini de solutions entières primitives.

Les nouvelles approches du théorème de Fermât que nous allons décrire ont

pour point de départ commun une remarque de Hellegouarch ([Hë 1,2,3]), reprise
et développée par Frey ([Fr]) :

Soient p un nombre premier ~ 5 et a,b,c des entiers non nuls premiers
entre eux tels que = 0 . Alors la courbe elliptique E sur d’équa-
tion

(2 ) > y2 = x (x - ap) (x + bp)
(où a,b,c sont ordonnés de sorte que b soit pair et a congru à -1 mod 4 )
jouit de propriétés qui semblent trop miraculeuses pour que E puisse exister.

S. M. F.

Astérisque 161-162 (1988)



En voici quelques exemples :

a) ) Le discriminant minimal d e, E , égal à , est très gros par rapport
à son conducteur, égal au produit des nombres premiers qui divisent abc . Cela

établit un lien entre le théorème de Fermât et une conjecture de Szpiro.
b) Les points de p-torsion de E sont non ramifiés en dehors de 2p et pas

trop ramifiés en p . Cela permet de déduire le théorème de Fermât d’une très belle

conjecture de Serre, disant que les représentations continues irréductibles de degré 2

et de déterminant impair de Gal M/S) en caractéristique p doivent provenir de

formes modulaires paraboliques module p dont on peut préciser le poids, le carac-

tère et le niveau. Cette conjecture est un analogue module p de la "philosophie
de Langlands". Outre le théorème de Fermât, la conjecture de Serre implique aussi

la conjecture de Taniyama-Weil, permet de déterminer tous les schémas en groupes
finis et plats de type (p,p) sur Zl , etc.

c) Un théorème de Ribet ([Ri]), qui résout partiellement les questions rela-

tives au niveau dans la conjecture de Serre, implique que la courbe elliptique E

ne peut être une courbe de Weil. Par conséquent :

THÉORÈME 1 (Ribet).- La conjecture de Taniyama - Weil (cf. T1.4.D) implique te
théorème de Fenmat.

Il semble que Frey ait été le premier à deviner l’existence d’un lien entre

ces deux conjectures. Indiquons que la conjecture de Taniyama - Weil n’est qu’un
cas particulier des conjectures standard sur le comportement de certaines séries

de Dirichlet associées aux variétés algébriques, et que l’on dispose de nombreuses

évidences numériques en sa faveur.

I. LA CONJECTURE DE SZPIRO

1. ° Les courbes elliptiques Ea,b,c
Soient a,b,c des entiers non nuls premiers entre eux tels que

(3) a + b + c = 0 .

Notons Ea,b,c ou simplement E la courbe elliptique sur 03A6 d’équation

(4) y2 = (x+b) (x-a)x .

Elle est isomorphe à la courbe elliptique d’équation y2 = (x-ei) (x-es) (x - e3 )

pour tout triplet (e1 ,e2 ,e3) d’entiers tel que a = e2 - e3, b = e3 - ei ,

c = e~ - e2 . En particulier, ne change pas si a,b,c sont permutés cir-

culairement.

Supposons pour simplifier que l’on ait

(5) a = -1 mod 4 , b = 0 mod 16 .



En effectuant le changement de variables x = 4X , y = 8Y + 4X , on obtient une

nouvelle équation de E à coefficients entiers :

Les invariants associés à cette équation de Weierstrass sont

(e6. [Ta])

On a pgcd (c4 , o) - 1 . Cela implique que (6) définit un modèle minimal de E

et que E est une courbe elliptique eit.) : elle a bonne ré-
duction en un nombre premier .~ ~~ , mauvaise réduction de type multi-
plicatif si i 1 ~ . Si n est un entier non nul, notons rad n le produit
des nombres premiers qui divisent n . Le conducteur de E est alors

(9) N = rad 16 . °
Remarque.- Lorsqu’aucun des trois triplets (a,b,c) , (b,c,a) , (c,a,b) ne véri-

fie (5), l’équation (4) est minimale et E n’est pas semi-stable en 2 .

2. La conjecture de Szpiro

Étant donnée une courbe elliptique E définie nous noterons I~
son discriminant minimal et NE son conducteur : on a NE = rad 0394E si E est

semi-stable.

Dans un exposé à Hanovre en 1983, Szpiro formule la conjecture suivante,
dont il démontre un analogue dans le cas des corps de fonctions :

CONJECTURE 1 (Szpiro, forme faible).- Ii existe a > 0 > 0 que

pour toute courbe elliptique semi-stable E sur 03A6 .

Cette conjecture a des conséquences arithmétiques étonnantes :

PROPOSITION 1.- Admettons la conjecture 1 et posons a’ =1603B11/2 et a’ 1 = a/2 .
0n a 

poun tout (a,b,c) non premiers entre eux que
a+b+c = 0 et 16 abc.

On peut permuter a,b,c de sorte que a = -1 mod 4 et b = 0 mod 16 .

L’inégalité (10?) appliquée à la courbe elliptique Ea b c décrite au n° 1 im-

plique alors (Il?).



Remarque (Szpiro).- Sous les mêmes hypothèses, on a

avec a." = 2a’~5 et P" = p/5 . Cela se déduit de l’inégalité (10?), appliquée
aux trois courbes elliptiques obtenues en quotientant Ea b c par ses sous-groupes
d’ordre 2 . Ces courbes elliptiques sont semi-stables, ont le même conducteur
que E et leurs discriminants minimaux sont, avec b’ = b/16 , 1

La relation (11?) signifie que a,b,c ne sont pas tous trois fortement fac-

torisés. Si la conjecture l est vraie, l’expression où a,b,e
sont conne dans la prop. 1, est majorée. La plus grande valeur connue de cette
expression est 4,1075... et provient d’un le de Xiao Gang :

COROUAIRE.- 1. le théorème de Fermat est vrai

pour les exposants ass ez 

Si x,y,z sont des entiers tels que = zn , xyz ~ 0 et

1 , les entiers a = xn , b = yn et c = -zn satisfont aux hypo-
thèses de la prop. 1 et l’on a rad abc ~ d’où .

Pour n assez grand, c’est absurde.

Dans la conjecture 1, on ne peut prendre 13 = 6 . Considérons en effet les
suites (an) , (bn) , (en) définies par

et posons An = Pour tout n ~ 0 , le triplet 
vérifie les hypothèses de la prop. 1. On démontre facilement l’inégalité

4~.n pour n ~ 0 . On a donc lim +00 ~ de sorte que l’on ne peut
prendre = 3 dans (11 ?), ni P = 6 dans (10?). (c~. [M] et pour des ré-

sultats plus précis de ce type.)
En ce sens, la forme suivante de la conjecture de Szpiro est la plus opti-

miste possible.

CONJECTURE 2 (Szpiro, forme forte).- Poun tout s > 0 , il existe C (e:) > 0 tel que

pou/L toute courbe elliptique semi-stable E sur Q .



3. La conjecture abc

La conjecture abc est née d’une discussion entre Masser et l’auteur de cet

exposé en 1985 :

CONJECTURE 3.- POM tout e > 0 , il C (e) > 0 tel que

pour tout (a,b,c) d’entiers non premiers entre eux vérifiant
a+b+c = 0 .

L’énoncé analogue où 1 + E est remplacé par 6 5 + s est impliqué par la

conjecture 2. (Raisonner comme en haut de la page 6 pour se ramener au cas où

161 abc , puis appliquer la remarque du n° 2.)
L’analogue de la conjecture 3 pour les corps de fonctions est connu, et très

utile à l’étude des équations diophantiennes sur ces corps (c~. [Ms]). En voici

un cas particulier :

THÉORÈME 2.- k un corps et P,Q,R trois polynômes non nuls de k[X] ,

premiers entre eux, te.t6 que P + Q + R = 0 , dont. l’ un au a une dérivée ~ 0
Sod s le nombre de racines distinctes de PQR dans une clôture algébrique
de k. On a alors

( 15 ) sup (deg P , deg Q , deg R)  s .

Posons D = P, g Î 1 . On a D =. R, P, Î 1 et les hypothèses du théorème im-

pliquent que le polynôme D est non nul. On a deg D  deg P + deg Q . Par ail-

leurs, si x E k est une racine de multiplicité m de P , de Q ou de R ,

c’est une racine de multiplicité > m - 1 de D. On a donc

deg D ~ deg P + deg Q + deg R - s . En comparant les inégalités obtenues, on
trouve deg R  s . On a de même deg P  s et deg Q  s , d’où le théorème.

Démontrons que la conjecture 3 équivaut aux deux conjectures suivantes sur les
courbes elliptiques :

CONJECTURE 4.- Pour tout e > 0, il C(e) > 0 possédant la propriété
poun toute courbe elliptique E sur Q , invariants c4 et cfi

modèle de E (et}. [Ta]) et te conducteur N de E véri-

6ient

CONJECTURE 4’.- Même énoncé que ta conjecture 4, en restreignant aux
courbes elliptiques E semi-stables.

(On notera que la conjecture 4 implique la conjecture 2, même sans y suppo-
ser E semi-stable, en vertu de l’égalité 1728 ~ = c4 - c6 .)

Conjecture 4 ~ Conjecture 4’ : : C’est clair.

Conjecture 4’ ~ Conjecture 3 : Admettons la conjecture 4’. On prouve alors



(14?) lorsque 16 divise abc par une démonstration analogue à celle de la

prop. 1. Le cas où 4 ) abc , puis le cas général, s’en déduisent en choisissant b

pair et en écrivant l’inégalité (14?) pour le triplet (4ab , (a - b) 2 , - (a+b) 2} ,

Conjecture 3 =9 Conjecture 4 (d’après les idées d’Hindry) : Admettons la

conjecture 3. Soient E , c4 , N con~ne dans l’énoncé de la conjecture 4, et
soit A le discriminant minimal de E . On a c~ = 1728A . Posons
d = pgcd (c , 1728A) , a = c/d, b = c/d, c = -1728A/d . Appliquant (14?)
à (a,b,c) , on obtient :

où l’on a posé M = d rad(1728 On vérifie place par place, en étudiant

les divers types possibles de réduction de E , que M divise 6 c4 Cs N . On dé-

duit alors facilement de (17?) que ~c4~3 et sont majorés par
(C(e) (6N) 1+s) 6/ ( 1-5e) ~ ce qui prouve la conjecture 4.

4. Les théorèmes d’Hindry et Silverman ([H,S])

La conjecture de Szpiro suggère qu’un invariant d’une courbe elliptique E

sur Q intéressant à considérer est le nombre

C’est effectivement le cas, comme le montrent les deux théorèmes suivants :

THÉORÈME 3 ([H,S], th. 0.3).- La hauteur de Néron - Tate (relative au diviseur (0) )

de-6 de E () qui ne sont pas de torsion est minorée par c (03B2E) log |0394E 1
où ) = (20 pE ) 810 ~’’ 1 4~E . ~
THÉORÈME 4 ( [H,S] , th. 0.7).- Le nombJte de de E (dans un modèle

majoré par c 
( 1+r) aE , où c une constante indépendante de E

et r le Bang du ZZ-module E((B) .

1) Si les 13E sont majorés indépendamment de E , les théorèmes 3

et 4 répondent positivement à des conjectures de Lang ([La], p. 92 et 132). Tel

est le cas en particulier si la conjecture abc est vraie.

2) Hindry et Silverman généralisent les théorèmes 3 et 4 au cas où  est

remplacé par un corps de nombres K . Ils posent dans ce cas aE = 

(avec (jE = 1 par convention si le dénominateur est nul). Ils majorent également

!E(K) tors ) en fonction de 03B2E et [K:03A6] . (Pour K = (B , on a mieux : Mazur

([Ma 2], th. 8) a démontré que E(~) a au plus 16 points de torsion.) Des résul-

tats voisins ont été obtenus par Frey et explicités par Mne Flexor ([Fl]).

3) Supposons que le degré d’une paramétrisation de Weil (au sens de 1])

d’une courbe elliptique par Xo(N) soit majoré par où c est une constante



absolue. Alors les f3E sont majorés pour les courbes elliptiques E sur 03A6 qui

sont de Weil (donc conjecturalement toutes).

5. D’autres conjectures

Je renvoie au séminaire de géométrie algébrique 1987 de Szpiro pour l’étude

de diverses conjectures qui impliquent la conjecture 1 :
- énoncés du type "conjecture des petits points" de [Sz] ;
- versions effectives de la conjecture de Mordell ;
- analogues arithmétiques des inégalités de Bogomolov - Miyaoka - Yau.

Par ailleurs, Vojta a publié un livre ([Vo]) dans lequel il formule des

conjectures très générales concernant les hauteurs des points de variétés algé-

briques définies sur les corps de nombres. Ces conjectures sont inspirées par des

analogies avec la théorie de Nevanlinna. Elles impliquent la conjecture abc .

II. LA CONJECTURE DE SERRE

1. Représentations galoisienne

Soient S une clôture algébrique Gm = son groupe de

Galois et F un corps de caractéristique .~ > 0 . Considérons une représentation

Supposons que p soit confine, c’est-à-dire se factorise par où K

est une extension galoisienne finie de CD. L’ensemble S des nombres premiers p

en lesquels p est ramifiée est fini. À tout S correspond un élément de

Frobenius p(Frob ) de Im p , bien défini à conjugaison près. Posons

PROPOSITION 2.- La connaissance d© a et pOuA p (ou

même poun un ensemble de nombres premiers p de densité Z ) 

p à pJtè6.
En effet, la connaissance de ces a et détermine, d’après le théo-

rème de Cebotarev, le polynôme caractéristique de la matrice p(g) pour tout

On définit le conducteur de p par une formule analogue à celle utilisée

pour définir le conducteur d’Artin en caractéristique 0 , à cela près que l’on
se restreint aux places premières à l: pour tout nombre premier p ~ .~ , on
choisit un prolongement à 03A6 de la valuation p-adique on note 

la suite des sous-groupes de ramification de Im p correspondants (égaux à {0~

pour i assez grand), di la dimension du sous-espace fixé par p (G . ) , et



l’on pose

On a n(p,p) = 0 si et seulement si p est non ramifiée en p . Le conducteur

de p est alors

Le caractère det p : Gw ----~ Fx est d’ordre premier à ~ . ° Son conducteur

(au sens usuel) divise cela se voit en comparant les formules donnant les

conducteurs de p et det p . On en déduit, grâce à la théorie du corps de classes,

qu’il existe un caractère de E : x ~ Fx et un élément h de

~/ (.~ -1 ) ~ caractérisés par

Si c est la conjugaison complexe relative à un plongement de 03A6 dans (E , on a

Serre ([Se 3] § 2) associe à p un poids k qui est un entier >_ 2 dont

la classe modulo l-1 est h + 1 . La définition de k est trop technique pour
être rappelée ici. Signalons simplement que ce poids ne dépend que de la restric-

tion de p au groupe d’inertie en p (relatif à un prolongement à 03A6 de la

valuation p-adique de Q ).

Soit E une courbe elliptique semi-stable définie sur Q . Soient l un

nombre premier et GW -~-~ la représentation galoisienne fournie par
les points de l-torsion de E . Le déterminant de 03C1l est le caractère cyclo-

tomique x. : G03A6 ~ F l qui donne l’action de G03A6 sur les racines l-ièmes de

l’unité : cela résulte des propriétés de l’accouplement de Weil. On a
= p pour P"f; l et Xl (c) = -1 . Le caractère e associé à Pl est

le caractère trivial. Le conducteur de p~ divise celui de E . Il est égal au

produit des nombres premiers P"f; l dont l’exposant dans le discriminant mini-

mal 0394 de En’est pas multiple de l : cela résulte de l’étude de la courbe de

Tate. Le poids de p~ est déterminé par Serre ([Se 3], prop. 5) : il est égal
à 2 ou l+ 1 suivant que l’exposant de l dans A est ou non multiple de .~ .

2. Représentations modulaires

Soient N un entier ~ 1 , k un entier 2 2 et e : ---~ ~x un

caractère. Notons h le demi-plan de Poincaré et ro(N) le sous-groupe de SL2(S)

formé des matrices (~ -; ) telles que c = 0 mod N .

Rappelons la définition d’une forme modulaire parabolique de type (N,k,E) :

c’est une fonction holomorphe f sur h telle que



E ro(N) et z E h , et qui tend vers 0 aux pointes. Une telle fonc-
tion admet un développement en série

Si f est non nulle, on a

L’ensemble S(N,k,e) des formes modulaires paraboliques de type (N,k,e) est

un espace vectoriel de sur (E . À chaque nombre premier p tel

que p  N correspond un opérateur de Hecke Tp dans S (N,k,£) . Si f = E an qn
est un élément de S(N,k,e) , on a

Les opérateurs de Hecke commutent entre eux. Soit (a ) un système de
P P

valeurs propres des T , c’est-à-dire une famille de nombres complexes telle queP
l ’ intersection des Ker(T -a) ne soit pas (0) . L’ anneau R engendré parP P ’

les a et les e (p) , pour p $ N , est alors un ZZ-module de type fini. SoitP
a À- 2i un homomorphisme de R dans un corps F de caractéristique É > 0 .

D’après un théorème de Deligne ( lD,S] , th. 6 . 7) , il existe une représentation
continue semi-simple :

non ramifiée en dehors de ru telle que

pour tout nombre premier p tel que Ces propriétés caractérisent p à

conjugaison près (prop. 2). Il résulte des formules (22), (25), (27) que le ca-
ractère det p est c’est-à-dire que l’on a

si c E Gm est la conjugaison complexe associée à un plongement de Q " dans cr. °

DÉFINITICN 1.- Une représentation continue p : ~ GL2 (F) ob:tenu.e de cette
e6t dite modulaire de type (N,k,e) .

3. La conjecture de Serre

Soient { un nombre premier, F un corps de caractéristique { et

p : 10 ~ GL2(F) une représentation continue de G03A6 = . Supposons
que p remplisse les deux conditions suivantes :

a) p est absolument irréductible ; i

b) le caractère det p est impair, i.e. vérifie (28) .



La condition b) équivaut à dire que la matrice p(c) est conjuguée à la

matrice (1 ~ . . Lorsque .~ ~ 2 , une représentation irréductible qui remplit la
condition b) est absolument irréductible.

CONJECTURE 5 (Serre, forme faible).- Sous les hypothè.6e6 il

des entiers N >_ 1 , k >_ 2 et un caractère Eo : x ~ x tels que p

modulaire de. :type. (N,k,Eo) au sens de la déf. 1 .

C’est l’énoncé (3.2.3?) de [Se 3].

Remarque 1.- Cette conjecture implique que p se relève en une représentation

À-adique en caractéristique 0 (c~. [D,S]), ce que l’on ne sait pas démontrer.

Reprenons les notations du début de ce numéro. Soient de plus N , k , et

e : x ~ FX le conducteur, le poids et le caractère associés à p (c( .
n° 1). On peut choisir un sous-anneau R de  , un homomorphisme R ~ F et

un caractère so : ~ RX relevant e et de même ordre que E . .

CONJECTURE 6 (Serre, forme forte).- Avec notations précédentes, p modu-

laire de type (N,k,so) , sauf peut-être dans les deux cas

a) = 2 et p ut d’un caractère de G03A6 (-1) .
b) On a .~ = 3 et put d’un canactène de G~ (~ ) .
C’est l’énoncé (3.2.4?) de [Se 3], à cela près que a) et b) n’y sont pas

exclus. Serre trouve en avril 1987 des exemples qui montrent la nécessité d’ex-

clure a) et b) ([Se 4]). Dans ces exemples, p provient d’un système de valeurs

propres associé à des formes modulaires en caractéristique .~ au sens de Katz

([Ka]) de type (N,k,e) , mais ce système n’est pas la réduction rrod. l d’un

système de valeurs propres intervenant dans S(N,k,eo) . Ce phénomène ne se pro-
duit pas en dehors des cas a) et b) (Serre, Cours au Collège de France en 1987).

Pour les applications indiquées au numéro suivant, cette modification est

sans importance.

Remarque 2.- La conjecture 6 se prête à des vérifications numériques. Mestre les

a effectuées dans de nombreux cas particuliers. On en trouve quelques-uns dans

[Se 3], § 5.

4. Applications

Les démonstrations sont seulement esquissées. Elles sont détaillées dans

[Se 3], § 4.

A) Le théorème de Fenmat

THÉORÈME 5.- La conjecture 6 implique le théorème de Fermat.
Si le théorème de Fermât est faux, il existe un nombre premier .~ > 5 et

une solution primitive non triviale de l’équation = 0 . Quitte à



permuter A , B , C , on peut supposer que la courbe elliptique où

a = A , b = B , c = C- , est semi-stable (I, n° 1). Soit Pl : G03A6 ~ GL2 
la représentation définie par ses points de l -torsion. Serre montre qu’elle est

irréductible. Son déterminant est impair et les invariants (N,k,Eo) associés

sont (2,2,1) (c6. n° 1, exemple). Cela contredit la conjecture 6 car S(2,2,l)

est réduit à 0 .

La méthode ci-dessus s’applique à d’autres équations de type analogue (c~.
[Se 3], 4.3).

B) des courbes elliptiques semi-stables

THÉORÈME 6.- Admettons ta conjecture 6. Soit E une courbe elliptique
sur (B . SÀ ) une nr-ième, on a m S 5 et E possède un

d’ordre m ié .

Le point crucial consiste à montrer que m ne peut être un nombre pre-
mier l ~ 11 , ce que Serre déduit de la conjecture 6 appliquée à la représenta-
tion fournie par les points de t-torsion de E . Les autres cas sont traités

dans [M,0].

Le théorème 6 permet, module la conjecture 6, de déterminer la liste des

courbes elliptiques sur (D de conducteur p premier et discriminant ~ tp .
Outre les courbes de Setzer - Neumann d’équation y2 = x3 - 2ux2 + px (pour p de la

forme u2 + 64 , avec le signe de u choisi de sorte que u = 1 mod 4 ), il n’y
en a que cinq, de conducteurs 11 , 17 , 17 , 19 et 37 .

C) Schémas en groupes de type (p,p) sur zl

THÉORÈME 7.- Admettons la conjecture 6. Soit p un nombre premier > 3. Tout

schéma en groupes bini et plat de :type (p,p) isomorphe à

0 on u 0 u .
A un tel schéma en groupes est associé une représentation p : GO} --~ GL2 (]F ) .

Lorsque p est irréductible, Serre montre que det p : G- ----~ ~’p est le carac-

tère cyclotomique et que les invariants (N,k,Eo) associés sont (1,2,1) . Cela

contredit la conjecture 6 car on a S (1,2,1) = (0) . Pour p réductible, le théo-

rème était connu auparavant, sans admettre la conjecture 6.

D) La conjecture de Taniyama - Weil
m

Soit N un entier ~ 1 . Soit f = n~l an qn une forme modulaire para-

bolique de type (N,2,1) qui est une newform de niveau N au sens d’Atkin-

Lehner ([A,L]) et dont les coefficients an appartiennent Soit wf la

forme différentielle sur la courbe modulaire Xo(N) définie par f(q)dq q . Il
existe une courbe elliptique E sur Q et un morphisme (p : Xo(N) ~ E défini

sur 03A6 tels que 03C9f 
= pour une forme différentielle 03C9 sur E . Cela

caractérise la courbe elliptique E à 03A6-isogénie près. De plus :



a) La fonction L de Hasse - Weil de E est S an 

b) Le conducteur de E (i.e. celui des représentations l-adiques associées
à E ) est N ([Ca]).
On dit qu’une telle courbe elliptique E est une courbe de (faible dans la

terminologie de [Ma 1]) associée à f .

Inversement, soit E une courbe elliptique Soient N son conducteur

et an n-s sa fonction L de Hasse - Weil. Si la fonction f = E an qn
est une forme modulaire de type (M,2,1) pour un entier M convenable, c’est
une newform de niveau N et E est une courbe de Weil associée à f : en effet,
il existe une newform g = ~ bn qn de niveau M’ divisant M telle que a P 

= b P
pour presque tout p . Les courbes de Weil associées à g et la courbe ellipti-
que E ont alors des représentations l-adiques associées isomorphes, donc sont

03A6-isogènes ( [Fa] ). Cela implique l’ égalité de leurs fonctions de Masse - Weil et de leurs

oonducteurs. Vu les assertions a) et b) ci-dessus, on a g = f et N = M’ .

Weil ([6ve]) a démontré que pour que la courbe elliptique E soit une courbe

de Weil, il faut et il suffit que les séries de Dirichlet n_ 1 a~ x(n)n-s ,
pour x caractère de Dirichlet de conducteur premier à N , admettent un prolon-

gement holomorphe à  et vérifient un certain type d’équation fonctionnelle.
Cela a motivé la conjecture suivante :

CONJECTURE 7 (Taniyama-Weil) .- Toute courbe elliptique sur 03A6 est une courbe

de Weil.

THÉORÈME 8.- La conjecture 6 la eonjectuhe de Taniyama - Weil.
Ce théorème a été suggéré à Serre par Colmez.

Principe de la démonstration : Soit E une courbe elliptique sur (D . Soient N

son conducteur et nEl an n sa fonction de Hasse - Weil. La conjecture 6 im-

plique l’existence pour presque tout nombre premier l d’un système 
de valeurs propres intervenant dans S(N,2,1) et d’un prolongement Vn à 03A6 de

la valuation l-adique de Q tels que > 0 pour Comme il

n’y a qu’un nombre fini de systèmes de valeurs propres intervenant dans S(N,2,1) ,
doit en être un, et cela implique que E est une courbe de Weil.

Serre démontre de façon analogue les généralisations suivantes du th. 8 :

THÉORÈME 9.- Admettons la conjecture 6. toute variété abélienne A sur Q

èi (of. [Ri 1]) de n un quo-

tient de ta jacobienne de xo (N) , où N ta racine n-ième du conducteur

de A .

THÉORÈME 10.- Admettons .e.a conjecture 6. X une variété algébrique projec-
live et lisse sur 03A6 . Sod m un entlen tel que de

dimension 2 et de type de Hodge. (m,0) + (O,m) . Alors les représentations



de G03A6 dans Hm(X,03A6l) proviennent d’une parabolique de poids m+ 1
et caractère 1 .

III. LE THÉORÈME DE MAZUR - RIBET

Dans ce paragraphe, nous notons S(N) au lieu de S(N,2,1) l’espace vecto-
riel des formes modulaires paraboliques de type (N,2,1) . Nous dirons qu’une
représentation galoisienne est modulaire de niveau N si elle est modulaire de

type (N,2,1) au sens de la déf. 1 de II.2.

1. Énoncé du théorème

Soient F un oorps de caractéristique l ~ 3 , N un entier ? 1 , et

p : G03A6 ~ GL2 (F) une représentation continue modulaire de niveau N.

Une telle représentation est absolument irréductible, son déterminant est le ca-
ractère cyclotomique G~ (II,2), et elle peut se réaliser sur le

sous-corps de F engendré par les traces des éléments de Im p ([D,S], lemme 6.13).
Ce sous-corps est fini et nous supposerons dans la suite qu’il est égal à F .

Disons que p est en un nombre premier p s’il existe H , un schéma

fini et plat en F-vectoriels sur 7l tel que soit isomorphe à la

représentation de Gal (~/~) dans H (~) . Lorsque p ~ é , cela signifie si+
plement que p n’est pas ramifiée en p .

Si p est la représentation GW - GL (;E.) > fournie par les points
de l-torsion d’une courbe elliptique semi-stable E sur Q , p est finie en

un nombre premier p si et seulement si l’exposant de p dans le discriminant

minimal de E est multiple de l.

THÉORÈME 11 (Mazur-Ribet) .- Soit p un nombre pnemlen que p~N (i.e.

piN e.t p2,.r N ). Supposons que la représentation p finie en p et que
l’on ait p ~ 1 mod l au l2  N. p est modulaire de niveau N/p .

Cet énoncé est conjecturé par Serre dans [Se 2], même sans supposer
p ~ 1 rrod l N . Il est à rapprocher des questions relatives au niveau
dans la conjecture 6. Le cas où p ~ 1 mod l est dû à Mazur ([Ma 3]). Le cas où

p - 1 rrod l et .~2 ~’ N s’avère plus difficile et a été résolu par Ribet ([Ri 2 ] ) .

Nous indiquerons aux n°s 3 et suivants les idées principales de la démons-
tration du th. 11.

2. Conséquences

La première conséquence du th. Il est le th. 1 : la conjecture de Tanlyama -
weil implique le théorème de Fenmat.



Supposons en effet que le théorème de Fermât soit faux. Considérons alors la

représentation p~ introduite dans la démonstration du th. 5. Elle est irréduc-

tible, et finie en p pour tout p 7~ 2 (c.6. n° 1, C’est la représen-
tation définie par les points de l-torsion d’une courbe elliptique semi-stable E

sur S . Si E est une courbe de Weil, p~ est modulaire de niveau N , où N

est le conducteur de E . Comme N est sans facteurs carrés, une application
répétée du th. Il montre que p~ est modulaire de niveau 2 . C’est absurde car

S(2) est réduit à 0 .

La conjecture de Taniyama - Weil implique de même les variantes du théorème
de Fermat considérées dans [Se 3], 4.3. Le th. Il permet aussi de démontrer la

conclusion du th. 6 pour les courbes de Weil sans admettre la conjecture 6.

3. Représentations modulaires et algèbres de Hecke

Soit N un entier ~ 1 . A tout nombre premier p correspond un opérateur
de Hecke dans S(N) , noté T si p ne divise pas N , U si p divise N :

si f = E an cf est un élément de S (N) , on a

L’algèbre de Hecke ’II’ (N) est le sous-anneau de End (S (N) ) engendré par ces

endomorphismes. C’est un anneau commutatif de rang fini sur ZZ. Soient m un

idéal maximal de km = ’II’ (N) /m son corps résiduel et l la caractéristi-

que de km . En utilisant le fait que l’action de TT(N) dans S(N) est trigona-

lisable, on déduit du théorème de Deligne cité en II.1 qu’il existe une représen-
tation continue semi-simple p : G~ --~ GG2(km) et une seule à conjugaison près,
non ramifiée en dehors de lN, ~ telle que l’on ait dans km

Pour qu’une représentation continue p : G ---~ GL2(F) , où F est un corps

de caractéristique ~ 0 , soit modulaire de niveau N , il faut et il suffit qu’il
existe un idéal maximal m de tel que p et pm soient isomorphes après
extension des scalaires.

4. Réalisation géométrique de p m

L’espace vectoriel S(N) est canoniquement isomorphe à celui des formes

différentielles holomorphes sur la variété des points complexes de la courbe

modulaire Xo(N) . Les opérateurs de Hecke dans S(N) proviennent de correspon-
dances sur Xo(N) , définies sur Q . Suivant que l’on emploie la fonctorialité



d’Albanese ou de Picard (1), on en déduit deux opérations de ’~ (N) sur la jacobienne

Jo (N) de Xo (N) . (Elles coincident en les T , mais pas en les U . ) Nous
choisirons de voir Jo(iT) comme Pico(Xo(N)) , , de sorte que l’on a un isomorphisme

S (N) N (Lie (Jo (N) ~ ) , et choisirons de faire opérer ’1I’ (N) sur Jo (N) de

façon compatible à cette identification. Il est clair que 1T(N) opère fidèlement
sur Jo (N) .

Soit m un idéal maximal de ’a’(N) . Supposons que la représentation pm
associée soit irréductible et que le corps résiduel km de m soit de canac-

2 . ° L’espace V de la représentation pm est un 

simple, de dimension 2 sur k . L’ensemble Jo (N) (~) [m] des points de Jo (N) (~)
annulés par m est un km[G03A6]-module de longueur finie.
PROPOSITION 3.- Le du Jo(N)(03A6)[m] est isomorphe
à Vd poun un erLt,i.en d >_ 1 convenable. Si l ne divise pas N , on a d = 1 .

C’est une généralisation facile de la prop. 14.2 de [Ma 2], où est traité

le cas d’un niveau N premier. La première assertion se démontre par une compa-
raison de traces, en utilisant les relations de congruence d’Eichler - Shimura ;

le fait que 1T(N) opère fidèlement sur Jo(N) assure que d n’est pas nul.

La seconde assertion, plus subtile, repose sur une étude des réductions rrod l

de Xo (N) et Jo (N) et utilise de façon essentielle le fait que % (N) contient

les opérateurs de Hecke.

Même lorsque l divise N , on ne connaît pas d’exemple où 

5. Réduction modulo p de Jo(N)

Soient N un entier ~ 1 et p un nombre premier tel que p Il N . Posons
M = N/p . Dans ce numéro, nous dressons une liste de résultats sur J = Jo (N)JF ,
la réduction module p du modèle dé Néron de Jo (N) . Les ingrédients essentiels
pour les démontrer sont la description de la fibre module p d’un modèle propre
et plat de Xo (N) sur S donnée dans [D,R], et un théorème de spécialisation du

foncteur de Picard démontré par Raynaud ([Ra], [Gr]).

a) La composante neutre de J est extension d’une variété abélienne A par

un tore T .

b) La variété abélienne A est isomorphe à Jo (M)jp x Jo (M~,p . . Si r est un

nombre premier tel que N , l’élément Tr de ir(N) stabilise chacun des

facteurs de J~ x Jo et y opère comme l’ élément Tr de (M) .

~ Soit D ci C x C’ une correspondance entre deux courbes projectives et lisses C

et C’ , et soient p : D --~ C et q : D --> C’ les projections associées. Nous
disons par abus de langage, en considérant la notion de correspondance comme une
généralisation de celle de morphisme, que les morphismes de variétés abéliennes
q*p* : J (C) ---~ J(C’) et p~q* : J(C’) --~ J(C) sont déduits de la correspon-
dance D par fonctorialité d’Albanese et de Picard respectivement.



c) Le groupe 03A6 des composantes connexes sur Fp de J est annulé par

Tr - ( 1 + r) pour tout nombre premier r tel que N .

d) Soit _ T le groupe des caractères sur p du tore T . Le groupe Gal(m )
opère sur T via son quotient /Fp) . L’élément de Frobenius Frobp agit

_ p P " P
sur T came l’opérateur de Hecke Up et T est annulé par Up - 1 .

Soient la fermeture intégrale de dans ~~p et Jo (N) l’en-

semble des points du modèle de Néron de Jo (N) à valeurs dans Zp . D’après [Gr],
§ 5.1, = se relève de façon naturelle en un sous-groupe de
Jo (N) (Zp) , isomorphe à Hom (T, comme groupe à opérateurs dans TT (N) et

Gal (03A6p/03A6p) . Par abus, nous noterons ce sous-groupe T(Zp) .
6. Le théorème de Mazur : principe de la démonstration

Conservons les notations du n° 5. Soient de plus m un idéal maximal

de T(N) , km son oorps résiduel, l la caractéristique de km , pm la re-

présentation associée à m (cf. n° 3) et V l’espace de cette représentation.
Si L est un L[m] désigne l’ensemble des éléments de L annu-

lés par m .

Lemme 1.- ~[m) ~ 0 . pm e~~ 

Eh effet, d’après le n° 5, c) et la prop. 2, pm est isomorphe à 1 ~ Xl ,
où G~ --~ ~~ est le caractère cyclotomique.

Lemme 2.- Supposons A( p) [m] ~ 0 . Alors pm modulaire de niveau N/p .
Cela résulte du n° 5, b) et de la pzrop. 2.

Choisissons un plongement dans- 03A6p , de sorte que - 
s’identifie a un sous-groupe de G03A6 = 

Le.mme 3.- que V isomorphe à urt de T(Zp) .
On a alors P - 1 mod l .

En effet, G03A6p opère sur Hom(m, l (03A6p)) et a fortiori sur V sui-

vant ou ~l est le caractère cyclotomique et s un caractère non rami-

fié de ~p tel que e2 = 1 (n° 5, d)). Par suite, det pm et X~ coïncident

sur Or det pm est égal à ~l (formule (29)). On a donc - 1 ,

d’où p ~ 1 mod l .

Le th. Il, sous l’ hypothèse p ~ 1 mod l , résulte d’après le n° 3 de la

proposition suivante:

PROPOSITION 4.- Supposons que l’on cû,t l ~ 2 , que pm soit irréductible,

en p et ne pas modulaire de N/p . on a T _ # mT et

p = 



Nous ne traiterons que le cas où p ~ .~ ; le cas .où p = .~ , plus compliqué
techniquement, est analogue dans son principe. D’après la prop. 3, V se réalise

comme sous-km[G03A6]-module de Jo (N) (03A6) . ° La représentation pm n’est pas ramifiée

en p (elle est finie en p , avec p ~ .~ ). Cela permet, par la propriété uni-
verselle des modèles de Néron, de considérer la réduction de V module p .

L’homomorphisme V --~ J (F) obtenu est injectif car p ~ .~ . Son image est
contenue dans T (F ) d’après les lemmes 1 et 2. Comme l’ homomorphisme de réduc-
tion T(71) [l] ~ T(F ) [l] est bijectif, V est isomorphe à un sous-k 
module de T(71). Il est alors clair que l’on a  ~ mT , et le lemme 3 neutre
que l’on a p = 1 m:xi l .

Le lemme suivant ne sera utilisé qu’au n° 8.

Lemme 4.- Supposons que pm irréductible, que de dimension ~ 2

sur km et que l ne divis e pas 2N. On a alors p = ’ 1 mod l .

Le )-module Jo (N) (~) [m) = Jo ~N) (~) [m) est isomorphe à V d’après
la prop. 3, donc de dimension 2 sur km . Il contient

[m] = ~,~ (~) ) qui est par hypothèse de dimension > 2 sur km .
On a donc V = T(ZZp) [m] et le lemme 3 permet de conclure.

Remarque.- Si l’on a l ~ 2 , l | N , l2  N et que pm est irréductible et

n’est pas modulaire de niveau N/C , Ribet démontre que la conclusion de la

prop. 3 reste valable. Il en est alors de même de celle du lemme 4.

7. Courbes de Shimura

Soient p,q deux nombres premiers distincts et 0 un ordre maximal d’un

corps de quaternions sur 0 ramifié seulement en p et q . Soit ~~ un entier ~ 1

premier à pq .

A ces données on associe une courbe projective lisse absolument irréduc-
tible X sur Q , la counbe de c’est le schéma grossier de modules

qui classe les couples (A,C) , où A est une variété abélienne de dimension 2

sur laquelle opère 0 , , et C un sous-0-module fini monogène d’ordre rZ2 de A .

Pour tout nombre premier r ne divisant pas Mpq , 1 on définit une corres-

pondance Tr sur X par

T ~ (A,C) = D (A/D, r (C+D)/D)
où D parcourt l’ensemble des sous-0-modules finis monogènes d’ordre r2 de A .

Pour tout nombre premier r tel que r ) M , on définit une correspondance Ur
sur X par la même formule que la précédente, mais où l’on ne retient que les D

tels que D fl C = (0) . Enfin on définit une involution U P sur X par



(où p est l’unique idéal maximal de 0 au-dessus de p ) et de façon analogue
une involution U sur X .

q
Les endomorphismes de la jacobienne J(X) de X déduits par fonctorialité

de Picard de ces correspondances sont encore notés T r et Ur . Il sont appelés
opérateurs de Hecke et engendrent un sous-anneau commutatif ’IL’ (X) de End (J (X) ) . .

Cerednik et Drinfeld ont décrit la fibre spéciale d’un modèle propre et plat
de X sur 7l q . Cela a pemis à Ribet, en utilisant le théorème de Raynaud déjà
cité au n° 5, d’étudier la réduction J(X)F 

q 
module q du modèle de Néron de J(X) ,

et de mettre en évidence des liens étroits entre J(X)F et Voici

ses résultats, qui précisent des résultats antérieurs de Jordan et Linné ([J,L]) :
a) La composante neutre de J(X}~ 

q 
est un tore. Notons TX , q le groupe des

caractères de ce tore sur ]F . 

_ q 
_

b) Soit le groupe des caractères sur ~p du sous-tore maximal de

. Il existe un homomorphisme de groupes injectif

compatible à l’action des opérateurs de Hecke sur ces groupes. même

d’un canonique de a, une fois choisis des homomorphismes d’anneaux
0 - F et 0 --~ I~q , ) Cela implique que ir(X) est un quotient de l’algèbre
de Hecke de via lequel ’~ opère sur J (X) .

c) L’assertion b) peut être précisée : soient u,v les morphismes de dégé-
nérescence de Xo dans Xo (Mp) déduits des applications T ~--~ T et

z ~2014~- qr du demi-plan de Poincaré dans lui-même. On a une suite exacte

où $ est l’homomorphisme déduit par fonctorialité de (u,v) : - 

L’opération de % (Frq) sur (il ’iP,P )2 qui en résulte coïncide avec celle

de % (yp) en ce qui concerne les opérateurs de Hecke d’ indice r premier, avec

r # q . Par contre l ’opérateur U de % (ypq) opère matriciellement par
q

où T est l’ opérateur provenant de ’Il’ . 

_

d) Soient ~ ~~ le groupe des composantes connexes - sur ]F 
q 

de 
q

et ’I! le conoyau de l’ endomorphisme U -1 de (T.~ ) )~ (e~. c)). Il existe

une application ’Il’ (Mpq) -linéaire ~Y --~ dont le noyau et le conoyau sont

annulés par T - ( 1 + r) pour tout nombre premier r tel que r,.r Mpq .
Soient m un idéal maximal de km son corps résiduel et

G- --~ la représentation associée. °



Lemme 1.- Si pm pas modulaire de niveau Mp, les espaces vectoriels

X,q/mX,q et Mpq,p/mMpq,p sont de même dimension sur km .
Cela résulte de c) et de ce que, vu l’hypothèse faite, on a

m (T~rp) 2 ’ °
Lemme 2.- Supposons que pm Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) 0~, a ~X~q ~ m °

On a (Tr~~p) 2 ~ q -1 E m . °
que pm est modulaire de niveau Mp .

L’équivalence de (i) et (ii) est conséquence de d) (démonstration analogue
à celle du lenme 1 du n° 5) , et la relation )~ ~ )~ implique ’
que p~ est modulaire de niveau Mp , d’après c) et la prop. 2.

8. Le théorème de Ribet : principe de la démonstration

Rappelons l’énoncé du théorème de Ribet (c~. n° 1) :

F un corps de 3 , N un 1 non

de .~2 , p : G~ ---~ une nepnéô entatlon 
modulaire de N. p un nombre premier tel que p ~ N et p --- 1 md É .

Si p n’ et pas p, est modulaire de niveau M = N/p .

Indiquons les différentes étapes de la démonstration (par l’absurde) :
a) Quitte à diminuer N , on peut supposer que p n’est pas modulaire de

niveau N’ , avec N’ un diviseur strict de N .

b) On peut supposer que p n’est pas modulaire de niveau Mq , avec q un

nombre premier tel que q j ÉN et q ~ 1 car sinon le théorème de Mazur

(prop. 4) permettrait de conclure.

c) La représentation p est isomorphe (après extension des scalaires) à une

représentation de la forme p mo , où mo est un idéal maximal de (n° 3) . °

Puisqu’elle n’est pas modulaire de niveau M , on a, avec les notations du n° 7,
N,p ~ mo N,p (prop. 4).

d) L’image de contient une matrice conjuguée à () (e6. Il.3), et
l’on peut choisir, d’après le théorème de Cebotarev, un nombre premier q tel

RN et que la matrice soit conjuguée à ~ O") . On a alors,
d’après la formule (29)

et en particulier q = -1 mod .~ ,

e) Sur le groupe opèrent d’une de 

d’ autre part l’ algèbre de Hecke ’II’ (Nq) (de la façon décrite au n° 7, c) ) , Le
sous-anneau R de 2) engendré par les images de ~’ (N) et ’II’ (Nq)
est commutatif et entier sur ’II’ (N) : en effet il est engendré par l’ image de TT (N)



et de l’opérateur Uq de qui, d’après le n° 7, c), ’ carmnute à ’II’ (N) et satis-

fait l’équation de dépendance intégrale

D’après c), l’idéal mo appartient au support de (TN,p) 2 . ° Il

est donc contenu dans un idéal maximal m1 de R . Soit m l’image réciproque
de m1 dans ir(Ng) . . C’est un idéal maximal de qui possède les proprié-
tés suivantes :

- il contient U2 - 1 (d’après (31) et (32)) ; ; 
_

- il appartient au support (TN~q) 2 (par construction) ;
- la représentation p qui lui est associée est isomorphe à p après ex-

tension des scalaires (prop. 2).

f) Soit X la courbe de Shimura considérée au n° 7. Employons les notations

introduites au n° 7. Les propriétés de m décrites en e) impliquent que l’on

(n° 7, lemme 2) . On en déduit, parce que opère dans

J (X) par son quotient que l’on a ’II’ (X) ~ et donc

J(X) (~) [m J ~ 
g) Le semi -simplifié du km[G03A6]-module J(X) (03A6) [mJ est isomorphe à Vd ,

où V est l’espace de la représentation p et d un entier ~ 0 : cela ré-

sulte, par une démonstration analogue à celle de la prop. 3, des relations d’Eich-

ler - Shimura pour J (X) . On a d ~ 1 d’après f) .

h) D’après g), J(X) contient un sous-km[G03A6]-module isomorphe à V .

On peut prendre sa réduction module p parce que la représentation pm n’est

pas ramifiée en p , et ce sous-module se réduit injectivement module p parce

que l ~ p . Ainsi J(X) ( p) [m] est de dimension > 2 sur k .
i) Soit C le groupe des composantes connexes géométriques de 

Parce que pm n’est pas modulaire de niveau Mq (c. b. b)), on a = m 

(n° 7, lemme 2 où l’on échange les rôles de p et q ), d’où [~] ] = 0 .

Les points de J(X) (F )[m] sont donc situés sur la composante neutre de J(X)Fp,
c ’ est-à-dire appartiennent à Hom(Tx / m F p) . Il résulte alors de h) que

/ m T est de dimension 2 sur km .
j) La dimension de T Nq,q /mTN q,q sur km est > 2 : parce que pm n’est pas

modulaire de niveau ~ (c.6. b) ) , cela résulte du lemme 1 du n° 7 où l’on échange les

rôles de p et de q , et de i) . Si .~ ,~ N , on en déduit, grâce au lemme 4 du n° 6, que l’on a

q = 1 mod .~ , ce qui est absurde (c~. d) ) . Si .~ ~ N p~ n’est

pas modulaire de niveau N/l d’après a)., et la remarque du n° 6 conduit à la

même absurdité.

Cela achève la démonstration.
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