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Séminaire BOURBAKI
34e annde, 1981/82, n° 583 Novembre 1981

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
SUR LES GROUPES DE LIE NILPOTENTS

par Guy METIVIER

I - INTRODUCTION

Avant de rentrer dans le vif du sujet, il est bon de rappeler
succintement 1'origine de 1'attention récente portée aux €quations aux
dérivées partielles sur les groupes nilpotents. Outre &videmment
1'intérét propre de la question il y a la remarque suivante :
de méme qu'un opérateur P(x, Dx) ellipticue, peut &tre considéré au
voisinage d'un point X comme une perturbation de 1'opérateur 3 coef-
ficients constants P(xo, Dx)’ certains opérateurs peuvent étre
modélisés par des opérateurs invariants sur un groupe nilpotent.
Cette remarque a été faite initialement par G.B. FOLLAND - E. STEIN [1Q
pour 1'opérateur[:]b et le groupe d'Heisenberg. Ensuite, sont apparus
des théorémes montrant comment certaines situations s'approchent de
fagon naturelle par des groupes nilpotents (L.P. ROTHSCHILD - E. STEIN
[311, R. GOODMAN [11, L. HORMANDER - A. MELIN (1§ , G. METIVIER [23,
L.P. ROTHSCHILD [2§ , B. HELFFER - J. NOURRIGAT [l16] [17]).
On peut dire que 1'idée d'utiliser les opérateurs invariants sur un
groupe nilpotent comme modéles dans un certain nombre de problémes,

est maintenant devenue une idée standard.

Dans cet exposé, loin de vouloir dresser un catalogue des
théorémes existants, on voudrait montrer comment un certain nombre
d'auteurs ont utilisé la th&orie des représentations. L'idée d'utiliser
cette théorie est extrémement naturelle quand on connait 1'importance
du rdle joué par la transformation de Fourier usuelle dans 1'étude des
opérateurs 3 coefficients constants (opérateurs invariants sur un

groupe commutatif). Cet exposé comprendra en gros deux parties :
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- dans la premi&re, on montrera comment on peut construire ex-
plicitement les représentations irréductibles T, et comment on peut
passer d'un opérateur P a m(P) par une succession d'opérations aussi
simples que transformation de Fourier partielle, changement de variables
changement de fonction ; ceci occupera les §§ 3, 4 et 5. Au § 6, on
montrera comment ce dévissage constitue 1l'ossature de la démonstration
du théoréme de B. HELFFER - J. NOURRIGAT [15] .

- dans la deuxiéme partie (§§ 7, 8 et 9), on esquissera les
problémes de résolubilité. On verra comment on peut chercher a utiliser

la formule de Plancherel pour résoudre 1'équation Pu =&, et comment

intervient la notion de représentation générique.

IT - NOTATIONS

Dans cet exposé, on appellera groupe un groupe de Lie nilpotent
connexe, simplement connexe. Si G est un groupe et E% son algébre de
Lie alors 1'exponentielle est un difféomorphisme global de Eg sur G ;
on notera indifféremment exp x ou e* 1'exponentielle de x GE}.

On identifiegg 3 1l'algébre de Lie des champs de vecteurs invariants
a gauche sur G et?L(E%) 1'algébre enveloppante de g% 3 1'algébre des
opérateurs différentiels sur G invariants a gauche. Dans les coordonnées
exponentielles P € U((}) est un opérateur différentiel 3 coefficients
polyndmiaux suréz, que l'on notera ﬂo(P).

Les notations ad, Ad sont les notations classiques et G agit sur
Q\* espace dual deq par la formule g. &= Ad(g—l)*g . Pour g 6%*
<\ <
on appellera tout simplement orbite de £, l'orbite de £ pour cette
action de G.

Dans certains cas on se donnera aussi une décomposition deﬁ% en

somme directe :
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telle que :
95 4 < G
[%j’ %k] = (0) sij+k>r

On dira alors queg% est graduée et on munirag% d'un groupe
d'automorphismes, appelés dilatations, GA (A > 0), en posant
SAx = ij pour x € E&j' Ces dilatations s'étendent 3 1'algébre
enveloppantteQ}) et on noteraqgm§§) 1'espace des éléments P de
QLQ%) homogénes de degré m (c'est~d-dire vérifiant 6A P=2A"P, ¥ >0).

m
On notera aussi ‘IL“’QS) = o qL. (g).
j=o0

Si T est une représentation unitaire de G dans 1'espace de
Hilbert Hw on notera t?“ 1'espace des vecteurs ¢” de la représentation
et, dans le cas oﬁgi est graduée, H? 1'intersection des domaines des
opérateurs mw(A), A € QLmqg), considérés comme opérateurs non bornés
dans H.

Enfin pour & € E%‘ on notera BE la forme bilinéaire antisymétrique
sur E&:

Bg (x,y) =<E ,[x, 5] > ¥
& &

Pour E(I% EL(E)(ou simplement et s'il n'y a pas de confusion) désigne-

ra 1'orthogonal de E pour la forme BE.

III - REPRﬁSENTATIONS UNITAIRES
Soit U une sous—algébre deg et soit & Gg* tel que El[,b— "1 0
’

(U isotrope pour Bg), Alors y : oV 5 ol <Es V>

est une représentation

scalaire unitaire du groupe V = exp 4 et on notera ng er"la" représen-
t

tation unitaire de G induite par ¥ .

Un moyen de réaliser m est le suivant : il existe une décompo-
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sition g =Ve X, 6....0 X'k telle que :

i)vic<k Yo X_1 6...0 Xj est une sous algébre,

X X
ii) 1'application &, Xjseees Xk) e’ e l....e k est un dif-

féomorphisme de A'x X X,..x X sur G,

1 k

iii) la mesure dxl. ...dxn est invariante par G quand on identifie

X= X X...xX 2 V\G

Pour tout x = (xl,..., xk) € X et tout a Gg, il existe v(x,a) € (U'
et 0(x,a) = (Ol(x,a),..., ok(x,a)) € X tels que :

X X a v(x,a) cl(x,a) ok(x,a)
e ....e e =e¢e e ceee €

(les applications v et 0 sont polyndmiales).

Alors on réalise T dans L2 (X) en posant :

£, )

@3.1) (M 4 (€ ) (0 = VDT £y,

Remarques 3.1. - T_.  ne dépend évidemment que de la restriction de §
£,V
a7, et or .introduit tout aussi bien 'fTE vlorsque g en™ est tel que
’

Eltgyor = O

3.2. - 3 une transformation unitaire pré&s T ne dépend

£,
pas du choix des Xj (d'ot la notation ! ).
3.3. - si 1'on change (U'en(v’l = Ad(g_l)‘lﬁ' pour un g € G
et £ en £ = (Adg)* £ , alors les représentations T. et T 9 sont
1 1 U El’ 1
unitairement équivalentes. Helffer et Nourrigat [I5] ont méme précisé

(dans le cas gradué) la nature de la transformation qui réalise 1'équi-

valence entre T. et : d'abord, dans la construction ci-dessus,
£ ¢ e

on peut choisir des espaces Xl,...., )&( communs ; ensuite si 1'on

définit les fonctions w(x) €V et t(x) € X par :

78



GROUPES DE LIE NILPOTENTS

Tl(x) Tk(x)

X X,
k w(x
e =) e -

1
ge ....e =
et la transformation U dans LZ(X) par :
OO = BV i)

alors U est unitaire et Ug, = 1. U.
g7 "L,

Théoréme (Kirillov [19])

i) ng b,est irréductible si et seulement si U est maximal isotrope
’

pour B .

-y sont unitaire-

ii) deux représentations irréductibles T et
R T

ment &quivalentes si et seulement si £, et g, sont sur la méme orbite.
iii) toute représentation unitaire irréductible est unitairement équi-

valente 3 1'une des représentations ﬂE W
’

Le lemme suivant est fondamental pour le § 5 :

Lemme 3.1. - Soient %7et4} deux sous algébres telles que
n *

C C i € = =
[‘b‘,’{}] kv 'Bet soit go " ter que g“‘{;"\] 0. On note E('go)

{ EE‘&¥ / €h7= EO}. Alors on obtient les représentations ﬂg %;pour

£ € EQ;O) par trandformation de Fourier partielle @ partir de T B
0,

Preuve : la démonstration donnera un sens clair 3 cet énoncé !

On écrit =”\30X
g |

0....0 xk et ‘l\f= e T. On réalise Trg vdans

o’

2 e e
L™ (T x X) et les T, _ dans LZ(X), comme indiqué plus haut. Pour cela
’

€,
on écrit :

X, Ol(t,x,a) Ok(t,x,a)

4ee€

t 1

e e ...e k e? = ev(t,x,a) es(t,x,a) e

Ol(x,a) Gk(x,a)

1 k ea - ev(x,a) + s(x,a) e e

79



G. METIVIER

avec v(t,x,a) E'U/, s(t,x,a) € T, o(t,x,a) € X,
v(x,a) + s(x,a) le 6. T =49‘, g(x,a) € X.
t v+s vtw t+s

MaispourtouttGT,v+s€‘l}0T,onaee =e e

avec w € [%,‘([\‘7] CU. Il en résulte que 1l'on a les relations :

s(t, x, a) t + s(x, a)

o(t, x, a) o(x, a)

v(t, x, a) - v(x, a) € [‘9',% .

On a donc :

ei<€,0,v(x, a)> £(

(frgb,v(ea) £ (t, x) = t + s(x, a), o(x, a)).

o2 * L] *
Identifiant ¥ ¥ a2 & x 1" on a ECE o = & 0} X T" et notant 3‘1
la transformation de Fourier partielle en t dans L2(T X X),on a alors :

a . a
@;ﬂzoﬂge YD 0 = g o e ) F,£(1,.)) ().

Autrement dit, pour P E'u,(g), Ty ‘\I(P) est un opérateur diffé-
O’
rentiel sur T X X & coefficients constants en t, et l'opérateur

n (P) est 1'opérateur déduit par transformation de Fourier

“(&;O,T),qy

partielle en t.

IV - SUITE DE SOUS ALGEBRES ISOTROPES

L'objet de ce paragraphe et du suivant est d'exposer la mé&thode
de réductions successives du nombre de variables, suivie dans [15],
pour "descendre" dans les représentations irréductibles.

On suppose dans ce paragraphe que % est graduée :

i i =
gl 0....G%r et onpose% %j 0....031_ pour j = 1,..., r et

=0 pour j > r.

q-
g]

aps sas . * . s
lDeflnltlon : Soit «EE% et soit qj'un sous espace de%. On dira que
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(£,9) est p-maximal (p € {1,.., r}) si 1'on a :
i) .chp
ii) notantUti =’ O(U, alors pour j = py..., T (D; est iso-
trope maximal dans ‘Uj;}- ®) ngJ pour BE .
Lemme 4.1. - Soit (£,]) p-maximal. AlorsV est une algébre et si 1'on
. n . )
poseqjti =a1 f‘lvet(\l‘)} =‘Uj+l(~5) ﬁ%J pour j = p,..., r, on a :
. j L&)
i (AN =7
S N
ii) ['\Bj, W C‘\Tj+k
L&) c
111) [(D’j"'] ’ CDE] llj:i+]

Preuve : i) puisque Y. c OD(.,V.'L“ T cqy, et Q. ﬂ%J =
i j+l N J 3
onw =Y.
Toow -0
ii) par récurrence descendante sur j + k . Pour
j + k > r la relation est triviale. Si elle est vraie pour j + k> s+ 1
pour la montrer avec j + k = s, comme on a déja [’\b},‘lﬂ'k] Cqﬁk,
. . . . o 1
il suffit de voir, en vertu de i), que [‘\Dj, \ﬁ'k] C flfj+k. Cette
inclusion résulte aussitdt de 1'identité de Jacobi (voir la défi-
nition de %) et de 1'hypothése de ré&currence.
iii) de méme par récurrence sur j.

Le fait que " soit une algébre est une conséquence immé&diate

de ii) ; on a méme [‘U,"O'] C(ﬁp

+1?

Remarque 4. . - Le point i) exprime que (D’J est isotrope maximal pour
BE_: dans qJ. En particulier si € ,0) est l-maximal, Vest isotrope

maximal pour BE_: dansg et la représentationT est alors

€,

irréductible.
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Lemme 4.2. - Soit (E,'Uj p-maximal (p > 2). Soit /ll\'fisotrope maximal

pour By dans W=12(® ﬂgp_l. Alors (£,1) est (p - 1) maximal et
WAl cVedy

Preuve : UV est isotrope, donc U CW; comme e ’U“;
N+ A est isotrope dans Wet Arc Y. on a donc VC %ﬁ%p =4f,
la derniére égalité résultant du point i) du lemme 4.1. Puisaque
'\f=’(\)"ﬁ%p, il est clair que (E,;l\'f) est (p - 1) maximal. Enfin

. . Y . .
1'inclusion [4/,47]1 C A résulte du point ii) du lemme 4.1.

Lemme 4.3. - Soit (£,f) p-maximal. Pour tout &' G%* tel que

=0, (') est aussi p-maximal.

/
¢ E‘Un Q(P"'l
Preuve : par récurrence sur p. Pour p = r, c'est trivial puisque
(EN) est r-maximal si et seulement si '\f=%r. Supposons l'affirmation

vraie jusqu'au rang p + 1. Alors, (E,'U;H_l) étant p + 1 maximal,

(E' 7 ..) 1'est aussi. Puisque [V V] C’[);

p+1 4fqu1 est BE—1sotrope

+1?
. 1 '

est aussi Bg, isotrope, et en outre Ncar ={lfp+1(€ ) ﬂ%p.

Par conséquent, il existe J' O U maximal isotrope pour BE,' dansAW" .

Par le lemme 4.2., (£',4)") est p-maximal. Mais puisque

W=

{est Bg-isotrope. Puisque AV est maximal dans gp,
on a bienM' =W

Ce lemme donne donc un sens clair 3 la phrase (£A) p-maximal

X _ _

lorsque £ €A/”. Le lemme 4.2. nous montre alors comment &tant donné
une algébre/‘f et & G/U* avec (£,4) p-maximal ( p > 2), on construit

" e zocez
une autre algébreAr qui vérifie

(A1 cVcdr 0

“lwam T
de sorte que pour tout E’e E(E) = {'é E'{}’* / 'glv-‘- g} (g,’ll\)") est

(p - 1)-maximal. En outre, dans cette situation, pour 2’0 € E(§)
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on peut définir :

0(g0)={g€’0’/3x€’\71(€) :VyE'i\'/

<g,}’>=<g,}'*[x,}’] >}

pNG)

Dans cette définition désigne 1'orthogonal de 4 pour BE s

1
El étant une extension de £ 3 . On montre que cet espace ne dépend
pas de cette extension, et suivant le lemme 4.1. iii) on a

\ .
, V] C V. On a alors clairement :

oy < EE®)

‘et en outre :

Lemme 4.4. - Pour E € 0(20) les représentations A et

n
N

sont unitairement équivalentes.

Preuve : si g est associé 3 x € 471(E), il résulte de la
relation [/(fl(g) ,1'\)"] C {Uque 2’ est la restriction a 4,\J"de exp(adx)" Eo.
Comme en outre Ad (e_x){} =i}, 1'équivalence résulte de la remarque

3.3.

V - REDUCTIONS SUCCESSIVES

Comme au paragraphe précédentE} est graduée. On se donne
P G’ugi) et 1b(P) est 1'@criture de P dans les coordonnés exponen-—
tielles. (ﬂo est aussi la représentation associée au § 3 3 r= 0)).
lre &tape : On choisitﬂf; =g}r et d'aprés le lemme 3.1 (avec

Y]

N = b;,ﬂ7= (0) ) on voit que T

. (P) est 1'opérateur déduit
gr’v}

de no(P) par transformation de Fourier partielle dans les

directions de %r'

83



G. METIVIER

- - . * . .

28me étape : On fixe Er Eg'r ; selon le raisonnement de la fin

du § 4, on construit alors une sous algébre -4):__1 (dépendant de «Er),
,

et le lemme 3.1 (avec A)’='\);_l, A= ’lfr) nous dit que si 1l'on note

E(gr) = {g G'U/rfl / EI‘U/ = &r}, on obtient "tr‘E v (P)
r ’

r-1

(g € E(Er)) par transformation de Fourier partielle.

3éme &tape : Fixant gr—l € E(Er), on construit -'U'r_2 et on passe par

une transformation de Fourier de m P) aux
£ty Ly

€ .
E€EE )
r-¢ &tape : Fixant &2 € E(£3), on construit 'U; a partir de’l)'2
((Ez,‘lfz) étant 2-maximal), et par Fourier partiel on passe de

“gz’%(P) aux n.g’,uzl ®), g€ E(E,).

On s'arréte 13, les représentations T étant irréductibles.
£,

VI - LE THEOREME D'HELFFER-NOURRIGAT
Rappelons que P est dit hypoelliptique si pour toute distri-
bution u E@' (G), u est nécessairement C°0 sur tout ouvert de G ol

Pu 1'est.

Théoréme (Helffer-Nourrigat [15]) : Soit une algébre de Lie gra-
duée et soit P Gu,(%) homogéne de degré m. Alors il y a équivalence
entre les assertions suivantes :

i) P est hypoelliptique

ii) pour toute représentatioﬁ unitaire irréductible 7, le noyau
de 1(P) dans 1l'espace :?'n des vecteurs C de la représentation est
trivial.
En outre si P € um(%) est hypoelliptique, pour toute ''pertubation"

Q e’u.'“'l(%), P + Q est encore hypoelliptique.
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Ce théoréme a d'abord été prouvé par C. ROCKLAND [27] dans
le cas du groupe d'Heisenberg, par B. HELFFER [12] et R. BEALS [2 ]
pour les groupes de rang 2, puis par B. HELFFER-J. NOURRIGAT [14]
pour les groupes de rang 3, avant la démonstration de 1'implication
ii) = i) dans le cas général [15]. L'implication i) = ii) est
montrée par R. BEALS [1 ].

Dans ce paragraphe nous voulons montrer comment interviennent
les constructions du § 5 dans la démonstration de 1'implication
ii) = i) ([15]). Plagons nous & 1'étape r - j : on construit une
algébre{b/et on se fixe § E‘U% tel que (E,1ﬁ soit j + 1 maximal ;

alors on construit U et %(E) ={¢ € e / §|1f= £}.

Lemme 6.1 : Soient A et B deux &léments de4l(£&). Pour que 1l'on ait
une estimation du type :

¢, Vu ey“g,qy Ime o (&) ul < ¢ bre (8 ul

il faut et il suffit que 1'on ait :

Jc, vEer®,vued s hm(a) ul <Cln,  (B) ul
- - t
(R ’
La norme Il . I désigne la norme de 1'espace de représentation

w?x)).

Ce lemme est une conséquence quasi-immédiate du lemme 3.1.

Lemme 6.2 : Supposons m > ¥ et fixons %b € E(E). I1 existe C
tel que :
vier® vued it & o)) tulg chul
v
g,‘tf
[} ési ' m P
- b désigne une norme de 1'espace H . 0(%0) a été
VY
Ly
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N N N
défini a la fin du § 4, et dist (&, O(EO)) désigne la distance de £
a o).

Ce lemme se démontre en explicitant complétement les représen-
tations avec la méthode du § 3 et en exhibant un élément P € ﬂ?(g)
(m=r") tel que T m(P) soit un opérateur de multiplication par une

5y

N v
fonction minorée en module par dist (g, O(Eo)).

Lemme 6.3 : Supposons que m est un multiple commun de 1,...,r. Soit

v
P € U"(g) et soit €, € E(£). Supposons qu'il existe C tel que :

vUejiTN X - <c ||n% ,/Yf(p)un.
£\ o’
o’
Y
Alors il existe C' et un voisinage A de So dans E(f) tels que :

n

ve en, wed hul < € Imy o (P)ul
ny
Y £,

Ce lemme est assurément le point technique central de la
démonstration : il repose sur une écriture explicite des représen-
- v -
tations et sur 1'étude de la dépendance en £ des opérateurs T, (P).
v

£,

Lemme 6.4 : Supposons que m Z_rr est un multiple de 1, ..., r. Soit

P e™(g). On suppose
v
i) il existe C tel que pour tout § € E({) on a :

Vu efﬂN shul_<c (i, (®ul + lul }

¥y SV
ii) pour tout E € E(&) il existe C,, tel que :
€
veed lul < Cy I, o (P)ul.
N =
E’Af 13 E, N
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Alors il existe C' tel que :

Vu ej’ng v bl < clm o (@)l

’

Par le lemme 6.3, on peut supposer que la constante C, est
localement bornée ; par 1l'estimation i) et le lemme 6.2, OE peut
aussi supposer C, uniformément bornée pour d(g, O(EQ))~assez grand.
Enfin par le lemme 4.4. on peut supposer C, constante sur les en-
sembles O(EI). Regroupant le tout, on montfe que Cn, peut &tre choi-
sie indépendante de E € E(£), et on obtient 1'estimation souhai-
tée par intégration (Lemme 6.1).

Soit P € ﬂﬁ(g) vérifiant la propriété ii) du théor&me. Rempla-
gant P par P' =(P¥P)k sl nécessaire on peut supposer que m est un
multiple de 1, ..., r et que m > et Alors, compte tenu d'un résul-
tat classique d'hypoellipticité (F. TREVES [34 ] ,

A et J. UNTERBERGFR [ 35] ) 1'implication ii) = i) du théoréme

résulte de la proposition suivante :

Proposition : Sous les hypoth&ses ci-dessus, il existe C tel que

pour tout u € j)(g) :

"u"m < c{l no(P)u" + lull}

La démonstration se fait par récurrence sur r. Pour r=1 (cas
des opérateurs a coefficients constants) P est elliptique et 1l'es-
timation immédiate.

Supposons la proposition démontrée au rang r-1, et plagons nous
dans la situation du rang r précédente. Dans la premicre étape du § 5

la représentation m v s'identifie 3 la représentation To du groupe
’
r
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G/Gr ; de maniére générale les repr@sentations de G/Gr s'identifient
aux représentations de G triviales sur G.. De part 1'hypothése de

récurrence il existe donc C tel que :

vued bal < cllm_ . (@ul + lul}.
"o, m} m — o,AJ’r
Utilisant le lemme 6.3 (ou plutdt une variante) on peut pertur-

ber cette inégalité et pour un C convenable :

ve, £ <1, we a?ﬁg hul < c{umgr’ .U,r(P)u“ + lul}

r’’r

On applique alors le lemme 6.1 dans le sens de la descente et on

obtient :

* ved lul < ¢ {In + lul}

(P)ull
E., V.
Ej, 47] 3’73

C étant indépendant de j, du choix successif des AIL (k < jet

des Ek(k < j-1) et aussi indépendant de Ej € E(Ej_l).

Aprés la descente, la remontée : pour j=l, on montre que

T (P) est injectif non seulement dans 3 mais aussi dans
El’ Ul TT'E 4.7
1°°71
g . Avec (#) et la compacité de 1'injection S -
s m T
g1 471
’

(pour mw=T ) on en déduit des estimations du .type :
£ 07,

vue S I <c, In ®)ul
L A S B R
Mais alors on peut utiliser le lemme 6.4 et par récurrence sur

j £ r on obtient des estimations

Vu € S’ﬂg' i, <c

I ®)ull.
47, - : E-,/U/-
35 ] ] ]
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Pour j = r, n'oublions pas que 1'on a la restriction |£r| <13
mais par le lemme 6.3 on montre quand méme que 1'on peut supposer

Cg bornée uniformément pour |£r| < 1.
r

On utilise alors 1'homogénéité de P pour s'affranchir de la res-

triction |£r| < 1 et on obtient :

VEr, Vu € ;Pﬂ. "u"m f'C(“ﬂg A (P)ull + lul)
s r’ “r
r’ Vr
L'estimation de la proposition en découle immédiatement par in-

tégration. (Lemme 6.1).

VIT - FORMULE DE PLANCHEREL

Pour des démonstrations on renvoie & J. DIXMIER [ 8]
A.A. KIRILLOV [19] ou L. PUKANSKI [24]. On a vu que les représenta-
tions unitaires irréductibles sont paramétrées par 1l'espace G des

orbites de %’K pour l'action de G. Pour M € G et *{’G Q?(G) on pose :

@) =j 9 g dg
G

L'opérateur T(Y) est tragable et le théor&me de Plancherel

(J. DIXMIER [ 8] ) affirme 1'existence d'une mesure dy  sur G telle que :
P () = )[Atr (M) w(g))du (m)
G
Puisque 7 (PY) = 7 (P) m(p) (@ E‘UQ})) 1'équation Pu =4 conduit

3 résoudre les équations 7(P)v = m({f) et on peut énoncer la régle

suivante :
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Supposons que pour presque tout T on sache trouver un opérateur

u, tel que

i) Tr(P)uTT = T(¢)
v
ii) pour tout Y € C:(G), 1'opérateur ﬂ(‘i’)uTT est tragable et
v
1'intégrale u(¥) = Jtr(n(W)un) du(mw) converge. (¥ désigne la fonction
¥ -1
¥Y(g) = ¥(g ") ).

iii) 1'application ¥ —> u(Y¥) définit une distribution u.

Alors u est solution de Pu =V .

v
~ v
En effet <Pu, ¥> = <u, tP\F> et ﬂ(tPW) = m(¥) 7(P). Par consé-

quent :

v
Pu, ¥> = [cr T@T@) ) dy (M) =<,V >

la derniére €galité résultant de la formule de Plancherel.

Avant d'illustrer cette idée par un théoréme, montrons comment on
peut préciser la formule de Plancherel ci-dessus, et en particulier
"calculer" la mesure du. Donnons nous une base {el, ey en} de g
telle que pour tout j < n 1'espace engendré par {el, cees ej} soit
un idéal de g. Alors, selon L. PUKANSKI [24],{25], il existe une
partition I U J de {1, ..., n} telle que si 1'on note V [resp. W]
1'espace engendré par les eg pour j € I [resp. Jl, on ait les pro-
priétés suivantes

i) Le polyndme D(§) = det(<g, [ej, ek]>) est invariant

k€I XJ
(pour 1l'action de G sur g*) et n'est pas identiquement nul.

1i) L'ouvert @ = {f € g¥ / D(£) # 0} est une union d'orbites
qui, chacune, coupe V en exactement un point.

1ii) Notant U=V n © (U est non vide d'aprés i) et ii)!), il

existe une application continue F(z, &) de W xU dans V polynomiale
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en z, rationnelle en &, telle que pour tout £ € U 1l'orbite de &
est exactement l'ensemble des points de la forme z + F(z, §) €E W @ V,

z parcourant W.

Lemme ([25] ) : Le polyndme D({) est le carré d'un polyndme invariant
r(£) et si 1'on paramétre presque toutes les orbites par U la mesure

de Plancherel du est |r(&)|dE.

Pour £ € U on notera ﬂg "la" représentation unitaire irréducti-
ble associée 3 l'orbite de &. On peut réaliser toutes ces représen—

tations dans le méme espace LZGRk) (k = % dim W).

Théoréme : Soit P € 1(g). Supposons que pour presque tout £ € u,
ng(P) possé&de un inverse 3 droite Qg borné dans LZGRk) tel que :
i) il existe des polyndmes a(f) et b(f) surg{*, invariant par G,

tels que :
la(®) | 10g1 < [b(®)]

ii) 1l'application § —> Qg est mesurable.
Alors P est localement ré&soluble, i.e. pour tout Y € C:(w), (w

ouvert assez petit), il existe u € Cw(m) tel que Pu = \?.

Ce théoréme est &noncé sous une forme voisine par L. CORWIN [ 3]
et correspond exactement 3 la démarche suivie par L.P. ROTHSCHILD [ 29]

et G. LION [22].

Preuve : Par un théoréme de Dixmier [ 9] il existe A et B dans le
centre de U(g) tels que e (8) = a(®) et m (B) = b(E).

Pour VY € C:(G) on a :

v
la@tr@m @ (NQ) | < b (Bel, o Il

H.S
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oit "'“H S désigne la norme Hilbert-Schmidt d'opérateur. Utilisant

Cauchy-Schwartz et la formule de Plancherel on voit que 1'intégrale

v
<u, ¥> = J t (T (@) T (¥)Q,) a(&)r(g)de
AR € €
(9
converge et défini un élément u € L2(G). On vérifie en fait que
u € ¢7(6).
Comme précédemment on voit que Pu = A?,
Mais puisque A est bi-invariant, il est lui méme localement

résoluble (I1. RAIS [26]) et le théoréme suit.

VIII - RESOLUBILIT&, CONDITIONS NECESSAIRES

Rappelons dabord pour fixer les idées que tout opérateur 3 coeffi-
cients constants est résoluble. Dans le cas des groupes nilpotents
on est bien loin d'une situation aussi simple : par exemple 1'opéra-
teur de Lewy Eé_ + i(—g§ + X 2 ) que l'on peut considérer comme un

X X, 1 3§;
opérateur sur le groupe de Heisemberg de dimension 3, n'est pas ré-
soluble.

D'aprés un critére pénéral on sait que si P est hypoelliptique,
son transposé tp est résoluble ; avec le critére d'Helffer-Nourrigat
on voit donc que si le noyau de n(tP) est trivial pour toute T € &,
alors P est résoluble. En outre si P est résoluble, cela veut dire
que 1'on sait résoudre les Equations m(P)u= m(f), donc cela semble
requérir wune certaine surjectivité de 7(P), donc injectivité de
ﬂ(tP). On arrive alors a 1'idée suivante, illustrée par le travail
de L. CORWIN - L.P. ROTHSCHILD [ 6 ], qu'une condition raisonnable pour
la résolubilité de P est que le noyau de 7(P) soit trivial pour pres-—
que toute représentation 1 € &. (notons toutefois que cette condition

n'est de toutes fagons pas suffisante, [6 ]).
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Reprenons les notations du paragraphe précédent : on s'intéresse
donc aux représentations génériques KE, £ € U , que 1l'on peut réali-

ser dans le méme espace LZGRk). On peut méme faire en sorte que

€51 [61):

Lemme 8.1 : Pour toute application B Cm, de U dans fﬁRk) et pour

tout P e’Ug%) l'application‘E
S .

> KE(P)w(E) est ¢ de U dans

Admettons le résultat suivant ([ 6 ]).

Lemme 8.2 : Soité% une algébre de Lie nilpotente graduée et soit
P e um(g). S§'il existe u, non nul, dans jQG) tel que tPu=O, alors

P n'est pas localement résoluble.

Remarque : Il est clair que s'il existe u # O dans le noyau de tP,
alors il existe Y€ C:(G) tel que 1'équation Pu =\ n'ait pas de solu-
tion dans §(G). Ce que 1l'on cherche clest f € C:(G) tel que 1'équation
Pu =q9 n'ait pas de solution dans Cw(G) ; c'est essentiellement pour

ce passage que 1l'on utilise 1'homogénéité de P.

Théoréme (L. CORWIN - L.P. ROTHSCHILD [6]) : Supposons que g soit

graduée et que P e‘U@&) soit homogéne. S'il existe une application ¥,
i . ‘? k t _

non nulle, C de U dans J@R") telle que1rg( P)Y(£) = O pour tout &,

alors P n'est pas localement résoluble.

Ce théoréme se démontre en construisant u th(G) tel que tpy = 0.

Le plus simple serait de construire u tel que :

ng(u) = a(&) ¢£
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avec o € C:(U’) et (DE désignant le projecteur orthogonal sur 1l'es-
pace engendré par (f(£). Cette construction n'est pas (actuellement!)
faite dans le cas général, mais elle résulte d'un travail de
L.CORWIN - F.P. GREENLEAF [ 4] dans le cas oﬁg est l'algébreyy;‘ des
matrices n x n triangulaires supérieures (strictement), (dans ce cas
[ 4] donne une caractérisation des noyaux distributions des opérateurs
ng(u), u Gy(G) ). Dans le cas général on plonge g, dans une algébre
% et P s'identifie 3 un &lément de (U_((/’{l) On montre que cette ex-
tension de P vérifie encore 1l'hypothé&se du théoréme, et d'une fonction
'l\lJ E\'?(Nn) solution de tPﬁ = 0 on construit u GJ(G) solution de FPu = 0
en posant u(x) = ’x\i(xox) (x € ¢, Xy choisi de sorte que u # 0).

Pour passer de la condition Kerng(tP) # (0) 3 la construction
d'une famille lisse {P(£) dans le noyau de Ker'ng(tP), il y a un pas
non trivial 3 franchir, qui nécessite 1'addition d'hypothé&ses

"techniques". A titre d'exemple, donnons le résultat suivant :

Théoréme [ 6 ] : Soitg = 31 o %2 une algébre de Lie telle que

[31, 1] =82 et [%1,82] = (0). Soit Xys oees Xk une base deg—l et
soit L G'u,m(g,) de la forme

On suppose que :

i) Pour tout T=(T1, ceey TK)Ele\Oona:
L a. c Ts eee T: # 0.
3p eI N Im

.. .. *
ii) 'ng(tL) a un noyau non trivial pour £ dans un ouvert deg .

Alors L n'est pas localement résoluble.
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IX - RﬁSOLUBILITg — CONDITIONS SUFFISANTES

En dehors du théor&me concernant les opérateurs bi-invariants qui
sont toujours localement résolubles (M. RAIS 26 ], J.F. ROUVIERE [33 ],
M. DUFLO [ 7 ]) et de théor&mes peu explicites du type de celui &noncé
au § 7, on ne dispese pas de résultats trés généraux. Le cas d'opé-
rateurs homogénes sur les groupes d'Heisenberg est résolu
(L.P. ROTHSCHILD [29], G. LION [22]). Pour les groupes de rang 2, de
"type Heisenberg" (c'est-3-dire tels que pour tout { € g;/o, la forme
<Ez, [., .1> est non dégénérée sur g]), le cas des opérateurs homo-
génes, transversalement elliptiques, est aussi compl&tement résolu
(L. ROTHSCHILD - D. TARTAKOFF [32 ]). Le cas des opérateurs d'ordre
deux sur les groupes de rang 2 a fait 1'objet d'études particulidres

L.P. ROTHSCHILD, [ 30], P. LEVY-BRUHL [ 20] [21].

Terminons cet exposé par la présentation de 1'idée suivante : dans
le cas d'un opérateur & coefficients constants P(Dx)’ lors de la cons-
truction d'une solution &lémentaire, on est naturellement amen& i com-
plexifier le paramétre & pour &viter les zéros de P(E) ; de méme dans
le cas des groupes nilpotents il serait probablement astucieux d'essayer
de complexifier au moinspartiellement le paramdtre £ pour 1'étude des
opérateurs nE(P). Cette idée est d'ailleurs utilisée par
P. LEVY-BRUHL [21 ], et auparavant par B. HELFFER [13]. On trouve aussi
cette préoccupation dans L. CORWIN - L. ROTHSCHILD [ 6 ] avec la notion

de "structure différentielle localement uniforme".
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