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Séminaire BOURBAKI
34e année, 1981/82, n° 581 Novembre 1981

FAISCEAUX CONSTRUCTIBLES QUASI-UNIPOTENTS

par LE Diing Trang

Dans cet exposé nous rappelons des résultats concernant les faisceaux cons-
tructibles quasi-unipotents sur des espaces analytiques complexes et nous donnons
la démonstration par O. Gabber d'un critére de quasi-unipotence de M. Kashiwara.
Dans ce contexte nous énongons le théoréme de la monodromie. Le récent intérét
des faisceaux constructibles provient de ce que les "solutions'" d'un systéme dif-
férentiel holonome sont constructibles (cf. [11]) et de la généralisation dans

[16] aux faisceaux constructibles du probl&me de Riemann-Hilbert qui 3 un systéme

local associe une connexion réguli&re (cf. P. Deligne [5]).

1. Rappels

Dans ce paragraphe nous rappelons quelques définitions et résultats bien
connus (cf. [10], [22],[2] Exp. IX, [1], [5] I.1). Le lecteur trouvera les démons-—

trations des résultats les moins triviaux dans [10] ou [22].

(1.1) Soit X un espace analytique complexe. Soit ¥ un faisceau d'espaces vec-—
toriels complexes sur X . On dit que ¥ est un faisceau constructible s'il

existe une suite décroissante {Xj} de sous-espaces analytiques de X tels

JEN
que :
1) Xo=X et [ X. =9
. . jeN ]
2) La restriction de ¥ 3 S.:= X. - X.
o A A
la restriction de ’]S' est, localement sur Sj , isomorphe 3 1'un des faisceaux

J
constants I (n €N) .

(j EN) est un systéme local, i.e.

On a les propriétés suivantes :

(1.1.1) Soit » un faisceau d'espaces vectoriels complexes sur X . On suppose
qu'il existe un recouvrement (Ui)iEI par des ouverts de X tel que i]Ui soit
constructible, alors ¥ est constructible (comparer 3 [2] Prop. (2.4) (ii)).
(1.1.2) Soit f : ¥ & un morphisme de faisceaux constructibles sur X . Le
noyau et le conoyau de f sont des faisceaux constructibles sur X (comparer i
[2] Lemme (2.1)).

(1.1.3) Soit 0 > ¥ > F > ' 5 0 une suite exacte de faisceaux d'espaces vecto-
riels complexes sur X , si ' et P" sont constructibles, P est constructi-

ble (comparer 3 [2] Lemme (2.1)).

(1.1.4) Soit f : X > Y un morphisme d'espaces analytiques, si & est un fais-
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ceau constructible sur Y , f“&g est constructible sur X (comparer i [2] Prop.
(2.4) (iii)).

(1.1.5) Soit f : X > Y un morphisme propre d'espaces analytiques. Si # est un
faisceau constructible sur X, les faisceaux RJf*?' (j EN) sont constructibles

sur Y .

(1.2) Soit X un espace topologique localement connexe par arcs et localement
simplement connexe par arcs. Soit # un syst@me local sur X . Soit

¢ : [0,1] - X un lacet de X en X0 , i.e. @ est continu et @0) = (1) = xo0 .
Comme ¢~ '# est constant sur [0,1] , on obtient un automorphisme linéaire de

;%o qui ne dépend que de la classe d'homotopie du lacet ¢ et qu'on appelle la
monodromie de ¥ le long du lacet @ . Ceci définit une représentation p@) de
m1(X,X0) dans Aut ?;o . On a (cf. [5] Cor. I.1.4) :

(1.2.1) si X est connexe, le foncteur qui 3 ¥ fait correspondre la représenta-
tion p@) sur 3& est une équivalence entre la catégorie des systémes locaux

o
sur X et la catégorie des espaces vectoriels complexes munis d'une action du

groupe T4 (X,Xo)

(1.2.2) cas particulier : Soit D un disque ouvert dans T centré en 0 et
soit ¥ un faisceau constructible sur D . Si & > 0 est assez petit, la res-
triction de ¥ sur D6 - {0} , ot D6 est le disque de T centré en 0 et de
rayon & , est un systéme local. Soit t € D6 - {0} et @ 1le lacet en t " qui
engendre n1(D6-{0},t) . La monodromie T de X le long de ¢ est appelée la
monodromie de ¥ autour de 0 . On dit que cette monodromie est quasi-unipotente
si ses valeurs propres sont des racines de 1'unité, i.e. s'il existe m et £

tels que :

(m - 1)t =0 .
(1.2.3) DEFINITION.— Un faisceau constructible ¥ sur X est quasi-unipotent en
x € X i pour toute application analytique p : D > X d'un disque ouvert de U
centré en 0 dans X telle que p(0) = x , la monodromie de p~'p autour de

0 est quasi-unipotente. Si * est quasi-unipotent en tout point x € X , on dit

que F est quasi-unipotent sur X .

(1.3) On a les propriétés suivantes des faisceaux constructibles quasi-unipotents

(cf. [10] §1).
(1.3.1) Les syst@mes locaux sur un espace analytique X sont quasi-unipotents.

(1.3.2) Soit ' - # > %" une suite exacte de faisceaux constructibles sur un
espace analytique X , si #' et F" sont quasi-unipotents, * est quasi-uni-

potent.

VD d'orientation positive
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(1.3.3) Soit f : X+~ Y un morphisme d'espaces analytiques et € un faisceau
constructible quasi-unipotent sur Y , f"@ est constructible et quasi-unipo-

tent sur X .

(1.3.4) Soit ¥ un faisceau constructible sur un disque ouvert D de € centré
en 0, si la monodromie de ¥ autour de 0 est quasi-unipotente, le faisceau

JF est quasi-unipotent en O .

(1.3.5) Soit f : X > Y un morphisme d'espaces analytiques. Supposons que la to-
pologie de Y est la topologie quotient de X . Alors un faisceau constructible

6 sur Y est quasi-unipotent si et seulement si f"%% est quasi-unipotent sur X .

(1.3.6) Soit f : X > Y un morphisme fini d'espaces analytiques et ¥ un fais-
ceau constructible sur X . Alors ¥ est quasi-unipotent si et seulement si £ .F

est quasi-unipotent sur Y .

(1.3.7) Soit J un faisceau constructible sur un espace analytique X . L'ensem-—
ble des points de X ol J n'est pas quasi-unipotent est un sous—-ensemble ana-

lytique fermé de X nulle part dense.

(1.3.8) Soit f : X » Y un morphisme propre d'espaces analytiques. Si J est un
faisceau constructible quasi-unipotent sur X , RJf*$ est constructible et quasi-

unipotent sur Y pour tout j €N .

2. Un critére de quasi-unipotence

Dans [10], M. Kashiwara démontre le thdoréme suivant qui nous donne un critére

pour savoir si un faisceau constructible est quasi-unipotent :

(2.1) THEOREME (M. Kashiwara).— SoZent X un espace analytique irréductible, Y un sous-
espace analytique de X et Z un sous-espace analytique de X de codimension > 2.
Soit P un faisceau d'espaces vectoriels complexes sur X tel que JWX—Y et
FIY

quasti-unipotent.

sotent des systémes locaux. Si X est quasi-unipotent, alors ¥ est

1X-2
Nous allons donner deux démonstrations de ce théoréme, 1l'une due 3 0. Gabber
qui m'a été communiquée par P. Deligne, 1l'autre de M. Kashiwara. Celle de 0. Gabber
peut se généraliser 3 des situations algébriques sur des schémas noethériens. La
démonstration de M. Kashiwara fait intervenir une jolie construction combinatoire

associée au groupe fondamental du complémentaire de certaines courbes planes.

(2.1.1) Tout d'abord nous ramenons le probléme au cas oi X est une surface nor-
male : soit x € Z ; il suffit de montrer que pour tout chemin analytique
®:D->X tel que ¢(0) = x , la monodromie de @ '} autour de 0 est quasi-
unipotente ; on peut supposer que ce chemin analytique est ni constant, ni contenu

dans Y ; ce chemin est donc contenu dans un germe de surface (X4,x) contenu
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b

dans (X,x) tel que X4 N Z = {x} et codime = codimX YNXqy ; si le théoréme
1

(2.1) est établi pour une surface, la monodromie de @ ' autour de 0 est

quasi-unipotente ; la propriété (1.3.5) ci-dessus montre qu'il suffit de démon-

trer la propriété de quasi-unipotence dans le cas d'une surface normale.

(2.2) Nous donnons maintenant la démonstration de O. Gabber du théoréme (3.1).
Nous supposons donc le germe (X,x) normal et de dimension 2 , Z = {x} et Y
est de dimension un au plus. Il existe une résolution des singularités T :X - X
de X ol m'(x) est un diviseur 3 croisements normaux ainsi que T~ 1(Y) si

x €Y et dimXY = 1, et tel que (Ci.Cj) =0oul pour i # j (nous notons

— ~
(Ci)lSiSm les composantes de [ 1(x)| et (Yk)ISkSr celles de la transformée
stricte de Y quand x €Y ).

(2.2.1) La matrice (Ci'cj)lsi,jSm est définie négative (cf. [18] § 1 p. 6).

(2.2.2) Nous appelons encore X un représentant assez petit de (X,x) tel que

le groupe fondamental local en x de X - Y U {x} soit le groupe fondamental
de X-YU x} .

(2.2.3) Comme dans [18] § 1 p. 6-13, on peut construire dans X des voisinages

tubulaires T, de C., , des points x. € U. , avec U, =T, = U Cj U v et
1 : ot 1<j<m ~ 1<ks<r
un chemin vy : [0,1] > U, avec U := U U. , qui joint Xq,...,xp , i.e. il
: i
I1<i<m
existe tq :=0<tz < ... <ty =1 tels que Y(ti) =%, tels que :
a) U T.- U ¢C. ale type d'homotopie de X - {x} ;

1sism ' 1sj<m
b) U a le type d'homotopie de X - Y U {x} ;
¢) On a un homomorphisme Ei de n1(Ui,xi) dans m4(U,x4) , qui dla classe d'"homo-
topie d'un lacet de U.1 en x. fait correspondre la classe d'homotopie du lacet

de U en x4 obtenu i 1'aide du chemin Yy

d) soit a; la classe d'homotopie du lacet en x4 obtenu en composant le che-
min Y obtenu de Y qui joint x4 et X s le lacet éi de U en Xs qui
"tourne" une fois autour de Ci et le chemin inverse de Y; (cf. [181 § 1 p. 11);
soit Ciy 1'unique composante de T~ '(x) intersectée par Yk et soit Bk la
classe d'homotopie du lacet en x4 obtenu en composant le chemin Yiy o le lacet
€ de U en X qui "tourne" une fois autour de Yk et le chemin inverse de
Yiy entre les a, (1 £i<m) et les Bk (1 £k <r) on a les relations

suivantes (cf. [18] § 1 p. 12) :

1'élément a$c1'ci)...cécm'ci)B$Y1'Ci)...BﬁYr'Ci) est un commutateur de

m(U,xq) pour 1 £i<m;

1'élément &. est central dans T4(U.,x.) , car U. est un fibré en dis-
i i*%i i

48



FAISCEAUX QUASI-UNIPOTENTS

ques épointés sur C¢; - U ¢; U Y .

j#i 1<k<r - -
(2.2.4) Nous considérons le faisceau constructible m~ 14 = # sur X . Les hypo-
théses nous disent que la monodromie de & le long de Bk (1 £k <r) est

quasi-unipotente. Nous allons montrer que le fait que la matrice ((C,.C.))

soit définie négative implique que la monodromie de F 1le long de a;
(1 £i <£m) est quasi-unipotente. Ceci démontrera notre théoréme parce que tout
chemin analytique @ : D - X , tel que ©(0) =x et @oD-{0}) cX-YU¢},
se reléve en un chemin analytique 6' :D-+X tel que 6(0) €Emn1(x) et
o(D-{0}) cU et que le groupe fondamental local de U en @(0) est abdlien et

engendré par des &léments le long desquels ¥ est quasi-unipotent.

-

(2.2.5) La restriction de F"a U stant un systéme local, on a une représenta-
tion p : my(U,x4) —> Aut §;1 de Tm4(U,xq) sur la fibre 5;1 . En composant
avec Ei , on obtient une représentation o; =P° §i de n1(Ui,xi) . Nous vou-
lons montrer que p(ai) (1 £i <m) est un automorphisme quasi-unipotent de
Fk1 . Pour cela nous allons montrer que, pour tout homomorphisme ¥ : C* » @ du
groupe multiplicatif @* dans le groupe additif @ qui s'annule sur le sous-
groupe U des racines de 1'unité de UT* , 1l'image par X des valeurs propres de
p(ai) (1 £1i <m) est nulle. Soit Ai 1'ensemble des valeurs propres de p(ai)
et on note Xi et ui des valeurs propres de p(ai) telles que
§(1) = Sup x(4;) = x(3;) et I(i) = Inf X(A;) = x(W;) .

~,Comme 61 est central dans n1(Ui’Xi) la représentation pi de n1(Ui’Xi)
sur F;1 se décompose en une somme de représentations non triviales sur des sous-—
espaces VQ de ?;1 (2 = l,...,si) telles que la restriction de oi(ﬁi)
a Vz n'ait qu'une seule valeur propre. Soient Vli et Vgi les sous-espaces
oli cette valeur propre est respectivement Ai et M. .
Comme (Cj'ci) # 0 (resp. (Yk'ci) # 0 ) est différent de 0 , si dj (resp.

Bk ) appartient 3 1'image de E; , on peut considérer les restrictions de

9, = 6,(C1:CD)  g(Cm-C(Va.C1) — (Vr.Ci) 5 o
1 m r 21

un commutateur dans n1(Ui,xi) . On obtient alors :

1
dim Vg, [(Cj’Ci)fo(Cj.Ci)xGet p(éj)lvzi) + z (Yk.Ci)X(det p(ek)lvsli>] =0

et Vgr . L'élZment Si est
i

(Y,,C;)#0
—1 [ z (..c )x(detp(é) ) + z (Y, .C.) ( )] =
- ..C. . .C.)x{det p(€,) =0 .
dim Vgi (Cj’Ci)#O ] 1 ] IVQ]!_ (Yk’ci)#o k™71 k IVQi

Comme p(ek) est quasi-unipotent (1 <k <7r) , que

1
dim Vgi

1

x(detp(é.) )= S(i (resp.
i, ) P dim vy
i

x(detp(ﬁi)Wz!) =I({)),
i

et que pour (Cj'ci) #0 ona:

1) On suppose F# 0 .
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1

_ det p(5. < 8@ .
dim Vg, X( et o J)IVzi) SG)  (resp

x(detp(éj)lvl!) >1()) ,

im V
dim 2]{ i
on a :
m
E? (Cj'ci)S(J) >0
j=1
et

IA
o

m
T (C,.C)I(
AT

Donc en posant A(j) = S(j) - I(j) qui est 20, on a :

m
‘E (Cj'ci)A(J) >0 .
j=1
m m
Ce qui donne z (A(i) z (Cj.Ci)A(j)> >0 . Or la matrice symétrique
i=1 j=1
((Cj'ci))lsiSm étant définie négative, ceci n'est possible que si

1<j<m
AGG) = S(3)-1(3)=0 (G=1y...,m) , ce qui donne S(J)=I(G)=0 (G=1,...,m) .

Ceci achéve la démonstration de (2.1) proposée par 0. Gabber.

(2.3) Dans ce paragraphe nous allons rapidement esquisser la démonstration de M.
Kashiwara dans [10] (§ 3 et 4) du théoréme (2.1).

D'aprés (2.1.1) onpeut supposer que X est une surface normale. On considére un
chemin analytique ¢ : D » X tel que ®(0) = x et on veut démontrer que sous
les hypothéses de (2.1) le faisceau @ "% est quasi-unipotent en 0 . On peut
supposer que (@ ne soit pas constant et que @(D- {0}) <« X - YU{x} . On trouve
alors une projection finie p: (X,x) — (£2,0) assez générale dugerme de X en X
sur (L2,0) telle que l'union de p(YU {x}) et du discriminant de p soit un
germe de courbe plane (I',0) de (C€2,0) et que 1'image de (D,0) par po.o®
ne soit pas contenue dans (I',0) . On appelle X et U des représentants assez
petits de (X,x) et (T2,0) et p induit un morphisme fini de X sur U .

D'aprés la propriété (1.3.6) le faisceau constructible } est quasi-unipo-
tent si et seulement si p,k est quasi-unipotent. D'autre part ¢~ 'F est quasi-
unipotent en 0 si (po®) 'p,¥ est quasi-unipotent en O . Comme p,F est un
systéme local sur U-T', il suffit de démontrer que le faisceau constructible
% qui est 8gal & p R sur U-T et qui est 0 sur I est quasi-unipotent.

En choisissant des coordonnées x et y de T2 en O convenables et un
entier N , par le morphisme (I2,0) — (€2,0) défini par (x,y) +— (xN,y)
1'image inverse de (I',0) est une courbe (I'',0) de (L2,0) qui est 1l'union
d'un nombre fini de composantes non singuli&res (mais souvent tangentes). On est

ramené 3 démontrer le résultat suivant :

(2.3.1) Soit X un faisceau constructible sur U qui est un systéme local sur
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U-T ol I est une union de courbes non singuliéres en 0 et qui est nul sur
I' . Soit C une branche analytique qui passe par 0 et qui n'est pas contenue

dans I' , la restrictionde ¥ & C est quasi-unipotente en O .

(2.3.1.1) On démontre d'abord ce résultat dans le cas particulier ofi C est non
singulidre en 0 et transverse 3 I' en O . Ensuite en &clatant 1'origine on
constate que ceci donne que la monodromie est quasi-unipotente autour d'un point
lisse du diviseur exceptionnel. On applique 3 nouveau le résultat dans le cas
particulier traité aux points de la transformée stricte de I’ au-dessus de 0
et on procéde ainsi jusqu'd ce que 1l'on ait résolu la singularité de I' en O
par m: U->U et que 1'image inverse totale T° de I soit un diviseur 3 croi-
sements normaux. On obtient ainsi que la monodromie autour de chacune des compo-
santes de T' est quasi-unipotente ce qui démontre le résultat ci-dessus puisque
T-T est isomorphe 3 U-T" et, T Etant propre, on peut relever les chemins analytiques.
Pour démontrer (2.3.1) quand C est non singuliére en 0 et transverse a
' en 0 , M. Kashiwara donne une description combinatoire du groupe fondamental
local de U-T' en O dans le cas oi I" est une union de courbes non singuliéres
en 0 . Pour cela on remarque qu'un résultat de O. Zariski et M. Lejeune-Jalabert
donne dans ce cas particulier ol les composantes de I' sont non singuliéres en
0 que le groupe fondamental local en 0 de U-I' est déterminé par les nombres

d'intersection (l"i.l"j) en 0 (i # j) des composantes de I''en O.

T 1<ign
Remarquons que ces nombres d'intersection vérifient :
(NgeFy) = () >0 (i # §)
et avec la convention (I'j.l'{) = + o :
> s ..
(Fi'rk) > inf ((I".l.l"j),([‘j.l"k)) (1 £i,j,k £n) .
Nous allons construire le groupe fondamental cherché de fagon combinatoire

(cf. [10]). Nous pouvons supposer n # 0 .

(2.3.2) Soit J = {l,...,n} . Soit m : JxJ — N U {+w} telle que :

1) m(i,i) =+ 1i€J,
2) m(i,j) >0 i,jedg,
3) m(i,j) = m(j,1i) i,jedg,

4) m(i,j) = inf(m(i,k),m(k,j)) i,j,k€J.

On définit m(i) = qz::;{m(i,j)} (avec la convention si n =1 que m(l)=0).
j#i

Soit &, 1'ensemble des paires o= (I,p) oi IcJ et I#@ et p est un

entier positif ou nul tels que :

I1 existe i €I tel que p<m(i) +1 et I = {j€J,m(i,j)=p} . On note
lol =1 et p(@ =p si o= (I,p) . Ona (J,0) =0o €S et c'est 1'unique
élément tel que p(o) =0 .

On remarque :
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Pour tout 0 € & , O # 0o , il existe un &lément A(C) € & unique tel
que |A(@©)] o lol et p(A(©)) = p(o) - 1.
En connectant O et A(0O) par une aréte, on définit sur & une structure

d'arbre dans laquelle oo et CE = ({j},m(§j)+1) (3 =1,...,n) sont les bouts.

(2.3.3) Soit ®& un arbre fini1. On dit qu'un point O €& est intérieur si ©
n'est pas un bout. On dit que & est orienté si pour tout © € & qui est inté-
rieur on se donne sur 1l'ensemble L(0) des points de & connectés & O un
ordre cyclique L(0) = {T4,...,Ty} . On dit que & est enraciné si on pointe un
bout Cp de & .

Si (&,00) est un arbre fini orienté enraciné, on définit un groupe

Go(®,00) engendré par les &5 (0 €EB) avec les relations :

=1
85, s
8587 = 88g SL O et T sont connectés,
gg = 8,81y si o est intérieur et L(O) = {T1,...,Ty} -

On remarque que la classe d'isomorphisme de Go(&,00) ne dépend pas de

1'orientation sur & .

On a (cf. [10]) :

(2.3.4) Le groupe fondamental local de U-T en O est isomorphe 3 Go(&o,00)
oli ©, est le graphe défini dans (2.3.2) avec m(i,j) = (Pi,Fj) G473 .
La démonstration de ce résultat utilise la description géométrique de U-T

et fait apparaitre des configurations analogues aux carroussels de [15] (comparer

aussi a [19]).

(2.3.5) Soit & un arbre fini orienté. On définit le groupe G(®&) engendré par
les g4 (0 €®) avec les relations 858y = 88y Si O et T sont connectés

et gg = gT1...gTN si O est intérieur et L(O) = {T1,...,TN}

Notons Yo = gog;1 si O est un bout de & et T est l'unique point de

& connecté 3 O .

On a le résultat crucial :

(2.3.6) Soit & un arbre fini orienté. Soit P une représentation de G(@®) sur
un espace vectoriel complexe V . Si p(Yc) est quasi-unipotent pour tout bout
de &, alors, pour tout couple de points connectés o© et T , p(gog;1) est
quasi-unipotent.

Pour démontrer ce dernier ré&sultat on peut supposer que la représentation
O est irréductible. On appelle I 1'ensemble des valeurs propres des p(gc)
(0 €6G) . Il existe alors un homomorphisme X de (C*,x) dans (Q,+) tel que,
pour tout a,b € I tel que ab~' ne soit pas une racine de 1'unité on ait
x(a) # x(b) .

Soit I' 1'ensemble des valeurs propres des p(go) quand O est intérieur

1) ayant au moins deux &léments. 52
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dans @ . L'hypothése de (2.3.6) 1implique que X(I') = X(I) quand & a au
moins trois points. Pour montrer (2.3.6) il suffit de montrer que X(I) ne con-
tient qu'un point. Soit ¢ = Sup X(I) = Sup X(I') .

Soit 0 € & . On note V(0) 1le sous—espace vectoriel des v € V pour les-
quels il existe un polyndme P € L[X] dont les racines sont dans X~ 7(c) et
pour lequel P(p(go))(v) =0 .

Comme g et g commutent si O et T sont connectés on a :

p(g V(o) = V(o)
dans ce cas. Si O est intérieur :

N
N = I |
S i B

si L(o) = {T1,...,'|:N} . Donc :

N N
det (D(go)lv(o)) =Udet <°(3Ti)lv(o)) :

1

Soient d = dim V(0O) , M,...,Ad les valeurs propres de p(gc)lv(c) et

(A.) 5 ¥ ( )

N xA)= 3 =T x@u .).

i=1 Y =1 =1 I

Or x(li)=c2x(uj .1) s, i=1,...,N, j=1,...,d , donc x(uj i)=c,d'oﬁ
’ ’

V(o) < V('l.‘j) . Donc si O et T sont connectds V(O) < V(T) , donc V' = V(O)

ne dépend pas du point O € @ intérieur. Donc V' est invariant par & d'ol
V' =V puisque p est irréductible et que c € X(I') implique V' # 0 . D'ol
X(I1) = {c} .

Le théoréme (2.1) résultera alors du corollaire :

(2.3.7) Soit (@&0o) un arbre fini orienté et enraciné et soit © une représen-—
tation complexe de Go(&,00) de dimension finte. S% D(Yc) est quasi-unipotent
pour tous les bouts O # Oo , alors pour tous © , T connectés, D(gcg;) est
quasi-unipotent.

Le théoréme (2.1) résulte de (2.3.7) en remarquant que la courbe C non
singuliére en O dans (2.3.1.1) donne dans le groupe fondamental local de U-T
en 0 1'élément 8y qui correspond 3 l'unique O connecté 3 O, dans 1'arbre
@& de (2.3.2).

La preuve de (2.3.7) est immédiate en considérant 1l'arbre &" obtenu comme
union de & - {Oo} et de 1'arbre fini orienté et enraciné (@',00) obtenu &
partir de & avec 1l'orientation opposée. On a alors un homomorphisme
E:GER") = Go(®&,00) tel que E(go) =85 si O € &- {00} et g(go) = g1 si
C €@&' . On utilise alors le résultat de (2.3.6) appliqué a &" .
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3. Le théoréme de la monodromie

Dans le "langage" des faisceaux constructibles quasi-unipotents on peut

énoncer le théoréme de la monodromie.

(3.1) Pour cela nous allons définir le niveau d'unipotence d'un faisceau cons-

tructible quasi-unipotent (cf. [6])

(3.1.1) DEFINITION.— Soit X un espace analytique complexe. Soit Y < X un
sous-espace analytique fermé: Soit L um systéme local sur X-Y . On dit que
L est quasi-unipotent de niveau d'unipotence m 1le long de Y sZ dans une ré-
solution des singularités T : X »X de X telle que T 1(Y) soit un diviseur
a croisements normaux, les transformations de monodromie T autour des compo-
santes de T1(Y) vérifient :

an, (N-1)™ -0,

(3.1.2) DEFINITION.— Soit ¥ un faisceau constructible sur X et (Xq) une strati-

Q€A
fication de X par des sous-espaces analytiques complexes non singuliers tels que
lea soilt un systéme local. On dit que ¥ est quasi-unipotent de niveau m sZ le

systéme local Fﬁxa est quasi-unipotent de niveau m le long de i& - Xy

Le théoréme géométrique de la monodromie démontré par C.H. Clemens dans

[4] ou A. Landman dans [13] peut s'énoncer :

(3.1.3) THEOREME (Théoréme de la monodromie).— Soit f : X - D un morphisme ana-
lytique propre d'une variété analytique complexe sur un disque D de T centré
en 0 . Les faisceaux Rpf*d:X sont constructibles sur D et quasi-unipotents
de niveau inf(p,2n-p) en 0 o n =dim X -1 .

La démonstration de ce théoréme utilise la résolution des singularités
d'Hironaka. Une version algébrique est obtenue par A. Grothendieck dans [9].

La version "faible'" de ce théoréme qui ne concerne que la quasi-unipotence
(et non pas son niveau) est conséquence du résultat plus général (cf. [10] § 2

ou [6]) déja signalé en (1.3.8)

(3.1.4) THEOREME.— Soit £ : X » Y une application analytique propre et soit F' un
fatsceau constructible quasi-unipotent sur X , les faisceaux Rpf*F sont cons-—
tructibles et quasi-unipotents sur Y pour tout p €N .

Un avatar de ce dernier théoréme, avec le théoréme de fibration de Milnor
(cf. [17]) donne que la monodromie locale d'une singularité d'hypersurface dans
(En+1,0) est quasi-unipotente (comparer 3 [3] et [8]). La méthode de C.H. Clemens
donne également dans ce cas le niveau de quasi-unipotence < n . En fait pour un
germe de fonction analytique f : (X,x) — (T,0) , on a aussi un théor&me de
fibration locale (cf. [14]), et la monodromie locale des faisceaux cons-

tructibles Rpf*ﬂ:X est quasi-unipotente. La méthode des carroussels de [15] donne
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que le niveau d'unipotence est égal @ p . On a donc :

(3.1.5) THEOREME (Théoréme de la monodromie locale) .— Sozt f : (X,x) — (T,0)
un germe de fonction analytique. Si £ : X » D est un représentant convenable
de (X,x) , le faisceau Rpf*mx est constructible sur un voisinage D de O
dans U et est quasi-unipotent de niveau p en O .

Dans cet énoncé on n'a plus 1l'hypoth&se que X est non singulier ou que les

fibres génériques de f sont non singuliéres.

(3.2) Les techniques de [15] conduisent en fait a :

(3.2.1) THEOREME.— Soit £ : (X,x) — (T,0) un germe de fonction analytique sur
(X,x) . Sott ¥ un faisceau constructible sur X quasi-unipotent de niveau m
en x . ST X est un représentant convenable de (X,x) , le faisceau Rpf*F est
constructible sur un voisinage U de 0 dans U et est quasi-unipotent de ni-

veau m + p .

(3.2.2) On a une version algébrique de ce résultat démontrée par P. Deligne dans
[6] et N. Nilssondans [20].

(3.3) Nous n'aborderons pas ici les estimations du niveau d'unipotence obtenues
sous certaines hypoth&ses analytiques comme dans [12] (comparer i [8] conjecture
(8.4) et [21]). Signalons aussi la relation entre la monodromie et la b-fonction
obtenue par B. Malgrange : ceci donne aussi la quasi-unipotence de la monodromie
et des renseignements sur les diviseurs &lémentaires.

Je remercie N. A'Campo, O. Gabber et J.-L. Verdier pour m'avoir signalé des

corrections 3 faire.
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