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SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS A CARACTÉRISTIQUES SIMPLES
ET STRUCTURES RÉELLES-COMPLEXES

[d’après M.S. Baouendi et F. Trèves ;
M. Sato, T. Kawaï et M. Kashiwara]

par Jean-Marie TRÉPREAU

Séminaire BOURBAKI

34e année, 1981/82, n° 595 Juin 1982

Un système de champs de vecteurs complexes effectivement intégrable est lo-

calement isomorphe au système induit sur une sous-variété M de Cn par le

systeme d’apparence tres simple (-~ ~z1,...~ ~zn,~ ~z1,...,~ ~zp) . Une telle represen-

tation peut aider à l’étude de tels systèmes, à condition que 1’on connaisse les

rapports entre les propriétés du système induit (Si) et celles du système am-

biant (Sa) .
Dans les § 1 et 2, ou nous suivrons de près le cours de F. Trèves [28], nous

montrerons (d’après M.S. Baouendi et F. Trèves) que les solutions de (Si) peu-

vent être approchées par celles de (Sa) . Ce résultat permet d’interpréter la

régularité des solutions de (Si) en termes de propriétés de prolongement - lie

à la propagation le long des feuilles intégrales de ( Z ,..., Z ) mais aussi au

phénomène de Hartogs - des solutions de (Sa) . Dans le cas particulier d’un sys-
teme analytique de rang n - 1 sur lRn , on en déduit un critère très simple

d’hypoellipticité analytique (Théorème 10).

Dans le § 3, en nous limitant aux systèmes analytiques, nous présenterons un

résultat de representation (d’après [S-K-K] et M. Kashiwara, T. Kawai [13] : on

obtient la cohomologie de (Si) en prenant la cohomologie a support sur M du

faisceau des solutions de (Sa) . Cette representation, en general abstraite, de-
vient tout à fait suggestive - valeur au bord - lorsque M est une hypersurface.
Dans la catégorie analytique, il n’y a pas lieu de se cantonner à l’étude des

systèmes vectoriels ; nous montrerons, dans le § 4, que la belle idée de M. Ka-

shiwara, T. Kawai [13], deja utilisee dans [14] en 1974, de remplacer l’étude mi-

crolocale d’un système sur lRn par l’étude d’un système - si possible plus sim-

ple - a la frontiere d’un ouvert de permet, dans le cas d’un système a ca-

racteristiques simples, de se ramener a l’étude de (az 1 ’...’az ) a la frontiere

d’un ouvert strictement pseudoconvexe. En guise d’illustration,Pnous démontrerons
l’analogue microlocal du Théorème 10 evoque ci-dessus. La théorie de [13] de la

quantification des transformations canoniques doit être rapprochée des concep-
tions de J. Sjostrand dans son cours d’analyse microlocale [24].
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Pour terminer, mentionnons que M.S. Baouendi, C.H. Chang et F. Trèves ont

tout récemment développé un calcul microlocal adapté aux structures réelles-

complexes ([31]).

1. Structures réelles-complexes (en bref R-C)

Notations.- M : une variété ~ ; TM, T*M, ses fibres tangents

et cotangents, reels et complexes, et A!ET*M l’algèbre extérieure de Si

E est un fibre au-dessus de M , E le faisceau de ses sections S , nous no-

terons u E E pour une section locale de E . Rappelons la formule, ou (p E !ET*M

et ETM :

1.1. Structures R-C formelles

DEFINITION 1.- Une structure R-C formelle sur M est définie par la donnée d’un

sous-fibré (vectoriel complexe 1G de CTM , formellement intégrable : 

IL est stable par crochet.

Il revient au même, d’après (1), de se donner un sous-fibré ~’ de 

tel que l’idéal engendré par TT dans A(ET*M soit stable sous l’action de la

différentielle extérieure, via : 

Nous parlerons indifféremment de la structure définie par TL , ou TT , , ou un

système (Li,...,Ln) (resp. (c~~,...,c~) ) de generateurs de TL (resp. IT ).

Une distribution R-C sur un ouvert U de M est une distribution sur U

annulée par les sections de 1L au-dessus de U ; si u E C (U) , il revient au

même de dire que du E .!.(U) . Soit m + n la dimension de M , n le rang de L

et m celui de TT ; il ne peut exister plus de m fonctions R-C fonctionnelle-

ment indépendantes. Le célèbre contre-exemple de L. Nirenberg [20] montre qu’il

peut ne pas y en avoir m et qu’il n’y a pas de pléonasme dans la

DEFINITION 2.- Une structure R-C sur M est une structure R-C formelle sur M

localement intégrable : pour tout xo E M , il existe m fonctions 
telles que engendrent ~’ près de xo .

ExempZe.- Si les données M, 1L sont analytiques, il résulte du théorème de

Frobenius analytique, que la structure R-C formelle définie par Lest locale-

ment intégrable.

1.2. Un complexe associé

Compte tenu de 1’isomorphisme et de la propriété de TT =TL
mentionnée ci-dessus, le complexe de de Rham induit par passage au quotient le

complexe :
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Le problème principal de la théorie est d’étudier le complexe (2) (exacti-

tude sur un ouvert ou dans les germes...). Il se "trivialise" localement grace
au :

Lemme 3.- xo E M ; on peut trouver près de xo un système de générateurs de L,

Li,...,Ln qui commutent.

Demonstration.- Si ~ = L~ est engendré près de xo par le système (c~~,...,c~)
et si ui,...,un sont n fonctions ~ telles que en-

gendrent les champs L. définis par = 0 et = bjk
répondent à la question d’après la formule (1). 0

Avec les notations précédentes soit M.,j = l,...,m , les champs définis par

En prenant comme générateurs de T*M/ les classes de on obtient

la representation locale
f /1 A

du complexe (2), ou, ei,...,en désignant la base canonique de ~n :

En particulier, l’exactitude de (2) au premier cran, dans les germes en xo , si-

gnifie que le système L.u=f., j = 1,...,n , possède une solution u E E~xo
dès que les f. satisfont aux conditions de compatibilité Ljfk - Lkfj - 0 .

1.3. Structures induites

Si (M,IL) est une structure R-C formelle, N une sous-variété de M et

que fl ICTN est un fibre au-dessus de N , ce dernier est clairement formel-

lement intégrable et définit donc une structure R-C formelle sur N . Le cas sui-

vant a une importance particulière :

DEFINITION 4.- Un morphisme ~ f : N - M est dit fortement non-caractéristique
pour la structure R-C formelle (M,a) si n TT c TMM (section nulle), où

= {(f(y),E) E = 0) . La structure R-C formelle (N, f* (a) )
est dite induite par TT sur N. Une sous-variété N de M est dite fortement

non-caractéristique si l’injection i : N - M l’est.

1.4. Exemples

Notons L , 1f les fibres conjugués de n T*M la "variété

caractéristique" de la structure (ce n’est pas en general un fibre !).
a) Si L =1L (structure essentiellement réelle) (M,IG) est localement isomor-

phe a IRnt muni du système (~ ~t1,...,~ ~tn) d’après le théorème de Frobenius.

P) Si (ETM (structure complexe formelle), m = n et (M,1L) est loca-
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lement isomorphe à (comme variété E~ ) muni du systeme (az ’ " ’’az ) ’zi 1 zn

d’après le théorème - difficile - de Newlander-Nirenberg.

y) Si = 0 (structure elliptique), on montre aisément (voir [28]) en combi-

nant a) et a) que (M,L) est localement isomorphe à TR x ICq muni du système

(~ ~t1,...,~ ~tp, ~ ~z1,...,~ ~zq) ; ici n = p + q et p est le rang de IG fl 1L .

Dans ces trois exemples, la suite (2) est exacte ; c’est une extension fa-

cile des lemmes de Poincaré et de Dolbeaut-Grothendieck.

b) Si IL ~ L = 0 (structures C-R - pour Cauchy-Riemann induites - formelles).
Les exemples de structures non localement intégrables de L. Nirenberg [20] et de

H. Jacobowitz et F. Trèves [10] appartiennent à cette famille. Dans ce cas,
m = n + q et q est appelé la codimension de la structure. On obtient de telles

structures en prenant la structure induite sur une sous-variété M de dimension

m+n , fortement non caractéristique pour la structure complexe de ~n+q , , par

celle-ci. Rappelons qu’une telle sous-variété est dite générique et, lorsque

m = q , totalement réelle.

1.5. Representation locale des structures R-C

Le résultat suivant est élémentaire mais suggestif :

THÉORÈME 5.- Pour qu ’une structure R-C formelle (M,IL) - M de dimension m + n ,

L de rang n- soit intégrable près de xo E M , il faut et il suffit qu’elle
soit localement isomorphe à la structure induite sur une sous-variété totalement

réelle Mo de ICm+m par le système (~ ~z1,...,~ ~zm+n;~ ~zm+1,...,~ ~zm+n) .
Démonstration.- La structure induite sur M° est intégrable puisque, si

i : Mo --~ E est l’injection, elle est définie par le système

(i*dzi,...,i*dzm) de formes exactes. Réciproquement supposons (M,Tr) intégra-
ble et soit Zi,...,Zm+n m + n fonctions complexes ©° près de xo telles que

dZi,... ,dZm engendrent F et dZi, ... ,dZm+n engendrent L’immersion
. 

(locale) i : x ~--~ (Zi(x),...,Zm+n(x)) E est fortement non caractéristique

pour la structure complexe de E et TT = IL est engendré par

(i*dzi,...,i*dzm) . a

Remarque.- Si n’ = 2 rang L - rang (lL+IL) , on peut, en jouant sur le rang
xo

(reel) de x ~--> (Zi(x),...,Zm(x)) prendre pour Mo une sous-variété générique
, 

munie de la structure induite par le systeme 
dz oZm+n*

1.6. La forme de Levi

DEFINITION 6.- (M,Tr) une structure R-C formelle et x° E M ; la forme de Lévi

associée est l’application de Toxo = TT 
xo 

fl T* xo M dans l’espace des formes hermi-

tiennes sur ILxo définie ._ par : _ . 1-- _ ...
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L’independance vis à vis des prolongements resulte de la formule (1) qui
donne :

Remarque.- Dans les § 3 et 4 la forme de Lévi sera définie sur ; il faut

alors supprimer Ie 1 i dans (3). 
Xo

Notons le resultat recent et profond de M. Kuranishi [17] : une structure

C-R formelle (M, ~) , M de dimension 2n + 1, ~ de rang n >_ 3 , telle que ,~ soit
pour 03C9 ~ 0 definie positive ou definie négative, est localement intégrable.

2. Le theoreme d’approximation

2.1. Le cas "sans equation"

Le resultat suivant est classique (R. Nirenberg et R.O. Wells [21] ; voir
aussi [8], [30],...) ; nous l’énonçons, avec la rapide demonstration de M.S.
Baouendi et F. Treves, car il eclaire a notre avis le resultat general du § 2.2.

THEOREME 7.- Soit xo ElRn et n fonctions f~~ telles que

dZi(xo) A ... A dZn(xo) 1 0. Il existe un voisinage U de xo tel que tout

u E kcomp (U) (resp. ’(U) ) est limite dans (resp. D’ (U) ) d’une suite
de polynômes en Z1(x),...,Zn(x) .

Demonstration.- Un changement de variables et une transformation linéaire en les Z.
J

La demonstration se devide comme une preuve bien connue du theoreme de Stone-

Weierstrass ! t L’inegalite au-dessus assure que 03C4u converge uniformement vers
u lorsque 03C4 ~ +00 ; pour la convergence dans k on utilise le fait que

Voici, avec la formule (4), le resultat principal de ce § :

THEOREME 8 (M.S. Baouendi, F. Treves [4], [28]).- Soit une structure R-C

définie près de xo E M par le système (dZl,...,dZm) . Tout voisinage U de
xo en contient un autre U’ tel que toute distribution R-C u E d(U) (resp.
D’(U) ) est limite dans k(U’) (resp. D(U’) ) d’une suite de polynômes en
Zi (x) ;..,Zm(x) .

Idée de la preuve.- Soit N une sous-variete de dimension m de M , fortement
non caracteristique et passant par xo . Le choix des coordonnees et une trans-
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formation linéaire en les Zj permet de supposer M xo = (0,0) ,

N : y = 0 et xj + avec ~03C6 ~x (0, 0) et

,~ (x,y) - cpj (X,y)) 2 _ 4m(x - ~ 2 pour (x,y) , (x,y) assez voisins de 0 .

J=1 
Soit Lj , j - 1,...,n , les champs définis par = 0 et

L.,d )> = b.k ; on a Re L.(0,0) = D’après un résultat classique d’hypoel-

lipticité partielle, une distribution R-C u sur un voisinage convenable V x W

de (0,0) - c’est une solution de Lju 
= 0 - possède des traces uly=yo . .

Le theoreme 7 s’applique a y fixe et donne, si g E ~(V) vaut 1 sur

V’ ~~ V, u(x,y) = lim pour x E V’ et
--

est une solution du probleme de Cauchy :

Il est donc raisonnable d’esperer qu’au voisinage de 0 , on ait :

ce qui donnerait le theoreme.

Soit I~(x,y) la difference entre (**) et (*) ; la formule de Stokes donne :

2.3. Unicite du probleme de Cauchy

La formule (4) montre que les structures R-C partagent avec les structures

R-C analytiques la propriete d’unicite du probleme de Cauchy fortement non carac-

teristique (dans le cas non integrable, il y ales contre-exemples de Cohen [7])

et ses extensions geometriques, par exemple, [28] : le support d’une distribution

R-C se propage le long des courbes integrales des champs ReL , pour L 

Ceci generalise des resultats de [9] de propagation sur les structures CR.

2.4. Representation des distributions R-C

Avec les notations de 2.2, soit Mi le champ defini par = 0 et
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~ m
M.,dZk> = 6. ; M. est de la forme Mi (x, y, 03C3 ~x ) et, pres de 0, 

est, pour y fixe, un opérateur elliptique en x .

THEOREME 9 [28], memes hypotheses que dans le theoreme 8.- Tout voisinage U de

xo en contient un autre U’ tel que toute distribution R-C f sur U soit sur

U’ de la forme f = A~u ~ ou u est une fonction R-C de classe ~~ sur U’ .

La preuve, dans ses grandes lignes.- On commence par résoudre 0394qMv = f avec,

pour q assez grand, v E ~~(W;~2(V)) en utilisant 1’ellipticite partielle de

~ . On est ainsi ramene a resoudre le systeme

Remarquons que 0394M commute avec les L. et que c’est 1’operateur induit par

3z et via Ie plongement (x,y) ~ (Z(x,y),y) . La methode classique

des ouverts emboltes s’adapte ici et permet de montrer qu’une solution - disons
continue - de ~u = 0 , par exemple les Ljv de (*), est developpable en serie

entiere de Zi(x,y),...,Zm(x,y) , a coefficients dependant de y. Cette pro-

priete permet de chercher, et de trouver, une solution de (*) de cette forme. a

2.5. Application a 1’hypoellipticite analytique

Dans la catégorie ~ , les arguments esquisses ci-dessous peuvent donner
des conditions necessaires mais pas, du moins de facon simple, des conditions

suffisantes d’hypoellipticite u
’ 

Une structure R-C analytique, definie par un systeme analytique (L1,...,Ln)
est hypoelliptique en xo si toute distribution u, telle que L.u,
j - 1,...,n , soit analytique pres de xo est elle-meme analytique pres de xo .

Le lemme 12 ci-dessous et le theoreme 9 reduisent la question de l’hypoellipti-
cite a celle de la regularite analytique des fonctions R-C continues, et le theo-

reme 8 reduit cette derniere a la question du prolongement dans le complexe des

fonctions R-C analytiques (voir [28]). Contentons-nous ici d’expliciter un exem-

ple ; nous retrouverons plus tard le cas general au niveau microlocal.

Exemple.- Soit u une solution continue près de 0 dans IR4 du système :

Zi(x) = et Z2 (x) = x3 + i (x4 - x~ - x2) sont deux solutions independantes
de (*) et l’image via (Z1,Z2) d’un voisinage de 0 dans lR4 est un voisinage
de 0 dans :

Or, u est limite uniforme d’une suite de polynômes Pk(Z1(x),Z2(x)) et il est

bien connu que la suite Pk(Z1,Z2) , qui converge pros de 0 dans F, converge
necessairement pros de 0 dans ~2 vers une fonction holomorphe f(zi,z2) , et

u(x) = est donc analytique pres de 0 . a
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Cette approche resoud completement le probleme dans le cas suivant :

THEOREME 10 (M.S. Baouendi, F. Treves [31).-Soit (M;~’) une structure R-C ana-

lytique définie par Ze système (dZ). Elle est hypoelliptique en xo E M si et

seulement si l’image par Z de tout voisinage de xo est un voisinage de Z(xo)

dans !E .

La simplicite du cas vient du fait que tout ouvert de !E est d’holomorphie.
La condition sur Z ne depend, dans un complexifie de M , que de 1’hypersurface
Z(x) = Z(xo) , qui est la feuille integrale du complexifie de ~ (voir theoreme

20).

Demonstration.- Pour la suffisance, il suffit de remarquer qu’une limite uniforme

sur un ouvert d’une suite de fonctions holomorphes est holomorphe. Pour la neces-

site, on se ramene au cas ou Z(x) = xi + si la condition sur Z de

1’enonce n’est pas verifiee, on peut choisir un voisinage U de x tel que

Z(U) ne coupe pas ou ]0,-is[ . Une branche convenable de Z(x)1/2
fournit une fonction R-C singuliere.

F. Treves a resolu pour de telles structures, F analytiques de rang 1 ,

le probleme de la resolubilite @°° ; il pense d’ailleurs que 1’etude du complexe

(2’) doit etre abordable. Nous n’entrerons pas ici dans les difficultes de la de-

monstration de son :

THÉORÈME 11 (F. Treves [28]).- Soit une structure R-C analytique définie

par Ze système (dZ). Pour que le corrrplexe (2’) soit exact au cran l, dans les

germes en xo , il faut et il suffit qu’il existe une base de voisina-

ges de xo , teIIe que, pour chaque j , les fibres de soient connexes

dans U..

3. Le probleme aux limites (theorie analytique)

Rappels et notations.- (X,OX) une variété holomorphe, XIR la variété analyti-

que sous-jacente, n : T*X -~ X la projection canonique, w la 1-forme cano-

nique, ~X (resp. X) le faisceau des operateurs (micro-) differentiels, j(P)

le symbole principal d’un opérateur P . Notons que T*X c ET*X définit la
structure complexe de X au sens du § 1. Un système (micro-) differentiel est

un 45 -module (resp. X-module) coherent. Nous noterons encore % le X-module
associe à un DX-module M et supp m (déf supp GX ~03C0 03C9X m) sa

variete caracteristique. Si

est une resolution projective de  et 3l un X-module, on obtient 1’analogue
de (2’) en appliquant a (*) le foncteur HomDX(.,F) ; la classe du complexe ob-

tenu



STRUCTURES RÉELLES-COMPLEXES

dans la catégorie derivee de celle des DX-modules est independante de la resolu-

tion . (*) et notee Ses groupes de cohomologie sont les faisceaux

0 .

L’isomorphisme (p : (T*X) ~ --~ T*X~ - cp($) = Re$ - permet de def inir Ie

conormal TMX = dans X a une sous-variete M de XR . Pour une va-
riete analytique M , de complexifiee X , nous noterons , 03B2M , M les

faisceaux des fonctions analytiques et des hyperfonctions sur M et des micro-

fonctions sur T*X . Nous identifierons les operateurs analytiques sur M aux

sections de (resp. )’ Enfin, nous noterons Car m la variete ca-

racteristique "reelle" d’un système m : Car m = Supp 1t n T*X .
3.1. Structures R-C et DX-modules

Une structure R-C holomorphe sur X se définit comme dans 1.1 (fibres TL ,

TT holomorphes, sections holomorphes ; bien-sur = T*X et TX = TX ) ; on

lui associe Ie systeme m = DX/ où  est l’idéal de DX engendré par ]L .

Une telle structure est localement isomorphe à celle que définit sur un espace

un système (~ ~z1,...,~ ~zn) (theoreme de Frobenius) ; on en deduit que

est nul pour j > 0 et, par complexification, le :

Lemme 12 (de Poincare analytique).- Si (M,ir) est une structure R-C anaIytique
la suite (2) (sections analytiques) est exacte.

La definition 4 s’etend aux structures R-C holomorphes (dans ce cas, on dit

seulement "non-caracteristique") et est compatible avec les notions generales de

morphisme F : Y ~ X non caracteristique pour un système m sur X et de sys-

teme induit mY , definies par [S-K.-K]. Notons 1’extension suivante du theoreme

de Cauchy-Kovalewsky, d’ailleurs elementaire lorsque % est associe a une struc-

ture R-C :

THEOREME 13 (M. Kashiwara [11]).- Soit F : Y ~ X non caractéristique pour un

système m sur X. Il existe un isomorphisme canonique :

3.2. Le ab et les systèmes différentiels de Toeplitz

Nous identifierons X~ a la diagonale de X x X , X etant muni de la

structure "antiholomorphe", et ainsi X x X a un complexifie de X~ . A la
structure complexe de X est associe le système m~ sur X x X . Soit M une

sous-variete generique de X et i : M ~ Xm l’injection. Si Y est un com-

plexifie de M et I : Y ~ X (submersion), I = Y ~ X x X (immersion) les

complexifiés naturels de i, le système m~b associe a la structure C-R induite

sur M est le %y-module induit par DX via I , aussi bien que par Q- 3 via
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I~ ; ; I* induit un isomorphisme de T*X sur Car (il suffit de revenir aux

definitions). Nous ferons l’identification :

Expression concrète.2014 X=n, M de codimension n - d et (zi,...,zn)Wi,...,wn) les

coordonnées canoniques sur On a m~ = Dn n/Dnxn~ ~wj . On peut
choisir localement n+d champs de vecteurs analytiques sur M ,

03B81,...,03B8d,l1,...,ln , qui commutent, tels que engendrent TX n ETM

et que -~2014 - ~. soit antiholomorphe au-dessus de M ; on a :

Remarque 14.- Le cas ou la forme de Levi est non degeneree. Supposons que la forme

de Levi de M , i.e. muni de la structure C-R associee a , soit non dégénérée
b

en x* E TMX . Dans ce cas, et dans ce cas seulement, T*X est au voisinage de

x* un complexifie de Tr*,1X , cf. [23], TMX (resp. est symplectique
b

pour la 2-forme Im (resp. Im dt~,~ ) et l’identification (5) est canonique.

Un opérateur P E est alors entierement determine (complexification) par
M

la trace sur TMX de son symbole total. Ceci permet d’identifier sans danger

X|T*MX et |T*MX , toujours au voisinage de x* , ce que nous ferons, et de de-

finiM pour les opérateurs de Toeplitz un calcul symbolique, sur TMX , tout a fait
analogue au calcul symbolique pour les opérateurs microdifferentiels sur 

3.3. Le probleme aux limites

Donnons-nous de plus un système differentiel m sur X . On lui associe, en
m 

_

"rajoutant les equations de Cauchy-Riemann", le système m = m~ ~ 
X 
m sur X x X ,

et sur Y le système mY , induit, tant par m via I : Y ~ X , que par m via

I : Y ~ X x X . On lui associe encore le l’-module mY = Hom (m~ Y) ; En
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Solutions de  et solutions de ’~Y . Notons Ie faisceau des orientations

relatives de M dans X, 03C0M|X : (XBM) U T*X ~ X 1a projection canonique, Ie

premier membre etant muni de la topologie de co-eclate, et a 1’application anti-

podale. Nous pouvons enfin ! enoncer Ie resultat important suivant :

THÉORÈME 15 (M. Kashiwara, T. Kawai [12]).- Soit M une sous-variété générique
de X , Y un complexifié de un système sur X et mY Ze système in-
duit. On a des iso.morphismes :

Indications sur la preuve.2014 C’est un cas particulier des résultats de [12] sur le

problème aux limites pour les systèmes elliptiques. On peut toutefois le déduire

(voir S. Tagima [25]) de l’isomorphisme (I), qui résulte du théorème 13 et de la

dEfinition cohomologique des hyperfonctions et des microfonctions. D

Dans le cas des structures R-C, (m,OX) est nul pour j > 0 , d’oH le
~

COROLLAIRE 16.- 0n suppose de plus m associé d une structure R-C holomorphe sur
X . Soi t &#x26;( le faisceau des fonctions holomorphes R-C ; on a :

La cohomologie a support dans (ii), (iii) n’est pas necessairement facile a

calculer ; on peut toutefois se faire une representation "valeur au bord" de (iii)
dans le cas suivant :

3.4. Un exemple fondamental

Soit Q : f(z,z)  0 un ouvert strictement pseudo-convexe de ~n a frontiere
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On en deduit (suite de Mayer-Vietoris et nullite de H~(U,6’) pour U convexe,

La premiere égalité traduit l’hypoellipticité de Y en x* en termes de pro-

longement a travers M des fonctions holomorphes dans U n Q , indépendantes de

zi,...,Zp . Lorsque Q est strictement pseudoconvexe, est nul pour

j ~ 1 et U convexe ; on en déduit que est Ie j-ième groupe de

cohomologie du complexe associé au système (-?:2014,... ,-?r2014) :dZ~ zp
n U) ~ O(03A9~U) ~ 0394’P ~ ... ~ y(Qnu) ~ APTP ~ 0 .

Autrement dit l’étude microlocale de Y en x* est "ramenée" a l’étude globale

de (~ ~z1,...,~ ~zn) dans les ouverts d’holomorphie U n Q . Pour p = 0 , on ob-

tient 0 pour j ~ 1 et Ie faisceau des solutions du 3 b
est donné par = lim e’(Qf1U)/0"(U) . L’analogue microlocaldela formule (7)

permet d’en 

Remarque.- A. Andreotti et C. Denson Hill [1], ont prouvé des théorèmes de repré-

sentation, du type (*), pour la cohomologie L~ du 3b sur une hypersurface ~6

et les ont appliques a 1’etude du 3b (pour 1’etude du 3b sur une sous-variete

C-R de codimension superieure, en relation avec la signature de la forme de Levi,

voir [2], [19] et [S-K-K], ch. 3).

4. Transformations canoniques complexes

4.1. Systemes de Lewy-Mizohata
Le système de Lewy-Mizohata m = m(n - d;d - p,p) de codimension (n - d) ,

signature (d - p,p) est le defini par les equations :
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voit aisement 
_ ",~ a _ .

induit un isomorphisme :

On demontre ([S-K-K], ch. 3) que la suite (**) est exacte, sauf au cran p , et

qu’on a un isomorphisme, compatible avec H (i.e. : H(Pu) = H(P)H(u) ) :

ou le "changement de variable" dans u ,defini par un opérateur integral a phase

complexe, prend un sens tres concret lorsqu’on ecrit u comme valeur au bord de

fonction holomorphe.

Remarque.- Dans 1a catégorie l~ , une étude analogue est faite par L. Boutet de
Monvel et V. Guillemin dans [6]. H y est defini comme un opérateur d’Hermite ;

la construction de H y est plus delicate, puisqu’on ne dispose plus du prolon-

gement holomorphe.

4.2. Structures C-R non degenerees
Soit maintenant M une sous-variete generique de ~n , de codimension n - d

et x* E = 

Car m~b (notation du § 3). On suppose que la forme de Levi de M

en x* est non degeneree de signature (d-p,p) . On a le resultat decisif sui-

vant : -

THEOREME 17 ([S-K-K], ch. 3).- Sous les hypotheses précédentes, i2 existe une

transformation canonique réelle quantifiée (03C8,03A8,) définie au voisinage de
x* E TMY et qui échange le système avec Ze système m(n - d;d - p,p) .

Ce theoreme est encore vrai dans la catégorie ~ (L. Boutet de Monvel [5] ;

voir aussi M. Kuranishi [16]).

4.3. Quantification
En regroupant les resultats precedents, on obtient le :
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Démonstration.2014 Il suffit de construire un triplet (03C6’,03A6’,’) vérifiant les

conditions de 1’enonce, car alors, si G : ~n --~ t~’’~ est une quantifi-
cation de la transformation canonique réelle (cP’-~ o ~) , ~ _ ~’ o G
repondra a la question. En composant les triplets (h,H,H) de 4.1 et 

de 4.2, on obtient une transformation canonique (pour Im dw ), pres de

(~,~,...,~,1) .

est la projection canonique ; nous avons omis de Ie signaler). Le triplet

(~’,C’,C* =0") a toutes les proprietes voulues. o

Ce theoreme montre qu’il y a une "equivalence de categorie" entre

les systemes microdifferentiels sur 1Rn et les systemes microdifférentiels de

Toeplitz sur M. Ce point de vue a ete utilise pour la premiere fois par M.

Kashiwara, T. Kawai et T. Oshima [14], (1974) dans 1’etude d’une classe d’ope-
rateurs a caracteristiques doubles ; pour d’autres applications, voir M.

Kashiwara et P. Schapira [15], P. Schapira [23], et J.-M. Trepreau [26], [27].

4.3. Representation des systemes a caracteristiques simples
Un systeme de type principal est un systeme a un générateur Xu = de

support A lisse et regulier 0) et dont 1’ideal des symboles
J = {p E 6’T*x , ~ P E 3’ , o(P) = p~ est reduit. On peut toujours presenter un

tel systeme, localement et pour un bon choix de u, par des equations

P~u = ... 
= Pdu = 0 , avec [Pj,Pk] = 0 et A ... A do(Pd) A 0 .

THEOREME 19.- Soit ?1¿ un système de type principal au voisinage de x* 

p la codimension de Supp ’1~, IZ existe une transformation canonique complexe

quantifiée (03C6,03A6) au voisinage de x* qui échange m avec Ze systeme

Compte tenu du theoreme 18, 1’etude microlocale du système est ramenee

a l’étude de 1’exemple fondamental 3.4. Ce theoreme est applique dans [26], [27]

a l’étude des operateurs de type principal. Donnons 1’application simple suivante

(obtenue en collaboration avec P. Schapira), qui constitue 1’analogue microlocal

du theoreme 10.

THEOREME 20.- Soit m un système de type principal au voisinage de x* 
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On suppose x* E Supp m et que Supp m est de codimension n - 1 . Pour 

soit hypoelliptique en x* (i. e. ~om~n(’~,‘~x* = 0 ), iZ faut et iZ suffit que
Za variété lagrangienne A , réunion des feuilles bicaracteristiques de Supp m
issues des points kx* ( k E ~ voisin de 1 ), ne soit pas positive par rapport
d en x* .

Démonstration.2014 La notion de positivite (A. Melin et J. Sjostrand [18]) est inva-

riante par transformation canonique complexe. Soit 03C6 une transformation comme

dans Ie theoreme 19, dont nous conservons les notations : (p transforme 

en et A en ou H est 1’hypersurface complexe zn = 0 (nous

supposons que est Ie point (0;0,...,0,1) ). Or (cf. [23]) est po-

sitif par rapport a en (0;0,...,0,1) si et seulement si H ne ren-

contre pas Q au voisinage de 0 :

Dans le premier cas, 1 définit une solution singuliere de
... = 0 . Dans le second, il est clair que toute fonction ho-

lomorphe u(zn) pres de 0 dans Q se prolonge au voisinage de 0 dans 0

Géométrie 1-R-symplectique (cf. P. Schapira [23]). Si (E,dw) est un espace sym-

plectique complexe de dimension n , E est muni des formes symplectiques
Re do) et Im do) . Un sous-espace E de E~ , lagrangien pour Re du et symplec-
tique pour Im do (en bref I-R-symplectique) verifie E = E ~ i03A3 et l’on peut
définir la conjugaison u H u03A3 par rapport a E . La formule = 

définit sur E une forme hermitienne de signature (n,n) . Si L est une la-

grangienne de E , N = E n L , YE induit une forme hermitienne sur L/N,
notee On dispose du critere suivant :
E une sous-variété I-R-symplectique homogène de T*n , x* E E , x = n(x*) et

E , L , N Zes espaces tangents en x* et 1Rx* ; pour que E
soit au voisinage de x* le conormal extérieur d Za frontière d’un ouvert stric-
tement pseudoconvexe, il faut et iZ suffit que L n E = N et que soit
définie positive.

Demonstration du theoreme 19.- L’existence de cp telle que
= Supp mo : . ... = 03B6p = 0

est classique. Compte tenu de la structure des systèmes de type principal et de
support ~~ _ ... = ~p = 0 , il suffit de prouver le

Lemme.2014 Soit E une sous-variété I-R-sympIectique homogène de T*n,



J. M. TREPREA U

A : 03B61 = ... = 03B6p = 0 (p  n) et y* ~ 03A3 ~  non nul ; il existe une transfor-
mation paraboloïde cp définie près de y* telle que cp(A) = A et que cp(E)
soit le conormal extérieur dans n a la frontière d’un ouvert strictement pseu-
doconvexe.

Demonstration.- On peut supposer y* = (0;0,...,0,1) ; so it E = 
N Y

E = la base canonique de E, N = lRfn = 

et tei ® Si L2 c est une lagrangienne telle i) L2~03A3 = N ,

ii est définie positive et iii) E = ’ L2 peut s’écrire :

convient. L’existence de L2 verifiant i), ii), iii) est reduite, si 1’on se

place dans 1’espace symplectique N /!EN , a 1’assertion elementaire :

si est un espace symplectique complexe, 6 un sous-espace 

tique et l1 un plan lagrangien, il existe un plan lagrangien l2 teZ que

e = l1 ~ l2 , l2 ~ 03C3 = 0 et 03B303C3|l1 soit définie pos2tive. o
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