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Séminaire BOURBAKI
34e année, 1981/82, n° 595 Juin 1982

SYSTEMES DIFFERENTIELS A CARACTERISTIQUES SIMPLES
ET STRUCTURES REELLES-COMPLEXES
[d'aprés M.S. Baouendi et F. Tréves ;

M. Sato, T. Kawal et M. Kashiwaral

par Jean-Marie TREPREAU

Un systéme de champs de vecteurs complexes effectivement intégrable est lo-
calement isomorphe au syst@me induit sur une sous-variété M de M par le

9 9 3

systéme d'apparence trés simple (52—,...,5§;,§;—,..., ) . Une telle représen-
1 1

tation peut aider 3 1'étude de tels systémes, 3 conditgzg que l'on connaisse les
rapports entre les propriétés du systéme induit (Si) et celles du systéme am-
biant (Sa) .

Dans les § 1 et 2, oll nous suivrons de pré&s le cours de F. Tré&ves [28], nous
montrerons (d'aprés M.S. Baouendi et F. Tréves) que les solutions de (Si) peu-
vent étre approchées par celles de (Sa) . Ce résultat permet d'interpréter la
régularité des solutions de (Si) en termes de propriétés de prolongement - 1lié
3 la propagation le long des feuilles intégrales de (527,...,325) mais aussi au
phénoméne de Hartogs - des solutions de (Sa) . Dans le cas particulier d'un sys-
téme analytique de rang n-1 sur R? , on en déduit un critére trés simple
d'hypoellipticité analytique (Théoréme 10).

Dans le § 3, en nous limitant aux systémes analytiques, nous présenterons un
résultat de représentation (d'aprés [S-K-K] et M. Kashiwara, T. Kawai [13] : on
obtient la cohomologie de (Si) en prenant la cohomologie 3 support sur M du
faisceau des solutions de (Sa) . Cette représentation, en général abstraite, de-
vient tout a fait suggestive - valeur au bord - lorsque M est une hypersurface.
Dans la catégorie analytique, il n'y a pas lieu de se cantonner 3 1'étude des
systémes vectoriels ; nous montrerons, dans le § 4, que la belle idée de M. Ka-
shiwara, T. KawaI [13], déji utilisée dans [14] en 1974, de remplacer 1'étude mi-
crolocale d'un systéme sur R® par 1'étude d'un systéme - si possible plus sim-

ple - & la frontiére d'un ouvert de &M , permet, dans le cas d'un systéme 3 ca-
ractéristiques simples, de se ramener 3 1'étude de (sg:,...,sg—) 3 la frontiére
d'un ouvert strictement pseudoconvexe. En guise d'illustration, nous démontrerons
1'analogue microlocal du Théoréme 10 évoqué ci-dessus. La théorie de [13] de la
quantification des transformations canoniques doit &tre rapprochée des concep-—

tions de J. SjOstrand dans son cours d'analyse microlocale [24].
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J. M. TREPREAU

Pour terminer, mentionnons que M.S. Baouendi, C.H. Chang et F. Tré&ves ont
tout récemment développé un calcul microlocal adapté aux structures réelles-—

complexes ([31]).

I. Structures réelles-complexes (en bref R-C)

Notations.— M : une variété & s ™, T™M, TTM , TT*M ses fibrés tangents
et cotangents, réels et complexes, et ALT*M 1'algébre extérieure de UTT*M . Si
E est un fibré au-dessus de M, E 1le faisceau de ses sections ¢ , nous no-
terons u € E pour une section locale de E . Rappelons la formule, ol ¢ € TT*M
et 94,02 € CIM :

n <d@,94 A92> + <0,[94,92]1> = 91<0,92> - 82.<0,94> .

1.1. Structures R-C formelles

DEFINITION 1.— Une structure R-C formelle sur M est définie par la domnée d'un
sous-fibré (vectoriel complexe ¢ ) L de TIM , formellement intégrable : Z.e.,
L est stable par crochet.

I1 revient au méme, d'aprés (1), de se donner un sous-fibré T de ET*M ,
tel que 1'idéal engendré par T dans ALT*M soit stable sous 1'action de la

différentielle extérieure, via : ﬂA =L «—T = 11

Nous parlerons indifféremment de la structure définie par L , ou T , ou un
systéme (Lq,...,Ln) (resp. (w1,...,0pn) ) de générateurs de L (resp. T ).

Une distribution R-C sur un ouvert U de M est une distribution sur U
annulée par les sections de I au-dessus de U ; si u € dm(U) , i1 revient au
méme de dire que du € T(U) . Soit m+n 1la dimension de M , n le rang de L
et m celui de T ; il ne peut exister plus de m fonctions R-C fonctionnelle-
ment indépendantes. Le célébre contre-exemple de L. Nirenmberg [20] montre qu'il

peut ne pas y en avoir m et qu'il n'y a pas de pléonasme dans la

DEFINITION 2.— Une structure R-C sur M est une structure R-C formelle sur M
localement intégrable : pour tout xo € M, 7l existe m fonctions € z.,...,2n

telles que dzq,...,dzy engendrent T prés de =Xo .

Exemple.— Si les données M , I sont analytiques, il résulte du th&oréme de
Frobenius analytique, que la structure R-C formelle définie par I est locale-

ment intégrable.

1.2. Un complexe associé

Compte tenu de 1'isomorphisme IL* =~ ET*M/I}' et de la propriété de T ='El

mentionnée ci-dessus, le complexe de de Rham induit par passage au quotient le
complexe :

n—
(2) AOTL* ——92—4 ATL* e i APL¥ —— 0.
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STRUCTURES REELLES-COMPLEXES

Le probl&me principal de la théorie est d'étudier le complexe (2) (exacti-
tude sur un ouvert ou dans les germes...). Il se "trivialise" localement grice
au :
Lemme 3.— xo € M ; on peut trouver prés de xo un systéme de générateurs de L,

L1y...5Ln qui commutent.

Démonstration.— Si T =‘Ll est engendré prds de xo par le systéme (Wq,...,0n)
et si uq,...,un sont n fonctions ©° telles que Wig,...,0p,duq,...,dun en-
gendrent ET*M , les champs Lj définis par <Lj’wk> =0 et <Lj’duk> = 6jk
répondent 3 la question d'aprés la formule (1). O

Avec les notations précédentes soit Mj,j =1l,...,m , les champs définis par

. . o - °
<Mj’duk> =0 et <Mj ,mk> = 6jk . 81 f estmune fonction © prés de xXo,ona:
n
df = 2 (L.f)du. + 2 (M.fw., .
j=1(J) j j=l(J)J
En prenant comme générateurs de UELT*M/T les classes de duq,...,dun , on obtient

la représentation locale

2y € ®m porn —92 ¢ ®m AER L2 e ®¢ AR —— 0

du complexe (2), oll, e1,...,en d&signant la base canonique de M :

" 89(£.

n
. e. A...Ae, ) = % (L.f, . )e.Ae. A...Ae. .
11...lq 14 lq J=]

A CTRRS P R iq

En particulier, l'exactitude de (2) au premier cran, dans les germes emn Xo , Si-—
gnifie que le systéme L.u = fj » j=1,...,n , posséde une solution u € gz;
dés que les fj € Si; satisfont aux conditions de compatibilité Ljfk--kaj =0.

1.3. Structures induites

Si (M,L) est une structure R-C formelle, N une sous-variété de M et

que 1IL N TIN est un fibré au-dessus de N , ce dernier est clairement formel-

IN
lement intégrable et définit donc une structure R-C formelle sur N . Le cas sui-

vant a une importance particulidre :

DEFINITION 4.— Un morphisme € £ : N> M est dit fortement non-caractéristique
g NTc T§M (section nulle), ou
ENf = {(f(y),E) € aT*M , tf'(y).§ = 0} . La structure R-C formelle (N,f*(TT))

est dite induite par T sur N . Une sous-variété N de M est dite fortement

pour la structure R-C formelle (M,T) si ON

non—caractéristique si l'injection i : N> M l'est.
1.4. Exemples

Notons I , T les fibrés conjugués de ., T ; T° =T N T*M 1la "variété
caractéristique' de la structure (ce n'est pas en général un fibré !).
o) Si L =T (structure essentiellement réelle) (M,1L) est localement isomor-
phe 2 R® x R® muni du systéme (:g—,...,—é—) d'aprés le théoréme de Frobenius.
X t . ot otn
B) Si CTM =L ® L (structure complexe formelle), m=n et (M,IL) est loca-
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J. M. TREPREAU

lement isomorphe 3 T (comme variété ¢ ) muni du systéme (E%T’°"’§é%? .
d'aprés le théordme - difficile - de Newlander-Nirenberg.

Y) Si T® =0 (structure elliptique), on montre aisément (voir [28]) en combi-
nant &) et B) que (M,IL) est localement isomorphe 3 RP x €? muni du systéme
65%:”'"3%;’5%:""’525) ; ici n=p+q et p est lerangde L NI .

Dans ces trois exemples, la suite (2) est exacte ; c'est une extension fa-
cile des lemmes de Poincaré et de Dolbeaut-Grothendieck.

&) Si L NL =0 (structures C-R - pour Cauchy-Riemann induites - formelles).
Les exemples de structures non localement intégrables de L. Nirenberg [20] et de
H. Jacobowitz et F. Tréves [10] appartiennent & cette famille. Dans ce cas,
m=n+q et q est appelé la codimension de la structure. On obtient de telles
structures en prenant la structure induite sur une sous-variété M de dimension
m+n , fortement non caractéristique pour la structure complexe de g™t , par
celle-ci. Rappelons qu'une telle sous-variété est dite générique et, lorsque

m = q , totalement réelle.

1.5. Représentation locale des structures R-C

Le résultat suivant est élémentaire mais suggestif ::

THEOREME 5.— Pour qu'une structure R-C formelle (M,L) -M de dimension m+n ,
L de rang n- soit intégrable prés de xo € M , Z1 faut et 71 suffit qu'elle

soit localement isomorphe d la structure induite sur une sous-variété totalement
9 9 9

"’ 9Zm+n’ 0Zm+1’ ’9zm+n

réelle Mo de ™ par le systéeme (3%-,..
1

Démonstration.— La structure induite sur Mo est intégrable puisque, si

i Mo — ™" est 1'injection, elle est définie par le syst&me
(i*dz4,...,i*dzp) de formes exactes. Réciproquement supposons (M,T) intégra-
ble et soit Zq,...,Z2p+n m+n fonctions complexes &~ prés de xo telles que
dZ4y...,dZy engendrent T et dZ4,...,dZmsn engendrent OCT*M . L'immersion

. + e .
(locale) i : x> (Z49(X),...5Z2mn (X)) € ™™ est fortement non caractéristique

+
pour la structure complexe de ™™ et T ='Ll est engendré par
(i*dzqy...,1%dzy) . O
Remarque.— Si n' = 2 rang L - rang (L+IL) , on peut, en jouant sur le rang
o
(réel) de x +— (Z1(X),...,Zn(x)) prendre pour Mo une sous-variété générique
+n? . . . N
de L™ munie de la structure induite par le systéme (3 9

9z’ 03zm+1” """’ 9Zm+n’

1.6. La forme de Lévi

DEFINITION 6.— M, T) une structure R-C formelle et %o € M ; la forme de Lévi
associée est l'application de ’E§° ='EX° n T;OM dans 1'espace des formes hermi-
tiennes sur lko définie par :

(3) 8 (91,92) = 0,181,821 (x0)
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STRUCTURES REELLES-COMPLEXES

o WET et Qj €L sont des prolongements de Eﬂ‘go s Sj EILXO .
L'indépendance vis 3 vis des prolongements résulte de la formule (1) qui
donne :
i&w(&l »O2) = 21 -<fg,§z>(xo) - <d2,21 /\§2>(Xo) = - §2-<§,§1>(Xo) - <d§,§1 /\§2>(Xo) .
Remarque.— Dans les § 3 et 4 la forme de Lévi sera définie sur iT§0 s il faut
L dans (3).
Notons le résultat récent et profond de M. Kuranishi [17] : une structure
C-R formelle (M,T), M dedimension 2n+1, T de rang n23, telle que '&o sott

pour w # 0 définie positive ou définie négative, est localement intégrable.

alors supprimer le

2. Le théoréme d'approximation

2.1. Le cas "sans &quation"

Le résultat suivant est classique (R. Nirenberg et R.0. Wells [21] ; voir
aussi [8], [30],...) ; nous 1'énongons, avec la rapide démonstration de M.S.

Baouendi et F. Tréves, car il &claire 3 notre avis le résultat général du § 2.2.

THEOREME 7.— Soit %o € R® et Z1yeeesyln n fonctions 6" telles que
dZ1(x0) A ... A dZn(xo) # 0 . Il existe un voisinage U de <xo tel que tout
k

u € gcomp(U) (resp. & (V) ) est limite dans @k(U) (resp. &' (U) ) d'une suite

de polyndmes en Z1(X),...,Zn(x) .
Démonstration.— Un changement de variables et une transformation lindaire en les Zj
permet de supposer Z x) = xJ + 1¢5(x) s, j=1,...,n , avec

2 (w (x) - w &)z < 4ln(x x)2 pour tous x,x € U . Posons, pour u € Ggomp(U)

.2 (2502, B2
) Eue = (;)H/ZJ 3=t

La démonstration se dévide comme une preuve bien connue du théordme de Stone-

u@)dZ1 () A ... A dZn®)

Weierstrass ! L'inégalité au-dessus assure que gTu converge uniformément vers
u lorsque T — +o ; pour la convergence dans ®X on utilise le fait que
Lj&T = éTLj ol Lj est le champ défini par <Lj,de> = éjk ... @O

2.2. Le cas général

Voici, avec la formule (4), le résultat principal de ce § :

THEOREME 8 (M.S. Baouendi, F. Tréves [4], [28]).— Soit (M,T) une structure R-C
définie prés de xo € M par le systéme (dZ4,...,dZm) . Tout voisinage U de
Xo en contient un autre U' tel que toute distribution R-C u € Gk(U) (resp.
D' (U) ) est limite dans Bk(U') (resp. H(U') ) d'une suite de polyndmes en
Z9(X)yeoeyZp(x) .

Idée de la prewve.— Soit N une sous-variété de dimension m de M , fortement

non caractéristique et passant par xo . Le choix des coordonnées et une trans-
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formation linéaire en les Zj permet de supposer M = Eg X'Rg , Xo = (0,0) ,

N:y=0 et Zj(x,y) = xj + iqg(x,y) avec ¢(0,0) = %%(0,0) et
m ~ ~ ..
,EI(QH(X,Y) —@J'(X,y))2 < Z%{x-—ﬁ)z pour (x,y) , (x,y) assez voisins de 0 .
i=
Soit Lj , j=1,...,n, les champs définis par '<Lj,de> =0 et

- . -—a
<Lj’dyk)> = 6jk ; on a Re Lj(0,0) =3
lipticité partielle, une distribution R-C u sur un voisinage convenable V x W

. D'aprds un résultat classique d'hypoel-

de (0,0) - c'est une solution de Lju = 0 - posséde des traces uly—y .
=Yo
Le théoréme 7 s'applique 3 y fixé et donne, si g € H(V) vaut 1 sur

Vice Vv, u(x,y) = lim ug(x,y) pour x €V' et
T3+

m ~
- -T,gl(zj(x,y)-zj Y2 L e e
(*) u (x,y) = (;)“‘/2 va {y}e = g(x)u(x,y)dz(x,y) ,

oll nous notons dZ pour dZ, A ... A dZy . Remarquons que

m
T3 (25 ()25 K, 7))2
w0 vy - Gulaf e 5= .
T 1 VX{O}
est une solution du probléme de Cauchy :

g@®uE,NAZE,Y)

T

ujvr =0, j=1l,...,n 3 VT(X,O) = UT(X,O)

11 est donc raisonnable d'espérer qu'au voisinage de 0 , on ait :
m NN,
-T2 (Z; (x,¥)-25(x,y))2
(4)  u(x,y) = lim (I)m/zj = J
Totoo T Vx {0}

ce qui donnerait le théoréme.

e g@uE,NAZE,Y) ,

Soit IT(x,y) la différence entre (**) et (x) ; la formule de Stokes donne :

m
-T 3 (Z:(x,y)-Z; ~,~ 2
Sorz] a(e TjE 7 o2 D)
vx[0,y]

I_(x,5) s@uEHaE)
- 75 (x,9)-2: (X,))2

% (I)m/zj . TjEl( 3 %, ¥)-25 (x,7))

k=1 T vx[0,y]

L ®uE My, A & -
m ~ N

Pour V , W, V' bien choisis, Re_El(Zj(x,y)-zj(x,y))z est > c >0 sur le
j=

support de Lk(gu)(;,;) et donc IT(x,y) = O(e_Tc/z) ; d'oll la formule (4) . O

2.3. Unicité du probléme de Cauchy

La formule (4) montre que les structures R-C partagent avec les structures
R-C analytiques la propriété d'unicité du pro?léme de Cauchy fortement non carac-
téristique (dans le cas non intégrable, il y a les contre-exemples de Cohen [7hH
et ses extensions géométriques, par exemple, [28] : le support d'une distribution
R-C se propage le long des courbes intégrales des champs RelL , pour L eEL .

Ceci généralise des résultats de [9] de propagation sur les structures CR.

2.4, Représentation des distributions R-C

Avec les notations de 2.2, soit Mi le champ défini par <Mi’dyk> =0 et
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STRUCTURES REELLES-COMPLEXES

- . 3 e = m 2
<Mi,de> = éik : Mi est de la forme Mi(x,y,ax) et, prés de 0 , AM iEIMi

est, pour y fixé, un opérateur elliptique en x .
THEOREME 9 [28], mémes hypoth&ses que dans le th&oréme 8.— Tout voisinage U de
Xo en contient un autre U' tel que toute distribution R-C f sur U soit sur

U' de la forme f£ = Aﬁ“ , o u est une fonction R-C de classe @' sur U' .

La preuve, dans ses grandes lignes.— On commence par résoudre Aﬁv = f avec,
pour q assez grand, v € @”(w;sz(v)) en utilisant l'ellipticité partielle de

AM . On est ainsi ramené 3 résoudre le systéme
0, Lu=-L.v, j=1I1,...,n.

() By j j

Remarquons que AM commute avec les Lj et que c'est l'opérateur induit par
m 32 .
g% et j§1%%7 , via le plongement (x,y) +— (Z(x,y),y) . La méthode classique

des ouverts efboités s'adapte ici et permet de montrer qu'une solution - disons
continue - de Agu = 0 , par exemple les Ljv de (*), est développable en série
entiére de Z1(X,¥),...,2n(x,y) , 3 coefficients dépendant de y . Cette pro-

priété permet de chercher, et de trouver, une solution de (*) de cette forme. O

2.5. Application 3 1'hypoellipticité analytique

Dans la catégorie % , les arguments esquissé@s ci-dessous peuvent donner
des conditions nécessaires mais pas, du moins de fagon simple, des conditions
suffisantes d'hypoellipticité .

Une structure R-C analytique, définie par un systéme analytique (L4,...,Ln)
est hypoelliptique en Xo si toute distribution u , telle que L.u ,
j=1,...,n, soit analytique prés de xo est elle-méme analytique pré&s de Xxo .
Le lemme 12 ci-dessous et le théoréme 9 réduisent la question de 1'hypoellipti-
cité 3 celle de la régularité analytique des fonctions R-C continues, et le théo-
réme 8 réduit cette derniére 3 la question du prolongement dans le complexe des
fonctions R-C analytiques (voir [28]). Contentons-nous ici d'expliciter un exem—

Ple ; nous retrouverons plus tard le cas général au niveau microlocal.

Exemple.— Soit u une solution continue prés de 0 dans R* du systéme :
3 . 0 . . 9 9 . 9
* — + i— + + —)u = (— - —)u =
(*) P %3 21 (x4 1x2)8x3)u (ax“ 21x“ax3)u 0.
Z1(x) = xq+ix2 et Z2(x) = x3+i(xZ-x%-x2) sont deux solutions indépendantes
de (x) et l'image via (Z4,Z2) d'un voisinage de 0 dans R* est un voisinage

de O dans :

F = {(z1,22) €C2, Imzs >- |2z4]2}
Or, u est limite uniforme d'une suite de polyndmes Pk(Z1(x),Zz(x)) et il est
bien connu que la suite Pk(Z1,Zz) , qui converge prés de 0 dans F , converge
nécessairement prés de 0 dans €2 vers une fonction holomorphe f(z4,z2) , et

u(x) = £(Z1(x),22(x)) est donc analytique prés de 0 . O
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Cette approche résoud complétement le probléme dans le cas suivant :

THEOREME 10 (M.S. Baouendi, F. Tréves [3]).— Soit (M;T) wune structure R-C ana-
lytique définie par le systéme (dZ) . Elle est hypoelliptique em xo € M si et
seulement si l'image par Z de tout voisinage de xo est un voisinage de Z(xo)
dans T .

La simplicité du cas vient du fait que tout ouvert de & est d'holomorphie.
La condition sur Z ne dépend, dans un complexifié de M , que de 1'hypersurface
Z(x) = Z(x0) , qui est la feuille intégrale du complexifié de HA (voir théoréme
20).
Démonstration.— Pour la suffisance, il suffit de remarquer qu'une limite uniforme
sur un ouvert d'une suite de fonctions holomorphes est holomorphe. Pour la néces-
sité, on se raméne au cas ol Z(x) = x4 + iQ(x4,x') ; si la condition sur Z de
1'énoncé n'est pas vérifiée, on peut choisir un voisinage U de x tel que
Z(U) ne coupe pas ]0,ie[ ou 10,-ie[ . Une branche convenable de Z(x)1/2
fournit une fonction R-C singuliére.

F. Tréves a résolu pour de telles structures, T analytiques de rang 1 ,
le probléme de la résolubilité 120 ; il pense d'ailleurs que 1'&tude du complexe
(2') doit étre abordable. Nous n'entrerons pas ici dans les difficultés de la dé-

monstration de son :

THEOREME 11 (F. Tréves [28]).— Soit (M3;T) une structure R-C analytique définie
par le systéme (dZ) . Pour que le complexe (2') soit exact au cran 1, dans les

germes en Xo , il faut et <1 suffit qu'il existe une base (Uj)jem
ges de xo0 , telle que, pour chaque j , les fibres de Z sotent connexes

103
dans Uj .

de voisina—

3. Le probléme aux limites (théorie analytique)

Rappels et notations.— (X,O%) une variété holomorphe, X _ 1la variété analyti-

que sous—-jacente, T : T*X — X la projection canonique, ni la 1-forme cano-
nique, £& (resp. éX ) le faisceau des opérateurs (micro-) différentiels, o(P)
le symbole principal d'un opérateur P . Notons que T*X c Il‘.T*X]R définit la
structure complexe de X au sens du § 1. Un systéme (micro-) différentiel est

un 0x—modu1e (resp. éx—module) cohérent. Nous noterons encore m 1le gx—module
3X ®TI““.Z)X"L associé i un Qx—module m et suppMM (dgf supp éx QN‘QX m) sa
variété caractéristique. Si

— — Qo gV — gNa
(*) 0 (”l) ml;( ‘DX coe $X 0

est une résolution projective de M et F un &&—module, on obtient 1'analogue

de (2') en appliquant 3 (*) le foncteur Uﬁoqsx(.ﬂf) 3 la classe du complexe ob-
tenu
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(*%) 0 —FVo Lz, #Na
dans la catégorie dérivée de celle des 0X—modu1es est indépendante de la résolu-
tion (*) et notée ]Rxonlgx('m,?) . Ses groupes de cohomologie sont les faisceaux

Gy mp) , j20.

L'isomorphisme ¢ : (T*X)]R—r T*X]R - @(9) = Re® - permet de définir le
conormal T;;X = (p_1(T§X]R) dans X 3 une sous-variété M de X]R . Pour une va-
riété analytique M , de complexifiée X , nous noterons @&, , ‘%M s KM les
faisceaux des fonctions analytiques et des hyperfonctions sur M et des micro-
fonctions sur T;&x . Nous identifierons les opérateurs analytiques sur M aux
sections de '%XIM (resp. 8X|Tﬁx ). Enfin, nous noterons Car 1la variété ca-

ractéristique "réelle" d'un systéme M : Car™M = Supp W N Tﬁx .

3.1. Structures R-C et oDx-modules

Une structure R-C holomorphe sur X se définit comme dans 1.1 (fibrés I ,
T holomorphes, sections holomorphes ; bien-sfir CT*X = T*X et ETX = TX ) ; on
lui associe le systéme ’ﬂl=v7)xla' ot § est 1'idsal de &)X engendré par L .
Une telle structure est locaéement isomorphe 3 celle que définit sur un espace

™ yn systéme (%,...,a—z;) (théoréme de Frobenius) ; on en déduit que

gxtéx(’m,ex) est nul pour j > 0 et, par complexification, le :

Lemme 12 (de Poincaré analytique).— S¢ (M, T) est une structure R-C analytique,
la suite (2) (sections analytiques) est exacte.

La définition 4 s'étend aux structures R-C holomorphes (dans ce cas, on dit
seulement "non-caractéristique") et est compatible avec les notions générales de
morphisme F : Y — X non caractéristique pour un systéme M sur X et de sys-
téme induit ’wY , définies par [S-K-K]. Notons 1'extension suivante du théoréme
de Cauchy-Kovalewsky, d'ailleurs &lémentaire lorsque 7 est associé i une struc-

ture R-C :
THEOREME 13 (M. Kashiwara [11]).— SoZt F : Y — X non caractéristique pour un
systéme M, sur X . Il existe un isomorphisme canonique :

F—1m3€om.ax(?{,efx) = IR'JeomnaY(’m »65)

3.2, Le Eb et les systémes différentiels de Toeplitz

Nous identifierons X 2 la diagonale de X x X, X étant muni de la
structure "antiholomorphe", et ainsi X x X & un complexifié de X]R . Ala

structure complexe de X est associé le systéme 1{5 sur X x X . Soit M une
sous-variété générique de X et i : M — X]R 1'injection. Si Y est un com-
plexifié de M et I : Y — X (submersion), IE =Y — XxX (immersion) les
complexifiés naturels de i , le systéme st associé 3 la structure C-R induite

sur M est le @Y—module induit par f)x via I , aussi bien que par 7?5 via
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i ; I*¥ induit un isomorphisme de T;IX sur Car ’ng (i1 suffit de revenir aux

définitions). Nous ferons 1'identification :

(5) T;IX = Car m§
et considérerons que les faisceaux 3xt-é ('III8 KM) sont portés par TMX
Soit %' = 'gndeoYma et ¥= gndé 7'[3 , munis de la structure d'anneau dé-
finie par a.b=boa ; "Ya est un %—module 3 droite et les 8xtgg ('Mab EM)
sont des “%-modules 3 gauche Suivant [6], nous appellerons opérateurs de Toeplitz

N

les sections de ' et G . On a des isomorphismes canoniques :

6 'O =, ; : e

6) o XM Tl 30 txlTﬁX e‘S'IT;ZX

Expression concréte.— X=TN, M de codimension n-d et: (Z15+++5ZnsW1s...,Wn) les
~ . - 3

coordonnées canoniques sur TR x TN ., On a ’”l—a u:nxmn/ E:ﬁ nXEnB_‘TJj . On peut

choisir localement n+d champs de vecteurs analythues sur M,

150045945215 +4+54n , qui commutent, tels que 94q,...,9g engendrent TX N TIM
et que B—ZJ- - SLj soit antiholomorphe au-dessus de M ; on a :
. d
My, =Oy/Ys, 5 hy = IS
Une section 6 de ' peut étre représentée comme la classe modulo !1'—- d'un

8lément Q de @Y vérifiant ?éch3§ . 9" s'écrit ainsi :

) ~
9' P(z;a—z-) — P(le;JL) = P(zIM;IL) mod. %51) R

o
[=
g
~
o
G

n

PN
z aa(Z)(—a;)

Exemples.— i) M = Er];{, Y =" x T® ; alors '”’51, ='"I§ et °f =
ii) M=RR, Y =€ ; alors ’I')-éb =@En et ¢ =9 ,

Remarque 14.— Le cas ol la forme de Lévi est non dégénérée. Supposons que la forme

de Lévi de M, i.e. muni de la structure C-R associée 3 'ﬂts , soit non dégénérée
en x* € T;:[X . Dans ce cas, et dans ce cas seulement, T*X est au voisinage de
x* un complexifié de Tltlx , cf. [23], T;‘iX (resp. Car ’h}gb ) est symplectique
pour la 2-forme Im dooX (resp. Im de ) et 1'identification (5) est canonique.
Un opérateur P € gXIT*X est alors entiérement déterminé (complexification) par
la trace sur T}"/‘IX de son symbole total. Ceci permet d'identifier sans danger
gXIT*X et QCIT*X , toujours au voisinage de x* , ce que nous feroms, et de dé-
f1n1r pour les opérateurs de Toeplitz un calcul symbolique, sur TMX , tout & fait

analogue au calcul symbolique pour les opérateurs microdifférentiels sur T’]"ann

3.3. Le probléme aux limites

Donnons-nous de plus un systéme différentiel M, sur X . On lui associe, en
"rajoutant les equatlons de Cauchy-Riemann'", le systéme ’”2 ’W‘ % m sur XXX
et sur Y le systéme "Q , induit, tant par M via I :Y — X, que par ///Z via
T . . ' _ _ ~ .
I": Y — XxX . On lui associe encore le '-module /MY %n@y@iab,ﬂzY) ; En
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retour, on a ﬁlY = 7!51) ®°6' WY .

Concrétement, avec les notations de 3.2, on a, si /) est présenté par :
N 9 .
m jE Pi‘(z’?z-)u‘=0’ i=1,...,M 3

A N
m : J 1 13(2’32)“ = , 1i=1,...,M; _a-ﬁkuf,= 0, k=Il,...,n, 2=1,...,N

N
/"ZY: -Elpij(le’l)uj=0’ i=1,...,M ; Skul=0, k=1l,...,d , 2=1,...,N;
J=

0

N
m, : (le’ J_ ’

i=1,...,M.

A
Solutions de ?IIY et solutions de ’mY . Si ¥} estun oDY—module, 1'isomorphisme

canonique %%Y (';iY,F) = 360113,6. (WY ,‘KO%Y méb JY9) induit un isomorphisme :
€5 R%%Y(WY,F) = Rdtom_,, ’WY,IR%%Y ('”lgb,ﬁ)) .

] . . .
Solutions de M et solutions de ’mY . Notons mMIX le faisceau des orientations

relatives de M dans X , (x\m) U T;X — X 1la projection canonique, le

Tix
premier membre &tant muni de la topologie de co-&claté, et a 1l'application anti-

podale. Nous pouvons enfin ! &noncer le résultat important suivant :

THEOREME 15 (M. Kashiwara, T. Kawal [12]).— Soit M une sous-variété générique
~

de X, Y un complexifié de M, M un systéme sur X et ’I'ZY le systéme in-—

duitt. On a des isomorphismes :

(i) ]R%mogY(,”lY’a) = ]Rmom'gx('”l,e )lM H
(ii) ]RJGomogY(’le,.bM)[—cod1me] = ]Rl"M ]RGCoan('”L,GX) @a)MIX ;
(iii) RKomy (Ry,6) [ - codimM] = mrTﬁX(nﬁ?X(R%%x(/n’eX))a By -

Indications sur la preuve.— C'est un cas particulier des résultats de [12] sur le
probléme aux limites pour les syst@mes elliptiques. On peut toutefois le déduire
(voir S. Tagima [25]) de 1'isomorphisme (i), qui résulte du théorime 13 et de la
définition cohomologique des hyperfonctions et des microfonctions. O

Dans le cas des structures R-C, (&xtéx(’m,ﬂ'x) est nul pour j > 0, d'ol le:

COROLLAIRE 16.— On suppose de plus M associé a une structure R-C holomorphe sur

X . Sotit &}'( le faisceau des fonctions holomorphes R-C ; on a :

‘s i _ yi+codimyM _, . .
(i) bxep B - ¥ O ®ay e, §20;
i m @y =wyitcodimyM .
(iii) ‘gxtd.Y(”QY,m) %Tﬁx ("MIX X) QQMIX s, J20.
La cohomologie a support dans (ii), (iii) n'est pas nécessairement facile 3

calculer ; on peut toutefois se faire une représentation "valeur au bord" de (iii)

dans le cas suivant :

3.4. Un exemple fondamental

Soit Q : f(z,Z) < 0 un ouvert strictement pseudo-convexe de &I a frontidre
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analytique M, x €M et x* = (x,%(x,?)) € Tl"le . Choisissons

du _ Ju
m'_az_--

==—=0, 6 =%om (?Pler s (1ii) s'écrit :
dzp Bpn ’

. A
J '
8xt&me,gM)x* 11m Hunlllg(& )
On en déduit (suite de Mayer-Vietoris et nu111te de u (U,8') pour U convexe,
j=21):

. Uax .
J m = 11 J ' 1>
ﬁxch(mY,gM)x* lim BI(UNQ,8') , j21.
U3x A~
La premiére &galité traduit 1'hypoellipticité de ﬂlY en x*¥ en termes de pro-

Homg (@Y,&’M)X* = lim 8" (UNQ) /&' (V) ,
(*) { Y

longement 3 travers M des fonctions holomorphes dans U N Q , indépendantes de
Z1y+..,2p . Lorsque Q est strictement pseudoconvexe, e (UNQ,8) est nul pour

j =21 et U convexe ; on en déduit que ul (UNQ,8') est le j—iéme groupe de
=2
9z4” """ 73zp

oQNU) — &(QNU) AP — ... — F¥(QNU) ®APLP — 0 .

cohomologie du complexe associé au systéme

Autrement dit 1'étude microlocale de ’)71 en x* est "ramenée" 3 1'étude globale

9

de (az se e dans les ouverts d’' holomorphie UNnNQ.Pour p =0, on ob-

tient 8xté Wab, =0 pour j =1 et le faisceau §M des solutions du 3b

est donné par E x* = lim &(QNU)/6(U) . L'analogue microlocal de la formule (7)
,

permet d'en déduire : U3x

A
(8) RMO%(MY”%I)X* = ]R‘é(ode (’QY,g
Remarque.— A. Andreotti et C. Denson Hill [1], ont prouvé des théorémes de repré-
sentation, du type (%), pour la cohomologie € du 9. sur une hypersurface %~

b

et les ont appliqués 3 1'étude du Eb (pour 1'étude du §b sur une sous-variété
C-R de codimension supérieure, en relation avec la signature de la forme de Lévi,

voir [2], [19] et [S-K-K], ch. 3).

4. Transformations canoniques complexes

4.1. Systémes de Lewy-Mizohata

Le systéme de Lewy-Mizohata M =M(n-d;d-p,p) de codimension (n-d) ,

signature (d-p,p) est le gmn_,,d—module défini par les équations :

(*)

3 3 .
{qu=(3x-+ +1XJ+n3 =)u=0, j=1,...,p,
Qu : 8) =0

0Xj4n - 1xj+n oxn

s o= prl,..,d .
sur 1'ouvert mn>0 de T* mdmmd . Le complexe associé s'écrit :

()x) 0-— & .4 ®npogd 2, Brnea @210 — ... L8 ®adgd — 0 .

RN+ Rn+d

Identifions, par h : (x',xn3;in',im) +— (x',%xn,0,in',inn,0) 1l'ouvert nn > 0 °

de le‘{nu:n a la variété caractéristique It de M. Sur T*]izn+dmn+d , l'anneau

T = &ldgq;rwd/”“ est porté par It et, a} &tant 1'id&al engendré par les Qj , on
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voit aisément que

n+p § n+d
H: P(x'

)'—’P(X yXn — % Yy x

3
“+ = > ) modulo %
j=n+1J 2_]-—n+p+] J ax"ax

]
sXn " 3% ? 3Xn

induit un isomorphisme :

On démontre ([S-K-K], ch. 3) que la suite (**) est exacte, sauf au cran p , et
qu'on a un isomorphisme, compatible avec H (i.e. : H(Pu) = H(P)H(u) )

~

. ~ p
H : S’]Rn‘2+ —agxtgcn+d(ﬂ,gmn+d)|z+ .
H associe a u(x',xn) la classe de
. n+
8(xn+15«« + 5 Xn4p) ® u(x',xn + Y T x%eqs A ... A ep modulo 5(€ Rn+d ® AP-1¢d) |,
2 j=n+p+1 J

ol le "changement de variable'" dans u ,défini par un opérateur intégral a phase
complexe, prend un sens trés concret lorsqu'on écrit u comme valeur au bord de

fonction holomorphe.

Remarque.— Dans la catégorie &~ , une étude analogue est faite par L. Boutet de
Monvel et V. Guillemin dans [6]. H y est défini comme un opérateur d'Hermite ;
la construction de H 7y est plus délicate, puisqu'on ne dispose plus du prolon-

gement holomorphe.

4.2. Structures C-R non dégénérées

Soit maintenant M wune sous-variété générique de ™ , de codimension n-d
et x* € Tt’;ﬂ:n = Car méb (notation du § 3). On suppose que la forme de Lévi de M
en x* est non dégénérée de signature (d-p,p) . On a le résultat décisif sui-

vant :

THEOREME 17 ([S-K-K], ch. 3).— Sous les hypotheéses précédentes, 11 existe une
transformation canonique réelle quantifiée (,%,¥) définie au voisinage de
x* € T*Y et qui échange le systéme 'III— avec le systéme M(n-d;d-p,p) .

Ce théoréme est encore vrai dans la catégorie (2 (L. Boutet de Monvel [5];

voir aussi M. Kuranishi [16]).

4.3. Quantification

En regroupant les résultats précédents, on obtient le :

THEOREME 18 (M. Kashiwara, T. Kawai [13]).— Soit M une sous-variété générique
de @, de codimension n-d ; on suppose la forme de Lévi de ’72‘5 en x¥ € T;E“
) . , _ , = _ D m
non deg.énéree de signature (d .p,P) et.Z on note B Zxch(mab,igM) .
51 @ est une transformation canonique complexe définie au voisinage de
x* € Tfl{nmn s qui échange x% avec x* et (au voisinage) Ti(ncn avec T}’;Cn, et st :
D ga:n = p~1 n
est une quantification de © , il existe (localement) un isomorphisme :
@ : Cpn — 05y
compatible aveec ® (cf. Remarque 14) : ®(Pu) = ®(@)D(u) .
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Démonstration.— I1 suffit de construire un triplet (@' ,Q?',ES') vérifiant les
conditions de 1'énoncé, car alors, si G : an — @' & ;, est une quantifi-
cation de la transformation canonique réelle (®'~1,9,0'"1,®) , 3=3',C
répondra 3 la question. En composant les triplets (h,H,'ﬁ') de 4.1 et (LD,W,@')
de 4.2, on obtient une transformation canonique (pour Im dw ), prés de
(0;0,...,0,1) :

"o,

@' : THATD — TR
et des isomorphismes compatibles :

" gy om0 @ pgn s B B 5 O,

ol (remarque 14) o(@"(P)) = o(¥, H(P)) IT;’}E“ = 0(P) o (¥")~1 . On choisit pour
@' : T — T*C le complexifié de ¢" ; @" est la restriction 2 T"]imtl:n
d'une quantification de ¢' , @' :&mn = ((9')“1é"mn (1'isomorphisme @1 du
§ 3 s'étend en un isomorphisme B — u“&x ol MU : Supp”’léb ~Y 5 T*X — T*X
est laprojection canonique ; nous avons omis de le signaler). Le triplet

(',0',3"' =3") a toutes les propriétés voulues. O

Applications.— Ce théoréme montre qu'il y a une "&quivalence de catégorie' entre
les syst@mes microdifférentiels sur R"” et les systémes microdifférentiels de
Toeplitz sur M . Ce point de vue a été utilisé pour la premiére fois par M.
Kashiwara, T. Kawai et T. Oshima [14], (1974) dans 1'étude d'une classe d'opé-

rateurs a caractéristiques doubles ; pour d'autres applications, voir M.

Kashiwara et P. Schapira [15], P. Schapira [23], et J.-M. Trépreau [26], [27].

~

4.3. Représentation des syst@mes 3 caractéristiques simples

Un systéme de type principal est un systéme a un générateur %Xu = gx/? de
support A lisse et régulier ((.olA # 0) et dont 1'idéal des symboles
J={p € GT*X , 3P €Y, o(P) = p} est réduit. On peut toujours présenter un
tel systéme, localement et pour un bon choix de u , par des &quations

Pu= ... ="Pqu =0, avec [Pj,Pk] =0 et do(Pq) A ... ANdo(Pg) ANw# 0 .

THEOREME 19.— Soit M un systéme de type principal au voisinage de x* € T*ﬂ‘nmn\o s
p la codimension de Supp M, . Il existe une transformation canonique complexe
quantifiée (9,0) au voisinage de =x* qui échange M avec le systéme
M, = gmn/jglgmna—zz)} et T"]inmn avec le conormal extérieur It = (Ti‘&tl:n)*' a la
frontiére M = 3Q d'un ouvert strictement pseudoconvexe Q .

Compte tenu du théoréme 18, 1'&tude microlocale du systéme M est ramenée
a 1'étude de l'exemple fondamental 3.4. Ce théoréme est appliqué dans [26], [27]
3 1'étude des opérateurs de type principal. Donnons 1l'application simple suivante

(obtenue en collaboration avec P. Schapira), qui constitue 1l'analogue microlocal

du théoréme 10.

THEOREME 20.— Soit M, un systéme de type principal au voisinage de x* ET’]'knEn\O .
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On suppose x* € SuppM et que Supp M est de codimension n-1 . Pour que M
soit hypoelliptique en x* (Z.e. Xomgmn('ﬂl,g)x* =0), 21 faut et il suffit que
la variété lagrangienne A , réunion des feuilles bicaractéristiques de Supp M
issues des points kx* (k € L voisinde 1), ne soit pas positive par rapport

~

d TEpnl™ en x* .

Démonstration.— La notion de positivité (A. Melin et J. Sjdstrand [18]) est inva-
riante par transformation canonique complexe. Soit ¢ une transformation comme
dans le théor&me 19, dont nous conservons les notations : ¢ transforme TRnl?
en (Tﬁmn)+ et A en Ti_"lcn ol H est 1'hypersurface complexe zp = 0 (nous
supposons que @(x*) est le point (0;0,...,0,1) ). Or (cf. [23]) Tl"ill:n est po-
sitif par rapport i (Ti‘id:n)'* en (0;0,...,0,1) si et seulement si H ne ren-

contre pas Q au voisinage de 0 :

l H:zn=0 l H:zn=0
@ (x*) @ (x*)
A; le‘(nﬂ:n) positif (A;Tfnnmn) non positif

. 1 PP . . ‘s
Dans le premier cas, = définit une solution singulidre de
My : QU - -.du 7
o - 321 PP 32!1—1

lomorphe wu(zn) prés de 0 dans Q se prolonge au voisinage de 0 dans EN. o

= 0 . Dans le second, il est clair que toute fonction ho-

Géométrie I-R-symplectique (cf. P. Schapira [23]). Si (E,dw) est un espace sym—

plectique complexe de dimension n , E]R est muni des formes symplectiques
Re dw et Im dw . Un sous-espace I de EI{’ lagrangien pour Re dw et symplec-—
tique pour Im dw (en bref I-R-symplectique) vérifie E = % ® iZ et 1'on peut
définir la conjugaison u +— GE par rapport 3 I . La formule Yz(u,v) = dw(u,az)
définit sur E une forme hermitienne de signature (n,n) . Si L est une la-
grangienne de E, N=3XNL, Y5 induit une forme hermitienne sur L/EN ,
E?tée YfIL/EN . On dispose du critére suivant : N
L une sous-variété I-R-symplectique homogéne de T*In s X¥ET, x=nkx*) et
L, L, N les espaces tangents en x* a % , T?X}En et Rx* ; pour que
soit au voisinage de x* le conormal extérieur & la frontiére d'un ouvert stric-
tement pseudoconvexe, il faut et il suffit que LNZ =N et que Y IL/EN soit
définie positive.
Démonstration du théoréme 19.— L'existence de ¢ telle que

©(Supp M) = SuppMo : T4 = ... = Qp =0
est classique. Compte tenu de la structure des systémes de type principal et de

support (4 = ... = gp =0, il suffit de prouver le

Lemme.— Soit T une sous-variété I-R-symplectique homogéne de T*In ,
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A:Cy=...= §p =0 (p<n) et y*€ZNA non nul ; <l existe une transfor-
mation paraboloide © définie prés de y* telle que ©(A) = A et que oF)
soit le conormal extérieur dans T® 4 la frontiére d'un owvert strictement pseu-
doconvexe.

Démonstration.— On peut supposer y* = (0;0,...,0,1) ; soit E = Ty Il RO

I = Ty*f » (eq4y...5en,f4,...,fn) labase canonique de E, N =Rfn =T *(R*y*)
et Ly =0Teq ®... ®Ten . Si Lo <:N‘L est une lagrangienne telle i) LGz =N,
ii) YEIL;/EN est définie positive et iii) E = L, ® L, , L, peut s'écrire :

Lo = E(f-; El 1 ) tll(f + Zlkn 1€ ) (3 (A. = .)
+ Ade ®...® - — ® .
2 1 k n-1 1 k n i A-k

et, compte tenu du critére ci-dessus, la transformation paraboloide ¢ :

©(z,0) = (z4 ‘nz lkgkgn ,---,Zn'+1 llAkc §k§;2;§1,---,§n)
convient. L'existence de L2 vérifiant i), 11), iii) est réduite, si 1'on se
place dans 1'espace symplectique Nl/EN , 4 l'assertion élémentaire :
87 (e,dw) est un espace symplectique complexe, O un sous-espace I-R-symplec-
tique et L1 un plan lagrangien, il existe un plan lagrangien %2 tel que

e=2®2, 2N0c=0 et Y512 soit définie positive. O
1
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