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Séminaire BOURBAKI
34e année, 1981/82, n° 594 Juin 1982

LA CONJECTURE DES IMMERSIONS
[d'aprés R.L. Cohen, E.H. Brown, F.P. Peterson et al.]

par Jean LANNES

Le probléme considéré dans ce rapport est le suivant : soit n un entier,
quel est le plus petit entier k(n) tel que toute variété X de dimension n ,

oo . . . . 3
C , compacte sans bord, s'immerge dans 1l'espace euclidien de dimension n + k(n) ?

0. Préhistoire du probléme et origine de la conjecture des immersions

La position générale donne 1'inégalité k(n) < n . En 1944, H. Whitney [16]
montre 1'inégalité k(n) <n-1 (n > 2) . Par la méthode employée par Whitney
on obtient en fait le résultat plus géndral que voici : soient Y2P-1 une varié-
té sans bord de dimension 2n-1 et f : XP — Y2D-1 ype application continue
alors f est homotope 3 une immersion. Rappelons bri&vement cette méthode. Tou-
jours par un argument de position générale on peut supposer que f est une ap-
plication C™ qui est une immersion sauf en un nombre fini de points singuliers
d'un type bien particulier (parapluie de Whitney), ces points sont en nombre pair
et on les &limine deux par deux en déformant f par homotopie.

La théorie des immersions de la fin des années 50 va permettre d'attaquer le
probléme sous un autre angle. Considérons une immersion f : X — RP+K alors le
fibré normal Vf de cette immersion est un fibré vectoriel de dimension k qui
est sous—jacent au fibré normal stable VX de X ; les travaux de M. Hirsch [11]
consécutifs 3 ceux de S. Smale [14] montrent que la réciproque est vraie : X
% de X se

réduit 3 la dimension k (k > 1) . A partir de ce moment 13 le probléme quittait

s'immerge dans RM*K si et seulement si le fibré normal stable v

le domaine de la topologie différentielle pour entrer dans celui de la topologie
algébrique.

Une condition nécessaire pour que vy se réduise 3 la dimension k est que
les classes de Stiefel-Whitney wi(vx) soient nulles pour i > k , aussi est-on
amené 3 se poser la question suivante : quel est le plus petit entier k'(n) tel
que, pour toute variété X , ™ » compacte sans bord, de dimension n ,

wi(vx) =0 pour i > k'(n) ? La réponse est donnée en 1960 par W. Massey [13] :
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k'(m) = n - a(n) , o(n) désignant le nombre de 1 dans l'Ecriture dyadique de

n . Pour montrer 1'inégalité k'(n) 2 n - a(n) on &crit
n=2P" 4+ 2P2 4 4 oPT

avec 0 < pq <p2<...<py (sibien que a&(n) = r ) et on considére le produit
d'espaces projectifs réels

x = RP2P" x Rp2P2 x ... x RP2PT

on vérifie facilement que la classe Wn—uun(vx) est non nulle. On a donc du méme
coup 1'inégalité k(n) =2 n - a(n)
Je pense qu'il faut faire remonter au papier de Massey cité ci-dessus la

naissance de la conjecture des immersions dont voici 1'énoncé :

CONJECTURE A.— Toute variété, c , compacte sans bord, de dimension n s'immer-
ge dans l'espace euclidien de dimensiom 2n - a(n) (n 2= 2)

Ou sous une forme équivalente

CONJECTURE B.— Le fibré normal stable de toute variété, ¢, compacte sans bord,
de dimension n , se réduit a la dimension n - a(n) .

Cette naissance est difficile i dater, en 1960 cette conjecture n'est pas
formulée explicitement dans le papier de Massey, en 1970 plusieurs auteurs la
qualifient de classique.

R.L. Cohen vient de donner une preuve de la conjecture des immersions, con-
jecture dont on va vous conter 1'agonie.

Dans ce rapport le mot variété, sans autre précision, signifiera variété,

oo - - . . . . - - . .
C , compacte sans bord, et n-variété signifiera variété de dimension n .

1. Géndralités sur la théorie d'obstruction 3 la réduction 3 la dimension k

Soit E un fibré stable dont la base X est un CW-complexe de dimension
n , on se propose de montrer que les obstructions & réduire § & la dimension
k sont 2-primaires sous 1'hypothé&se k > %- ce qui permettra par la suite
d'ignorer superbement les nombres premiers impairs. On note encore E : X — BO
1'application qui classifie ce fibré stable, il s'agit donc de relever £ en une

15

application X — BO(k) :

Vv, = 0/0(k)

}

BO (k)
x

L

X ——— BO

Dans ce diagramme on a noté Vk la "variété" de Stiefel 0/0(k) qui est la fi-

bre de 1'application naturelle : BO(k) — BO , on peut obtenir des renseignements
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CONJECTURE DES IMMERSIONS

sur les groupes d'homotopie m.V, pour i £ 2k de la fagon suivante. En asso-
ciant 3 une droite de R¥*1 1la symétrie par rapport i 1'hyperplan perpendicu-
laire 3 cette droite on définit une application : 'RPR —> 0(2+1) et en passant
3 la limite inductive une application notée A : RF® — O ; on vérifie que 1'ap-
plication : RP™/RPk-1 —» Vk induite par A est 2k-connexe. On distingue
alors deux cas suivant la parité de k .
a) k impair

C'est le cas '"facile" et ceci pour deux raisons, d'une part la fibration
v — BO(k) — BO est simple et d'autre part puisque H*(RPNVRPk_1;Z[%]) =0
les groupes d'homotopie m.V, sont des 2-groupes finis pour i < 2k . On en

k
déduit que 1'on peut factoriser la fibration : BO(k) — BO en une suite finie
de fibrations :
K(Z/Z’Qj)
BO (k) — By — ... '—>Bj —>Bj-1 — ... — Bo = BO

K(z/z,qj +1)

ol chaque fibration Bj — Bj—1 est 1'image réciproque de la fibration des che-
mins sur un espace d'Eilenberg-MacLane du type K(Z/Z,qj +1), de telle sorte que
1'application BO(k) — B soit (2k+l)-connexe.

Si n < 2k+1 tout relévement de E a Br se reléve aussi 4 BO(k) , les
obstructions 3 réduire E 3 la dimension k sont donc 2-primaires.

b) k pair

Il y a cette fois—-ci deux difficultés. D'une part la fibration
Ve — BO(k) — BO n'est pas simple. D'autre part on voit en considérant la fi-
bration

sk = 0(k+1)/0(k) = 0/0(k) —> 0/0(k + 1)

. . . o o 1
que 1'inclusion naturelle : Sk o V, » une fois "tensorisée" par Z[EJ , est
(2k + 2)~-connexe. Cependant, 13 encore, les obstructions 3 réduire E 3 la
. n . s . .. . .
dim k > 5 sont, en un sens a préciser, 2-primaires [9]. La raison essentielle

de ce phénoméne est que 1'on a un diagramme commutatif

BO (k)

l

BO(k-1) ——— BO

oli, d'aprés le cas a), l'application : BO(k-1) — BO est Z[%]-—(Zk—l)-connexe.

2. Condition de dualité

En général un fibré stable dont la base est une n-variété X se réduit 3

la dimension n mais pas davantage, l'objet de ce paragraphe est de dégager la
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propriété essentielle qui distingue le fibré normal Yy parmi les fibrés stables

de base X et qui implique finalement que vy se réduit a la dimension n-a(n)

Rappelons tout d'abord la définition du spectre de Thom ME d'un fibré sta-
ble E représenté par un fibré vectoriel Eo de dimension d . On définit ME
par la formule TEo = SdME , TEo désignant 1'espace de Thom de Eo . On prendra
soin de distinguer entre espace de Thom (notation T ) et spectre de Thom (nota-
tion M ) d'un fibré "instable", le spectre de Thom d'un fibré instable &tant par
définition le spectre de Thom du fibré stable sous-jacent.

Revenons a notre variété X . La composition ¢ :

Sn——P——’M\)XLM\)x/\X.p

oi P désigne 1'application de Thom-Pontryagin et A la 'diagonale" correspon-
dant au niveau des spectres de Thom au morphisme de fibrés : Vy T Yy X X pro-
duit de 1'identité et de la projection, possdde la propriété suivante. Le slant

produit par la classe @,[S"]
D : Hi(MVX; ) — Hnoi (X5 )
est un isomorphisme. [En fait la composition de 1'isomorphisme de Thom
@ : KX, ® ) — HI(Mvy; )

( ﬁ& désigne les coefficients d'orientation de X ) et de D est la dualité de
Poincaré.] On dit dans ce cas que le n-dual de 1'espace X4 est le spectre MVX.

On est donc conduit 3 poser la définition suivante.
DEFINITION 2.— Soit M un spectre, on dira que M vérifie la condition (Dn)
8'il existe un CW-complexe pointé fini Y et une application @ : S — M A Y
telle que le slant produit par @,[sP]

D : Himyz/2) — Ho_;(Y;2/2)

soit un isomorphisme, en d'autres termes si le n-dual de Y a le méme type d'ho-
motopie localisé en 2 que M . On dira qu'un fibré stable & vérifie la condi-

tion (Dn) si son spectre de Thom ME la vérifie.

3. Conséquences cohomologiques de la condition de dualité

A partir de maintenant les symboles H* et H, , sans autre précision, dé-
signent la cohomologie et 1'homologie modulo 2 . Le degré d'un élément u d'un

espace vectoriel gradué est noté |ul

Soient A 1'algébre de Steenrod modulo 2 et X : A — A la conjugaison
canonique. On reprend les notations de la définition 2 ; soient en outre 9 , u ,

v appartenant 3 A , H*M , H*Y , d'aprés la définition méme de X on a :

<dv,Du> = <v,D[(xQul >.

On en déduit
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PROPOSITION 3.1.— Soient M un spectre vérifiant la condition (Dn) et u une

. 1
classe de H*M , alors pour tout entier i tel que 2i >n-|lul onma XSqu =0.

COROLLAIRE 3.2.— Sotent & um fibré stable vérifiant la condition (Dn) et U

appartenant & HOME la cZassg de Thom modulo 2 de E ; alors pour tout entier
i, tel que 2i >n ona xS&U =0 [ce qui équivaut 4 la nullité de la classe
de Wu v.(E) puisque par définition XSqU = ov. (B) 1.

PROPOSITION 3.3.— Tout élément de A de degré strictement supérieur d n - a(n)
appartient 4 l'idéal 4 gauche de A , noté Jn , engendré par les xSJ’, 2i >n.

Démonstration.— Observons tout d'abord que 1'on a la formule n - a(n) = kgl[§%]
( [ ] désigne la partie enti&re) et que par conséquent 1'application :
n —e-n - a(nz est.croissante au sens large. On sait d'autre part que les opé-
rations 8318&2...Sér avec i4 2 2iz 2 ... 2 2t7%i; forment une Z/2-base de
A , il en est donc de méme pour les opérations (xS&r)...(xSJZ)(xS&1) avec les
mémes condigions sur les iqdices 19,i25000yiy o Supposoﬂs maintenant que le de-
gré de (xSJT)...(xséz)(xSé1) soit strictement plus grand que n - a(n) , on a :
D= a(n) <iq 4 iz b ... +ip €iq 4 él[;—; = 2i, - a(2i,) .
L'inégal%té n - q(n) <'Zi1 - o(2i4) implique 1'inégalité n < 2i, qui montre
que (XQIr)...(nga)(XS&1) appartient bien 3 Jn ce qui achéve la démonstration
de la proposition.

En particulier Sq1 appartient & Jn pour i >n - a(n) , on a donc obtenu

le résultat de Massey [13].

COROLLAIRE 3.4.— Soit & un fibré stable vérifiant la condition (Dn) alors
wi(E) =0 pour i>n - a) .

Remarque.— Supposons que n - a(n) soit pair, alors la premi&re obstruction &
réduire un fibré stable E 3 la dimension n - a(n) est un &lément Wn-oemy+1 (E)
de Hn‘°“”+1(x;%§) dont la réduction modulo 2 est la classe de Stiefel-Whitney
wn—ami+1(E)  ( %g désigne les coefficients d'orientation de E ). On peut montrer

par la méme méthode que la condition (Dn) implique la nullité de Wn—amy+1 (E) -

3.5. On note MO 1le spectre de Thom du fibré stable universel de base BO . On
sait depuis longtemps [15] que H*MO est un A-module libre, soit {8} une
7Z/2-base de MO et {uB} une A-base de H*MO telle que :

: ]
<uB,hB'> = { 1 sip=p
h dé&signant 1'homomorphisme de Hurewicz modulo 2 : mM0 — HMO . La proposi-

La proposition suivante résulte de la proposition 3.1.

PROPOSITION 3.5.— Soit E unm fibré stable de base X vérifiant la condition
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(Dn) alors l'application naturelle H*MO — H*ME est nulle sur le sous—A-module
Tn de H*MO défini par

~

In

® g
T 1Blug

(s2 n - IBl est négatif JIn-|p| = A ). De méme L'application naturelle
H*BO — H*X est nulle sur le sous—espace In de H*BO <image réeiproque de
Tn par 1'isomorphisme de Thom.

En 1963 E.H. Brown et F.P. Peterson ont montré que In est 1'idéal des re-

lations liant les classes de Stiefel-Whitney normales de toute n-variété [2] :
In = {u€H*BO ; u(\)x) =0 pour toute n-variété X} .

Ce résultat utilise essentiellement la connaissance du type d'homotopie de MO

(voir ci-dessus et 4.3).

4. Résultats au niveau des spectres de Thom

4.1. La conjecture des immersions 3 cobordisme prés

En 1971 R.L.W. Brown a montré que la conjecture des immersions est vraie &

cobordisme prés [6].

THEOREME 4.1.— Toute n-variété est cobordante d une n-variété qui s'immerge
dans R2N-0M)  (n > 2) . En d'autres termes l'application naturelle :
mMO(n - a(n)) — W,MO est surjective ( MO(n - a(n)) désigne le spectre de Thom
du fibré universel de base BO(n-a(n)) ).

La méthode de démonstration de ce théor&me est la suivante. On observe tout
d'abord que si deux variétés XM et YO s'immergent respectivement dans
R20-M) ot R2D-UM) alors leur produit X x Y s'immerge dans R2(M+N)-G@m+n)
puisque 1'on a 1'inégalité a(m+n) < o(m) +a(n) . On utilise ensuite le fait que
1'anneau de cobordisme non orienté m,MO est un anneau de polyndmes avec un géné-
rateur en toute dimension n qui n'est pas de la forme 2P -1 et on représente

ce générateur par une n-variété qui s'immerge dans R2D-OM |

4.2. Le spectre de Brown-Gitler

Soit E un fibré stable vérifiant la condition (Dn) ; on a vu en 3.3 que
1'application : A — H*ME , O -e» OU , U désignant la classe de Thom modulo
2 de E , se factorise i travers A/Jn . On va voir que 1'on peut réaliser cette
factorisation par une factorisation de 1'application de spectres correspondante :
ME —% , & désignant le spectre d'Eilenberg-MacLane du groupe Z/2 . C'est un
corollaire du profond résultat &noncé ci-dessous qui constitue le premier pas
vers la solution de la conjecture des immersions.

On note M(2) le localisé en 2 d'un spectre M ; on dit que M est 2-local
si M = M(2) . On note respectivement H*( ;M) et H,( sM) 1la cohomologie et

1'homologie généralisées définies par M .
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THEOREME 4.2.1 (E.H. Brownet S. Gitler 1973 [1]).— Soit n un entier positif ;5 71
existe un spectre 2-local L(n) , appelé spectre de Brown-Gitler, qui vérifie :
(i) H*L(n) ~ A/Jn (isomorphisme de A-modules).
(ii) Soit p : L(n) — K L1'application de spectres représentant la surjection
canonique : A — A/In , alors l'application
Py ¢ Hq(X;L(n)) — HgX

est surjective pour tout CW-complexe pointé X et tout entier q <n .

4.2.2. Remarques

— La condition (ii) équivaut i :

(ii)' Pour toute n-variété X la classe de Thom : MvX — & se reléve 3 L(n) .

— Brown et Peterson ont montré que les propriétés (i) et (ii) caractérisent le
type d'homotopie de L(n) [4]. Une autre caractérisation,qui leur est encore due,
est donnée en 4.2.6.

— Par définition Jzn41 = Jon et donc L(2n+1) = L(2n) , c'est pourquoi on
trouve souvent dans la littérature une numérotation différente des spectres de
Brown-Gitler.

— Le spectre L(n) est d'un type trés simple, en fait le spectre S"(L(n))
est le 2-localisé d'un CW-complexe fini ; on exhibera un tel CW-complexé en
5.1. Pour n <5 ona : L(0) =1L(1) = (S°2 ; L(2) = L(3) = STTRP2 ;

L(4) = L(5) = S~3(RPS/RP2) (i.e. le spectre de Thom de la somme de 3 exemplai-

res du fibré linéaire canonique de base RP3 ).

— A titre d'exemple considérons la condition (ii) du théoréme 4.2.1 pour
n = 4 ; en utilisant le fait que le 4-dual de L(4) est RP* on voit sans dif-
ficultés que cette condition est &quivalente 3 la suivante :
Soit un CW-complexe pointé ; alors pour toute classe x de HuX il existe une

application stable f : RP4 — X telle que x = f, [RP4] .

4.2.3. Dans leur papier Brown et Gitler démontrent en fait le résultat plus pré-

cis que voici (pour une formulation plus précise encore voir [8]).

THEOREME 4.2.3.— Tl existe une résolution de A/Jn par des A-modules libres :
0 «— A/Jn «— Co(n) «~— ... Ci-1(n) =— C{(n) ~— ...
et une tour de Postnikov de fibrations de spectres 2-locaux
K = Ko (n) K, (n) ") *; ()
| { ! ) !

Lo(m) 21— Ly(n) ~— ... Li1(n) ~2— 1;(n) — ...

| | ! !

S1K1 (Il) 51“2 (n) cee S1f(i (n) 51«]'_4.1 (n) coe

qui posséde les propriétés suivantes :

«

(1) H*'iki(n) = Ci(n) et l'application Ci(n) — Ci_41(n) est réalisée par

la composition ¥j_1(n) — Li_1(n) — S*%; (n)
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(ii) Pour tout i > 0, pour tout CW-complexe pointé X et tout entier q <n,
L'application
Pix  Hyg(X3Li(n)) — Hq(X3Li-q(n))
est surjective.

(iii) L(n) = 1lim Lj(n) .

COROLLAIRE 4.2.4.— Sotent M un spectre vérifiant la condition (Dn) et u une
classe de cohomologie modulo 2 de M que L'on considére comme une application :

M— S|U|#(. Alors u se reléeve d SIul

L(n- lul) , c'est-a-dire qu'il existe
lul

une application W : M — S ~'L(n-lul) qui fait commuter le diagramme

ShﬂL(n—luI)

u lSlulp

u |u|«

M —m S
Plus précisément, pour tout i 2 1 tout relévement de u a SlulLi_1(n-|uI)

se reléve d SI‘”Li(n- ful) .

Démonstration.— Soit Y un CW-complexe fini dont le n-dual a le méme type d'ho-
motopie localisé en 2 que M ; on considére le diagramme commutatif suivant

H|U|(M;Li(n— Jul)) = Hn-Ju| (Y;Li(n - lul))

lpi* lpi*
18 M5 Li o (n - 1ul)) = Hnojul (Y3Lioa (- lul))

R

oli les isomorphismes horizontaux proviennent de la n-dualité. Le théoréme 4.2.3
donne la surjectivité de la fl&che verticale de droite et 1'énoncé ci-dessus

équivaut 3 la surjectivité de la fléche verticale de gauche.

4.2.5. On va voir que 1'énoncé ci-dessus reste valable si 1'on remplace la condi-

tion (Dn) par la condition plus faible que voici.

DEFINITION 4.2.5.— Soit M un spectre, on dira que M vérifie la condition
(Dh) s'il existe un spectre M' vérifiant la condition (Dn) et une applica-
tion £ : M' — M telle que f£* : H*M — H¥M' soit injective. On dira qu'un

fibré stable vérifie la condition (Dj) si son spectre de Thom la vérifie.

THEOREME 4.2.5 [4].— L'énoncé 4.2.4 reste valable si l'on remplace la condition
(Dn) par la condition (DA) .

Démonstration.— On considére le diagramme suivant

_ anIUILi(n— lul)

LT lul
. . ls o1

- ST
T —E o, 8 glul n- ul) —— slul+iKg (- ul)

lul

ol uj_, désigne un reldvement de u a S Li_q (n-lul) . L'obstruction a re-
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IulLi(h--lul) est un &lément c¢ de HIUl+1(M;(n- Iul))

c'est-a-dire une famille de classes de cohomologie modulo 2 . D'aprés 2.4 1'obs-

lever uj-, & S

truction i relever uj-4.f est nulle donc f*c = 0 dans H|“|+‘(M'ﬁ(i(n-lul))

et ¢ =0 puisque f* est injective en cohomologie modulo 2 .

4.2.6. Une caractérisation des spectres de Brown-Gitler

On verra en 4.3.2 que L(n) vérifie la condition (Dj) , 1'énoncé ci-dessous

donne donc une caractérisation de L(n) .

COROLLAIRE 4.2.6 [4].— Soit L wun spectre vérifiant H*¥L = A/Jn et la condition
(D) , alors Lz a le type d'homotopie de L(n) .

Démonstration.— L'application L — L(n) donnée par le théoréme 4.2.5 induit une

équivalence d'homotopie L(2) = L(n) .

4.3. Le spectre MO/In

On reprend les notations de 3.5. Soit E un fibré stable vérifiant la con-
dition (DA) , il résulte de 3.5 que 1l'application naturelle H*MO — H*ME se
factorise 3 travers (H*MO)/Th on va voir que l'on peut réaliser cette factori-
sation par une factorisation de 1'application de spectres : ME — MO ; pour cela
on va définir un spectre, noté MO/In , qui est 3 MO ce que le spectre de
Brown-Gitler, L(n) , est au spectre d'Eilenberg-MacLane du groupe Z/2 , ¥ .

Le choix de la A-base {uB} de H*MO détermine une équivalence d'homoto-

I8l

pie entre MO et le bouquet V S . On pose :

B B
Mo/tn =\ s'Plu-181)
1B1<n

Mim = V s'®lLim-18n
|Bl<n

On note encore P : MO/In —> MO et pPj : Mj(n) — Mj_1(n) les applicationms
induites par les applications p : L(m) — & et p; : Li(m) — Li_4(m) .

Comme en 4.2.3, MO/In est la limite projective lim Mj(n) et la fibre de
Pi : Mj(n) — Mj_4(n) est un spectre 2-local dont la cohomologie modulo 2

est libre sur 1'algdbre de Steenrod.

THEOREME 4.3.1.— Sotent E un fibré stable vérifiant la condition (Dh) et f
l'application naturelle : ME — MO . Alors f se reléve @ MO/In . Plus préci-

sément, pour tout i 21 , tout relévement de f 4 Mj_1(n) se reléve @ Mj(n) .

Démonstration.— On applique le théoréme 4.2.5 aux classes f*uB .
PROPOSITION 4.3.2.— Les spectres MO/In et L(n) vérifient la condition (DA) .
Démonstration.— Il est clair qu'il suffit de montrer que MO/In la vérifie. Soit
u un élément non nul de (H*MO)/Eh , d'aprés le caractére minimal de T£ (voir
la fin du paragraphe 3) on sait qu'il existe une n-variété X, telle que 1'image

de u dans H*va est non nulle. On considére la réunion disjointe X =] lXu
u u

339



J. LANNES

u décrivant 1'ensemble fini [(H*MO)/Tn] - {0}, alors par construction 1'applica-
tion (H*MO)/Tn — H*M\k est injective. L'application va —> MO/In qui reléve

1'application naturelle M\k —> MO induit bien une application injective en co-

.

homologie modulo 2 et M\& vérifie bien la condition (Dn)
Question.— L(n) et MO/In vérifient-ils la condition (Dn) ? (vrai pour n<7).

4.3.3. La conjecture des immersions au niveau des espaces de Thom

Dans [3] Brown et Peterson montrent que le théor&me 4.1 et le fait que la
dimension cohomologique de L(n) soit n - a(n) entrainent que 1l'application
P : MO/In — MO se factorise A travers MO(n-a(n)) . Ce résultat et le théo-

réme précédent montrent que la conjecture des immersions est vraie au niveau des

espaces de Thom :

THEOREME 4.3.3.— Soit X wne n-variété ; 1'application naturelle : My, —> MO
app e

se factorise a travers MO(n-a(n)) .

5. Déthomification

La déthomification n'a rien 3 voir avec une réaction contre un exc@&s du
culte de la personnalité ; il s'agit du probléme suivant : &tant donné un spectre
M , trouver un fibré stable E dont le spectre de Thom ME a le type d'homoto-
pie de M . Si on demande seulement que ME ait le méme type d'homotopie loca-

lisé en 2 que M il s'agit de déthomification en 2 ( 2-déthomification).

5.1. 2-Déthomification des spectres de Brown-Gitler

Soit L@ 1'ouvert de M formé des n-uples (z41,22,...,2n) tels que
les zj soient deux 3 deux distincts. Le groupe symétrique &, opére librement
par permutation des facteurs sur les espaces T® et T@x RN . On note E&n

le fibré vectoriel : T™ ﬁgh'mﬁ — /&y .

THEOREME 5.1 [4] [7).— Le spectre de Brown-Gitler L(n) est le localisé en 2
du spectre de Thom MEn .

Démonstration.— On montre tout d'abord H*MEn ~ A/Jn [12].

Signalons que ce calcul peut &tre relié a celui de la cohomologie modulo 2
du groupe B, des tresses 3 n brins. En effet 1'espace B(n) = T™/  est un
classifiant pour B : B(n) = K@Bn,1) et la formule H*MEn = A/Jn est relide
3 un calcul de H*B(n) en fonction des classes de Stiefel-Whitney de E&n [10].

On montre ensuite que le spectre MEn vérifie la condition (Dh) et on
applique 4.2.6. La condition (Df}) se vérifie par récurrence sur n , pour cela
on utilise les applications naturelles : E, x Eg — Er+s »
st ‘e, (Er xEr) — Eor (&, opére sur S' par antipodie et sur Ep xEr par

permutation des facteurs).
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Remarques. — En passant 3 la limite inductive en n on voit que le spectre

# =¥K(Z/2) est le localisé en 2 du spectre de Thom ME_ . En fait ME_ est
2-local d'oli le fameux résultat de Mahowald [12] : & (Z/2) est un spectre de
Thom. On obtient ainsi une section de 1'homomorphisme H,( ;MO) — H,( s7Z[2)
du bordisme non orienté vers 1l'homologie modulo 2 .

— On montre &galement que (Z) est 2-déthomifiable (mais pas déthomifiable
puisque 1'homomorphisme H,( ;MSO) — H,( ;Z) n'est pas surjectif). Par
contre ¥(Z/4) n'est pas 2-déthomifiable puisque si une classe de Thom modulo
2 est la réduction d'une classe modulo 4 elle est aussi la réduction d'une
classe entiére.

— Soit n 1la somme de trois exemplaires du fibré linaire canonique sur RP3 ,
alors Mn = L(4) = (MEu)(2) ; or wf(n) #0 et w2%(E,) = 0 . Cet exemple montre

4l

qu'on ne peut espérer en général une quelconque "unicité&" pour la 2-déthomifi-

cation.

5.2. 2-Déthomification de MO/Ip

On rappelle que 1'on note In 1'idéal des relations liant les classes de
Stiefel-Whitney normales de toute n-variété X . L'application v; : H¥BO — H*X
se factorise donc 3 travers (H*BO)/In , on va voir que 1l'on peut réaliser cette
factorisation par une factorisation de l'application vy ¢ X — BO . Pour cela
on va 2-déthomifier MO/In .

THEOREME 5.2 (Brown et Peterson, 1979 [5]).— Il existe un CW-complexe fini de
dimension n , noté BO/In , et une application P : BO/In — BO qui possédent
les propriétés suivantes :

(i) L'application naturelle : Mp — MO se factorise par une application :
Mo — MO/In qui induit un isomorphisme : H¥(MO/In) =~ H*Mp et donc une équi-
valence d'homotopie : (MP)(2) =~ MO/In .

[Ceci montre que la suite
0 —» In ©—s H*BO —2— H*(BO/In) —> 0
est exacte et justifie la notation.]

(ii) Le fibré stable p vérifie la condition (D) .

(iii) Soient X un CW-complexe de dimension n et E un fibré stable sur
X vérifiant la condition (Df) ; alors il existe une application £:X — BO/In
telle que E = E*p .

En particulier pour toute n-variété X <l existe une application

~

vy P X — BO/In telle que vy = v;p .

Indications sur la démonstration.— Soit V un Z/2-espace vectoriel gradué on
note respectivement K(V) et ¥ (V) 1'espace et le spectre d'Eilenberg-MacLane
tel que WK(V) =V et mwK(V) =V.

(i) Le spectre MO/In est la limite projective d'une tour de Postnikov de
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fibrations de spectres :

MO = Mo =— ... —— Mj_q ~— Mj — ...
oii Mj est la fibre d'une application Mj_q —> &(Wi) pour un certain Z7Z/2-espace
vectoriel gradué Wi . On construit de méme une tour de Postnikov de fibrations
d'espaces :

BO = Bo «— ... ~— Bj_q ~— Bj ~— ...
ol Bj est la fibre d'une application : Bj_q —> K(Vi) , pour un certain
7Z[2-espace vectoriel gradué V; , de telle sorte que le spectre de Thom, noté MB; ,
de la fldche de Bj dans BO ressemble beaucoup & Mj . Plus précisément on mon-
tre qu'il existe des applications fj : MBj — Mj (avec fo=1) faisant commuter
les diagrammes :

MB; ———— Mj

| l

MBj_q ————— Mj_4

avec f£¥ : Hin — HqMBi isomorphisme pour q <m .

Le probléme essentiel pour trouver cette tour de Postnikov est le choix des
Vi . Pour cela il faut analyser comment change la cohomologie d'un spectre de
Thom quand on tue des classes de cohomologie de la base.

Soient Y un fibré stable de base B et v : B — K wune application de B
dans un espace pointé (d-1) connexe. On note B la fibrede v et y le fi-
bré stable sur B induit par Y . On note w la composition,

My —— M(Yx0) = My A By — Y5y AK .
On vérifie que la composition
My — My —— My A K
est triviale et que 1'application induite : My/MYy — My A K est (2d-1)-connexe.
C'est cette approximation de My/My qui conduit Brown et Peterson & leur choix
pour Vj .

On définit ensuite une "limite projective convenable" B_ des Bj et une
application £ : MB_ — MO/In telle que f; : Hq(MO/In) — HqMQx est un iso-
morphisme pour q <n .

On montre enfin par des arguments standard qu'il existe un CW-complexe fini
de dimension n , noté BO/In , et une application t : BO/In — B qui possé-
dent les propriétés suivantes :

— t* : Hqﬁm — H%B0/In est un isomorphisme pour q < n ,

— toute application d'un CW-complexe de dimension n dans B_ se factorise
par ¢t

(ii) Déja vérifié en 4.3.2.

(iii) Soit E un fibré stable de base un CW-complexe de dimension n ; on sup-
pose que E se reldve & Bj_q1 . L'analyse précédente montre que si la composée
ME —> MB;_, —> Mj_, se reldve 2 M; alors E se reléve @ Bj . En appliquant
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4.2.5 on voit donc que si E vérifie la condition (D) tout relé&vement de E

4 Bj-1 se reléve a3 Bj .

Remarque.— La 2-déthomification de BO/In est loin d'&tre aussi explicite que
celle des spectres de Brown-Gitler, signalons modestement que 1'on a
BO/Io = BO/I; = * , BO/I2 = BO/Is = RP2 et que dans ces deux derniers cas le
fibré p est le fibré lindaire canonique.

Ayant d€jd montré que 1'application naturelle : Mp — MO se reldve 3

MO(n-a(n)) [3], Brown et Peterson formulent dans [5] la conjecture suivante :

CONJECTURE C.— Le fibré p se réduit & la dimension n - a(n) .
Le théoréme 5.2 montre que cette conjecture implique la conjecture des im-
mersions (forme B). On va donner quelques indications sur la facon dont R.L.

Cohen prouve la conjecture C.

7. L'idée de R.L. Cohen pour achever le programme de Brown et Peterson

7.1. Réduction 3 un lemme

R.L. Cohen réduit la démonstration de la conjecture C au lemme suivant.

Lemme 7.1.— Il existe un CW-complexe Xn > un fibré stable m sur Xn , et des
relévements f : Xn — BO(n-a(n)) et g ¢ ¥n — BO/In de n qui possédent les
propriétés ci-dessous.

(i) Il existe une application O : MO/In — (Mn)(zy telle que la composition :

M0/In —F (Mn)(zy —HEXD , (o)) = wo/1,

est homotope & 1'identité.

(ii)Le diagramme suivant commute & homotopie prés
Mf)(2)

(Mn)(2)

l(Mg)(z) Mf) (2)
o

— (MO(n - a(n)))(z)

MO/In = (Mp)(2) — (Mn)(2)

(Dans 1'énoncé ci-dessus Mf et Mg désignent les applications induites au ni-
veau des espaces de Thom par f et g, (Mf)) et (Mg)(2) les localisées en
2 correspondantes.)

On va montrer ci-dessous pourquoi le lemme 7.1 implique la conjecture C et
donc la conjecture des immersions. On donnera quelques indications sur la preuve
de ce lemme en 7.2.

Pour éviter des difficultés techniques nous allons nous limiter au cas ol
n - a(n) est impair (voir paragraphe 1). On a vu que dans ce cas il existe une
suite finie de fibrations

BO = Bo ~— ... «~—Bj_q ~—Bj — ... +<— By ~—'BO(n-a(n))

ol chaque fibration Bj — Bj_4 (1<i<r) est 1'image réciproque de la fibra-
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tion des chemins sur un espace d'Eilenberg-MacLane du type K(Z/2,q; +1) de telle
sorte que 1'application BO(n-a(n)) — B, soit [2(n-a(n)) + 1]-connexe (atten-
tion, en dépit de la notation, la tour de Postnikov ci-dessus n'a rien 3 voir avec
celle considérée en 5.2). Comme BO/In est un CW-complexe de dimension n , pour
relever P & BO(n-0(n)) il suffit de relever p & B, (on suppose n > 3 le

cas n <3 est trivial).

En fait le lemme 7.1 implique qu'il eziste une application S} : BO/In — By
telle que la composition Xn - BO/In —br By soit homotope & la composition
Xn —Eﬂ BO(n-a(n)) — B, notée f, .Autrement dit pour résoudre le probléme absolu :
trouver un relé&vement S} de P a By , on va résoudre le probléme relatif :
trouver un relévement Sr prolongeant le relé&vement f, . Un probléme relatif
semble a priori plus difficile qu'un probléme absolu, et pourtant 13 est la clef
de la réussite.

On raisonne par récurrence sur i ; on suppose qu'il existe un relé&vement

51_1 : BO/In — Bi_1 de p© qui fait commuter homotopiquement le diagramme sui-

vant
BO(n-a(n)) — ... — B} — Bj_q4 — ... — Bp = BO
RN ~
f fi Pid . |Pi-4
g N
Xn BO/In

oi fj désigne la composition : Xn ——E—a BO(n-a(n)) — Bj . Il faut construire

un relévement Si : BO/In — Bj qui fasse commuter le diagramme ci-dessus.
Puisque la fibration : Bj —> Bj_4 est principale de fibre K(Z/2,qj) il suffit
de prouver que 1'application

H*(Bi_4,Bi) —— H*(BO/In,Xn)
induite en cohomologie modulo 2 par (Pi—1,fi) est nulle. Ce qui équivaut par
isomorphisme de Thom 3 montrer que 1'application

H* (Mp,Mn) —— H*(MBj_1,MBj)
induite par (MDj—1,Mf;) est nulle ( MB; désigne 1'espace de Thom de 1'appli-
cation : Bj — BO ). Pour cela il suffit de montrer que 1l'application
(M51_1)(2) se reléve en une application Aj : MO/In — (MBi)(2) telle que
Ao (Mg)(2) = (Mfj)(2) . Les conditions (i) et (ii) du lemme 7.2. assurent que

A = (Mfi)(2) o O convient.

7.2. Construction de Xn

D'aprés le théoréme 4.1 tout &lément B de la base de mwMO peut étre re-

présenté par une variété XB , de dimension |B| , dont le fibré normal vXB se
réduit 3 la dimension [B] - a(IBl) . On prend pour Xn 1la réunion disjointe
Xn = XB x B(n-1B1)
IBl<n

et pour fibré n la réunion disjointe
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“=—u—"XB"5n-la| : ,
IBl<n
On rappelle que B(m) dé&signe l'espace L ™/GS, et E; le fibré vectoriel de

base B(m) et d'espace total @ xqzm R®  (voir 5.1).

En raison de 1'inégalité : n-a(n) = Bl -a(IBl) +n- Bl —a(n=- |B]) ,
pour montrer que N se réduit 3 la dimension n - a(n) il suffit de montrer que
En se réduit 3 la dimension m - a(m) . Ceci résulte des deux propriétés sui-
vantes :

— B(m) a le type d'homotopie d'un CW-complexe de dimension m . En effet
B(m) est une variété analytique de dimension (complexe) m qui est de Stein

( B(m) s'identifie 3 l'ouvert de T ™ '"discriminant # O " lequel se plonge
proprement dans CD+1 ),

- HqB(m) =0 pour q > m-a(m) . En effet H*¥B(m) =~ H¥ME, ~ H*L(m) = A/J, et
on a vu en 3.3 que (A/Jm)q est nul pour q > m-a(m) .

Pour voir que 7N se reléve 3 BO/In on applique le théoréme 5.2 ; Xn a
bien le type d'homotopie d'un CW-complexe de dimension n et n vérifie bien
la condition (Dfy)) (les conditions (D) se comportent 3 merveille pour le
produit ou la réunion disjointe de fibrés et §&; vérifie la condition (Dp)
d'aprés 4.3.2).

Enfin on construit o : MO/In — (Mn)(2) de la fagon suivante. On considére
1'application T :

\/ SIBI/\Mgn_”5| TRA 1 \/ MVXB/\MEn-IBI -,

IBlsn IBl<n
TB : sIBl — MVXB désignant 1'application de Thom-Pontryagin de XB . Pour tout

relévement de n a3 BO/In, g : Xn — BO/In 1la composée h :
T M;
MO/In = (l\'/ SlBI AM§n~|B|>( ) —X2) M)z M)y | Mo)(2) = MO/In
Bl<n 2

fait commuter le diagramme

MO/In b, MO/In

~N

MO .
On en déduit que h induit 1'identité en cohomologie modulo 2 et que h est

une équivalence d'homotopie. On pose O = T(z2) o h~?

.

I1 reste 3 montrer que 1l'on peut choisir les variétés XB et les reléve-
ments f et g de n d BO(n-a(n)) et BO/In de telle sorte que la condi-
tion (ii) du lemme 7.2 soit vérifi&e. C'est ce que fait R.L. Cohen par une ré-

currence sur n extrémement minutieuse (50 pages avant décantation) [8].
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