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Séniinaire BOURBAKI
34e année, 1981/82, n°® 588 Février 1982

LA CONJECTURE DE POINCARE TOPOLOGIQUE EN DIMENSION 4

[d'aprés M.H. Freedman ]

par Laurent SIEBENMANN

A la fin de 1'été 1981, a San Diego, Michael H. Freedman a réussi a démontrer que
toute 4-variété lisse (de classe Cw) et métrisable M4 , qui ale type d'homotopie de la 4-
sphere s? - (x € R’ | Ix] =1}, est nécessairement homéomorphe st , ce qui s'écrit
succinctement a 1'aide de symboles : M4 lisse et = S4 2 M4 ~ S4 . Mon but principal
est d'exposer sa preuve. (Dans cet exposé, toute variété sera métrisable et de dimension < )
On r:‘e sait pas encore si M4 est toujours difféomorphe (<) a S4 , il.e.si M4 lisse et
s

(sans structure lisse donnée) que M" =~ S

> M4 =4 s4 . Par contre, Freedman sait démontrer pour toute 4-variété topologique M4

4 3 M*~ s* (voir plus loin).

H. Poincaré [Poi | a surtout signalé la conjecture selon laquelle, pour toute M" varié-
té lisse, Mst 3 Mosh. Le premier cas non trivial, la dimension n =3, reste, pour
autant que je sache, une conjecture encore ouverte aujourd'hui, malgré des efforts incessants
d'innombrables mathématiciens. Un détail amusant est que les contre-exemples de J.H.C
Whitehead [Wh1] a sa propre preuve erronée de cette conjecture joueront un rdle capital dans
cet exposé (dés § 2).

J. Milnor a découvert en 1956 [Mi) des variétés lisses M7 qui sont = S7 et méme
~ g’ , mais ¥ s’ (de telles "sphéres exotiques" existent en dimension =7 selon [KeM]) .
Ainsi la conjecture de Poincaré ci-dessus a dii &tre révisée pour les dimensions n=2 7 .

En 1959, S. Smale [Sm] a établi sa "théorie des anses" pour démontrer que, pour
m" lisse, n26 , Mn ~s" 3 M~ 3" . Son résultat technique, le théoreme du h-cobor-
disme (voir plus loin) est plus précis ; en le combinant avec les techniques de chirurgie de
Milnor, Kervaire et Milnor [KeM| ont établi pour n=6 et 5 la version originale de la
conjecture de Poincaré. En 1965, M.H.A. Newman a su adapter la méthode
"d'engouffrement" de J. Stallings pour prouver la version purement topologique :

M variété topologique < s > M~ g (depuis 1969, les méthodes de Smale s'adaptent
aussi, cf. [KiS ]) . En résumé, disons que la conjecture de Poincaré est résolue pour les dimen-
sions =5, pas du tout résolue (! ?) en dimension 3 , et dorénavant partiellement résolue en
dimension 4 .

J'esquisse maintenant la preuve de Freedman ; elle comporte la classification topologi-
que des 4-variétés lisses, closes et simplement connexes, et bien d'autres résultats de pre-
miere importance. Soient V et V' deux telles variétés (disjointes). On suppose qu'il existe
un isomorphisme 6 : H2V -+ H2V' entre leurs groupes d'homologie en dimension 2 qui res-
pecte les formes bilinéaires d'intersection des 2-cycles ( V< st & HZ(V) =0).
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L. SIEBENMANN

THEOREME 1. Dans cette situation, 6 est réalisé par un homéomorphisme V + V! (on
conjecture encore qu'il 1'est par un difféomorphisme) .

Preuve. Il n'est pas difficile de réaliser 6 par une équivalence d'homotople g:Vay!
[MiH]. La théorie de la chirurgie (voir [Wa ] [Br ]) offre ensuite une 5-variété compacte W
debord dW =V J| V' telle que les inclusions V& W © V' sont des équivalences d'homo-
topie, et telle que la restriction r | V:V + V' d'une (quelconque) rétraction r: W - V' est
homotope & g . La triade compacte (W;V,V') est appelée un h-cobordisme. La théorie
des anses de Smale essaie d'améliorer une fonction générique (de Morse) f : (W;Vv,Vv'") +(1;0,1),
I1=[0,1 ] » pour arriver a une situation ol f n'a aucun point critique, i.e. f est une submer-
sion lisse ; W est alors un fibré lisse sur I (remarque d' Ehresmann), d'ou W= V xI .
Nous allons trouver plutt une submersion topologique f qui assure que W est un fibré topolo-
gique sur I (voir [Si3, §6 1), d'ol W~V xI. Ainsi, on aura :

THEOREME 2. Soit (Ws;V,V') un h-cobordisme lisse compact et simplement connexe avec
5 ~ . .
OW" =V ]| V' (et V¥ W= V' par inclusions). Alors, W~V x[0,17 .

Pour n26 a laplace de 5, le théoréme du h-cobordisme de Smale affirme mieux :

W2 Vx[0,1]. En dimension 5 , ses méthodes s'appliquent mais laissent, pour prouver
w2 vx[0,1],

PROBLEME RESIDUEL LISSE (non résolu). Soient S =11 Si et S'=11 S'i ,
i 1

i=1,...,k, deux familles de 2-sphéres disjointes plongées dans une 4-variété simplement
connexe M? (en fait f 1(pomt) ) de facon que les nombres d'intersection homologique S; S

sont O pour i#j et *1 pour i=j. Peut-on réduire SN S' a k points d'1ntersect10n

(lisse et transverse) par une isotopie lisse de S dans M4

5

?

Similairement, pour assurer seulement W~ ~ V x [0,1] , on constate (consulter 1'expo-
sition dans [Miz] et [KiS, III]) qu'il suffit de résoudre le

PROBLEME RESIDUEL TOPOLOGIQUE (résolu ici). Avec les données du probléme lisse,
réduire SN S' a k points par une isotopie topologique de S dans M , qui est donnée par
une isotopie ambiante h, , 1=<t<1, de id | M fixant un voisinage de k pointsde SN S!' .

Whitney a introduit une méthode naturelle pour résoudre ces problémes. Dans le modéle

(R2;A,A') : -&UL (c'est une droite A coupant une parabole A' en 2 points), on peut
dégager A de A' par une isotopie lisse & support compact (i.e. fixant un voisinage
1'infini) ; on élimine ainsi les 2 points d'intersection : \\.//‘ . On déduit que dans le
modeéle de Whitney stabilisé (R4'A LA' ) = (R2 X R2 s AX0X R1, A' xR x 0) , ily a une iso-
topie a support compact qui degage le plan A du plan A en supprimant les deux points d'in-
tersection transverse de A et A

Nous appelons @océde de Whltney lisse [ou topologique ] un plongement lisse [ou topo-
logique ] d'une somme disjointe d'exemplaires du modéle (R4;A+,A'+) dont 1'image contient

SN S' - (k-points) . Un tel procédé donnerait visiblement 1'isotopie exigée pour résoudre le
probléme résiduel lisse [respectivement topologique ]
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CONJECTURE DE POINCARE

THEOREME 3 (A. Casson et M. Freedman). Dans ce contexte, aprés une isotopie lisse :pré-

alable de S dans M4 (ajoutant des points d'intersection avec S' par une démarche inverse
A celle de Whitney, loinde SN S' ), ce procédé topologique de Whitney devient possible.

La premiére étape de la preuve (1973-76) est due & Andrew Casson. Soit B un 2-disque
lisse et compact dans la composante bornée de R2 -(AUA') . Le produit B x R2 est une
2-anse ouverte plongée (comme sous-variété fermée) dans le modéle de Whitney, et disjointe
de A+ U A'+'. Dans BxR2 , Casson a construit des ouverts curieux H =B X R2 - & de bord

dH =0B x R2 , qu'on appelle des anses ouvertes de Casson (voir § 2 pour la définition pré-

cise). On est encore incapable de décider si toute H est & B x R2 ou si contrairement
aucune H n'est € B xR? .
En remplagant B x R2 par Hc B x R2 dans le modele de Whitney (R4;A+,A'+) , ona

un ouvert (R4-Q H A+,A'+) qu'on appelle un modéle de Whitney-Casson. Par un processus

infini tout a fait remarquable, A. Casson a démontré :

THEOREME DE CASSON ([CaG], cf. [Man]) . Aprés une isotopie lisse préalable de S
7 R . ] ‘
dans M’ , on peut trouver dans (M4; S,S') des modeles disjoints de Whitney-Casson plongés

de fagon lisse, de sorte que ces modeles contiennent tous les points de SN S' sauf k .

Le théoréme de Casson et Freedman découle maintenant du théoréme que je vais exposer.

THEOREME DE FREEDMAN 4 (1981). Toute anse ouverte de Casson est homéom orphe
s r2 o2 4, ' 4 T
a B“xR“. Donc (R iALA) ~ (R -0Q;ALA) .

La version non-compacte du théoréme 2 s'aveére importante.

5;V,V') avec oW=V 1l V' un h-cobordisme lisse propre et

THEOREME 2% . Soit (W
simplement- connexe -qui a un nombre fini de bouts et un- 1r1—systéme trivial a chaque bout.
Alors W~V x[0,1] .

La preuve (difficile) proposée par Freedman (octobre 1981) imite la preuve du théoréme
du s-cobordisme propre esquissée dans [Si 1 ] , tout en évitant de faire successivement deux
procédés de Whitney, vue la perte de différentiabilité occasionnée par le théoreme 3 .

11 en découle (cf. [F‘r1 ] [si 4 1) 1a classification topologique des variétés topologiques
closes et simplement connexes qui admettent (est-ce inévitable ?) une structure lisse sur le
complément d'un point. Elles se classifient par la forme d'intersection sur H2 jointe a
I'obstruction au lissage » de Kirby-Siebenmann [KiS] ; toute forme unimodulaire sur Z
est réalisée ainsi que tout x € Z/2, , sauf pour les formes paires,oll x = signature/8¢€ Z/2 .
Toute variété topologique vie st est dans cette classe, car v (point) est
< (point) et vi - (point) s'immerge donc dans r? (ct. [Kis, V]) .

1l en découle aussi (voir [Fr1 J [si 4 1) que toute variété lisse V> telle que

H *(VB ) = H_)*(S3 ) est le bord d'une 4-variété topologique contractile wh.

Un Reportage: Mike Freedman a annoncé sa preuve de la conjecture de Poincaré topologique.
en golit 1981 a une conférence de 1'A.M.S. & 1'Université de Californie & San Diego, ol

D. Sullivan faisait une série de conférences sur le théoréme d'hyperbolisation de W. Thurston.
Son argument était éblouissant, mais pas encore totalement étanche. Un peloton

de connaisseurs a alors formulé quelques objections qui ont fait surgir 1'énoncé du théoreme
d'approximation 5.1. Or, Freedman avait déja dans 1'oeuf son astuce de réplication
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et, en quelques jours, il en a fait naitre une preuve formelle

imposante. Entretemps, R.D. Edwards avait trouvé une faille dans les arguments de rétrécis-
sement (§ 4) et, en grand expert de cette méthode, a réparé cette faille avant méme de 1'avoir
signalée (je crois qu'il a introduit en particulier les arguments de rétrécissement relatif) .

A la fin du mois d'octobre 1981, Freedman a exposé les détails de sa preuve, avec
charme et patience, a une conférence spéciale a 1'Université de Texas a Austin (1'école de
R.L. Moore) devant un auditoire de spécialistes dont, a la place d'honneur, A. Casson et
R.H. Bing, créateurs de deux théories essentielles a la preuve . '

Cet exposé relate la preuve donnée au Texas , avec les améliorations de détail
racontdes en coulisse. Déja en septembre 1981, R. Ancel [Anc] avait clarifié et amélioré
les complexités administratives du théoréme d'approximation 5.1. En particulier, il a pu
alléger une hypothése de Freedman exigeant que les préimages des points singuliers consti-
tuent une décomposition évanescente (= "null") , en signalant (voir 5.7) que S(f) dénom-
brable ou de "demension" 0 [ Ed 1 ] suffit. J. Walsh a contribué a quelques simplifications
des arguments de rétrécissement '(fin du § 4). W. Eaton m'a suggéré les 4-boules
qui aident a comprendre les rétrécissements relatifs (4.8, 4.10). J'ai proposé la co-ordina-

tisation globale de 1'anse ouverte de Casson (il s'agissait initialement d'y plonger une peau
d'anse).

Ma rédaction (janvier 1982) ne semble rien changer d'essentiel a mes souvenirs
du Texas. Seule ma construction des 2-disques correctifs (les D(&) de § 3.9) en dévie,

probablement pour des raisons de goiit. Je dois a Alexis Marin des critiques perspicaces
et fraternelles .

§ 1. - TERMINOLOGIE (adoptée sauf indications contraires).

Les espaces admettent tous une métrique, notée génériquement d . Les applications
sont toutes continues . Le support d'une application f: X + X est 1'adhérence de
{x € X | f(x) #£ x}; le support d'une homotopie, ou isotopie f: XX, 0st<1, est
1'adhérence de {x € X | ft(x) £x,3te€fo0,1]} .

N - spr . z e : Yoy o Y
Pour un sous-ensemble A , on définit 1'adhérence A , l'intérieur A et la frontiere

8A , toujours par rapport a l'espace ambiant sous-entendu (le plus grand en vue). Si A est
une variété, il faut souvent distinguer R de 1'intérieur formel intA et 8A du bord formel
dA . Une décomposition & d'un espace X seraune collection de compacts disjoints dans X
qui est "usc" , i.e. semi-continu supérieurement ; 1'espace quotient X/8 est obtenu en
identifiant en un point tout élément de ® (voir [MV] pour une métrique) ; 1'application

quotient X - X/& naturelle est fermée, ce qui équivaut exactement a la propriété "usc" .

L'ensemble des composantes connexes d'un espace A est noté ﬂo(A) . Si A estun compact,
woA est en méme temps une décomposition de A pour laquelle le quotient A/ noA est un com-~
pact de dimension 0 (totalement discontinu), qui s'identifie comme ensemble a woA . Si
AcX, 'noA donne une décomposition de X dont 1'espace quotient est noté X/ woA . La
compactification par bouts apparait au §2.

Les variétés et sous-variétés mentionnées seront (sauf indications contraires) lisses.
Quant aux variétés, nous adoptons les conventions usuelles [KiS,I] ; en particulier,
R"-R" avec la distance euclidienne d(x,y) = |x-y| ; B"= &x €R" | |x| <1} ; 1=[0,1].
Un disque multiple est une somme disjointe finie de disques (chacun ¥ B2) . Similairement,

pour anse multiple, etc. Le symbole £ indique difféomorphisme ; = indique équivalence
d'homotopie ; et =~ indique homéomorphisme.
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CONJECTURE DE POINCARE

§2. - LES ANSES DE CASSON ET LA MITOSE DE FREEDMAN.

Nous utiliserons deux exemplaires B2 , 02 du 2-disque lisse {(x,y) € R? | x2+yzs 1}.

La 2-anse standard est (Bz, aBZ) x D2 ; sa bande d'attachement d_ est (aBZ) X D2 ;
sa peau a est B2 x aD2 ; son émeest BZXO
Une 2-anse est un couple (H d H4) qui est difféomorphe a (B x D% a ) = (B 2B )xD .
2 2 2
X D .

Une 2-anse ouverte est une variété qui est difféomorphe a 82 X intD” = B
Pour une 2-anse (éventuellement ouverte), la bande d'attachement, la peau, une ame,

etc... , se définissent par un isomorphisme avec 1'anse standard (éventuellement ouverte).

Dans cet exposé, nous pouvons nous permettre d'omettre 1'épithete "2-" ; les anses

d'indice # 2 n'apparaissent guére. Aussi, on écrit »ala place légitime de int D?.

Un défaut X dans une anse (H4,a_H) est une W ’?H
sous-variété compacte X de‘H4 - 3 H telle que : X aH

i) X, xN3 H) est une anse, ou H est la peau de 1'anse (H,?d_H)

(i) (a H,XN?3d H) est (degré t 1) difféomorphe au
couple de Whltehead (B2 x sli (82 x s1) i(B%SY
illustré dans cette figure:
(iii) Dans la 4-boule u? (avec ses aretes arr'ondles) 1'ame A® de 1'anse (X,XN3a H)

est un 2-disque non noué, c'est-a-dire ( ) ( )

Un défaut multiple X dans une anse (H , H ) -est une somme finie et disjointe

1L X(i) =X de =1 défauts X(i) , qui, pour une identification convenable (H4,a H4) T
i 5

~ (Bz,aBz) x D2 , se projettent vers B2 JiiV v H >.H
dans autant de disques disjoints dans int B2 .

— ¥ B2
Une anse multiple (H 3 H ) est une somme finie d'anses disjointes ; un défaut
multiple X < H4 dans une anse multiple est un compact qui donne par intersection un défaut

multiple dans chacune de ces anses. Pour ces données, on a :

0
LEMME 2.0. La triade (H4—X ;9_H, 6X) détermine u? et X encesens: si X' estun
(2] o
défaut multiple dans une anse (H',d H') etque 6: (H-X ;3 H, 6X)+ (H'-X'; 3 H', 6X')
est un difféomorphisme, il existe toujours un difféomorphisme € : H -+ H' qui prolonge 6

>

Ingication de preuve (voir [CaG]). Si on attache une anse multiple (X',d  X') a

N

H- X le long de la frontiere §X de fagon qu'il n'existe aucune extension de 6 a
©: H-*= H - X) UX'=H', on constate que (3H',d H)~ (S ,tore solide) est un noeud

non trivial ; en effet, une somme connexe de k noeuds non triviaux, 1<k =< # nO(X) ,

de la forme : C 'Y"'—\’\b o

Un défaut re51duel 1 dans une anse (H 3 H ) est 1'intersection d'une suite
X1 =) )(1 =) X2 > x2 o X3 o X3 > ... de sous-variétés compactes de H4 - a_H telles que,
pour tout k , (Xk, Xk) est une anse multiple dans laquelle Xk+1 est un défaut multiple. La

suite X1 o) X2 O ... est appelée une 7 H
gigogne de défauts dans (H,d _H) . M
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Une anse de Casson est un couple (Hi , a_Hi) tel qu'il existe une anse (H,3 H) avec
un défaut résiduel © c H et un plongement ouvert lisse iy H, -+ H d'image H-Q , qui
induit un isomorphisme i_ | : 9_H, + d H. End'autres termes, (Hm,b_Hm) T (H-Q,2 H) .

La donnée de (H,?d _H) , de la gigogne de défauts {X }, etde i : H_ - H consti-

tue ce qu'on va appeler une présentation de 1'anse de Casson (H ,0 Hm) . On va d'ailleurs
1 -

noter Hk (H- )(k et d_ H =3 H_ ; alors, H_ = Hk . La variété Hk est appelée
o

la tour d'hauteur k, sesé tgge s sont EJ—1 1(X -XJ) » =k ; larestrictionde i_ a

Hk sera notée Bt Hk +H.

La peau de (Hw,a_Hw) est d Hy, = 1;1(6+H) ; ensuite, par intersection avec <3+Hm R
on définit la peau a+Hk de Hk et a+Ek de Ek . Similairement B+Xk =X N a+H .
Une anse de Casson (Hm,a_Hm) n'est jamais compacte ; nous allons souvent rencon-

A

trer la compactification par bouts Hw de Hg

Rappelons que la compactification par bouts M d'un espace connexe localement connexe
et localement compact M est la compactification de:Freudenthal (= "end compactification" )
qui ajoute & M 1'espace compact O-dimensionnel Bouts(M) = lim proj {'aO(M—K) | K compact
dans M} . (N.B. Dés que K' > K estun \ioisinage de K, l'image de vO(M—K') - WO(M— )
est finie.) Voici une définition commode de M . Soit MK la somme amalgamée avec M des
compactlﬁes d'Alexandroff par un point de chacune des composantes connexes de M - K H
alors M = lim proj {MK | K compact € M} .

H » S'identifie (pari_) au quotient de H* obtenu en écrasant chaque composante
connexe de § en un point . (Pour vérifier ceci, il convient de remarquer d'abord que no(n)
avec sa topologie compacte est lim proj {1! (U) | HoU ouvert oQ }.)

Remarquons que H est la compactmcatlon d'Alexandroff par un point, précisément si
. c H est connexe ou encore si chaque défaut multiple successif Xi est un seul défaut
(connexe). Le lecteur qui se sent rebuté par les complexités a venir a intérét a se restreindre
d'abord a ce cas, qui illustre déja toutes les idées géométriques.

f{w Jjouit de toutes les propriétés homologiques locales d'une variété ; c'est ce qu'on
appelle une variété homologique ; mais son bord formel, 1'adhérence de dH_ , n'est pas une
variété topologique prés des bouts. Par exemple, si € est connexe, d3H,_ = 3H -3 Q est,
par définition méme, une des 3-variétés contractiles de J.H.C. Whitehead [Wh1] [th] ,
w1—systéme non trivial a 1'infini ; a+n c HY 53 est un compact de Whitehead. (Dans le

cas général a+n est appelé un compact de Whitehead ramifié.)

Ainsi, (H*-q)", d_H) n'a aucune chance d'#&tre une anse topologique.

Par contre, H4 - (3+H4 uQ) ~ 82 X R2 ; ce sera le résultat central de cet exposé :

THEOREME 2.1 (M.H. Freedman, 1981).
—_— o2 2 2

Toute anse ouverte M4 de Casson est homéomorphe a 82 x D~ B xR

La preuve de 2.1 part d'un résultat de 1'année 1978, quand Freedman a pu construire
une 4-variété lisse sans bord M4 ¥ 53 X R qui est pourtant 1'image d'une application propre
de degré *1, s3 xR+ m? ; voir [Fr1] [Si4]

Une tour de Casson de hauteur k , ou plus brieévement une Ck , est un couple difféo-
morphe a (H4-}o(k, a_n“) ol X1 :>X2:> ... est une gigogne de défauts dans une anse (H,d_H) .
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THEOREME DE MITOSE (version finie) 2.2. Soit (H6,6_H6) une 06 de Casson. On
peut toujours y trouver une 012 , soit (H; 2,3_]—1;2) , telle que :

' .
(1) b_H12=b_H6 s (2) H - d_H¢cintHg ,

1
12
(3) H;z - Hé est contenu dans une somme disjointe de plusieurs boules dans int H6 ,

une boule pour contenir chaque composante connexe . . g

La condition (3) est liée au fait que, pour toute tour de Casson (Hk, b_Hk) , lavariété

H, peut s'exprimer comme le voisinage régulier d'un 1-complexe, cf. [CaG] .

k

Voici un diagramme schématique de Freedman qui résume 2.2.

un (312 ,etc.

Les méthodes de [F‘r1 ] (cf. [Si 4]) permettent de donner la preuve de 2.2 ; pourtant
elle est encore plus fastidieuse que les preuves analogues dans [Fr1 J [si 4] . Nous ne

1'aborderons point dans cet exposé.

Remarque. Tout couple (k,2k) , k>6 , mis a laplace de (6,12) dans 2.2, donne un énoncé
qu'on déduit sans trop de peine, et qu'on pourrait utiliser a la place de 2.2 dans la suite.

Puisque nous allons utiliser 2.2 a tour de bras, il convient de faire le

CHANGEMENT DE NOTATIONS 2.3. Dorénavant, on écrit H, et X, alaplace de
~H,_-H

He 6 & Xg6 0 K=0,1,2,.... (Ainsi le sens de E I, , etc. est changé.)

Kk k-1~
THEOREME DE MITOSE (version infinie) 2.4. Soit (H_,d H,) une anse de Casson
présentée comme ci-dessus, et soit k =0 un entier. Il existe une autre anse de Casson
(Hy,2 H )< (H_,d_H_) vérifiant les conditions :

1
0 H_, 1

=1 ] .
2) Hy,-H_, < (ntH)-H _, ;
-
3) L'adhérence H_ de Hc:o dans H_est la compactification par bouts de H;c .

=H _, (si kz1) ;

Cette version infinie 2.4 découle de la version finie 2.2, par une répétition infinie ;

on rétrécit suffisamment les boules offertes par 2.2 pour assurer la condition 3) de 2.4.
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§ 3. - L'ARCHITECTURE DE LA CO-ORDINATISATION TOPOLOGIQUE

Les constructions ambitieuses a venir appliquent le théoréme de mitose 2.4 et de la
géométrie élémentaire pour ramener le théoréme 2.1, que toute anse ouverte de Casson M4
est homéomorphe a 82 X R2 , a deux théorémes d'approximation par homéomorphismes.

Quant aux anses de Casson, nous utiliserons la terminologie du § 2 sous sa forme
modifiée en 2.3 (par une réindexation).

L'anse de Casson ouverte M* sera identifiée a N - a+N ou (N,b_N) est une anse de
Casson (non ouverte). Soit N la compactification par bouts de N .

Soustrayant de N 1'intérieur (topologique) d'un voisinage en collier de 6+N dans N,
trés pincé vers les bouts de N , on obtient une anse de Casson (H,, d_ H )<= (M,oM) c
< (N,d_N) dont 1'adhérence dans N estla compactification par bouts f-loo de H_, . On
fixe une présentation de (H_,d H_).

=9, Hw x[0,1]
d_N*

Dans un premier temps, il s'agit de construire un systéme ramifiant d'anses de Casson
dans (N,3_N) qui, en quelque sorte, explorent son intérieur.

3.1 Construction. Pour chaque suite finie (a LIRS ,ak) dans {0,1} (suite dyadique finie),
on peut définir une anse présentée de Casson (H_(a e ,ak) »d_H_) contenue dans

(H,,d H_) dont la présentation consiste en un plongement im(a1 ) e ,ak) : Hm(a1 ) aee ,ak) -
+ B2 x D? et en une gigogne de défauts Xi(a1 oo ,ak) dans 1'anse standard B2 x D2 , de

sorte que : (Pour (1) a (5), voir le dessin de droite de la prochaine page.)

(1) H, =H_(#) (cas k =0) , méme en tant qu'anse présentée de Casson.

(2) Hy (a1 reeery 1) = H, (a1 e ,ak) , méme en tant qu'anse présentée de Casson.

(3) Hk(a1,...,ak,0) = Hk(a1,...,ak) .

(4) L'adhérence ITIm(a
Hm(a1, - ,ak,o) .

TRER ,ak,O) dans I':lw est la compactification par bouts de

(5) Holay- 3,0 - Hlay,a) e B @, a) - Hla,....a)

6) ik(a1,...,ak,0) = ik(a .,a

k) , d'ol Xk(a1,...,ak,0) = Xk(a1,...,ak) .

17

13 i . .
(7) L'intersection de Xk+(1/6)(a1 e ,ak,O) et Xk+(1/6)(a1 e ,ak) est vide et
leur réunion est un défaut multiple dans Xk(a TERE ,ak) .
11 faut aussi une condition de cohérence sur la gigogne totale assurée par (7), c'est-a-

dire {Xk} , ou Xk =U Xk(a EEE ,ak) . Pour la formuler, on suspend momentanément la

convention de réindexation C.3, et on pose Tk = a+x

K
(8) (sans C.3). Il existe un intervalle Jc 3D? tel que, pour tout t € J, le disque
méridien Bt = B2 X t du tore solide 82 x oD rencontre les tores solides multiples T

k
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idéalement en ce sens que chaque composante connexe de Bt N Tk est un disque méridien de

Tk qui rencontre Tk+1 de la facon idéale illustrée dans la figure de gauche ci-dessous.

(-3; alternatif

composonte connexe de Btﬁ ! R
Exécution de 3.1 (par induction sur k). On part de H_(@) =H
présentées pour toute suite de longueur < k (k =20) , on les définit pour toute suite

. Ayant défini les anses

00

(a1 RRRFL W 1) par (2). Puis, on définit Hm(a1 yees ,ak,O) par le théoréme de mitose
(version infinie 2.4) ; ceci assure les conditions (3), (4) et (5). Il reste & définir la présen-
tation de 1'anse de Casson (I-Im(a1 e ,ak,O), d_H_) de telle fagon que les deux derniéres

conditions (6) et (7) soient remplies. Pour définir i(a . ,ak,O) , il convient de greffer

17
sur ik(a TEEE ,ak) une présentation de la partie nouvelle de 1'anse de Casson
(Hgo(a1 yonn ,ak,O) »3_H_) , a savoir 1'anse multiple de Casson (Hm(a1 e ,ak,O) -
- Hk(a RES ,ak,O) , 6Hk(a1 yees ,ak,O) (oli-exceptionnellement © et 6 indiquent 1'intérieur
et la frontiére dans Hm(a1 yees ,ak,O) plutét que dans N ) ; la greffe se fait a 1'aide du
lemme 2.0. La derniére condition (7) est assurée aprés coup, par une isotopie a support

[+]
dans Xk(a1 e ,ak) . Ayant (1) a (7), le lecteur saura assurer aussi (8) ensuite. O

Remarque. Si (a1 LIRS .) est une suite infinie dans {0,1} , la réunion Hm(a1 185 . D=
= ng Hk(a LIRS ,ak) donne une anse de Casson avec une présentation évidente ; en plus,
son adhérence }_iw(a LIRS .) la compactifie par bouts (exercice). Ainsi, nous avons dans
N une vaste collection d'anses de Casson commodément emboitées.

Du systeme d'anses présentées (Hw(a1 e ,ak), a_Hw) , hous utiliserons surtout les
peaux a+H°°(a1 e ,ak) . La réunion

PP - U ©H, (@, .,a)}

de toutes ces peaux est ce qu'on appelle une variété branchée dans N4 , puisque, pres
de tout point pl- d_H_, lecouple (N4,P3 ) est CI—isomor'phe (puis méme Cm—isomor'phe,
apres du br'icczlage qu'on laisse au lecteur) au produit de R2 avec le modele de branchement
(RZ, Y1) : :\' ,\' , ou Y'! est réunion de deux courbes lisses = R proprement plongées
dans R2 qui\ ont en commun exactement une demi-droite fermée.

On constate sans difficulté que 1'adhérence P de P dans N est la compactification
par bouts de P .
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La variété branchée P3 se scinde le long de ses points singuliers en variétés
compactes : Pk(a1 yeerdy) = 29_,_E,k(a1 yeey) = Ek(a1 eea) N 6*_}{00(a1 yeeerdy)
Ainsi, Pk(a1 yees ,ak) est la peau du k-iéme étage de (Hm(a1 e ,ak) ,d_H)

3.2 Construction de la griffe G4 (voir figure ci-dessus).
Pour P3 , on construit un voisinage G4 dans N4 appelé la griffe, muni d'une

décomposition J de G4 en intervalles disjoints, de sorte que :

1) Pour tout intervalle I o de J, llintersection I aﬁ O N est Ia ou @ ; et un
4

,P3 ;d ) est isomorphe au produit de R,2 avec un ouvert du modele
;d') suivant : G*

voisinage de I dans (G

2-dimensionnel (G2 , p!

Pl

!
_ o = (intervalles verticoux
2) L'adhérence G de G dans N est sa compactification par bouts, et coincide

(donc) avec GUP. il

11 s'agit de combiner assez naivement des(bi~)colliers de sous-variétés véritables de P3 .
D'ailleurs, nous avons clairement le droit de supposer que G4 contient le collier N - I‘:’lm
de 8+N .

La griffe (G4;J ) décomposée en intervalles se scinde de fagon canonique (le long de
la 3-variété formée des intervalles exceptionnels de J ayant des points intérieurs sur ac4)

en de véritables I-fibrés triviaux I(a1 e ,ak) X Pk(a1 yenn ,ak) , ol I(a1 ,...,a ) estun

)
k
1-simplexe et (son centre) x Pk(a1 yeen ,ak) c G4 est presque 1'inclusion naturelle
Pk(a TR ,ak) c G4: plus exactement les deux sont isotopes dans G4 par une isotopie qui

ne bouge qu'un collier du bord de Pk(a1 yoeo ,ak) .
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11 convient de donner une orientation normale a P3 dans N4 (vers 1'extérieur),

paur en déduire les orientations cohérentes des 1-simplexes I(a1 yo o ,ak) .

3.3 Construction de g : G4 + B2 x D2 .

Ce g sera un plongement lisse qui va révéler la structure de G4 .
On choisit par récurrence des plongements linéaires I(a1 yooe ,ak) c (0,1] conservant
l'orientation. Pour commencer, I(@) < (0,1] aboutit 3 1 . Supposons maintenant ces plonge-
ments définis pour les suites de longueur <k . Alors, on plonge I(a1 yoeo ,ak,O) et
i(a,,... 13y 1) respectivement sur le tiers initial et le tiers final de 1'intervalle
I(a1 REEFLN )< (0,1) ; le tiers central de I(a1 yeen ,ak) est un intervalle fermé qu'on se
permet d'appeler J (a1 yees ,ak Le complément dans I(@) de tous les intervalles ouverts

J (a,,..
1’ .
’ D'un autre cdté, on constate que les plongements ik(a1 yoos ,ak) [:d Hk(a1 y oo ,ak) -+
2 2 o , +
=+ B” x aD” définissent ensemble une application lisse i: P+ B x 3D
Soit ¢ : (0,1]><BZ><6D2 2 p?

+ B x D
tendance a identifier source et but par ¢ .
2

. ,ak) est alors un compact de Cantor dans (0,1] .

le plongement (t,x,y) - (x,ty) ; nous aurons
Nous définissons g : ct+B%x D“ sur I(a1 yees ,ak) X Pk(a1 yoon ,ak) par la regle
(t,x) + @(t,i(x)) . Pour que cette définition soit cohérente, il faut d'abord ajuster par iso-
topie les trivialisations données des I-fibrés I(a1 oo ,ak) X Pk(a 1 ,ak) dans (G4,J ),
téche de routine qui est laissée au lecteur. 0

3.4 Construction de g, G -+ B2 X D2

Soit Gg la réunion de G4 et d'un petit voisinage en collier C de ? _N dans N qui
respecte 6G4 (voir la figure pour 3.2 ). Prolongeons g en un plongement g,
Gi+B2xp?.
C4 &4 sur (B - B )><;.D2 , ou X € (0,1] estprochede 1 et u est le point initial

de I(@) . o

Par unicité des colliers, on peut arranger g et g, de sorte que g, envoie

En regardant de pres g, et son 1mage nous allons constater que nous avons complé-

tement décrit la topologie de 1'adhérence G de G4 dans N4

. 2
1
3.5 L'image go(Go) cB®xD?.
Quelques notations encore (voir les deux figures ci-dessous).

2

T@y,-+»3) = T(@,...,a) = 3,X(a,,...,a) , un tore solide multiple c BZ x ap? .

. [
T*(aI,...,ak) = go(J(a1,...,ak)xT(al,...,ak))C B2 x D2 , un exemplaire radialement

épaissi de T(a'1 e .-ak) , appelé un trou.
B, - aB%x yD2 (voir définition de go) , appelé le trou central.
F = Ulea,...,a_ ) x T(a;,...,a)) |k fixe} ; les frontiéres 5F, , k=22,

sont indiquées en pointillé dans la figure de droite ci-dessous.

2 2 2 2 ° o P ,
(B xD )0 = B*xD“-B,-U {T*(al,...,ak)} , appelé 1'anse standard troude.

W, = Q F) , un compact dans B2 x D2) o

Avec ces notations, on constate que 1'image go(Gz) est (52 X D2)O -W_. 0
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3.6 Le diagramme principal.

=

-— —

Ce diagramme commutatif donne un apergu des constructions a venir.

G4 & (B2 x Dz)

o (¢}
fl q 1 quot
=4 g1 2 2
G, ———— (B*xD? /i
,1 q1l quot

. g
M —22 . B2xp?/s

J J

M ——8 824D

q 1 quot
\ 23 0y
(B“xD )/a&+

Les éléments seront construits dans l'ordre w_,g. , 8" ,g,,8%,g,,8 ,f.
292 292 . 2 37
La preuve que (B“ x D)/ 5.~ B“ x D (par les méthodes de Bing) est réservée an

§ 4. La preuve qu'ensuite f est approximable par homéomorphismes est réservée au § 5.

3.7. Construction de lno et g 1

IDO est la décomposition du compact (82 X D2)O dont les éléments non dégénérés sont

2

les composantes connexes w du compact W0 c (B
2y aDZ) .

On vérifie naivement que 1'inclusion (82 X D2)0 - W0 G (82 X Dz)o/uzo induit un homéo-
morphisme ((B2 X D2)0 - WO)“—“’——* (82 X Dz)o/wo

On sait déja que G s'identifiea G c N .

Définissons alors 1'homéomorphisme g, comme composition :

X Dz)o - Chaque w € Iy est un compact
de Whitehead dans un seul niveau (p(t x B

LG -G, (B%xD?) -w)*—— B2xD?) /b C
gl' o o =~ ‘o ~ oo °
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3.8 Construction de 8' et g, -

Soit 8' la décomposition de B2 X D2 donnée par les B * et {T*(a) | @ suite dyadi-

que finie} et les éléments de W qui en sont disjoints.

Pour définir g,: N (B2 X D2)/9' , on doit étendre 9,8, 6: - (82 X D2)/S' a
chaque composante connexe Y de N - G . Safrontiere 6Y s'identifie par g 1 au quotient
dans (B X DZ) / ln , soit de oB % son d'un bord d'une composante connexe d'un trou
T_)e(a1 eee ,ak) . Par définition, gz(Y) est 1'image dans (B2 X DZ)/Q de ce bord. On vérifie
aisément la continuité de g, - O

Ensuite, g34 et 8 dans le diagramme principal se def.lmssent par restmcnon

La griffe G° nous a amenés inexorablement a définir g3 : M -+ (B X D )/ﬂ quzl cogl—

xD

La décomposisition 8 qui spécifie ce quotient a des éléments non cellulaires, a savoir

pare 1'anse ouverte de Casson M4 avec un quotient trés explicite de 1'anse ouverte B

les trous T *(a 1 ,ak) , chacun du type d'homotopie d'un cercle. Donc 1'application quo-

tient 82

On peut d'ailleurs vérifier que la cohomologie Hz(éech) du quotient est de type infini.

o o
X D2 - (82 X D2) /8 n'est certainement pas approximable par des homéomorphismes.

La construction de S+ ci-dessous répare ce grave défaut ; elle se fait a la main ; &+
sera moins fine que 8 ce qui nous permet ensuite de définir sans effort f = q333 .

3.9 Construction de &+ .

o
On pose W = W0 N (82 X D2) = W0 - (82 X aDZ) . Ses composantes connexes définissent
o
une décomposition » de 82 X D2 . On sait montrer depuis les années 50 que

(Bzxf)z)/ln ~B%xD? , voir § 4.

Pour les besoms du prochain paragraphe, le quotient (B X D ) / ﬂ doit &tre un quo-
tient de (B?
de U {qT *(a) U E(a) | @ une suite dyadique finie} ol {E(a)} est une collection de 2-disques

X D ) /W par une décomposition dont les éléments sont les composantes connexes

multiples topologiques plats et disjoints telle que, pour toute suite dyadique finie «, 1'inter-
section E(a) N U' {qT*(a')} est, d'un c6té, le bord dE(a) , et, de l'autre coté, une
longitude multiple de @ T *(a) loin de W (chaque composante connexe de qT _X_(a) U E(a)

est alors contractile). En plus, on veut que le diameétre des composantes connexes de

E(a1 yeen ,ak) tende vers O (sur chaque compact) quand k + . Le § 4 n'exige pas plus.

Et visiblement, {E(a)} spécifie ainsi s+ .

La spécification de {E(a)} est hélas fastidieuse. E(c) sera l'image fidele qD(e) d'un
disque multiple dans B2 X 62 . Pour des raisons de w1 , ce disque multiple D(a) est obligé
de rencontrer W ; mais, pour assurer la platitude de qD(a) (prouvée au § 4) , il faut une
rencontre trés gentille permise par les conditions (7) et (8) de 3.1.

Ona T, = t& Tk(a) ; les conditions (6) et (7) de 3.1 assurent que Tk
multiple dont certaines composantes conr;exes c;nstituent Tk(oz) . Ona Q Tk =pW, quiest

X oD” .

Pour commencer, on spécifie (simultanément et indépendamment) dans B? x 3D? des

est un tore solide
un compact de Whitehead ramifié dans B

disques (topologiquement) immergés et localement plats D'(a) qui seront les projections
pD(e) = D'(a) . On assure aisément les deux propriétés (a) et (b) dont (b ) utilise (8) de 3.1.
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(a) D'(a 1 ,ak) est une somme disjointe de disques immergés dans Tk-1 , avec
comme seules singularités, un arc de points doubles chacun, hors de Tk(a TEEE ,ak) . Le bord
bDi((a e ,ak) est formé d'une longitude de chaque compoiante connexe de aTk(a1 ) e ,ak) .
Les points doubles de D' (a1 e ,ak) se trouvent hors de Tk(a P ,ak) .

o
(b) Pour tout &=k , 1'intersection D'(a1 y oo
(plongé dans ’I‘k(a1 o ,ak)) dont chaque composante connexe D, est un disque méridienal
de T 0 qui rencontre les tores solides de la prochaine génération ( T8+(] /6) avec notre inde-

. ,ak) N T, est un disque multiple

xation révisée en C.3 ) idéalement (voir la figure de gauche & la deuxiéme page de ce
paragraphe) .

Par résolution des points doubles de D'(«) , on a un disque multiple abstrait D)

qu'il s'agit de plonger dans (0, 1) x B2 x aD? B2 x D? en spécifiant la premiére co-ordonnée

par une fonction convenable p(a): D(a) »+ (0,1) .

On va plonger un seul D(a) 2 la fois (suivant un ordre quelconque). Plongeons un

premier D(a e ,ak) de proche en proche (par une induction secondaire).
Quelques notations :
+, 1 1 _ 1 ' 1 !
T*(a1, ...,ae) = J(a1, ...,ae) X T(a1, ...,ae_1) .
- N
Ft =p 1ng = (0,1) xT, -
_ *
wh = pTow = (0,1) x (N T,) .
k
On assure aisément, pour D(a1 yees ,ak) , les propriétés (c) et (d)e (¢ >k) , dont (d)e

n'est que provisoire.

(c) D(a1 yeen ,ak) est plongé, est contenu dans I(a1 e ’ak—I) X T(a1 yeen ’ak—l) R

et est disjoint de B, etde U {T}(a') | &' £ (a,,...,a)} . Lebord 3D(a yee.,a ) est
x £5 * 7y K =£ bord 1 K £

dans un seul niveau t x BZ x 3 D2 , ou t€ J(a,l,...,ak) .
(d) 0 Chaqt;e compzosante connexe du disque multiple F‘;’ N D(a 1 ,ak) est dans un

seul niveau t x B x 9D ;. ce niveau est disjoint de toute boite T *(a') , et ne contient

aucune autre composante connexe de FZ N D(a1 e ,ak) .
Pour ¢ =k et k+1, voici des illustrations du-graphe de p dans un cas simple :

Ss g
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Observons qu'en poussant D(a1 oo ,a ) verticalement aussi peu qu'on veut, et seule-
ment sur F N D(a ...,ak) , on peut passer de (d)2 a (d)e+1 sans perdre (c) .

Donc, sans perdre (c), on peut passer a la propriété :

(d) Pour chaque entier ¢ > k , les composantes connexes du disque muitiple

F'g N D(a1 e ,ak) se projettent sur autant d'intervalles disjoints de rayon < (0,1) .

Cette condition assure que, pour tout w € b , 1'intersection w N D(a 1 ,ak) est une
intersection de disques (cellulaire). Donc qD(a1 oo ,ak) est bien un disque (cf. 4.3) ; au
§ 4, nous prouverons 2 la main qu'il est un disque plat.

Si, avant D(a EES ,ak) , on a déja défini (pour la récurrence principale) une collection

finie de disques D(« ), ...,D(ec ) , on suit la m&dme construction que ci-dessus, tout en res-
tant dans un vmsmage de T (a ERFLY ) (assuré par (c)) disjoint de D(a1)U UD(an) et

de tous les éléments de Wb qui touchent a D(a ) U...UD(a )

Ainsi la famille {D(a)} de 2-d15ques dxs]omts se dehmt par une double récurrence et
vérifie les propriétés (a), (b), (c), (d), (avec pD(a) = D'(a)) . Puis, {D(a)} définit 5,
comme déja indiqué.

o
On vérifie aisément toutes les propriétés voulues pour gD(«) = E(a) dans (B2 X D2)/u: ,
sauf la platitude locale de E(a) qui est réservée au §4 . O
o
3.10 Fin de la preuve que M =~ 82 >< D? (modulo §a4et§5).
Acceptant du § 4 que (B X D /B ~ 82 x B2 , on démontre modulo §5 1'approximabi-

r2

lité par homéomorphismes de f : M -+ (B x D )/ 9 de la fagon suivante. On forme le dia-

gramme commutatif

intmd —EL (B2 x‘bz)/s+\)~'é2xf)2 ~ gt.
gl ¢ [,
S4 * - S4

ou l'inclusion intMc S4 existe puisque M se plonge dans B2 X D2 (les experts savent

d'ailleurs que 1ntM est difféomorphe 2 R4 [CaG]), etou f, (S -intM ) =% , Alors ,
S(t *) ={y€ gt | f (y) # (un point)} est visiblement un ensemble dénombrable.
Aussi S(f ) est nulle part dense.
[Preuve : la restriction £y | = 939,8, |: MN G -+ (B x D )/s est déja surjective
et f S(f ) est contenu dans l'ensemble nulle part dense de MN G4 donné par (3G ) U
U (bouts de G 63 Ve (Y EW@). ]
Donc, d'apres le théoréme 5.1, 1'application f ™ est approximable par homéomorphis-

mes. Ensuite, par le principe de localisation §4.2, la restriction int M4 -+ (S4

-) llest
aussi, et de méme f | dans le diagramme. Finalement, par le principe de globalisation §4. 2
1'application f: M~ (B X D2)/s est approximable par homéomorphismes. Ainsi le théore-
me 2.1 est prouvé modulo §4 et §5 . m]

Remarque. 5(@ c S4 est en fait un compact de dimension <1, car c'est la réunion d'un
ensemble dénombrable S(f_ ) avec un ensemble de dimension 0, a savom les bouts de (.4

qui ne sont pas dans la frontiére d'une composante connexe Y de M - G4 . Pour des raisons

de cohomologie, dim S{f i 2 1 ; donc il s'agit d'un compact de dimension exactement 1.
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§ 4. - LES RETRECISSEMENTS DE BING

[}
Il s'agit de démontrer que 1'espace (82 X D2)/ 5, défini au §3 est homéomorphe &
o
B2 X D2 - Les techniques nécessaires viennent toutes d'une série d'articles de R.H. Bing

des années 1950 (voir surtout [811 2,3 1) , qui ont fait sa réputation de grand virtuose de la
topologie géométrique.

On considere des applications propres et surjectives f: X + Y entre espaces (métri-
sables) localement compacts. Soit 8 = (f-l(y) |y € Y} la décomposition associée a f . Quand
est-ce que f est (fortement) approximable par homéomorphismes, en ce sens que pour tout
recouvrement ouvert  de Y, le V-voisinage N(f,u)={g: X+ Y | Vx€X, 3 VEU;
f(x),g(x) € V} de f contient un homéomorphisme h: X+ Y ?

Puisque f induit un homéomorphisme ¢: X/8 + Y , on constate aisément que f est
approximable par homéomorphismes si et seulement si on peut trouver des applications
g: X+ X telles que § = {g-I(x) | x €X} etque fg approxime f (en effet, ¢ traduit g
en un homéomorphisme g': Y » X ). Cette observation rend plausible le
CRITERE DE BING 4.1 .

f est approximable par homéomorphismes si et seulement si, pour tout recouvrement u

de X et v de Y, il existe un homéomorphisme h: X =+ X tel que h® < u, et pour tout
compact D€ 8, D et h(D) sont £ —proches en ce sens : il existeun f 'V € £ 1y qui
contient D U h(D) .

On dit alors que 8§ est rétrécissable.

On monte une preuve  la main, voir [FMV] [Ch], ou par catégorie de Baire [Tor ]
[Mor] (1'idée est de trouver des h: X X qui convergent vers un g: X -+ X qui déter-
mine ). La preuve donnt aussi le

COMPLEMENT. Siles h dans 4.1 respectent [ou fixent] un fermé Ac X , alors f est

approximable par des homéomorphismes qui envoient A sur f(A) [ou qui coincident sur A
avec f ], et réciproquement . [m]

PRINCIPE DE LOCALISATION 4.2. Si f: X+ Y est approximable par homéomorphismes
et que Y est une variété (ou Y vérifie le principe de déformabilité d'homéomorphismes
venant de [Ce] [EdK] , "391" de [SiB]), alors, pour tout ouvert V de Y , la restric-
. -1
tion f,: f

V -+ V de f est approximable par homéomorphismes.

Preuve de 4.2 (indications) Pour approximer f; » on combine (par le principe "31" )
une série d'approximations de f , cf. [SiB’ §3.5]. Ce lemme n'est pas (je crois) dans la
littérature car, pour les dimensions # 4 , on a des résultats plus forts [Siz] [Edz], d'ail-
leurs, apres réflexion, 1'argument compliqué de [Siz] marche. Dans chaque cas qui nous
intéresse, le lecteur pourra trouver une preuve "ad hoc" plus triviale. [m]

Contre-exemple. Ce principe est faux pour X =Y = (Cantor) xI = N1 , et f=gx(@id|I)

ou g(1 1ay,85, U (a2,a3, ), g(O,a1,a2, ...)=(0,0,0,...) .
PRINCIPE DE GLOBALISATION 4.2* .

Soit f: X Y une application propre telle que, pour un ouvert V< Y , la restriction
-1
£l f

V + V est approximable par homéomorphismes. Alors, f est approximable par des
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1

applications (propres) g telles que : (a) g-1V =f'v, ) gl: g_IV -+ V est un homéo-

morphisme et (c) g=f sur X - (f-1V) . ]

Ce principe est facile a établir, car si U est le recouvrement de V par les boules
ouvertes centrées en y € V et de rayon inf{d(y,z) | z € Y-V} , alors toute application

1V <+ V qui est dans N(f | ,u) se prolonge par f en une application g: X * Y .

y: £
Dans le cas trés particulier ou 8 est nO(K) pour un compact K € X , le critére de
Bing se simplifie. (Alors, $§ = {les composantes connexes de K} et 1'image de K dans

X/8 est O-dimensionnelle et s'identifie & wO(K) .)

CRITERE 4.3. Dans ces conditions, & est rétrécissable [respectant A< X1, si, pour

tout € > 0 et pour tout ouvert S-saturé U de X tel que UNK est compact, il existe

un homéomorphisme h: X + X & support dans U [et respectant Ac X ] tel que h(K NU)

s'exprime comme une somme disjointe finie de compacts, chacun de diamétre <e¢ . 0O

D'ailleurs, modulo localisation 4.2, cette condition est visiblement nécessaire.

Pour tout ¢ > 0, on peut considérer 5, = {D € ® |diamD 2e} . On constate que
U {D lDéﬂe} est un fermé de X .

Voici un exemple remarquable et inquiétant ol ® est évanescent et Se est rétrécissa-
ble pour tout € >0, mais # n'est pas rétrécissable. Les éléments de 8 sont les compo-

santes connexes d'un compact X = F ol FO Fo

n
et F 1 sont illustrés. On repeéte convenablement F
cette image dans chaque tore solide ; F_ est alors t
n . . l"l umpownfe
2" tores solides. Chaque D € 9 est visiblement +res Pg(-_i_te

cellulaire, d'ou &e est rétrécissable par 5.2. Mais, & 1'aide de revétements cycligues, on
vérifie que ® n'est pas rétrécissable. Voir [Bi 4] (ArB] .

Il y a heureusement des propriétés d'éléments individuels un peu plus fortes que la
cellularité, qui écartent ce genre d'exemple.

Pour un compact Ac X , on considére la propriété : ®(X,A) . Pour tout ¢ > 0 , pour
toute décomposition évanescente § de X contenant A , et pour tout voisinage U de A, il

existe une application f: X + X a support dans U qui rétrécit (au moins) A (i.e. f(A) = (point)
et fl : U~ U est approximable par homéomorphismes) , telle que, pour tout D € 8,
diam (£(D)) < max (diamD, ¢) .

Si ® est fixé d'avance, on appelle la propriété (plus faible) : &(X,A ; 8) .

Observations. Pour tout voisinage U de A, ona ®(X,A) ¢ ®(U,A) . En plus, R(X,A)
est indépendant de la métrique.

PROPOSITION 4.4. Si ® est évanescente, et que R(X,D;8) est vérifiée pour tout D € § ,
alors § est rétrécissable.

La preuve est un exercice édifiant. O

PROPOSITION 4.5. R(X,A) est vérifié si A ‘est un disque topologique plat de codimension

quelconque dans l'intérieur d'une variété.

Preuve de 4.5. Ceci vaut R(R",Bk) , k=n . Lapreuve de R(RZ,B1) (qui est
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typique) est indiquée par

N \ &émertsde )
\:1 V/\Y/ l/ AR

(VA4

===l

TR

Rt - |
U e

\// ‘
(a) (b) (c)

Dans (a), tout élément de § qui rencontre le plus grand rectangle a déja

diametre < ¢ /4 ; si D € 8 rencontre un cadre (entre rectangles successifs), il est disjoint
du rectangle d'apreés. On pose f(B1) =0, etf=(identité) hors du plus grand rectangle
(qui est € U') ; f est lindaire sur chaque intervalle vertical dans un rectangle de (b) et
linéaire aussi sur chaque 1-cellule de la cellulation rectangulaire en (b) de (grand rectan-

gle - B1) ; enplus, pf=p ou p estlaprojection al'axede y (c'est R normale a Bk) ;
finalement, la largeur de 1'image de chacun des rectangles "verticaux" est < ¢/4 . [m]
On considere le couple (BZ><S1 j(Bzxsl)) =(T,T")
’ ’ e
de Whitehead et le couple "épaissi" (RxT, IXT') .

LEMME 4.6. Soit € >0 donné. Il existe une isotopie ht , 0st<1, de id | (RxT), a

support compact dans (-¢,1+¢) xint T tel que, pour tout t € I, on a diametre (h1(t><T')) <e,
et h1(t><T') c [t-e, t+¢ X T .

Preuve de 4.6 (1'idée seulement). Elle est suggérée par les croquis suivanfs. O
mon'te\«Tc:__::: —————— l;

_— d/\é/vw
——/m’/ -
. = a— (sser
N —
:-_:—_—_::)vtdescendre -77=- HH]

Par ce lemme, on rétrécit beaucoup de décompositions lides aux compacts de Whitehead.
Soit, par exemple, w < R3 un compact de Whitehead et 8 = {t x w | t €I} la décomposition
IXx{w} de R X R3 = R4 ; alors, 8 est rétrécissable par le lemme 4.6 appliqué aux tores
solides T, T', T",... d'intersection w . Donc R4/9 ~ R4 . Ensuite, par localisation
de 4.2 (ou similairement), on a (0,1) x (RB/(w}) ~ (0,1) x r>
4

; d'ou :
FAIT CELEBRE 4.7. Rx (R%/{w}) ~ R

C'est un résultat d' Andrews et Rubin [AnR] 1965, démontré a la suite des résultats
analogues, mais beaucoup plus difficiles, de Bing [Biz] 1959, anachronisme curieux. Ily a
une bonne explication ! Arnold Shapiro, a 1'époque ou il a réussi a retourner 52 dans 53
par une homotopie réguliere, cf. [FrM], a également établi 4.7 ; en tout cas, Bing me signale
que D. Montgommery lui a communiqué cette affirmation sans pouvoir lui-méme 1'appuyer que
d'un argument bien plus facile (voir 4.8) montrant que R x (S3 -w)~ r? , cf. [813] . La

preuve putative de Shapiro des années 50 a-t-elle disparu sans trace ?
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Pour établir la platitude des disques {E(&)} construits en 3.9, nous aurons besoin
aussi d'un lemme plus facile que 4.6 traitant encore du couple
(T,T') de Whitehead. Soit D un disque méridien de T qui

coupe T' transversalement en deux disques ainsi :

(53
LEMME 4.8. Avec ces données, on peut trouver dans R'xT une 4-boule topologique B
telle que intB>Ix T' et que BN (R1 x D) est une 3-boule équatorialle de B de la forme
(intervalle) x D_ < R' x D .

Preuve de 4.8. Elle n'a rien a faire avec la preuve
de 4.6! On trouve B aisément a partir d'un 2-disque immergé
dans T comme dans le croquis a droite (cf. 3.9). O D dis%ue me?r%é

2

o [
Pour établir (B2 X D2) / £+ ~ B~ x D2 , nous utilisons maintenant les constructions du §3.

< - 2 92
4.9. La décomposition v de B” xD

Preuve de 4.9. On applique 4.3,et 4.6 (ou 4.8 sans exploiter la derniére condition de

est rétrécissable.

4.8). Pour ceci, il convient de remarquer d'abord que pour tout ouvert Ww-saturé U de

Bsz2

de la forme I' ><T( 1,...,ak) , ou I' estunintervalle. O

, W ﬁ U est contenu dans un ouvert ¢ U qui est une réunion disjointe d'ouverts

o
Notre prochain but est la platitude des disques E(a) = qD(a) © (82 X D2) /w . Soit
w(a) = {w €b | «ND(a) # B}, et soit W(a) =U w(a) .

4.10 Ww(a) est retrec1ssable en respectant D(a) ; donc, le quotient (D(a)) de D(a&) est
plat dans (B ><D )/u:(a)

Preuve de 4.10. On applique le lemme 4.8 et le critére relatif 4.3. Pour tout ouvert

o
l.ba-satur‘é U de B2 ><D2 ,

qui, pour un certain entier ¢ , est une reumon disjointe d'ouverts de la forme I ' X T' cu,

1'intersection W N U est trivialement contenue dans un ouvert

ol T' estune composante connexe d'un tore solide multiple Te (b1 yeeeyb e) et I' estun
intervalle.
La condition (d) de § 3.9 nous permet de choisir ces ensembles de sorte qu'en plus,
pour chacun :
(¥) D(e) N (I' X T') est un seul 2-disque, lequel se projette sur un disque méridien D de
T' qui en plus est une composante connexe de D'(a) N T' , voir § 3.9 .

Par la condition (b) de § 3.9, le disque méridien D coupe T, +1/6) fl T' iodéalement, de sorte
que le lemme 4.8 nous offre des 4-boules disjointes B1 yoos ,B dans I' X T', telles que

(i) chaque 1ntersect10n B N D(e) est un 2-dlsque d.lamétral et non noue dans B
et (i) B U...U B contlent le compact W' N (I' X T') SW, N (I' x T')

Pour tout compact K dans B et tout e >0, ontrouve alsement un homéomorphisme
h: B - B a support compact qui r‘especte B N D(a) et tel que diamh(K) < ¢ . Le critere

4.3 (respectant D(«a)) est donc vérifié. D

4.11. oD(a) = E(a) estplat dans (BZ x D?)/w

]
Preuve de 4.11. L'ouvert U o« = (B2 X D2) - (WaU D(a)) est clairement homéomorphe
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é (B2 x D )/ln -q, D(a) par q, - Donc, par 4.2 et 4. 2 , 1'application quotlent
(B x D )/ID B x D )/lb est approximable par homéomorphismes valant q sur le
d.lsque plat q, ( ) . Ainsi, gD(a) = q'(a)q(a)D(e) est plat. 0

On propose maintenant de finir en montrant que les applications quotient :
o o P o o
(82 x B9 ~ (B%xDA/o—L (82 x B3 /1) (Ele)} —22— (B2 x B/,
sont approximables par homéomorphismes.

4.12. p1 est approximable par homéomorphismes.
Preuve de 4.12. 4.11, 4.5 et 4.4. ]

Pour approximer P, par homéomorphismes, il faut quelques préparatifs. D'apres 4.12
et 4.9, il y a une application de rétrécissement r : B X D2 - B2 X D2 induisant la méme
décomposition que 1'application quotient vers ((B X D ) /w)/ {E(a)}

fier cet espace (le domaine de p2) a B%x D2 par r .

; on se permet d'identi-

La décomposition £ constituée des préimages p2 (y) # (point) est la collection dénom-

brable des quotients naturels des composantes connexes des trous T () et B % qui s'iden-
°2

tifient maintenant a r'T*( o) et rB [ B x D” . On constate que P est évanescente.

L'application quotient A B2 x pDZ =B M rB % rétrécit exactement les compacts de

Whitehead w(bB*) ={wew |wc B,}, et ces compacts habitent AB2 x paDz 3B, .

o
4.13. ro B-x— admet un voisinage en bicollier V dans B2 X D2
(V,raB,) ~ (R1,0) x r3B, . Ceci découlera de :

, c'est-a-dire

[+
4.14 . Le quotient de 3B x dans (B2 X D2) /w(dB *) admet un voisinage en bicollier.

Preuve de 4.14. Ceci équivaut a 1'existence d'un voisinage en bicollier du quotient
de 0x 3B, dans (R1 x OB )/(O xWw (3B )) . Or, par 4.7 (légérement généralisé) et 4.2
plus 4.2* , 1'application quotient de ce dermer espace sur (R x OB )/(R1 xWw(dB *)) peut

&tre approximé par des homéomorphismes, en fixant le quotient de 0 x 6B % [m]

Preuve de 4.13. L'application r se factorise en r'"r!' ou r' divise par lb(bB ). Or,
2y D )/lu(aB ) . Ensuite, 4.2 et
4. 2 assurent que 1'"' est approximable par des homéomorphismes, en fixant r'(d B*) H

ainsi, le couple ((B X D )/lD(AB ), r"(aB*)) (avec le bicollier !) est homéomorphe a
2

4.14 assure un voisinage en bicollier de r (5B ) dans (B

B2 x D2, roB W O
5. /(B2 xD?, 1B, ;P) est vérifi.
Preuve de 4.15. Donné un voisinage ouvert U de rB , il existe, par 4.13, un homéo-
2 Q22

morphisme h de B xD“ a suppor't compact dans un b1coll.1er V de rc‘)B dans U, tel que

h(rB )c rB . Puisque rB R4 , il existe une application g asupport dans rB et

appmx1mable par homeomorphlsmes telle que g(hrB ) = (point) € I‘B . Soit

f =gh: Bszz-b Bsz2

de f, on sait que, pour € > 0 donné, il existe 8 > 0 tel que pour tout ensemble

Ec B2x 132 de diamétre <& , le diametre de f(E) est < ¢ . Par le lemme suivant 4.16,
2

o
il existe un homéomorphisme d'étirement 6 de B“ x D2 fixant rB, et a support dans V

. Par continuité uniforme sur le suppor‘t compact F e r‘B* Uuv
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tel que, pour tout P € P distinct de B telque 6PNF#£@, ona diam 6P < § . Alors,

f=16 &tablit R(BZXDZB P) . O

LEMME D'ETIREMENT 4.16. Soit € une décomposition évanescente de X x [0,%) ol X
est compact et tout élément de € est disjoint de X x 0 . Pour tout € > 0, il existe un

homéomorphisme a support compact ¢ de [0,) tel que ® = ¢ x id|X vérifie : pour tout
E€ e, telque ®(E)NKX x[0,1])#0, ona diam®(E) < ¢ .

dons& LO q{ 4: fX_R;_

Tout élément de © distinct de rB_ est de la forme rT;(a) ou T;(a) est une compo-

Preuve de 4.16 (indication).

O

sante connexe d'un trou T *(a) . En suivant la méthode de preuve de 4.15 , on établit
similairement :

[+]
4.17. R(BZXDZ,PT;(OL);P) est vérifié. O

Preuve de 4.17 (indications). Le quotient de T. (a) =J(a) x T'(a), par la longitude
(@) qui est dans D(a) , est un cdne dont le centre est le quotient de ¢(a) , et labase est

un tore solide. 81T, x(@) - re (@) aun voisinage en bicollier dans B2 x Dz, cf. 4.12. Les

points d'accumulation des éléments P # (point) de £ sont le "centre" re (&) et un compact
r(WN 3T, (a)) loinde re(a) . o

2 Q22

(4
4.18. P, est approximable par homéomorphismes ; donc Bzx D2/D+ ~ B xD

Preuve de 4.18. On applique 4.17, 4.15 et 4.4. [}
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§5.- LE THEOREME D'APPROXIMATION DE FREEDMAN

Du point de vue technique (et historique), le résultat suivant (appliqué a S4) cons-
titue la clef de volite de cet exposé.

THEOREME D'APPRCXIMATION DE FREEDMAN. 5.1.

Soit f: X + Y une application continue et surjective entre deux n-sphéres
X ~Y~S" telle que 1'ensemble singulier S(f) = {y € Y ; f“(y) # un point} est nulle
part dense et au plus dénombrable. Alors, f est approximable par homéomorphismes.

Remarqgue. Pour toute dimension £ 4 , il existe des théorémes d'approximation par homéo-
morphismes bien plus forts [Ar] [Si1] [Edzj ; ainsi, en dimension 4, le probléme de géné-
raliser 5.1 est assez nettement posé.

Dans le cas ou S(f) est fini, ce théoréme est bien connu puisqu'il constitue 1'essen-
tiel d'une preuve du célébre théoreme dit de Schoenflies qui fut établi vers 1960 par
B. Mazur, M. Brown et M. Morse.

Rappelons qu'un compact A dans une n-variété topologique M" sans bord est

cellulaire si chaque voisinage de A contient un voisinage qui est homéomorphe a la boule B".

LEMME FACILE 5.2 (cf. critére de Bing 4.1, [Br‘1] ).

Soit A un compact cellulaire dans 1'intérieur int M" d'une variété M" . Alors,
1' application quotient q: M M? /{A = point} est approximable par des homéomorphismes

qui coincident d'ailleurs avec q hors d'un voisinage arbitraire donné de A . O

Une preuve directe rétrécit A progressivement en un point.

Preuve de 5.1 si S(f) = (un point). Posant Yo = S(f) et A=f 1-(yo) , ona
X-A~R". Puisque X ~ s" , il suit que A est cellulaire dans X (exercice). Alors,
on obtient 1'approximation en appliquant 5.2. [}

Dans 1'ordre des idées de Freedman, le cas o S(f) est n points, n=2, est déja

aussi difficile que 5.1. Mais on peut consulter [Br‘1] [Do] pour une preuve facile.
Rappelons le

THEOREME DE SCHOENFLIES 5.3. Soit -1 une (n-1)-sphére topologiquement

plongée dans la n-sphere s" de fagon qu'il existe un voisinage en bicollier N de T dans

s ie. (N,Z) ~ Zx ([-1,1],0) . Alors, 1'adhérence de chacune des deux composantes de
S"-T est homéomorphe a la n-boule B" .

Preuve de 5.3 (a partir de 5.1 pour S(f) = (2 points)). Soient X1 » X, les deux
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17 W2 les adhérences des composantes connexes de
1+ X, - Il s'agit de montrer que W, ~ B" ~ W, .
on obtient une application quotient :

composantes connexes de él - lo\J , et W
s" - En-1 contenant respectivement X
En chétrant X 1 et X2 ,
£: 8" s“/{x1,x2} ~(Ex[-1,11)/{cx0,Tx1} ~s"

qui est approximable par homéomorphismes selon 5.1 (le cas o S(f) = 2 points). Donc X1
et X2 sont cellulaires dans S" . .

Appliquant le lemme 5.2 a Xi c Wi , on déduit que :

W,— W/X, ~Sx[0,1]/{Sx 1} ~ B"

est approximable par homéomorphismes. O

Observation. Le cas de 5.3, ol on sait d'avance que T borde une n-boule dans Sn, découle
déja du cas de 5.1 ou S(f) = (1 point) prouvé ci-dessus. Freedman utilise ce cas.

Pour démontrer 5.1, Freedman a introduit une belle astuce de réplication itérée de
1'application a approximer, qui me rappelle vaguement les arguments de Mazur [Maz] . Cette
astuce nous amene a sortir de la catégorie des applications continues dans celle moins fami-
liere des relations fermées. C'est pendant les années 70 que les relations fermées se sont
imposées pour la premiere fois dans la topologie géométrique ; elles ont fait surface implici-
tement dans un article trés original de M.A. Stanko [Stn] pour se rendre essentielles
depuis : je crois que ce serait une tache herculéenne de démontrer sans les relations fermées
n-1

le théoréme ultérieur d'Ancel & Cannon [AnC ) que tout plongement topologique S + g" ,

n =5, peut &re approximé par des plongements localement plats.

Définitions. Une relation fermée R: X # Y , entre espaces (métrisables) X et Y , est

un sous-ensemble fermé R de X xY . Si S: Y+ Z est une relation fermée, la composition
SR: X+ Z est {(x,y)|3y, (x,y) €R, (y,2) €S} € X xZ , qui est également fermée si Y

est compact. Les relations fermées entre espaces compacts constituent ainsi une catégorie.

Une application continue f: X # Y donne une relation fermée {(x,f(x)) ; x € X}
(son graphe !) que nous appelons encore f . Réciproquement, pourvu que Y soit compact,

une relation fermée R : X # Y est le graphe d'une fonction continue dés qu'elle est univoque
en ce sens que, pour tout x € X, RN (x x Y) = (un point). Avertissement : la fonction natu-
relle [0,1) » R/Z est continue et bijective ; son inverse est discontinue, mais le graphe

des deux est fermé.
Par extension des notions habituelles pour les applications continues, on a pour A © X
et BC Y: llimage R(A) = {y€Y|3x €A, (x,y) €R} ,

la restriction R|A: A+ Y qui estle fermé RN (A xY) dans A XY

’

l'inverse R™1: Y + X qui est {(y,x)|(x,y) €R} ;
Avertissement : R_1 est l'inverse de R au sens catégorique =) R est le graphe d'une

fonction bijective ¢) 1'inverse catégorique existe.

Pour exploiter 1'analogie entre une fonction X # Y et une relation R: X 2 Y , hous

avons a tout moment le droit d'assimiler R & la fonction qui associe a tout point x € X
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le sous-ensemble R(x)c Y .

Preuve du théoréme d'approximation 5.1.

Toute sous-variété de codimension 0 qu'on introduit sera supposéé étre topologique
et localement plate.

Soit N un voisinage de f dans X x Y . Le théoréme affirme qu'il existe un homéo-
morphisme H: X+ Y telque Hc N .
En Stant de Y un petit n-disque (boule) D de Y - S{f) et en Stant sa préimage

1D de X, on voit qu'il est admissible d'adopter le

«
CHANGEMENT DE DONNEES 5.4 (dans 5.1). On suppose dorénavant X et Y homéomor-
phes a B" plutdt qu'a s" et on suppose S(f) € intY .

Le théoreme changé entraine facilement le théoréme 5.1 original, a 1'aide du cas spé-
cial du théoréme de Schienflies 5.3 ou £"! borde une boule (voir opservation sur 5.3).
La premiére démarche de la construction inductive de H est d'appliquer la proposition

suivante au triangle X f v

t\\ /Kl/entité

Y
D'ailleurs, le voisinage N de la proposition devient le N ci-dessus ; et L devient Y .
Une relation R: X+ Y ot X~B"~ Y est bonne si elle est fermée, et que
(i) R< X xY se projette surjectivement sur Y et sur X ,
(ii) R(x) # (point) pour au plus un nombre dénombrable de points x dans X et ces points
exceptionnels constituent un ensemble nulle part dense contenu dans intX. De mé&me pour R’_1
On dit qu'une bonne R': X + Y estplus fineque R si R'c RC XxY).

PROPOSITION 5.5 . Soient donnés : un triangle (éventuellement commutatif) de bonnes

relations X R v

N

oi X~Y~Z~ B" , et £,g sont enplus des applications ; un voisinage N de R
dans X xY ; et Lc Z un ouvert (appelé la lacune). On impose les conditions :
(@ Rc ('Exg!

Du (t—1(Z -L)x g_1(Z - L)) ;c'est inévitable si le triangle commute.

) R = ¢ 't sur £ (D) .

(c) R donne par intersection le graphe d'un homéomorphisme f_1(Z -L)~ g_1(Z -L).

(d) Les ensembles singuliers S(f) et S(g) sont séparés sur L , c'est-a-dire qu'il

existe deux ouverts disjoints U et V qui contiennent S(f) "L et S(g) N L respectivement.

Alors, pour tout € >0, on peut modifier les trois données g, R, L en 8y» R %? L-x-
de sorte qu'en plus des mémes conditions ci-dessus (avec g .’ R* , L * a la place de g, R,

L), ona R, =R sur f—1(Z— L), L,c L, etpourtout y € Y, diamétre R;1(y) <e.

242



CONJECTURE DE POINCARE

COMPLEMENT Il existe alors un voxslnage N © N de R dans X xY tel que, pour

tout y dans Y, on adlametr'e(N (y)) <e.

Déduction du complément. Si le complément est faux, il existe deux suites de points de X x Y,

soient (xk, yk), (xk,y'k), k=1,2,3,..., convergentes au compact R « ©ttelles que-
d(yk,y'k) 2 ¢. Par compacité de X x Y, on peut s'arranger pour qu'on ait convergence :
X X,y Y, y'k +y'. Alors, (x,y) et (x,y') appartiennent au compact R, , mais
d(y,y') = €, ce qui est une contradiction. O

La proposition (avec son complément) sera utilisée comme une machine qui avale les
données f, g, R, L, N, ¢ et en fabrique f, 8y R*, L*, N*

Continuons la construction de 1'homéomorphisme H en supposant 5.5 prouvé. La

Ry
X —=X >y

N

Z = exemplaire de Y ,

k-iéme démarche, k =1, construit un triangle :

une sous-variété Lk < Z , et un voisinage Nk de Rk dans X xY de sorte que f , 8y’

Rk’ Lk’ N, vérifient les conditions imposées a f, g, R, L, N dans la proposition. La
premiere demarche est déja spécifiée : 5.5 fabrique tl, g R_, L., N, apartir de f,

1771
id, f, Y, N, 1.

Supposons le k-ieme triangle spécifié pour définir le (k+1)-iéme.

-1 ~1 N .
(a) 51 k est impair, 5.5 fabrique 8es1’ ka, Rk+1’ Lk+1’ Nk+1 a partir de g f

Lk, N , 1/k . En résumé, on applique 5.5 au triangle renversé :

321

Y X
%,/ﬁ(
Z

k ’

(b) si k ‘ est p.airv, c'est comme la premiére démarche : 5.5 fabrique ka, 81’ Rk+1 y
Ly sq> Niyq @partirde £, g, Ry Ly Ny, 1/k .
On a (par récurrence) N o N1 o) N2 D ..., et on définit H=N Nk . Alors, H est

un homéomorphisme puisque, pour tout x, ona :
diamH(x) < diamN (x) 1/k , pour tout k pair ,
et diam H™1(x) < diam N;1 )< 1/k , pour tout k impair.
Cet homéomorphisme H dans le voisinage donné N de f achéve la preuve du théoréme
d'approximation 5.1 a partir de Proposition 5.5. ]

Preuve de la Proposition 5.5.

Pour dégager 1'idée essentielle de Freedman, le lecteur devrait lire d'abord la

preuve pour (re)démontrer qu'une surjection f: B" » B" , telle que S(f) = (un point) c intB"

est approximable par homéomorphismes (pour ceci, on pose f=R et g=id). Puis, il
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devrait remarquer que dés que S(f) = (k points) © int B" , le méme argument nous améne i
approximer f par des relations qui n'écrasent rien, mais qui éclatent k(k-1) points.
Considérons les préimages R_1(y) , Y€Y, de diametre= e, qu'on veut en somme
éliminer. Selon (a), (b) et (c), ces ensembles constituent la préimage par f de
1'ensemble (Se(f) NL)ycZ, ou S, (f) = {z € Z|diam f_1(z) 2e}, ce quinous permettra
de suivre 1'affaire dans Z .
Remarquons que S, (f) est compact bien que, typiquement, S(f) ne le soit pas.
D'ailleurs, Se (f) est fini dans le cas qui intéresse Freedman (voir § 4).

LEMME DE POSITION GENERALE 5.6.

Dans 1'intérieur d'une variété topologique compacte M , soient A et B deux

ensembles dénombrables et nulle part denses. Alors, il existe un petit automorphisme 6 de

M fixant tout point de M tel que 6(A) et B soient séparés, i.e. contenus dans des ou-
verts disjoints.

Preuve de 5.6. Considérons 1'espace Aut des automorphismes de M fixant M ,
muni de la métrique compléte Sup (d(f,g), d(f-'1 ,g-1)) ou d est la métrique de la conver-
gence uniforme. Dans Aut, 1'ensemble des automorphismes 6 , tels que les premiers k
points Ak de A et Bk de B vérifient

EAMY)NB =g - 6@A)NB, ,
constitue un ouvert Uk C Aut partout dense dans Aut, car A et B sont des fermés nulle
part denses dans M . Alors, un théoréme célebre de Baire assure que 1'intersection
dénombrable N Uk est partout dense dans Aut . Or, Q Uk est 1'ensemble des 6 dans Aut
tel que 6(A) NB=g@g=06(A) N B . Mais, pour X,, X, dans un espace M métrisable, la
condition X, N )_(2 =¢= )_(1 N X, entraine la séparation de X, et X, dans M; en effet,
vus dans 1'ouvert M - ()_(1 N )—(2) de M, les ensembles )?1 - ()_(1 N )_(2) et ()?1 N )Zz) sont
toujours des fermés disjoints et donc séparés ; la condition mentionnée assure qu'ils con-
tiennent respectivement X1 et X2 . [m]

AFFIRMATION 5.7 (triviale si Se(t) est fini !).
Il existe une réunion ﬁnieo B_ de n-boules disjointes dans L vérifiant les conditions
suivantes : (i) Seﬁ)ﬁlgc B, ; (ii) s@)r\B+ =0 ;
(iii) Chaque composante connexe B'+ de B+ est petite en ce sens que
#'B") x (g 'B') c N, et standard en ce sens que Z - intB'+ ~s™ 1« [0,1].

1 1
+ +

Preuve de 1'affirmation 5.7. Identifions Z a B" < R" pour donner a L une struc-

ture (affine) lindaire. Soit K un voisinage compact du compact Se (f) "L qui est un sous-
polyédre de L et disjoint de S(g) , voir (c) de 5.6. On subdivise K en un complexe sim-
plicial dont chaque simplex & est linéaire dans L et tellement petit que t_1(A,) xg'1(A) cN.
Ensuite (cf. la preuve du lemme 5.6), par une petite perturbation (une translation si on veut !)
de K dans L, on dégage du compact dénombrable S. (f) le (n-1)-squelette K(n_n, sans
nuire aux propriétés de K déja établies. Finalement, B , se définit comme K moins un

(n-1)

petit 6§ -voisinage ouvert de K dans Rn . Chaque composante B:_ de B+ est
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° ° = 1.2 .
convexe et dans intZ = B" ; donc Z - B_:_ ~ Sn 1 x [0,1] , par un argument élémentaire. O

Dans int B+, nous choisissons maintenant une réunion B de boules (une dans chaque

composante connexe de B+), qui vérifie encore les mémes conditions (i), (ii), (iii) et aussi
(iv) s®)NaB=¢g.

On pose L*=L—B.

Pour chaque composante connexe Bl de B+ nous modifions maintenant g et R au-
dessus de B'+ pour définir g " et R % ° Ces changements pour les différentes composantes
connexes B'+ sont disjoints et indépendants. Donc, il suffit d'en spécifier un.

D'ailleurs, pour simplifier les notations, nous nous permettons de spécifier ce chan-

gement seulement dans le cas ou B+ est connexe.

Soit ¢: Z - B+ un homéomorphisme, dit de compression, qui fixe tout point de B .
(Rappelons que Z - B~ s™ 1 [0,1] = B, - B .) On doit modifier ¢ en composant avec un
homéomorphisme 6 de B+ - 103 fixant aB+ U 3B offert par loe lemme 5.6,
pour assurer que S(f) et cS(f) sont séparés sur 1'ouvert B, - B.

Puisque g'1(E‘+) est une boule dans Y (en effet, g est un

homéomorphisme au-dessus de B+) , on peut choisir un homéomor-
phisme i: X -+ qu+ . On peut d'ailleurs choisir i de sorte que ild3X soit g_1cfl X .

g =

-1 o
On pose : g sur g (Z - B+)
* {

=1 -1
cfi sur g B+ .

Sur g"168+ , les deux reégles tombent d'accord : g = cf(g_1cf)_1 sur g_1aB+ .
- [
On pose : R sur f 1(Z - B+) et
Ry = -1 -1 -1 -1
plus fineque g f=(if 'c ')f sur f B+

Plus précisément, sur f_1B+ , on spécifie :
- - — 0o
(if Te 1)f sur f 1(B+—B)

i sur £B .
Sur f_]a B ces deux derniéres régles tombent d'accord puisque c fixe tout point de 3B ,
et S()raB=¢g.

On a maintenant spécifié la modification L* » & » R, de L, g, R affirmée

*
par la proposition. (N'oublions pas que si B+ est k boules plutSt qu'une, la modification
se fait en k démarches disjointes et indépendantes, chacune semblable a celle qu'on vient de
spécifier pour B+ connexe.)

La vérification des propriétés affirmées pour L* v 8y s R, est directe. (Il existe

*
déja des manuscrits [Fr] [An] qui offrent plus de détails.) O

Reniarque. Le systéme de formules ci-dessus, spécifiant g " et R cache de la géométrie.

* ’
J'essaie maintenant de la révéler en regardant f et g respectivement comme des fibrés
¢ et y , debase Z, et de fibre variable, ce qui me permet d'utiliser la notion de restric-

. 'y z : o
tion de fibré. Soit y, =y - (y |B+) - Onforme y_ de ¢ 1l 7y enidentifiant par c|22
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les sous-fibrés (a fibres ponctuelles) ¢|dZ et yOIaB . Puis, on identifie 1'espace total
et la base de Y= Uyo aceux de y par une extension de Y0 S 7Y ; plus précisément,
on utilise (id|(z - B )) U ¢ entre les bases, qui est 1'identité sur B c B . Alors, ¢ et
Vel Yy -Bx, 7 sont des fibrés sur Z naturellement isomorphes sur B U L ce qui définit
une relation R x plus fine que la simple correspondance de fibres g *1f .

Remarque 2. Dans la preuve du théoréme d' approximation, on peut facilement assurer que
fn et e, convergent vers f_ et g, ,» etque g H-= f, . Ainsi, en tant que fibrés, f, et
g, sont isomorphes ; d'ailleurs chaque fibre de f, ou g est homéomorphe & une fibre
de f . Je signale que f, et g, me rappellent les deux produits infinis de Mazur [Maz] et
que H me rappelle le fameux "Eilenberg-Mazur swindle" qui boucle la preuve de 5.3
(affaibli) dans [Maz] .

Remarque 3 (suite de 2). Si on veut éviter des complications inutiles dans la structure de
f, et g, , on doit remarquer que dans la définition de g x Ci-dessus, on a le droit de rem-
placer 1'application f qui apparaft 1a par une quelconque bonne application f': X + Y

telle que f=1f' sur f_1B . Alors, pour toute utilisation de 5.5 dans la preuve de 5.1, on
constate qu'on a la possibilité de choisir pour 1'alternative f' toujours une application iso-
morphe a 1'application f donnée en 5.1. Avec ce petit raffinement, la preuve de 5.1 dans le
cas S(f) = (2 points) est proche de 1'argument de [Maz] , en particulier S[f_) et
S(g,) peuvent &tre homéomorphes & Z U {+,-} .
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