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Séminaire BOURBAKI
34e annde, 1981/82, n° 587 Février 1982

REPRESENTATIONS DE GL(n,k) ol k EST UN CORPS p-ADIQUE
par Frangois RODIER

Introduction

Les travaux de Harish-Chandra et H. Jacquet ont montré que 1'étude des repré-
sentations irréductibles d'un groupe réductif sur un corps p-adique se raméne 2
deux problémes : d'une part 1'étude des représentations induites 3 partir d'un
sous-groupe parabolique, d'autre part 1'étude des représentations cuspidales (ce
sont celles qu'on n'obtient pas par le proc&dé précédent). On expose ici le tra-
vail récent de I.N. Bernstein et A.V. Zelevinsky qui résolvent le premier problé-
me pour les groupes GL(n,k) . Ils en déduisent comment la classificationde toutes
les représentations lisses irréductibles de ces groupes se raméne 3 celle des re-
présentations cuspidales.

Leur méthode consiste a étudier la restriction des représentations du groupe
GL(n,k) & un sous-groupe Pn . Cette restriction est liée i la construction des
modéles de Kirillov et de Whittaker. Une telle méthode avait déja été utilisée

pour 1'étude des représentations du groupe GL(2,k) (cf. [21]).

l. Les représentations lisses

1.1 Définitions

On se place dans cet exposé du point de vue des représentations lisses. Si
G est un groupe localement compact et totalement discontinu, une représentation
lisse (algébrique dans la terminologie de [13]) de G dans un espace vectoriel
complexe E est un homomorphisme de G dans le groupe lin&aire de E , tel que
le stabilisateur de tout point de E soit un sous-groupe ouvert de G . La no-
tion d'irréductibilité est la notion algébrique la plus simple : une représenta-
tion non nulle de G dans E est dite Zrréductible si E n'admet pas d'autre
sous-espace invariant que {0} et E . Si my et m. sont deux représentations
d'un groupe G , on note HomG(n1,nz) 1'espace des opérateurs d'entrelacement de
m4 dans w2 . La contragrédiente W d'une représentation lisse mW est la représen-
tation g r— (n(g"1))t de G dans 1'espace E des formes linéaires sur E

invariantes par un sous-groupe ouvert de G .
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FE. RODIER

Si une représentation lisse W d'un groupe G admet une suite de composi-
tion dont les quotients sont des représentations m. , on dit que w est compo-
sée des m, .

i

On appelle caractére d'un groupe G une représentation lisse de dimension 1 .

Une représentation de G dans un espace E est dite admnissible si 1'ensem-
ble des &léments de E fix&s par un sous-groupe ouvert de G est de dimension
finie. H. Jacquet a montré (cf. [18]) que toute représentation lisse irréductible

d'un groupe réductif p-adique est admissible.

1.2. Les représentations induites

Pour construire des représentations d'un groupe, on dispose du procédé d'in-
duction. Si G est un groupe, notons 6G la racine carrée positive de sonmodule :
c'est 1'homomorphisme de G dans R* tel que, si dg est une mesure de Haar 3
gauche sur G , alors éazdg est une mesure de Haar i droite. Soit H un sous-
groupe fermé du groupe G et soit T une représentation lisse de H dans un es-
pace vectoriel E . Alors le groupe G opére par translations i droite dans 1'es-
pace des fonctions f sur G & valeurs dans E vérifiant

(i) f(hg) = 8.8 (Mm(h)f(g) si h€H et g€GC,

(ii) f est invariante 3 droite par un sous-groupe ouvert de G .
La représentation de G ainsi définie est lisse. C'est la représentation induite
par m . On la note Iaagn . Cette représentation admet un sous-espace invariant :
c'est 1'ensemble des f & support compact modulo H . La représentation de G
dans ce sous-espace est la représentation induite au sens compact. On la note
Indgn . 8i G/H est compact, les deux notions coincident. Rappelons quelques pro-

priétés de ces représentations (cf. [1], [8], [11]).

. v ~
PROPOSITION 1.— (i) On a (Indgn) o Indgnv.

(ii) (Réciprocité de Frobenius) Si © est une représentation lisse de G, on a
2d%m =~ -1
HomG(p,IndHn) o~ HomH(le,écéH ®n) .

1.3. Le foncteur de Jacquet

Soit P un groupe localement compact totalement discontinu qui soit produit
semi-direct d'un sous-groupe fffmé M par un sous-groupe fermé distingué U .
Supposons de plus que U soit la réunion de ses sous-groupes compacts. Soit &
un caractére de U stable par l'action de M et soit W une représentation
lisse de P dans un espace E . On note EU,S le quotient de E par le sous-
espace engendré par les &léments m(u)x - d(u)x (u€U , XxEE ). La représenta-
tion mn passe au quotient et définit une représentation TIU’8 de P dans l'es-
pace EU,S 3 la restriction de "U,S a U est un multiple de 9 . On note
rU,S(") la restriction @ M de la représentation 6P6ﬁ1 ® "U,S . Le foncteur
mer— rU,S(“) ainsi défini a les propriétés suivantes (cf. [2], [8], [11]).
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REPRESENTATIONS DE GL (n, k)

PROPOSITION 2.— (i) Le foncteur m +—> ry 8(") est exact.
’

(ii) 872 p est une représentation lisse de M
= —1
HomP(n,p ®93) HomM(rU,S(“)’éPéM ®p) .

Si O est le caractére trivial de U , on note Ty =Ty
’

2. Construction de représentations de GL(n)

~

2.1. Induction 3 partir de sous—groupes paraboliques

Soit k un corps local non archimédien. Si n est un entier positif ou nul,
on note Gn le groupe GL(n,k) : c'est un groupe localement compact et totale-
ment discontinu.

Une partition (ordonnée) de l'entier n est une suite & = (nq,...,np)
d'entiers positifs tels que n =nq + ... + ny . A une telle partition correspond
une décomposition en blocs des matrices carrées d'ordre n . On notera Ga le
groupe formé des matrices inversibles diagonales par blocs, par Pa le groupe
formé des matrices triangulaires supérieures par blocs, et par Ua le sous-groupe
de Pa formé des é&léments dont les blocs diagonaux sont des matrices unités. Les
groupes Pa seront appelés sous-groupes paraboliques standards de Gn . Le groupe
U, est le radical unipotent de P, - Onala décomposition de Levi : P = GG.UG.

Si a et B sont deux partitions de l'entier n , on dit que « est plus
fine que B si Ga c GB

Soit o = (n1,...,n.) une partition de 1'entier n . Etant donné une repré-
sentation lisse o de chaque Gni » on construit une représentation du groupe
Gn de la maniére suivante. Le produit tensoriel pq ® ... & p, est une repré-
sentation lisse de Gy 3 on 1'étend 3 Pa en lui imposant d'étre triviale sur
Ua . On 1'induit ensuite 3 Gp . On note Pq X ... x Py la représentation

Indgnp.; ®...8p,. ® IU ainsi obtenue.
o [0

2.2. Les représentations cuspidales

Une représentation lisse irréductible m de Gn est dite cuspidale ("super-
cuspidale" dans la terminologie de [16], "absolutely cuspidal" dans celle de [81,
[11], [14]) si m ne se plonge dans aucune représentation P4 x ... x Py avec
r>2

On peut montrer (cf. [18]) que toute représentation lisse irréductible
de Gn se plonge dans une représentation pPq x ... x Py ol les p.1 sont des
représentations cuspidales irréductibles de Gn; -

Pour qu'une représentation lisse irréductible m de Gn soit cuspidale, il
faut et il suffit que ses coefficients soient 3 support compact modulo les sca-
laires, ou encore que rUa(n) = 0 pour toute partition de n sauf o = (n) . On

trouvera d'autres propriétés des représentations cuspidales dans [1], [7], [8],

203



F. RODIER

[11], [16].

2.3. Décomposition des représentations induites

On va maintenant montrer comment la classification des représentations lisses irré-
ductibles des groupes Gp se raméne 2 la classification des représentations cuspidales
en étudiant les représentations qui apparaissent comme sous-quotients des représenta-
tions pPq x ... xPp . Il convient d'abord d'étudier 1'irréductibilité de ces représentations.
Soient o = (nq,...,ny) et B = (mq,...,mg) deux partitions de 1l'entier n.
Pour chaque n, (resp. m, ), soit <} (resp. o, ) une représentation cuspi-
dale irréductible de Cnj (resp. Gmi ) . On va d'abord calculer 1l'espace

HomGn(o1 X ... XPr,0q4%...x0g) des opérateurs d'entrelacement de pq X

R
dans Oq¢ x ... X Og .
Par réciprocité de Frobenius cet espace est isomorphe a
. lo, ® ... ® . D'apré 16té éristi-
HomPB(p1 x xc&IPB,épBO1 8>OS IUB) D'aprés la propriété caractéristi

que du foncteur de Jacquet, cet espace est encore isomorphe &
HomGB(rUB(O1 X...xpp),0q ® ... ®og) .
Le calcul des opérateurs d'entrelacement se raméne donc au calcul de

rUB(p1 X ...xpPp) qui est donné par la proposition suivante ([2], lemme 2.12; [11]).

PROPOSITION 3.— La représentation rUB(p1 X ... xPy) est composée des représen—
tations
IndSP [p ®...®p ® 1 ]
Pz(a)nGB z(1) z(r) GBnUz(a)
pour les permutations z des entiers l,...,r telles que la partition z(a) de
n (donnée par n = Doyt + N, (1) ) soitplus fine que B etque z(i) <z(i+1)
s7 noy Yo Y n'est pas de la forme mq + ... +m

t
Indiquons bri&vement comment se démontre ce résultat. Posons pour simplifier

p=p1 ®... ®p, . La représentation rUB(p1 X ...xpPp) ne dépend que de la res-
triction de p & PB

Soit wa B 1'ensemble des matrices des applications linéaires
’
n A . =
e eeesX— k dans lui-méme, oi w est une permuta-
(X1s an) — (xﬁ(l)’ ,Xw(n)) de > p

tion des entiers 1,...,n vérifiant

wi+1) > wi) si i n'est pas de la forme m, teootm,

w-i(i+1) = w1(d) si i n'est pas de la forme nq+... +n,
La décomposition de Bruhat montre que Gn est réunion disjointe des doubles

classes PawP oi w parcourt

W .
B o, B
Si w € WG B’ soit I(w) 1'espace des fonctions f sur PaWPB 3 valeurs
’

dans 1'espace de p vérifiant
f (mug) = 65&(m)p(m)f(g) si m€ Ga , u€ Ua , g€ PGWPB

qui soient invariantes a droite par un sous-groupe ouvert de PB et dont le sup-
port soit compact modulo Pa . Soit n, la représentation de PB par transla-
tions adroite dans 1'espace I(w)
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REPRESENTATIONS DE GL (n, k)

De la décomposition de Gn en doubles classes localement fermées PGWPB s

on déduit que la restriction de p 3 P, est composée des représentations m,

B
et, comme le foncteur de Jacquet est exact, que rU (P) est composée des repré-
sentations rUB(nw) . Remarquons qu'un &lément de I(w) est déterminé par sa
restriction 3 wPB . On en déduit facilement que n, est isomorphe 3 la repré-
sentation induite
P
Ind B [6‘1
-1 —1
\4 PawnPB \ PawﬂP

(point w)| _, ®1 4 ] .
8 W MawﬂPB W anﬂPB

On en déduit que Ty (nw) est isomorphe i
G
Ind B1 [r 1 —1 ] .
- N
W PawnGB w MawﬂU W an GB

Comme w“Paw n GB est un sous-groupe parabolique standard de G

(Point w) ®1
B

g ot que P
est une représentation cuspidale de GB , on voit que cette représentation est
nulle, 3 moins que w‘1Gaw c GB . Dans ce cas, l'action de w consiste 3 permu-

ter les blocs constituant Ga , d'oli le résultat.

Exemple.— Supposons sur le parabolique standard PB soit associé 3 Pa (c'est-a-
dire que B soit de la forme y(a) avec y € @i ). Alors, la représentation

r (P1x...xp.) est composée des représentations pz(l) ® ... ®pz(r) ol z
décrit 1'ensemble des é&léments de @E tels que n, ) =Wy Ppour tout i .
COROLLAIRE.— Soit W un sous—quotient irréductible de P41 x ... x o, - Alors 11
extste un parabolique standard PB associé a Py tel que rUB(w) #0.

En effet, w se plonge dans une représentation O x ... x o, associée a
une partition B de n avec les o; cuspidales. On a donc rUB(m) #0, et la
proposition implique que PB soit associé 3 Pa . .

Le résultat suivant est di 3 R. Howe ([17]) avec des méthodes différentes.
PROPOSITION 4.— S7 les p; sont des représentations cuspidales irréductibles de
groupes Gp; , la représentation 1 X ... x o, est de longueur finie, au plus
égale 4 r!

En effet, une suite de composition de pq x ... x e, induit une suite de
composition de rU 1% ... xor) pour chaque parabolique standard P, associé

B
a Pn e ° Le corollaire précédent montre que la longueur d'une suite de
15+0050p
composition de pPq x ... x P, est au plus égale a la somme des longueurs des
suites de composition des rUB(p1 X ... xor) » qui sont elles-mémes données par

1'exemple ci-dessus.

COROLLAIRE.— Sozient P1seeeP des représentations de longueur finie de
Gn1""’Gn . Alors la représentation Pq X ... X o, est de longueur finie.
En effet, on peut supposer les P; irréductibles ; on plonge alors chaque pi dans
une représentation Tq X ... X T ol les T, sont cuspidales irréductibles.
Voici encore une conséquence des résultats précédents (cf. [2], théoréme 2.9).
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PROPOSITION 5.— SoZent « = (n1,...,nr) et B = (m1,...,ms) deux partitions de
n, et soit P1seees0L (resp. O15.+50, ) des représentations cuspidales irré-

ductibles de Gn seeesG (resp. G_ ,...,G_ ). Alors les conditions suivantes
1 Dy mq my
sont équivalentes.
(1) r =s et 1l existe z € Gi , tel que m, = nz(i) et o, = pz(i)
(ii) HomGn(m X oo XP ,01 % ... xos) #0 .
(1ii) pq x ... x P, et O1 x ... x o, ont des suites de Jordan-Hélder équi-
valentes.

(iv) P1 X ou. X e, et Oq X ... X os ont un sous-quotient commun.

Conséquence.— Si T est une représentation lisse irréductible d'un groupe Gn ,
il existe, 4 1l'ordre prés, une unique suite P1s.ees0L de représentations cus-
pidales irréductibles de groupes G,. telle que T soit un sous—-quotient de

i

P1 X oo X pr . I1 est commode d'exprimer cela de la manidre suivante.

DEFINITION.— Soit E un ensemble. Deux suites (x1,...,xr) et (y1,...,ys)
d'éléments de E sont dites équivalentes si elles sont égales d 1'ordre prés.
On appelle multiensemble d'éléments de E une classe d'équivalence pour cette
relation.

Si m et les <} sont comme ci-dessus, on dira que le multiensemble

(01,...,pr) est le support de m .

Remarque.— Les propositions 3, 4 et 5 se généralisent 3 tous les groupes réduc-
tifs. Les démonstrations sont analogues (cf. [2], [11]). Une &tude plus poussée
permet d'améliorer la borne de la longueur d'une représentation de la forme
Indgp avec P cuspidale irréductible (cf. [11], corollaire 7.2.3). Dans le cas
des groupes Gn ', ce résultat exprime que la longueur de la représentation

P1 X ... X Pn associée a la partition o est au plus &gale au nombre de z € @i

tels que z(a) = a . Pour ce groupe, on verra cependant plus loin comment encore

améliorer cette borne.

3. Restriction des représentations au sous-groupe Pp

Pour obtenir davantage d'informations sur les représentations 1 X ... xp, »
Bernstein et Zelevinsky &tudient leur restriction au sous-groupe Pn de Gn
formé des matrices dont la dernidre ligne est égale a2 (0,...,0,1) . Ils exploi-
tent ainsi systématiquement une méthode déja utilisée par I.M. Gelfand et D.A.
Kajdan [13].

3.1. Les représentations lisses de Pn

PROPOSITION 6.— Soit W une représentation lisse du groupe Pn . Alors il existe
une sutite déeroissante M = Mo D Wq O ... D Mn = {0} de sous-espaces invariants

de m tels que les quotients “i—l/"i sotent de la forme
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REPRESENTATIONS DE GL (n, k)

P i
Ind D i[é“r i oi(m ® 9 ]
. Gn_i . Vn Pn Vl}l ,an n
ou V: est le sous-groupe de Pn formé des matrices
ln—i *
n-i
1 .
. n-i+l
v = AN
0 * Vn-l

et Si est le caractére ée V% défini par
B;(v) = 8(vn_i+l)...3(vn_l)
ou 9 est un caractére additif non trivial de k .
En effet, on remarque que Pn est le produit semi-direct de Gn-4 par VA.
Des résultats analogues aux théorémes de Mackey (cf. [1] § 5, [24]) permettent
de décrire les représentations lisses d'un tel groupe. On est alors ramené a des

représentations de Gn-1 , ou de Pn_4 , cequi permet de conclure par induction.

COROLLAIRE.— Les représentations lisses irréductibles de Pn sont les représen—
tations de la forme

oy Pn . i
n(o,i) = Indcn-bvﬁ [c ® Sn]

ou O est une représentation lisse irréductible de Gy -

Exemple.— Si m est la restriction 3 Pn d'une représentation cuspidale irré-
. . . i -
ductible de Gn , on a ryi Bi(“) =0 si 1 <i<n-1 car Sn est trivial
b

sur le radical unipotent du parabolique P . D'autre part, un résultat es-

n-i,i
sentiel de [13] est que Tyn gn est de dimension 1 . Par conséquent m est
ns>Yn

irréductible et isomorphe i

P

Ind D"
vl n
n n

On notera que Vn est le groupe des matrices triangulaires supérieures unipoten—

n 5 - PR n
tes et que 8ﬁ est un caractére "en position générale" de Vn .

DEFINITION.— S¢ © est une représentation lisse de Pn , on dira que ryi gi
n>Yn
est le i-iéme dérivé de m (pour 1 <1i <n ). C'est une représentation lisse
de G M

On le notera n 87 m est une représentation lisse de Gn , on

n-i °
appellera encore dérivés de w les dérivés de sa restriction & Pn . On posera

O @)

s et m =0 8 1>n.

3.2. Restriction 3 Pn des représentations induites

Soit n = nq + n2 une partition de n et soient P1 et P2 deux repré-
sentations lisses de Gn1 et an respectivement.
On aura déji des informations sur la restriction de P1 X P2 a8 Pn en cal-
culant les dérivés de pq x Pz . Par définition, (o4 xpz)(i) = ryi ai(p.,xs:)z) .
ns>Yn
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Par un calcul tout i fait analogue & celui fait en 2.3, on trouve que (p4 x pzfl)
est composée des représentations

o » pfeini)

pour 0 < j<n-1i

PROPOSITION 7.— La restriction 4 Pn d'une représentation lisse irréductible de
Gn est de longueur finie.

C'est une conséquence de 1'exemple 3.1 et des calculs précédents.

Ce calcul s'interpréte de manidre agréable en introduisant 1'anneau des re-
présentations des groupes Gn . Soit ®p le groupe de Grothendieck de la caté-
gorie des représentations lisses de longueur finie de Gp : c'est le groupe abé-
lien libre ayant pour base 1l'ensemble des classes de représentations lisses irré-
ductibles de Gn . On notera de la méme mani&re une représentation lisse de lon-
gueur finie de Gn et son image dans ®p . Soit R = ngBGQH . L'application
(P1,02) — Pq x P2 s'étend en une multiplication sur ® qui en fait un anneau
gradué : c'est 1'anneau des représentations des groupes Gp . La multiplication
sur & est associative (c'est la transitivité de 1'opération d'induction) et
commutative (cf. [28], théoréme 1.9).

Si ™ est une représentation lisse irréductible de Gn , posons

On = w@ + ... + n@ | Cette opération s'étend en un homomorphisme de groupes
D: R —-K .

PROPOSITION 8.— D est un homomorphisme d'algébres.
Cela résulte du calcul de (P4 xoz)(l) fait plus haut.

Exemple.— Soient P1...0, des représentations cuspidales irréductibles de

Gn ,...,Gn , alors la proposition 8 et 1'exemple 3.1 permettent de calculer
1 r

D x ... xor) . On en déduit dans ® 1'égalité
i -3
X oo X = X el X P,
(¥ o) °i, Py
oli 1la somme est étendue aux suites strictement croissantes (i1,...,is) d'en-

tiers telles que n, + ... +n, =nq + ... +n_ - 1i
i, ig T

3.3. Un lemme crucial

On a cependant besoin de ré&sultats plus précis sur la restriction 3 Ppn de
P1 X ... xp . Ainsi on a des renseignements sur les sous-représentations de
cette restriction : ils sont donnés par le lemme suivant, qui est crucial dans
tout le travail de Bernstein et Zelevinsky.

Si mw est une représentation lisse de Gn et s un nombre réel, on note
n(s) 1la représentation de Gp donnée par

n(s) (g) = ldet glSn(g) si g € Gn .
Lemme 1.— Soit W une représentation lisse de Gn et W une représentation
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REPRESENTATIONS DE GL (n, k)

lisse irréductible de Pn dont le seul dérivé non nul soit m(n-m) =0. 5

se plonge dans la restriction de w a Pn , alors &(-1) est un quotient de
(ﬁ)(n—m) .

Démonstration.— Posons Q = Gm.Vz-m . Remarquons que dans la décomposition des
représentations de Pn (cf. proposition 6), le choix du caractére 9 est indif-

. . = n-m
férent. On peut remplacer O par son complexe conjugué & , cela remplace Sn

par 5™ et on a donc
@ = Ind' [6‘10 ®§n—m] .
Qpl Pn n
i s . v
L'injection Wy induit par transposition un homomorphisme non nul %IPn-’m :
n
v v v ~ P v n-m
0 # Ho T w) = Ho L Ind “[6”0 ®9 ] .
7 oy (| = Homp, (Mjp »Thdq | 8500 ® 8, 7))

Par réciprocité de Frobenius, on a donc

v v n-m
H ,6126-10 ® & .
0 # oQO(HIQm Pa ch h )

Par définition des dérivés, on a donc
0 # Hom, ((W)(nm) 62 &) .
Gp Pp

. . ~ . - v
Remarque.— Le point essentiel de ce lemme est le décalage 6; qui apparait sur O.
n

3.4. Applications
Donnons tout de suite une application de ce lemme.

THEOREME 1.— Sotent P1...0, des représentations cuspidales irréductibles de
Gm,...,Gnr . Alors, si la représentation W = Pq X ... X pr est réductible, 11
existe i et j tels que n, = nj et pj ~ pi(l)

Démonstration.— Soit n =nq + ... + n_ . L'exemple 3.3 montre que dim m@®™ = ],
Par conséquent, si m est réductible, un de ses composants irréductibles T est
tel que T™ = 0 . En modifiant au besoin 1'ordre des P; » on peut supposer que
T est une sous-représentation de m . Soit ® une sous-représentation irréduc-
tible de TIPn . Il existe donc un entier m < n tel que w(m) # 0 . Alors

g = m(m) est une sous-représentation irréductible de “(m) . D'autre part le
lemme 1 montre que é(-l) est un quotient de (;)(m) . On conclut 3 1'aide de

1'exemple 3.2 et des propositions ! et 5.

Remarque.— La condition du théoréme est aussi suffisante. Cela résulte d'un argu-
ment classique de prolongement de séries complémentaires (cf. [28], 1.11).

Les résultats précédents permettent d'étudier les représentations de Gn de
la forme mw=p x p(l) x ... x p(r-1) ot P est une représentation cuspidale

irréductible de GZ . Soit o = (%,...,2) 1la partition correspondante de n .

PROPOSITION 9.— (i) w admet un unique sous-espace invariant irréductible To .

on a
g (M) =p®... ®p(r-1) .
o
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La restriction de WMo & Pn est irréductible et né“’l) est l'unique sous-—
espace tnvariant irréductible de P x ... x p(r-2) .
(ii) W admet un unique quotient irréductible w, . On a
rUa(m) =p(r-1)®... ®p .

La représentation m, est essentiellement de carré intégrable (i.e. les
coefficients de mwi ® X sont de carré intégrable modulo le centre de Gn pour
un certain caractére X de Gn ).

(cf. [28], § 3 et § 9).

La proposition résulte facilement des résultats précédents si r = 2 . Sinon
on remarque que rUa(n) est composé de représentations irréductibles de Ga
toutes distinctes. On en d&duit que les quotients L d'une suite de Jordan-
Holder de m sont déterminés par les rUa(“i) . Un seul des m. est une sous-
représentation de m : c'est celui tel que Pp® ... ® p(r-1) soit un composant
de rUa(“i) . Pour calculer rUa(no) , on remarque que TWo se plonge dans
Px .o xp(G-1) xwxp(j+2) x ... x p(r) ol ® est le sous—espace invariant
irréductible de p(j) x p(j+1) . On fait de méme pour m, . Pour voir que T4
est essentiellement de carré intégrable, on peut utiliser un critére dd a Harish-
Chandra (cf. [11]).

Exemple.— Si p est la représentation triviale de G4(=~kX) , on sait que

la représentation m contient une sous-représentation de dimension 1 de Gn
(donnée par g +— |det g|™=1/2) | et admet pour quotient la représentation de
Steinberg de Gn (cf. [10]).

4. Les théorémes de classification

4.1. Premiére forme du théoréme de classification

A 1'aide des constructions du paragraphe précédent, on est en mesure d'énon-
cer les théorémes de classification.

On appelle segment un ensemble de classes de représentations cuspidales ir-
réductibles de groupes Gn de la forme A = {p,p(1),...,0(r-1)} . On le notera
A= [p,p(r-1)] . Soient Ay = [p1,01] et A = [p2,02] , deux segments. On dit
que A, et A, sont 178s si Ay £ A2, Azt Ay et Ay U A est un segment.
Si A4 et A sont liés, on dit que A4 précéde Nz si pz = pPi(m) ol m
est un entier positif.

Si A= [p,p(r-—l)] est un segment, on note Z(A) (resp. L(A) ) 1'unique
sous-représentation (resp. quotient) irréductible de p x ... x p(r-1)

On note «8 1'ensemble de tous les segments.

THEOREME 2.— a) Soient Aq...A. des segments. Supposons que st i< j , A.l ne
précéde pas Aj . Alors la représentation Z(Aq) X ... X Z(Ar) admet une unique
sous—représentation irréductible. On la note Z(A1,...,Ar) .
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b) Les représentations Z(A1,...,Ar) et Z(A;,...,A;) sont équivalentes si et
seulement st les suites (A1,...,Ar) et (A;,...,Aé) sont égales d l'ordre prés.
c) Toute représentation lisse irréductible de Gn est de la forme Z(Aq,...,A)) .
Ce théoréme montre que les représentations lisses irréductibles des groupes
Gn sont classées par les multiensembles de segments. Si a est le multiensemble
(A1,...,Ar) , on note Z(a) 1la classe de la représentation Z(A1,...,Ar) .

La partie a) du théoréme est une conséquence du résultat suivant (cf. [28], 6.2).

PROPOSITION 10.— Avec les mémes hypothéses que dans la partie a) du théoréme, si
m=2(Aq) x ... x Z(Ar) est une représentation de Gn , alors sa restriction d
Pn admet une unique sous-représentation irréductible.

Soit m le plus grand entier tel que n(m) # 0 . Pour démontrer la proposi-
tion, on prouve d'abord que, si  est une sous-représentation irréductible de

, ona w(m) # 0 . Le calcul de Dn montre que "(m) =Z(A7) x ... x Z(A;)

n

IPn
ol AI est le segment [pi,pgﬁl)] si A = [pi,pi] . On voit alors par récur-
rence que m(m) est 1'unique sous-représentation irréductible de “(m) , a4 sa-

voir Z(A?,...,A;) .

4.2. Modéles des représentations

La proposition 10 montre donc que m est encore 1'ordre de la dérivée non

nulle de Z(A1,...,Ar) d'ordre maximal et que Z(A1,...,Ar)(m)

sous-module, 3 savoir Z(A?,...,A;) . En fait on a Z(A1,...,Ar)(m)= Z(A;,...,A;)

admet un unique

(cf. [28], théoréme 8.1). Par un argument de réciprocité de Frobenius, on en dé-
duit que la restriction & Pn de Z(A1,...,Ar) se réalise de maniére unique
comme sous-représentation de
Iﬁdgz_mvg [61;;2(A?,...,A;) @aﬁ] .
C'est le modéle de Kirillov dégénéré de Z(A1,...,Ar) (cf. [28], 5.2).
On en déduit également 1'existence d'un modéle de Whittaker dégémnéré : il
existe un caractére | de VE (le groupe des matrices triangulaires unipotentes

supérieures) tel que Z(A1,...,Ar) se réalise de maniére unique comme sous-

Indsgw

représentation de

(cf. [28], 8.3).

4.3. Deuxiéme forme du théoréme de classification

THEOREME 3.— a) Soient A1,...,Ar des segments. Supposons que st i< j , Ay
ne précéde pas A. . Alors la représentation L(Aq) % ... x L(Ar) admet un uni-
que quotient irréductible. On le note L(A1,...,Ar) .

b) Les représentations L(A1,...,Ar) et L(A%,...,A;) sont équivalentes si

et seulement si les suites (A1,...,Ar) et (A;,...,A;) sont égales d Ll'ordre
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prés.
c) Toute représentation lisse irréductible de Gn est de la forme L(A1,...,Ar).

Ce théoréme est une conséquence des résultats suivants.

PROPOSITION 11.— Toute représentation de carré intégrable de Gn est de la forme

L(A) pour un segment A = [p,p(r)] ou p est une représentation cuspidale irré-
ductible telle que o(%) soit unitaire.

C'est un résultat non publié de I.N. Bernstein (cf. proposition 9).

PROPOSITION 12.— Toute représentation tempérée de Gn est de la forme

L(Aq) x v.. x L(Ar) ou les A, sont des segments comme dans 1'énoncé précédent.
cf. [191, § 3.

PROPOSITION 13.— Sozent A1,...,Ar des segments. Pour que la représentation
L(Ay) x ... x L(Ar) sott irréductible, <l faut et 1l suffit que deux segments
quelconques ne sotent pas liés.

cf. [28], théoréme 9.7.

Le théoréme 2 est alors une reformulation du théor&me du quotient de Langlands
(cf. [5], [23], [25]).

4.4, Liens avec la correspondance de Langlands

Soit W, le groupe de Weil du corps k (cf. [12], [27]). Si O est une re-
présentation de Wk et s €EZ , on note O(s) la représentation donnée par
z —> Izlso(z) (z ewk ). Soit W 1la catégorie des couples (oO,N) oli O est
une représentation lisse semi-simple de dimension finie de Wk dans un espace
vectoriel complexe V et N un endomorphisme nilpotent de V tel que
N € Homwk(c(l),c) .
R.P. Langlands a conjecturé (cf. [3], [4]) 1'existence d'une bijection
(o,N) +— n(o,N) de l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets (o,N) de la
catégorie 2 tels que dim o =n sur 1l'ensemble des classes de représentations
lisses irréductibles de Gn , vérifiant les conditions suivantes
a) le caractére central de mw(o,N) est mn(det o) ,
b) w(oc ® x,N) = n(o,N) ®n(x) si X est un caractére de Wk ,
¢) L(n(o,N)) = L(o,N)
e(n(o,N)) = €(o,N) .
Aux premiers membres des &galités dans c), les facteurs L et € sont ceux dé-
finis par Jacquet et Godement (cf. [14]), aux deuxiémes membres, ce sont les fac-
teurs L et € d'Artin et Langlands associés a (o,N) (cf. [27]).
Pour n = 1 , cette bijection est donnée par la théorie du corps de classe :
on note mw(o) 1le caractére de G, associé au caractére O de Wk .
Le théoréme 3 permet de ramener la démonstration de la correspondance de

Langlands au cas des représentations cuspidales. Soit pour chaque entier n ,
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O +— n(0) une application de 1'ensemble des classes de représentations lisses
irréductibles de dimension n de W dans 1'ensemble des classes de représen-—
tations irréductibles cuspidales du groupe Gn . On prolonge cette application
aux objets de W comme suit.

On peut construire des objets de % de la maniére suivante. Soit (ei) la

base canonique de " . On note sp(n) l'objet (o,N) de W défini par

o(z).ej = |z|¥77.ef si 1 <ic<n
N.ej = ej+4 si 1<i<n-1

N.ep = 0

On montre (cf. [12]) que tout objet indécomposable de W est de la forme

T ®sp(n) ol T est une représentation lisse irréductible de Wk , et que tout
objet de W est somme directe (de maniére unique 3 isomorphisme prés) d'objets
indécomposables. Si (0,N) est un objet de W, qui admet la décomposition sui-
vante en objets indécomposables: (oO,N) = (T4 ®sp(nq)) ®... ® ((‘rr ® sp(nr)) , on
lui associe la représentation m(o,N) = L(A4,...,Ar) ol Ai est le segment

[n(ri),n(Ti(ni-l)] .

THEOREME 4.— S% l'application O v m(0) est une bijection vérifiant les condi-
tions a), b), c), alors la correspondance (O,N) —— n(o,N) <nduit une bijection
de 1'ensemble des classes d'objets de W tels que dim 0 = n sur 1'ensemble des
classes de représentations lisses irréductibles de Gn , vérifiant les conditions
a), b), c).

Pour vérifier la condition c¢), on peut utiliser le calcul des facteurs

L(n(o,N)) et e(w(o,N)) effectué par H. Jacquet (cf. [20]).

Remarque .— La construction d'une bijection o +> w(0) comme ci-dessus est encore
3 1'état embryonnaire. Pour n =2 , on a cependant des résultats assez complets

(cf. [9D.

5. Structure de 1l'algébre &

5.1. Multiplicités dans les représentations induites

Afin de préciser la structure de 1'algébre ® , il est utile d'avoir quelques

informations sur la décomposition des représentations Z(A4) x ... x Z(Ar) .

THEOREME 5.— a) La multiplicité de Z(1s..058) dans Z(Aq) x ... x Z(A) est
égale 4 1 .

b) Pour qu'une représentation Z(A;,...,A;) soit isomorphe d un sous—-quotient
irréductible de Z(Aq) % ... x Z(Ap) 5 Tl faut et il suffit que le multiensemble
(45,. ..,A;) se déduise de (A1,...,Ar) par une suite d'"opérations élémentaires"”,

consistant 4 remplacer deux segments liés A et A' par AUA" et ANA' .
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cf. [28], théoréme 7.1.

Remarque.— Si (A1,...,Ar) = a est un multiensemble de segments, on lui associe
une fonction da sur 1l'ensemble des segments : si A est un segment, da(A)
est le nombre d'indices i tels que Ay contient A . Si b est le multien-

semble (A;,...,Aé) , la condition b) est encore &quivalente 3

da(A) < db(A) pour tout segment A ,
d, )

db(A) pour tout segment A réduit 3 un €lément.

cf. [29], proposition 2.5.

COROLLAIRE.— Pour que la représentation Z(Dq) X ... X Z(Ar) soit irréductible,
2l faut et 71 suffit que A, et Aj ne sotent pas liés, quels que soilent i
et j .

Plus généralement, on a la proposition suivante.

Si a = (A1,...,Ar) et b= (A;,...,A;) sont deux multiensembles de seg-

ments, notons a+b le multiensemble (A1,...,Ar,A;,...,Aé) .

PROPOSITION 14.— Sozent a1y...5a des multiensembles de segments. Supposons

que s 1 # j , aucun segment A de a; ne soit 11é & un segment A' de a
Alors

]
Z(aq+ ... +ar) =2Z(aq) x ... x Z(ar) .

cf. [28], proposition 8.5.

5.2. Structure de 1'algdbre &

Si p est une représentation cuspidale irré&ductible d'un groupe Gn , ap-—
pelons droite de représentations l'ensemble p(Z) des classes de représentation
de Gn de la forme p(s) pour s € Z . Notons R (p(Z)) 1le sous-groupe de |
engendré par les représentations Z(a) oll a est un multiensemble de segments

portés par P(Z) . A l'aide des résultats de 5.1, on montre le théoréme suivant.

THEOREME 6.— (i) L'algébre & est une algébre de polyndmes sur Z en les indé-
termindes 2(A) ou A déerit l'ensemble des segments.

(ii) R (o(Z)) est une sous-algébre de & , isomorphe & l'algébre des polynd-
mes sur Z en les indéterminées Z(A) ou A décrit l'ensemble des segments
portés par p(Z) .

(iii) R = ® RE(Z)) ou le produit tensoriel est indexé par les droites
o(Z) .

5.3. Comparaison des deux classifications : 1'involution de 1'algébre &

Les théorémes 2 et 3 donnent deux classifications différentes de 1'ensemble
des classes de représentations lisses irréductibles des groupes Gn , et on en

déduit donc une bijection t de cet ensemble sur lui-méme tel que t(Z(a)) =L(a)
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pour tout multiensemble de segments a .

THEOREME 7.— La bijection t s'étend en un automorphisme imvolutif de l'alégbre K.
Soit t' 1'endomorphisme de & tel que t'(Z(A)) = L(A) pour tout segment
A . Alors t' est un automorphisme involutif de 1'algébre ® (cf. [28], proposi-
tion 9.12). I.N. Bernstein a montré le résultat suivant (non publi&) : t'(Z(a))
est une représentation irréductible, pour tout multiensemble de segments a . A

1'aide du théoréme 5, on montre alors que t'(Z(a)) = L(a) .

Remarque.— En particulier les énoncés de 5.1 restent vrais si on remplace les

Z(a) par des L(a)
5.4. Conjectures

A.V. Zelevinsky a €noncé une conjecture précisant les suites de Jordan-Hdlder
des représentations Z(Aq) x ... x Z(Ar) .

Remarquons d'abord que d'apr@s la proposition 14, 1'étude d'une telle repré-
sentation se raméne immédiatement au cas oll les segments Ai sont portés par une
méme droite p%Z de représentations cuspidales irréductibles, ce que nous suppose-
rons désormais.

Fixons un multiensemble a = (A1""’Ar) de tels segments. Les sous—quotients
irréductibles de Z(a) ont tous méme support, qui est un multiensemble (O4,...,0n)
de représentations cuspidales irréductibles. On dira encore que (P1s5...,0n) est
le support de (A1,...,Ar) . Avec les notations de 5.1 on a
Ay + .+ a = foa} + ...+ fon} .

Pour chaque entier m , soit V(m) un espace vectoriel complexe dont la di-
mension soit le nombre d'indices i tels que pi = p(m) . Soit V = ug%Z V(m)
c'est un espace vectoriel gradué. Le groupe G des automorphismes de degré 0 de
V opére sur 1l'ensemble X des endomorphismes de V de degré 1. On peut classer
les orbites de G dans X par des multiensembles de segments de la maniére sui-
vante.

Si T € X, il existe un multiensemble de segments b(T) tel que
db(T)([p(l),p(m)]) = dim Tm_Q(V(Q)) pour tout couple d'entiers tels que m > %
(cf. [29], proposition 2.4 ; db(T) est la fonction définie en 5.1). Le multien-
semble b(T) ainsi associé 3 T ne dépend que de l'orbite de T par G et
1'application T v b(T) induit une bijection de 1'ensemble des orbites de G
dans X sur l'ensemble des multiensembles de segments (A;,...,Aé) de support
(P1s+--50n) .

Soient a = (A1"“’Ar) et b= (A;,...,A;) des multiensembles comme plus
haut. Soient X, et Xb les orbites de G dans X associes 3 a et b res-
pectivement. L'adhérence Xb de Xb dans X est une variété algébrique complexe.

On note ﬂQ(ﬁ#) les faisceaux de cohomologie du complexe de Deligne-Goresky-McPherson
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défini sur ib (cf£. [6], [15], [26]).

PROPOSITION 15 (cf. [29]).— Z(b) est Zsomorphe & un sous—quotient de
Z(Aq) x ... x Z(Ar) st et seulement si Xa [ Xb .

CONJECTURE (cf. [29]).— (i) Les faisceaux JGLGQQ sont nuls pour i <impair.
(ii) La multiplicité de Z(b) dans une suite de Jordan-HSlder de
. N < w2i= R
Z(Aq) x ... x Z(A) est égale a i§Od1m9L Xy 8T x€X .

Remarques.— 1) Notons que P n'intervient pas dans les constructions ci-dessus.
En particulier, les multiplicités des quotients dans une suite de Jordan-H&lder
deb Z(Aq) x ... XZ(Ar) ne dépendraient pas de p, mais des positions relatives
des différents segments formant le multiensemble a .

2) Supposons vérifiée la correspondance de Langlands (cf. 4.4). Les représen-
tations de support (pP4,...,0n) sont alors classées par les classes d'isomor-
phismes d'objets (0,N) de la catégorie W définie en 4.4, ol la classe de la
représentation O est déterminée par le multiensemble (O4,...,0n) . Fixons o
dans cette classe : c'est une représentation de wk dans un espace vectoriel
V . Si a est un multiensemble de segments de support (pP4,...,0n) , la variété
Xa est isomorphe 4 1'ensemble des N tels que (O,N) soit associé 3 la repré-
sentation L(a) , comme en 4.4.

Considérons maintenant 1'ensemble Y des endomorphismes de V de degré
(-1) . Comme plus haut, les orbites de G dans Y correspondent aux multien-
sembles de segments de support (P4,...,Pn) . Si a est un tel multiensemble,
il existe une unique orbite Y« dans Y telle que, si T € X, s Yo n z(T)
soit ouvert non vide dans Z(T) ( Z(T) d&signe le commutant de T dans Y )
(cf. [29], 4.4).

CONJECTURE.— Z(a*) = L(a) .
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