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Séminaire BOURBAKI 566-01
33e année, 1980/81, n° 566 Novembre 1980

ALGEBRES DE LIE, SYSTEMES HAMILTONIENS,
COURBES ALGEBRIQUES

[d'aprés M. Adler et p. van Moerbeke ]

par Jean-Louis VERDIER

Des physiciens [3] [8] et des mathématiciens [5] [6] [9] ont étudié ces der-
niéres années, des systémes mécaniques associés aux algébres de Lie semi-simples. Il
s'agit de systémes de points pesants situés sur une droite et soumis & des potentiels
trés particuliers. En utilisant systématiquement certaines algébres de Lie de dimen-
sion infinie, Adler et van Moerbeke proposent [2] wune autre approche de ces systémes
leur permettant d'utiliser & la fois les techniques d'algébres de Lie et la descrip-
tion des flots hamiltoniens & l'aide des jacobiennes de courbes algébriques introdui-~
tes dans [4] . Ces techniques leur permettent de traiter aussi certains problémes
classiques tels que le probléme de Von Neumann, le probléme du flot géodésique sur
un ellipsoide et le probléme des mouvements de la toupie dans le cas d'Euler-Poinsot
ou de Lagrange. Rappelons que c'est, dans un autre contexte, en utilisant une algébre
de Lie de dimension infinie qu'Adler propose [1] une interprétation des fonctionnelles
intervenant dans l'étude de 1l'équation de Korteweg - De Vries.

A titre d'introduction a ces travaux et d'illustration, nous allons montrer
comment ces considérations s'appliquent au cas classique et relativement facile des
mouvements de la toupie. Nous renvoyons aux mémoires cités pour les études complétes

et systématiques.

1. Les équations d'Euler

Soit S un solide, mobile autour d'un point fixe O , de centre de gravité G ,
de masse totale W , placé dans un champ de pesanteur de vecteur unitaire 7Yy et
d'intensité -g . Notons I la matrice d'inertie de S : c'est un automorphisme symé-
trique positif séparant de l'espace mobile V attaché au solide. Posons £ = ug.5a .
C'est un vecteur fixe de l'espace mobile V . Le vecteur £ et l'automorphisme I
sont les données permettant d'écrire les équations du mouvement de S .

Pour écrire ces équations, introduisons le vecteur rotation instantanée (I de
S et le moment cinétique M et considérons et M comme des vecteurs variables
de l'espace mobile V . On a

1.1 M = I(Q)
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En prenant le moment par rapport & O des équations de Newton des points pesants
constituant S et en intégrant par rapport & du , on obtient la premiére des
équations d'Euler
M- MAQ =7YAL ,

1.2 {?—YAQ=0,
la deuxiéme s'obtenant en exprimant que la dérivée absolue de Y est nulle. Le sys-
téme d'équations (1.1) et (1.2) est le systéme & résoudre pour décrire le mouvement
de S .

Notons ¢ 1l'algébre de Lie de dimension 6 produit semi-direct V X so(V) . En
associant & Y la rotation instantanée de vecteur 7Y gue nous noterons encore Y ,

le couple (M,Y) peut &tre interprété comme un élément de ¢ , élément gue nous note-

rons Y + eM (€2 = 0) . Les équations 1.1 et 1.2 s'écrivent alors

‘3 Y+ eM=[y+eM,Q+e] ,
) {M=I(Q) )

Il résulte de 1.3 que le vecteur vitesse Y + €M est tangent & 1l'orbite de
Y + €M sous l'action adjointe de ¢ , de sorte que les trajectoires de 1.3 sont
contenues dans les orbites de g sous l'action adjointe.

Comme 7Y # 0 , les orbites de Y + €M sous l'action de ¢ sont des sous varié-
tés de dimension 4 d'équations

1.

<Y,Y>
[C AR {
c

<Y,M> ¢ = constante .

L'application (Y+€&M) — (Y,M-cY) identifie l'orbite Oé avec l'espace to-
tal T(SZ) du fibré tangent a S2 €V muni de l'action canonique de g .

On a vu que les fonctions (Y+€M) > <Y, Y> et (Y+€EM) +— <Y,M> sont
constantes 'sur les trajectoires. Ce sont des intégrales premiéres. On vérifie facile-
ment que 1'énergie totale du systéme
1.4 HI(Y,M) =%<Q,M> + <y,8>

est constante sur les trajectoires. Nous allons dans le numéro suivant interpréter

cette intégrale premiére.

2. La structure symplectique de Kostant-Kirilov

Soient g wune IR-algébre de Lie, £ et g deux fonctions de classe C1 défi-

3} 0
nies sur un ouvert U du dual g* et notons gﬁ», 53-: U » g leurs différentielles
x x

respectives. Posons alors

2.1 {f,9}(x) = <x,[g§,g%]> , XEU.

On peut montrer que l'application (f,g) +— {f,g} vérifie 1'identité de Jacobi et
que la formation du crochet commute aux opérations de ¢ .
Soient © wune orbite de ¥ pour la représentation coadjointe, x € ©®& , T

X
l'espace tangent & & en x , nx g Tx la surjection canonique. Il existe sur
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¢ une 2-forme différentielle we,, non dégénérée en chaque point, fermée, stable

par ¢ , telle que pour tout x € & , tout X,Y €g on ait
2.2 w (M (X)), T (Y)) = <x,[x,¥]l> .
o x X

La structure symplectique q& de & est appelée la structure symplectique de

Kostant-Kirilov. Elle est reliée au crochet (f,g) — {f,g} de la maniére suivante :

On définit d'abord le flot hamiltonien défini par £ sur U par

2.3 Ham(f) (x) = - CoAd(%iﬂ(x) , x €@,

On a alors pour tout u € Tx ’

2.4 a(£/0) (u) =—wg(Ham(f),u) ’
et
2.5 {f,gl/& = me(Ham(f),Ham(g)) .

En d'autres termes, la restriction & chaque orbite & de {f,g} est le crochet de
Poisson de £/® et g/¢ relativement & la structure symplectique de Kostant-Kirilov.

Soit alors H une fonction de classe C1 sur U . L'équation différentielle
2.6 X = Ham(H)

est appelée 1l'éguation hamiltonienne associée & H . D'aprés 2.3 cette équation
s'écrit encore

2.7 %= - COAd(%E) x) -
X

Comme le flot Ham(H) est tangent aux espaces H = constante , H est constant sur
les trajectoires de 2.6. C'est une intégrale premiére.

Dans le cas de la toupie la forme bilinéaire sur ¢

2.8 (u+ev),(u'+€ev') —> <u,v'> + <v,u'>
est séparante et invariante par ¢ . Elle identifie donc g* avec ¢ . Avec cette
identification %£~ est le gradiant de f par rapport & 2.8. On a (1.4)
dHy .
- = +
2.9 3;‘ Q €

Hy
' ox
ainsi 1l'équation (1.3). On a montré en particulier gue H1 est une intégrale premiére.

et par suite 1l'équation différentielle 2.7 s'écrit X = [X ] et on retrouve

3. Compléte intégrabilité

Soit W wune variété symplectique de dimension 2n . Un systéme hamiltonien com-
plétement intégrable est constitué par n fonctions Hi , 1 £1i<n, en "involu-
tion" c'est-a-dire telles que

3.1 {g.,5.} =0 vi,j,
R |

et telles que de plus les flots hamiltoniens associés soient linéairement indépendants
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en tous les points d'un ouvert dense. Le systéme en question est alors celui des n

équations différentielles

3.2 X, = Ham(H,) 1<i<n.
1 1

Les fonctions Hi , 1 <i<n, sont des intégrales premiéres de chacune de ces

équations différentielles.

Une équation hamiltonienne est dite complé&tement intégrable si elle fait partie

d'un systéme complétement intégrable.

On sait classiquement que 1l'équation de la toupie (1.3) est complétement inté-

grable sur les orbites O'c dans les trois cas suivants :

1) Le centre de rotation est au centre de gravité (Euler-Poinsot 1750). On peut pren-

dre H2 (Y,M) = <M,M> (on écarte le cas trivial I = A Idv ).

2) Le solide posséde un axe de symétrie de rotation passant par le centre de rotation

(Lagrange 1788). On peut prendre H2 = <M, 2> .

3) Le cas de S. Kowalevska (1881) [7]. C'est le cas ol il existe un repére orthonormé

de V ol I =diag(2A,2x,A) , & = (xO,O,O) . On peut prendre
H2(Y,M) = I(m1 + im2)2 - 4)\xo(yl + 1Y, |2 .

On a montré que s'il existe un polyndme H2 (M,Y) tel que {Hl'H2} =0, et
Ham H1 , Ham H2 linéairement indépendants en au moins un point, alors on est dans

1'un des trois cas cités ci-dessus.

4. Le théoréme d'Adler-Kostant-Symes

Il s'agit d'un théoréme général permettant de construire des systémes compléte-
ment intégrables sur les orbites coadjointes d'une algébre de Lie.

Soient L une IR-algébre de Lie (de dimension finie), somme directe de deux
sous-algébres K et N , munie d'une forme bilinéaire symétrique séparante
AdL—invariante notée (X,Y¥Y) v+ <X,¥Y> . Soient KJ' et N'L 1'orthogonal de K et N
respectivement. Comme N’L est stable par AdL (N) , laprojection L - K‘L munit KJ' d'une
structure de N-module qui n'est autre que la structure coadjointe pour N . Soit

T'cK uneorbite sous N localement fermée, munie de sa structure de Kostant-Kirilov

. s 1 .
et notons (') 1'ensemble des germes de fonctions numériques de classe C au voi-
sinage de <1 , AdL—invariantes. Pour toute fonction £ de classe C1 définie

R o 1
au voisinage de [ , on peut écrire, pour (u,v) € K™ @ Nl‘ , df(u,v) sous la forme
of

£ . . of
<5-}?_L—,u> + <5F’V> . Les gradients partiels x gt et x -——»aa%_ sont a

valeurs dans N et K respectivement.

THEOREME .— 1) Soient £ € #(I) et x €T . On a
of . _ of
4.1 Ham (£/T) () = [x, 5] = - [x, 55
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2) Soient f et g € #HI) . Alors
4.2 {£/T,9/T} =0 .

On vérifie tout d'abord, par un calcul simple de crochet que si f € &T) , on
a, pour tout x €T ,

4.3 [x,a—f] = Of 4

L P

et que ces deux vecteurs sont dans KL . D'aprés (2.3) on a

Ham (£/T) (x) = [x, f;k—i] ,

d'ou 1). D'aprés (2.1), on a

of dg
{£/T,g/T} = <x, ak_—*’ak_-’-]>
En utilisant 4.3 et l'invariance de l'accouplement, on en déduit
0f dg
{£/T,q/T} = <x, [an_*’an—-‘- >
af ag af 99 . 3'on L
Comme 3nL ' 3nL sont dans K , on a [anL' anl_] € K ; d'oll 2) car x € K~ . C.Q.F.D.

5. Algébres de Kac-Moody

L'idée développée systématiquement par Adler et van Moerbeke est d'appliquer,
avec quelques précautions, le théoréme de Adler-Kostant-Symes a certaines algébres

de Lie de dimension infinie. Reprenons les équations de la toupie (1.3) :
5.1 Y+ eM=[y+em, Q+e] ;

équation différentielle dans l'algébre. so(V) ®R(e) , (€2 = 0) . On peut se deman-
der si cette équation est la réduction modulo h? d'une équation différentielle
dans so(V) ®R[h] ol h est une variable formelle. On peut donc, par exemple, se

demander si toute solution de 5.1 peut se prolonger en une solution d'un systéme de
type —
P i P i
Y+hM+h® Za,h” = [y+hM+h® Z a,h”, Q+h] .
o 1 o i

On obtient alors, outre les équations 5.1, le systéme

[amrz] =0,
5.2 , (‘ll = [(Xi,Q] + [ai—l’g’] , i # o,

a = [o.Ql + [m,2],

et on constate, lorsque £ # 0 , que le systéme n'admet de solution pour tout M que
si les projections de {} et M sur le plan orthogonal & £ sont colinéaires, c'est-
d-dire si la droite engendrée par £ est un axe de symétrie de rotation du solide.
Dans ce cas le systéme 5.1 est équivalent au systéme

—‘—_.T
5.3 Y+hM+h%a = [y+hM+h%a, Q+he] ,

qui implique 0o = constante = A% ol A est l'homothétie induite par I sur le

plan orthogonal a £ .
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Supposons désormais qu'on soit dans le cas de Lagrange et introduisons 1l'algébre

e
m .
L = so(V)[[h_1,h] = {_E;Aihl |Ai € so(V) , m arbitrairel}
du crochet
[ZAihl,EB.h]]=z( Z [a;,B.Dn" .
i 34 P itj=p J
ébre L est appelée l'algébre de Kac-Moody associée & so(V) .
Posons
K = so(V)[h] = { E A nt |A € so(V) , m arbitraire}
{ -1 1=0
N={ EAh |a, € som} .
L=K®N.
s 1
m ; = .
< EAih , = B.hl> = 2 <aA,,B.> .
o o i4g=—1 13
tient ainsi une forme bilinéaire symétrique séparante, AdL—invariante. Pour

forme on a K = KL , N = N'L et le dual de K s'identifie & N . Notons

X — X+ la projection sur K parallélement & N . La sous-algébre N opére sur

Kl = K , par l'opération

5.7 (nX)t—»[nX] n€N, XGK'L=K.

Le sous-espace = { E A, h } de dlmenSLOn 9 de K'L = K , est stable par cette
action. La sous—algebre N, = {E A h } opére trivialement sur E . Donc l'action

3 -0

de N sur E se factorise par N/N3 , algébre de Lie nilpotente de dimension 6 .

Soit I wune orbite de N/N3 dans E . On notera que A2 est un invariant orbital.
On le supposera # 0 . On constate alors que I est une sous-variété de dim 4
de E . Pour trouver des fonctions £ € #(I') on opére de la manidre suivante. Plon-
geons L = so(V)[[h_l,h] dans End(V)[[h_l,h] . Pour tout entier n et tout A €L
posons +oo .
5.8 A= Z c  (@n,
- n,k

. i = A t Ad_-inva-

avec Cn,k(A) € End (V) Les fonctions A +—» fn,k(A) Tr(cn,k( )) son | -in

riantes comme on le constate aussitodt.

A =

On s'intéresse aux orbites de A sous N telles que A2 = A% . On a pour
Y + Mh + Ah2 € E ,
=2 + (My+YMh + (M2 +Ay2+ALy)h2 + (AMR+ A3 + A%L%n*

On obtient donc comme intégrales premiéres

2

C2'0(A) =Y f2,o(A) = - 2<Y,Y> ,

c 1(A)=MY+YM le(A)=—4<M,Y> '
r r

c, ,@) = M% + AYL + ARy £, () = - 2<M,M> - aA<y,L> ,
r ’

C2’3(A) = Mo + oM f2'3(A) = -~ 4A<M,L> .
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Les deux premiéres sont déja connues, la quatriéme est propre au mouvement de

Lagrange. Une combinaison linéaire convenable de f, , et f2 3 redonne
’ I3
—;—<M,Q> + <Y,%> . Remarquons que <M,8> et %<M,Q> + <Y,2> sont dans

ce cas les invariants orbitaux de N agissant sur E et que <Y,Y> et <M,Y>
ne sont pas constants sur ces orbites. Le flot hamiltonien correspondant a <M,Y>
est le flot produit par les rotations d'axe R{L . Pour obtenir le flot (5.3) :
(Y + Mh + AR%h%) — [y+Mh+ A%, Q+hR] , i

il faut prendre une combinaison linéaire convenable des flots produits par <Yy,Y>
et <M, y> .

La méthode des algébres de Kac-Moody peut é&tre utilisée pour traiter le cas
d'Euler-Poinsot (£ = 0) . A la connaissance du rédacteur on ne sait pas encore

traiter par cette méthode le cas de Kowalevska.

6. Linéarisation

I1 s'agit maintenant d'intégrer le systéme différentiel du mouvement de la tou-
pie dans les cas ol il est complétement intégrable. Classiquement on sait exprimer
le mouvement en termes de fonctions elliptiques. Plus précisément, dans le cas
d'Euler-Poinsot et de Lagrange, ce sont des fonctions abéliennes attachées & une
courbe elliptique, dans le cas de Kowalevska, des fonctions théta de deux variables.
Nous nous limiterons au cas de Lagrange. Le cas d'Euler-Poinsot peut étre traité de
maniére analogue. On ne sait pas encore traiter le cas de Kowalevska par les méthodes
que nous allons décrire.

Le formalisme des Hamiltoniens de Kac-Moody n'est pas seulement une machine &
fabriquer des intégrales premiéres. Il permet aussi de linéariser les systémes diffé-
rentiels, c'est-a-dire de décrire les espaces définis par la constance des intégrales
premiéres et les flots dont ils sont pourvus & l'aide de jacobiennes de courbes al-
gébriques.

Dans le n® 5, on a été amené & considérer des équations différentielles du type
6.1 Aa=[a0m@],

ol A est un polyndéme en h a coefficient dans une algébre ¢ (dans notre cas
so(V) ). Soit p wune représentation de ¢ dans un espace vectoriel complexe (dans
notre cas on peut prendre la représentation canonique dans V & € ). Posons

QA,p(Z'h) = det(z - p(Aa)) .

La courbe algébrique complexe projective, d'équation affine

QA’p(z,h) =0

est appelée le spectre de p(A) ou simplement de A lorsqu'il n'y a pas de confu-

sion. Le spectre de A est un invariant de la trajectoire de A sous le flot 6.1 :

en effet on déduit de 6.1 que pour tout n , Tr (p(A%)) = 0 . En d'autres termes,
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1'équation différentielle 6.1 décrit des déformations isospectrales.

Dans le cas du mouvement de Lagrange, on a, d'aprés (5.9), en posant
s2(A) = - %Tr(A)
6.2 s,(8) = <Y,¥> + 2ch + ﬁl(M,y)h2 + H2(M,Y)h3 + A%2<,8>n"
en posant
c = <M,Y>
6.3 {ﬁl(M,Y) = <M,M> + 2A<Y,L>

H2(M,Y) 20 <M, >

Comme Tr(A) = Tr(Aa) =0, on a
_ 2
6.4 QA(z,h) = z(z° + Sz(A)) R

de sorte que le spectre de A est constitué de la droite (z = 0) et de la courbe
elliptique d'équation :

6.5 z? + s,() =0,

que nous appellerons encore, abusivement, spectre de A .
Soient ¥ une orbite de N dans E d'invariants orbitaux A, = A% , HZ(M'Y)

2
ﬁl (M,Y) . Soit X une courbe elliptique non singuliére d'équation

6.6 0==2%+1+ 2ch + ﬁl(M,Y)hz + H2(M,Y)h3 + A2<g,8>h" .

Notons <6(X,%) 1'ensemble des A dans ¥ de spectre X . Notons ® 1le groupe des
rotations de V d'axe RY . Ce groupe agit sur E et laisse V" et %X, inva-
riants. Le flot qu'il engendre est le flot hamiltonien produit par (M,Y) v <M,Y>.

On peut montrer que <%(X,V) est compact connexe et que pour C , H , H apparte-

1 2
nant & un ouvert de Zariski, dense convenable, X est une courbe elliptique non sin-
guliére et (X, est une variété vide ou difféomorphe & s! x s . Nous suppose-
rons dans la suite qu'on est dans ce cas.

Tout A € ¢(X,1) peut &tre interprété comme une famille polynomiale de degré

2 d'endomorphisme de V . Donc un tel A est un morphisme de fibrés sur »!
A: VOO 1 —VO®e 1(2) .
> Op! > ]Pl( )

Le noyau de A est un sous-fibré de rang 1 de V® 6]91 isomorphe a G’Pl(—Z) . En
R

posant F =V %G’Pl/Ker (a) , on a un diagramme commutatif

6.7 0 — O 1(-2) — V® e | —— F —— 0
P R P
b NN
0 — 6 1 —> VB & _1(2) —> F(2) —> 0 .
P R P
Interprétons h comme un morphisme de X dans P! . En tout point y de

IPl —{e} , u posséde deux valeurs propres qui sont les valeurs de la fonction =z
sur X en les deux points de X au dessus de y . En associant & x € X , le sous-

espace propre de uh(x) pour la valeur propre z(xX) , on obtient un fibré sur X

que nous noterons <£(A) . On a
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6.8 F=he(£(a) , u=nhe(z) , degL(a =4.

Soit Jac4(x) la variété des fibrés inversibles de degré 4 sur X . Comme X
est une courbe réelle, Jac4(x) est une courbe réelle. L'involution 0 de X gqui

préserve h opére sur Jac4(x) . Posons

6.9 ¥ = {L € gac,(x) | £ =0L} .

Comme A est réel, ona £L£(A) € Y . On a défini ainsi une application
6.10 XM >Y .

La variété Y , de dimension réelle 1 , est un espace principal homogéne sous

1l'ensemble des points réels d'une courbe elliptique réelle.

THﬁOREME.—-l) Lorsque %Rx,”ﬁ est non vide, ® est invariant sous l'action de J%

et définit par passage au quotient un isomorphisme de ¥(X,2) /R, sur Y .

2) Le flot (5.3) passe au quotient par @ et donne sur Y un flot invariant par

translation.
Démontrons 1). Comme (X, est non vide, X n'a pas de points réels. Soient
L de degré 4 sur X tel que 0L = £ . I1 existe alors un couple de morphismes
(@1,¢2) de X dans IP(Vm) tel que
1). d>1=<1>2 o O
2) = @f(o(l))
3) ¢1(X) = QZ(X) et @ (X) est une conique réelle Q de P(V,) -
Un tel couple est unique modulo l'action de G&(V) . Quitte & faire une trans-
formation linéaire de Vm on peut de plus supposer que
4) Q est la conique des points cycliques de ZP(VE) pour le produit scalaire de
v .
Le couple (@1,¢2) est alors déterminé modulo l'action de O(V) . Le morphisme
@1 A ¢2 : X —P( %V&) a pour image une conique réelle [ isomorphe au quotient
de X par 1'involution O . Comme la fonction rationnelle h sur X est invariante
par O , on en déduit un plongement réel h :2P1 — IP( %V&) d'image T , c'est-a-
dire un polyndme défini & un scal%jre réel prés h W, + wlh + w2h2 , qu'on inter-
préte, en utilisant 1l'injection AV -— End(V) donnée par l'orientation et la struc-
ture euclidienne de V , comme une application
i h'——>AO+A1h+A2h2
a valeurs dans les endomorphismes antisymétriques de V . Ce polyndme est déterminé,
en outre, modulo l'action de SO(V) . On peut alors réaliser A2 = Al en effetuant
une similitude convenable sur V et le polyndme
h*——*Ao+A1h+)\2h2
obtenu est un élément de QRX,yH déterminé modulo 1'action de S? , d'oa 1). Pour
démontrer 2) on remarque que le flot obtenu est la trace sur Y d'un flot algébri-
que défini sur Jac4(X) . Par suite un tel flot est nécessairement invariant par

translation.
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