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Séminaire BOURBAKI

33e année, 1980/81, n° 562 Novembre 1980

FORMES AUTOMORPHES ASSOCIÉES AUX CYCLES

GÉODÉSIQUES DES SURFACES DE RIEMANN HYPERBOLIQUES
[d’après S. Kudla et J. Millson]

par Paul GÉRARDIN

Il s’agit de surfaces de Riemann connexes, complètes, orientées, sans bord, de

volume fini et dont le plan hyperbolique est le revêtement universel.

Lorsqu’une telle surface M est compacte, le théorème de dualité de Poincaré

dit que la forme d’intersection sur le groupe HI (M) d’homologie singulière est uni-

modulaire, et le théorème de Hodge que l’espace 1(M) des 1-formes harmoniques
réelles réalise la 1-cohomologie de de Rhamde M ([25], [27]) ; celle-ci s’identifie

canoniquement avec la cohomologie singulière réelle H~(M,R) , dual de l’espace vec-
toriel H,(M,R) = HI(M) 0R . On en déduit que chaque géodésique orientée fermée n

de M définit une unique 1-forme harmonique fi , dite duale de t~ , caractérisée par

(0. 1 ) Ie il = C.r) , pour tout cycle C sur M ,

ou encore par

(0.2) A a = J Tl a pour toute 1-forme fermée a sur M .

Cette 1-forme duale est donnée explicitement par J. Fay [2], de lecture difficile.

S. Kudla et J. Millson en donnent une construction invariante ([1]), susceptible de

généralisation à d’autres espaces localement symétriques.

Lorsque la surface de Riemann M n’est plus compacte, elle provient d’une sur-

face de Riemann compacte M en en retirant un nombre fini de points, appelés les

pointes de M . Soit M la variété à bord obtenue de M en remplaçant chaque pointe

p par l’ensemble des géodésiques de M dont p est un bout ; l’inclusion de M

dans M est une équivalence d’homotopie ; on note 8M le bord de M.

On a les deux suites exactes longues d’homologie et de cohomologie singulières :



que la dualité de Lefschetz montre isomorphes, en induisant la dualité de Poincaré au

niveau du bord aM . Avec le genre g et le nombre f de pointes, on a les dimen-

sions suivantes : dim Hl(M) = dim H,(M) = 2g + f - 1 , dim Ho (aM) - f , dim 1 ,

H 2 (M) = 0 . La caractéristique d’Euler-Poincaré de M est X(M) = 2 - 2g - f (cf.

[10], [19], [26]). On note H,(M) l’image de H* (M,3M) dans H (M) . Le théorème de
..

de Rham donne la cohomologie singulière réelle avec la cohomologie du complexe A (M)

des formes différentielles sur M, et la cohomologie relative H (M,aM) apparaît

comme la cohomologie des formes différentielles à support compact. On note 

l’espace des formes différentielles harmoniques, et -(M) celles qui sont cuspi-
dales et de carré intégrable. G. Harder a montré ([8], [9]) que toute la cohomologie

H (M,R) était représentée par des formes harmoniques, et a donné un relèvement cano-

nique +H~(M,R_) dans H~{M,R_) de son image dans (voir n° 2) ; on sait

aussi que c’b(M) s’envoie isomorphiquement sur H,(M,R) , ce qui donne la décompo-
sition en somme directe : 

’

(0.4) H 1 (M, R) - ~l (M) + 

Kudla et Millson donnent dans leur article ([1]) une construction géométrique de la

1-forme fi harmonique de carré intégrable cuspidale duale d’une géodésique orientée

fermée n, c’est-à-dire vérifiant (0.2) pour toute 1-forme fermée à support com-

pact a . H. Petersson avait aussi obtenu ce résultat, mais pas sous forme invariante,

dans le cas de la surface de groupe fondamental r°(N) ([3]).

1. Le plan hyperbolique

Le modèle standard de la géométrie hyperbolique

plane est le demi-plan supérieur H des z E C de par-

tie imaginaire > 0 , muni de la structure riemannienne

ds2 = y au point z = x + iy ; on l’appelle
aussi demi-plan de Poincaré. Les géodésiques sont les

demi-cercles et demi-droites de H qui sont orthogonaux
à l’axe réel. On compactifie H en prenant son adhérence dans la sphère de Riemann

C U {00} ; on lui ajoute donc la droite projective réelle F = R U {00} . La distance

est donnée par la formule

r z Z~ t
( 1 . 1 ) d(z,z’) = Log - ~, , z, z’ E H distincts,

où ( ] est le birapport ~’ désignent les intersections de la géodésique

qui passe par z et z’ avec le bord F , l’ordre étant ~ , z’ , z , ~’ .

Le groupe G des automorphismes analytiques de H est aussi le groupe des



isométries directes ; c’est le groupe des homographies z 2014~ (az+b)(cz+d)
pour a , b , c , d réels vérifiant ad - bc = 1 . Les éléments de G autres que 1

sont classés en hyperboliques., paraboliques, elliptiques, suivant qu’ils fixent 2 ,

1 , 0 points de F .

On a Idxl = y = Idyl en z = x + iy , et la forme volume s’écrit

vH 
= y 2dx A dy = (-2iy ) ldz A dz . On note  ~ ~ la métrique sur les formes diffé-

rentielles induite par la structure riemannienne, et * l’opérateur sur les formes

différentielles défini par

( 1. 2 ) a A *S = 

il envoie dx sur dy et dy sur -dx ; il échange 1 et Avec l’opérateur de

différentiation extérieure d , on définit l’opérateur 6 = - *d* , et le laplacien
A = do + od ; sur les fonctions A opère par + 32/3y2) .

Les formes différentielles qu’on prend sont supposées indéfiniment différentiables

et à valeurs réelles. A une telle 1-forme w, , on associe deux 1-formes complexes,

(jL) = iw - *w et (jû = (+t~) - -iw - *w , la première étant de type (1,0) et la se-

conde de type (0,1) ; ; on retrouve w par w = .

Les horicycles au point ~ sont les droites de partie imaginaire constante,
orientées par abscisses croissantes ; en un autre point de F , ce sont les cercles de

H tangents à l’axe réel, avec l’orientation directe ; le centre d’un horicycle est le

point du bord auquel il est attaché. Le groupe G permute les horicycles transitive-

ment, et le stabilisateur d’un horicycle ne dépend que de son .centre ; pour le centre

oo , c’est le groupe des translations réelles z ’2014~ z + u , u E R , sous-groupe maxi-

mal de G formé d’éléments paraboliques.
Soit X un horicycle, GX son stabilisateur dans

G, pX la projection orthogonale de H sur X : les

fibres de pX sont les géodésiques orthogonales à X,

c’est-à-dire celles de bout le centre de X. Ceci fait

apparaître H comme le fibré normal à X. Soit 

la distance orientée de X à z E H , et (z:X) = e .

Soit vX la forme volume sur X invariante par telle que la 1-forme sur H

03C9X = *p*XvX

ait pour valeur (z:X) en z E H sur le champ de vecteurs-unitaires porté par les

fibres de La forme wX est invariante par elle est exacte et harmonique,
et (z:X) . Dans la situation standard où X est y = 1 , et rX est engen-

dré par z ~ z + 1 , on a vx - dx, wX 
= dy - Im(dz) , (z:X) = y = Im( z) .

Chaque géodésique orientée Y de H définit un groupe sous-groupe maxi-

mal de G formé d’éléments hyperboliques : c’est le groupe des transvections le long
de Y, composante neutre du stabilisateur de Y dans G. Soit pY la projection



orthogonale de H sur Y ; ses fibres sont les géodésiques

orthogonales à Y , et H apparaît comme le fibré normal à

Y . Soit dy(z) la distance orientée de z à Y ; on pose

(z:Y) = 1/ch d (z) . Soit vY la forme volume sur Y in-

duite par la métrique riemannienne sur Y ; on pose

sur le champ de vecteurs unitaires porté par les fibres de pY , cette forme vaut

(z:Y) ; elle est invariante par GY , elle est exacte et harmonique, et (z:Y) .

De plus 
G  03C9Y = 03C0 . 

Dans la situation standard où Y - iR+ avec l’orientation

usuelle, on a vY - y idy , 03C9Y = d6 - Im(z ldz) , avec l’argument 6 de z .

Dans chacun des deux cas, on introduit un paramètre complexe s E C et les

1-formes .

Alors, avec l’action du laplacien 0 , on a

(1.4) = s ( 1 - s) t~X , pour le cas horicycl ique,

(1.5) ~ c,~ - s ( 1 - s) c~ - ( 1 _ s2)c~~+2 , pour le cas géodésique.
Dans le second cas, la forme sur définie par c~ est intégrable pour

Re(s) > 0 , et

en introduisant la fonction L de R , L(s) = n s/2r (s/2) . ..Pour Re(s) > 0 , on a

donc

2. Surfaces de Riemann hyperboliques

Les surfaces de Riemann hyperboliques sont celles admettant le plan hyperbolique
comme revêtement universel, le groupe fondamental étant un groupe discret d’automor-

phismes analytiques de co-volume fini, et n’admettant pas d’éléments elliptiques. Si

M est une telle surface, munie d’un revêtement universel

(2.1) H--~M

on note F = soient g le genre de M et f le nombre de ses pointes ; le

volume de M pour la mesure quotient par r de celle définie par vH est

On supposera toujours M munie de la structure riemannienne quotient.
Les géodésiques de M sont les images des géodésiques de H . Dire qu’une



géodésique Y de H se projette en une géodésique fermée n de M signifie que Y

possède une transvection dans F , et comme une transvection de r n’est jamais con-

juguée dans r à son inverse, on voit que les géodésiques fermées orientées de M

sont paramétrées par les classes de conjugaison des éléments hyperboliques primitifs
de son groupe fondamental ; de plus, le groupe fondamental de n est alors

ry = r fl avec les notations précédentes.

L’existence de pointes de M correspond à la présence d’éléments paraboliques
dans F . Les points du bord F de H fixés par des éléments paraboliques de r en

forment une partie notée Fr et les pointes de M sont les orbites de F dans

F . Les horicycles de M sont les images des horicycles de H de centre dans Fr ;
si X est un horicycle de H de centre n E Fr , se projetant sur l’horicycle 03BE

de M en la pointe p , le stabilisateur GX de X dans G ne dépend que de n ,

et le groupe fondamental de ~ est F = r fl GX . Un élément parabolique de r n’est

pas conjugué à son inverse ; si on qualifie de positif un élément parabolique qui dé-

place ses horicycles dans le sens positif, on voit que l’ensemble des pointes de M

est paramétré par l’ensemble des classes de conjugaison d’éléments paraboliques primi-
tifs positifs de son groupe fondamental.

En plus des géodésiques fermées, il y a celles joignant deux pointes ; elles

sont orthogonales aux horicycles entre les deux pointes.

Soit ~ un horicycle de M en la pointe p . On se fixe un revêtement H ----> M ,

et on note H(~) l’ensemble des horicycles de H qui se projettent sur . Avec les

notations du n° 1, en particulier (1.3), on définit la série d’Eisenstein associée à

l’horicycle 03BE comme étant la série de 1-formes suivantes, dépendant du paramètre

complexe s :

(2.3) ~ = E w
Il est bien connu (voir [6]) que cette série converge pour Re(s) > 1 , vers une

1-forme invariante par le groupe fondamental de M , qui dépend analytiquement de s ,

et qui admet un prolongement méromorphe à tout le plan des s , avec au plus des pôles

simples situés sur l’intervalle ]1/2,1[ , bornes exclues, et vérifiant, par (1.4),

la relation

(2.4) ~ ~ s - s(l-s)~ ,
Soit |03BE| la longueur de l’horicycle 03BE ; la forme |03BE|

) 

ne dépend pas du choix

de l’horicycle £ en la pointe p ; on la note ps . Le relèvement H (M) donné par

Harder de Hl (3M» est fourni par l’application qui au couple de pointes

(p, q) associe la 1-forme harmonique fermée .

Lorsque la surfàce de Riemann M est compacte, on décompose l’espace de Hilbert
des formes de carré intégrable à l’aide des valeurs propres du laplacien, dont le spec-



tre est discret, formé de nombres ~ 0 sans point d’accumulation. La multiplicité de

la valeur propre 0 dans l’espace des 1-formes de carré intégrable est 2g , où g

est le genre de M . Lors.que M n’est pas compacte, le laplacien possède un spectre

continu, lié aux séries d’Eisenstein ps relatives aux pointes p de M de la fa-

çon suivante. On introduit les formes, de type (1,0) et (0,1) tespectivement,

Pour les 1-formes de carré intégrable suffisamment régulières, la décomposition

spectrale est ([6])

où ( )~ désigne la projection orthogonale sur le sous-espace associé à la valeur

propre À du spectre discret de A , et la sommation en p porte sur les différen-

tes pointes de t~s .

Les formes différentielles sur M sont aussi les formes différentielles sur H

qui sont invariantes par le groupe F ; une forme différentielle w (indéfiniment

dérivable) sur H est dite forme automorphe pour r , si elle est invariante par r ,

de type fini sous l’action du laplacien, et, dans chaque pointe, croît moins vite

qu’un polynôme en (z:X) , avec un horicycle X relatif à la pointe. Une forme auto-

morphe est dite cuspidale si les intégrales sur tous les horicycles de M sont nulles.

Pour une forme sur M de carré intégrable, la condition d’être harmonique équivaut
au fait qu’elle est fermée et co-fermée.

3. Série d’Eisenstein d’une géodésique orientée fermée

On part d’une géodésique orientée fermée n de la surface de Riemann hyperboli-

que M , munie d’un revêtement universel (2.1). Soit H(n) l’ensemble des géodési-

ques orientées de H se projetant sur n . . Avec la notation (1.3), on introduit la

série

c’est la série d’Eisenstein associée à la géodésique orientée fermée ~ ; Kudla-

Millson l’appelle série d’Eisenstein hyperbolique. Leur premier résultat est le

suivant.

THEOREME 1.- Pour Re(s) > 1 , la série d’Eisenstein de la géodésique orientée fermée

converge uniformément sur tout compact, sa somme est une 1-forme bornée fermée dont

la classe de cohomologie est la classe duale de la classe d’homologie définie par n ,

et c’est une fonction analytique de s dans Re(s) > 1 .

Kudla-Millson démontre la convergence de la façon suivante. On fixe Yo dans

H(n) ; alors H(n) = rY = soit p) la longueur de n : : Inl I == 



le groupe G- Yo permute les géodésiques orthogonales à Yo de façon simplement tran-

sitive ; un domaine fondamental pour l’action de F sur ces géodésiques est donné
~

par celles qui coupent Yo suivant un intervalle d’amplitude . On fixe un hori-

cycle X de H de centre le bout positif de Y ;
par un automorphisme de H , on peut supposer qu’on
se trouve dans la situation standard où Y est le

o

demi-axe des ordonnées positives et X la droite

y = 1 . On a donc Iwy o I = et |03C9sYo| = y03C3/|z|03C3,
avec 6 = Re(s) . Pour Izi dans un intervalle mul-

tiplicativement borné, et s restant dans un com-

pact, on a . Soit K ci H une partie compacte ; on choisit un sys-
tème complet deoreprésentants S de 0393/0393Yo tel que S K soit multiplicativement
borné. Soit e > 0 assez petit de façon que, pour tout z E K , z soit le seul

point de rz dont la distance à z soit e . Comme la fonction z z ) ~ est
fonction propre du Laplacien sur H , sa valeur moyenne sur toute boule est propor-

tionnelle à sa valeur au centre, le facteur de proportionalité ne dépendant que du

rayon de la boule, et de 03C3 [6]. On en déduit

03A3 |03C9sY|z = 03B3*|03C9sY|z (Im(03B3z))03C3 = (~,03C3)d(z’,03B3z)~E/2(Im z’)03C3|vH(z’) |

que l’hypothèse faite majore par C (E, 6) z’) v H (z’) . Cette intégrale

se calcule : on trouve , ce qui donne la majoration de la série des

modules par C/(J- 1) , uniformément sur K et pour s restant dans un compact de

Re(s) > 1 . Ceci donne la convergence uniforme de la série d’Eisenstein sur les com-

pacts de H , uniformément sur les compacts du demi-plan Re(s) > 1 .

Pour le reste du théorème, on observe que chaque t{ étant une 1-forme sur H

invariante par GY définit une 1-forme sur F BH , et que la projection orthogonale

p : H -> Y induit une projection orthogonale -~ rAY , faisant apparaître
1 Y NH comme le fibre normal à la courbe 0393YBY de F Y NH , qui s’identifie naturelle-

ment à la géodésique n . . Les propriétés de wy et w~ données au n° 1 montrent

alors que la classe de dans est la classe duale de la section nulle

du fibre F-ÀH -~ t~ , au facteur L(s)/L(s + 1) près. La convergence de la série

d’Eisenstein montre alors que la classe de dans Hl(M,g) est la classe duale de

n . . J. Oesterlé a démontré (voir Appendice) que la forme ~S était bornée.

4. Equation fonctionnelle et prolongement analytique

La relation (1.7) donne alors l’équation fonctionnelle.

THEOREME 2.- Pour Re(s) > 1 , on a



Le théorème principal de Kudla-Millson est alors le suivant.

THEOREME 3.- La série d’Eisenstein ~js associée à une géodésique orientée fermée

vérifie les propriétés suivantes :

a) elle se prolonge analytiquement au demi-plan Re(s) > 1/2 ,

b) sa valeur en s = 1 est une forme harmonique cuspidale de carré intégrable, qui
est la forme duale de la géodésique orientée ~ . .

La démonstration repose sur la décomposition spectrale des 1-formes de carré

intégrable ; ici, on a, pour Re(s) > 1 :

(4°2) Z À Z P 1 403C0i Re(t)=1/2 
la première somme portant sur le spectre discret du laplacien, et la seconde sur les

pointes de M . L’équation fonctionnelle (4.1) de r) conduit aux équations fonction-

nelles de ses conposantes

Le décalage du second membre en s , appliqué plusieurs fois, montre la décroissance

améliorée des premiers membres par rapport au paramètre spectral, et donc que pour

Re(s) > 1/2 , où les dénominateurs dans (4.3) , pour ~ # 0 , ne s’annulent pas, la

somme du second membre de (4.2) définit une 1-forme analytique en s , pour chaque

point de H . En particulier, 1 est bien définie, réelle, et comme les relations

(4.3) montrent que les composantes, pour s = 1 , autres que sont nulles, on

a nI = (nI) o . D’un autre côté, pour Re(s) > 1 , est la composante harmoni-

que de f) ? et comme elle est de carré intégrable, c’est la forme harmonique duale

de n ; ; en particulier elle ne dépend pas de s ; la périodicité s f--> s + 2 de cette

fonction ramène fi à cette fonction constante. Ceci montre que Il est de carré

intégrable, et que c’est la forme harmonique de carré intégrable duale de n . . Qu’elle
soit cuspidale résulte de ce que les 1-formes harmoniques de carré intégrable le sont

toutes. Ceci démontre donc le théorème.
."1 i Al 1

COROLLAIRE.- La 1-forme holomorphe de carré intégrable, duale de n est .

Lorsque la surface M est compacte, on peut préciser davantage. Par le compor-
tement asymptotique des valeurs propres du laplacien ( ~n "~cn pour la n-ème valeur

propre), les composantes (t~ ~s )~ se prolongent méromorphiquement à tout le plan des

s , les pôles apparaissant éventuellement aux valeurs de s pour qui s(l-s) est

valeur propre du laplacien, et alors ils sont simples. Plus précisément, Kudla-

Millson donne la caractérisation suivante des pôles de la série d’Eisenstein 

THEOREME 4.- Lorsque la surface de Riemann M est compacte, la série d’Eisenstein se

prolonge méromorphiquement à tout le plan àes s , et ses pôles sont les nombres de

la forme -~ ± B/1/4 - À - 2n , où n est un entier ~ 0 et À une valeur propre



du laplacien, pour qui le sous-espace propre correspondant n’annule pas t~ .

5. Remarques

5.1. Lorsque n est une géodésique orientée entre deux pointes p et q de la sur-

face de Riemann hyperbolique M, on peut se demander si la série (3.1), dont le ter-

me général conserve un sens, converge encore pour Re(s) > 1 , définit une fonction

analytique de s dans ce demi-plan, admet un prolongement analytique au delà, et

donne pour s = 1 une forme harmonique duale de n ; ; ceci donnerait une réalisation

automorphe des symboles modulaires de Mazur. En particulier, une combinaison linéaire
naturelle des géodésiques "les plus courtes" entre les deux pointes p et q produi-

rait la forme harmonique q - p , comme le laisse entendre Kudla-Millson ( [ 1 ] , p. 194 et 208).

5.2. Pour les espaces hyperboliques compacts réels de rang 1 , Kudla et Millson

généralisent leur construction des séries d’Eisenstein, et relient les formes harmo-

niques duales obtenues aux formes harmoniques produites par la représentation de

Weil ([11]) ; ils ont aussi des résultats pour les espaces hyperboliques compacts
associés aux groupes SU(p,q) et S0(p,q) .

5.3. Dans ([12]) Millson et Ragunathan introduisent certains cycles géodésiques sur

les espaces localement symétriques, appelés spéciaux par Kudla et Millson : ils sont

localement les points fixes des isométries involutives, et leur article montre que ce

sont les cycles totalement géodésiques admettant un complément orthogonal totalement

géodésique, ce qui devrait faire intervenir efficacement les paires réductives duales

de R. Howe. Ils appliquent leur construction à l’étude de la cohomologie de groupes

arithmétiques. Voir aussi un preprint de Ash ([14]).

5.4. Dans le cas d’un quotient compact du bi-disque, Kudla et Millson construisent la

forme harmonique duale de type (1,1) d’une courbe lisse irréductible totalement géo-

désique, par leur technique ; il leur faut introduire un terme correctif dans le terme

général de leur série d’Eisenstein, qui tient compte du fait que le fibre normal à la

courbe n’est pas plat ([13]).

5.5. Un exemple, tiré d’un résultat de Schwermer ([21]) montre, pour un quotient con-

venable de la boule hyperbolique, qu’il n’y a pas de 1-cohomologie cuspidale, alors

que l’espace possède des géodésiques fermées homologiquement non nulles.

5.6. Ce travail de Kudla et Millson pour les surfaces de Riemann hyperboliques prouve

qu’on a une bonne théorie de Hodge pour la partie cuspidale de la 1-cohomologie. Pour

l’étude des espaces localement symétriques à courbure négative non compacts, Borel et

Serre ont introduit une compactification en une variété à coins qui a même type d’ho-

motopie ; on peut alors étudier la cohomologie à l’infini, à la Harder, ce qu’a fait

J. Schwermer pour SL ([20]) ; A. Ash donne l’ampleur de la cohomologie qui n’est

pas de carré intégrable dans [15]. On peut aussi se ramener à l’étude de la cohomolo-

gie continue des groupes semi-simples ([16], [18]).



APPENDICE

Comportement des formes aux pointes

par J. Oesterlé

Le but de cet appendice, où nous utilisons librement les définitions et notations

de Gérardin, est de montrer que pour tout s E C tel que Re(s) > 1 , la 1-forme

fermée r) sur M introduite au n° 3 tend vers zéro aux pointes.
On se ramènera au cas où Yo = iRx avec son orientation usuelle, est un relè-

vement de n . Fixons un nombre complexe s de partie réelle 6 > 1 . Notons p une

pointe de M , et A un système de représentants modulo r des relèvements de p ,

qui soit multiplicativement bornée dans C . Soit E un horicycle en p , suffisam-

ment petit pour que les horicycles X(a) , a E A , se projetant sur E soient deux

à deux disjoints. La réunion (disjointe) des horiboules B(a) de centre a et fron-

tière X(a) , a E A , est contenue dans une couronne C = (z 1 r  

Fixons ao dans A. L’ensemble S des y E r

tels que yao E A est un système de représen-
tants de et il existe un domaine de

Siegel E en ao tel que U B(a) soit la
aEA

réunion disjointe des yE, y E S .

Pour tout réel ~,> 0 , soit XÀ (a) (resp.

BÀ(a) ) l’ensemble des z E B(a) dont la dis-

tance à X(a) est égale (resp. supérieure ou

égale) à a.. Posons EÀ = E fl B~(ao) . Il

existe C1 > 0 et c2 > 0 tels que le diamètre

de EÀ -  

i 
soit majoré par Ci , et que le

volume (pour vH ) de 03A303BB - E. soit égal à c2e -03BB . Il existe c3 > 0 tel que pour

z, z’ E H , d (z, z’ ) _ ci , on ait (z)! ( : c3|03C9sY (z*) ) I (rappelons que

(~, (z)! I - CImCz) / ( z 1 )~ ) .

Soit z E 03A3 , 03B6 sa pro j ection dans M et 03BB = d(03B6,03BE) la distance de 03B6 à



Mais l’homothétie de centre a et rapport e ~’ laisse v., invariant et transformeH
B(a) en B03BB(a) , de sorte que

aEA B03BB(a)
(Im(z’))alvHl (z’) = e 

B (a) 
1 (z’) ~ e 03BB03C3C(Im(z’))03C3|vH I (z’) .

Nous aurons donc

E I s (YZ) I _ e ~’(Q t) ~L(s+1) ~ (c3Ic2)r~ (Im(z’))~Iv I (z’) .

Ceci montre q ue (03B6) tend vers 0 lorsque 03BB = d(03B6,03BE) tend vers c’est-

à-dire lorsque 03B6 tend vers p .
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