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Séminaire BOURBAKI 574-01
33e année, 1980/18, n° 574 Juin 1981

1-FORMES FERMEES NON SINGULIERES
SUR LES VARIETES COMPACTES DE DIMENSION 3

par Jean CERF

Le théor&me d'isotopie des formes fermées non singuli@res cohomologues est
énoncé& au § 2. Il a &té démontré pour la premiére fois dans sa généralité par
Laudenbach et Blank [6]. Nous suivons la méthode de démonstration de Ngo Van Qué et
Roussarie [9]1qui s'appuie sur le cas particulier, antérieurement connu, des formes
rationnelles. Dans tout 1'exposé, V désigne une variété de classe ¢ , compacte,

connexe. A partir du § 3, V est toujours de dimension 3 .

§ 1. Feuilletages par formes fermées. Formes fermées rationnellés et irra-

tionnelles

Soit @ une I-forme différentielle sur V ;  est dite non singuliére si
wx) #0 Vx €V . Une telle forme « définit sur V un feuilletage J de codi-
mension 1 sans singularité si et seulement si ® est intégrable, i.e.
wAado=0. [Si w est de classe & , ¥ est de classe &T*! ; nous supposerons
toujours que w est de classe 8" .]

Réciproquement, tout feuilletage ¥ de codimension 1 sans singularité sur
V est le feuilletage associé & une l-forme non singuliére & définie a multi-
plication prés par une fonction de classe (G , sans zé&ro, 3 part cela arbitraire.

Si ® est fermée (i.e. dw = 0 ) elle est a fortiori intégrable. Si F est
le feuilletage associé & w fermée non singuli&re, toutes les autres formes fer-
mées définissant F' sont les fw oli f prend sur chaque feuille une valeur
constante non nulle.

Une premidre conséquence du théor@me de Stokes : tout arc orienté <Y transverse

au feuilletage J défini par « fermée peut &tre affecté de la longueur (orien-
tée) ®w. La "mesure transverse'" ainsi définie est Znvariante (i.e. elle ne

Y . s
change pas si on déforme continuement 7Y de fagon que les extrémités restent

chacune dans sa feuille) ; son existence implique en particulier que F' n'a pas

d'holonomie, et que & est transversalement orient&.
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Réciproquement, si & est tel qu'il existe une mesure transverse orientée
invariante qui soit '"de Lebesgue" (i.e. de la forme ©(t)dy(t) pour tout arc
transverse paramétré Y(t) , ¢ &tant une fonction de classe < partout non
nulle) alors 3 peut &tre défini par @ fermBe. Plus difficile est le théor&me
suivant (Sacksteder [12] complété par Imanishi [2]) : si # est sans holonomie
et transversalement orientable, alors #' est topologiquement conjugué 3 un feuil-

letage défini par une forme fermée.

Deuxidme conséquence du théor@me de Stokes : pour tout x € V , 1'intégration de

® le long des lacets d'origine x dé&finit un morphisme o : mq(V;x) — R qui
se factorise par Hq(V;Z) , de sorte que 1l'image de & ne dépend en fait que de

la classe de cohomologie [w] de © ; cette image s'appelle le groupe des périodes
de .

DEFINITION.— @ fermée est dite rationnelle s'il existe A €R - {0} tel que
AMw]l € H1(V;@) , et irrationnelle dans le cas contraire (qui ne peut se produire
que st la dimension du H' est 2 2).
Définition &quivalente :  est rationnelle si et seulement si I A # 0 tel que
A Image(a) < @ .

V @&tant compacte, T4(V) est 3 génération finie ; donc Image(Q) est un
Z-module de type fini. Donc Image(a) est discret (et alors de la forme uWZ,

L €R ) ou partout dense suivant que Q@ est rationmnelle ou non.

Lemme 1.— Soit & Ll'espace de 1-formes fermées non singuliéres sur V. L'appli-
cation naturelle (‘,‘—» H'(V,R) est ouverte.

En particulier, toute w € # peut &tre approchde arbitrairement prés par '
rationnelle, et tout couple (wq,w2) € &x% de formes cohomologues peut étre
approchéd par (w},w}) rationnelles et cohomologues.

[En effet, l'espace de toutes les I1-formes fermées (dans lequel g est ou-
vert) s'envoie linéairement et, d'apr&s de Rham, surjectivement, sur l'espace vec-

toriel de dimension finie H'(V,R) 1.

Lemme 2.— Tout arc Y le long duguel l'intégrale de la forme fermée w est nulle,
est homotope avec extrémités fixes d un are d'une feuille.

[On déforme Y , le long des trajectoires d'un champ transverse & ® , en un
arc Y' 1le long duquel 1'intégrale de  est identiquement nulle ; Y' est con-
tenu dans une feuille.]

11 résulte du lemme 2 que pour tout =xo € V et tout arc Y sans point double
transverse 3  passant par Xo , la feuille de xo recoupe Y exactement aux

points x tels que

>
J w € Image(a) (groupe des périodes de ).
Xo

Donc, s w est ratiomnelle, toute feuille est fermée et par conséquent compacte.
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Si w est irrationnelle, toute feuille est partout dense [car on peut recouvrir
V par un nombre fini de "boites"]. Dans les deux cas, toutes les feuilles sont
difféomorphes entre elles.

Dans le cas rationnel, on peut dire davantage : quitted remplacer  par
w , WER- {0} , on peut supposer que le groupe desxpériodes est Z ; dans ce

cas, pour tout couple de points de V , 1'intégrale w est bien définie dans
Xo
R/Z . Le choix de xo€V définit donc une application V - S1' qui est une fi-

bration localement triviale (les trajectoires de n'importe quel champ transverse

donnent des trivialisations locales). Le lemme 1 impliquant en particulier que

s'il existe sur V une  fermée non singulidre il en existe une rationnelle,

on a prouvé : Sz, sur V compacte connexe sans bord, il existe une l-forme

fermée non singuliére, alors V est l'espace total d'une fibration sur le cercle.
Ce résultat est dli & Tischler [14] ; le résultat de trivialité locale est

un cas particulier d'un ré&sultat d'Ehresmann : "toute submersion propre d'une

variété sur une autre est une fibration localement triviale".

Cas oi V a un bord non vide. Si 9V # 0 , et si on impose 3 w (non singuliére)

d'étre tangente au bord, alors V est difféomorphe &8 M x [0,1] , oi M est une

2-variété compacte, et w = df , ol ® est une fonction réelle sans point criti-
que admettant M x {0} et M x {1} (dans l'ordre) pour surfaces de niveau. On
notera que le cas sans bord est obtenu 3 partir de 13 en identifiant des deux

composantes de dV par un difféomorphisme arbitraire.

§ 2. Difféomorphismes et 1-formes fermées non singulidres. Lemme de Moser.

Enoncé du théoréme de Laudenbach~Blank

Le groupe Diff V opére naturellement dans 1'espace des l-formes fermdes
non singulidres sur V . Si deux formes ® et ' sont dans la méme orbite de
1'action de DiffoV (composante connexe de 1'identité& dans Diff V ), on dit
qu'elles sont <sotopes ; elles sont alors homotopes, donc cohomologues ; de fagon
plus précise, elles peuvent &tre jointes par un chemin Gnt) de formes non sin-
gulidres ayant toutes la méme classe de ‘cohomologie ; cette condition, comme on va

le voir, suffit 3 entrainer 1'isotopie.
a) Cas avec bord : V=M x [0,1]

On note dans ce cas J° le sous-groupe de Diff V formé des &léments qui
laissent fixe chaque point de M x {0} (P s'appelle le groupe des pseudo-
isotopies de M ).

Soit p 1la projection : V - [0,1] . L'application g +— g* dp de g dans
1'espace & des formes fermées non singuli&res dont 1'intégrale de bord 3 bord

vaut 1 , admet alors une section globale. [Mé&thode : on associe & toute  une
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famille de transversales, par exemple les trajectoires orthogonales pour une mé-
trique riemannienne choisie une fois pour toutes, puis & x = (Xo,t) € M x [0,1]
on associe le point y de la trajectoire issue de x¢ défini par

o[ a-e 2

Xo Xo
I1 résulte de ceci que 1'application P 5 relé&ve les chemins. Bien plus, il

en résulte que ga est homéomorphe au produit 92 x & , oll 92 est le sous-groupe
de 5) laissant dp 1invariante ; i? 8tant contractile (il s'identifie & 1'espace
des chemins d'origine idM dans Diff M ), la connexité de & est équivalente 3
celle de 7.

b) Le cas sans bord : V fibré sur S?

Lemme (Moser [8]).— Soit & L'espace des 1-formes fermées non singuliéres sur V
(3V = @) . Sotent we€ & et %€ V ; on note g; le sous-groupe de Diff V formé
des éléments qui fixent x,. A tout o' € & asseg votsin de w et cohomologue d

w on peut associer continuement g, € g&o tel que gw,*w = ', et que gw=:idv .

Ce lemme (qui permet de relever en une isotopie tout chemin ne sortant pas

d'une classe de cohomologie) se prouve ainsi : on associe 3 tout ' un champ X
transverse ; en fait, ' étant proche de ® on peut choisir X constant et trans-
verse 3 w ; on obtient un germe de difféomorphisme transportant w sur ' en

associant 3 tout x proche de xo le point y de sa trajectoire défini par
y X

J o' = ® . Cette formule s'écrit aussi

Xo Xo y X
Jm' = J (w-w")
X Xo

Sous cette forme elle a un sens global et définit un difféomorphisme d&s que '
est assez proche de w (et, bien siir, cohomologue a3 w ). O

Le théordme de Laudenbach et Blank s'énonce ainsi :

THEOREME.— Soient V une variété compacte de dimension 3, ® et ' deux formes
fermées non singuliéres sur V [tangentes & 03V le cas &chéant]. Alors pour que
w et w' solent isotopes Il suffit qu'elles soient cohomologues.

D'aprés ce qui précéde, cet &noncé a un contenu non vide dans les cas a) et
b) ci-dessus.

Dans le cas a), il équivaut 3 la connexité de 1'espace de toutes les différen-—
tielles de fonctions sans point critique sur M x [0,1] admettant M x {0} et
M x {1} (dans 1'ordre) pour surfaces de niveau. Ou (c'est &quivalent) 3 la conne-
xité de cet espace de fonctions ; ou encore 3 la conmexité du groupe des pseudo-
isotopies de M .

Dans le cas b), il &quivaut au fait que l'espace de toutes les formes fermdes

non singuliéres ayant une classe de cohomologie donnée est connexe ou vide.
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§ 3. Les théorémes d'isotopie de Waldhausen. Applications : pseudo-isotopie

des surfaces, isotopie des formes rationnelles

On supposera dans ce paragraphe que toutes les variétés considérées sont
orientables (bien que les th&or2mes énoncés restent vrais, avec quelques restric-
tions, dans le cas non orientable). On rappelle qu'une sous-variété M d'une
variété est dite propre si oM =M N oV .

DEFINITION 1.— Une 3-variété V est dite irréductible si pour toute sous-variété
T difféomorphe @ S2, V - % a deux composantes, et l'adhérence de l'une d'elles
est difféomorphe & D3 [bridvement : "toute 2-sphére plongée borde une boule'l.
DEFINITION 2.— Une surface M non difféomorphe & S2 , proprement plongée dans
une 3-variété V est dite incompressible s? l'application induite T4 (M) — (V)
est injective. S'il existe dans V wune surface incompressible, on dit que V est
"suffisamment grande'.

Exemples.— 1) R2® , S2 sont irréductibles : c'est le '"théoréme de Schonflies"
démontré en fait par Alexander dans le cas PL (et Morse dans le cas différen-
tiable).

2) Si V est fibré sur S' , et si la fibre M est une surface de genre 2> 1 ,
alors V est irréductible et "suffisamment grande". En effet, le revétement uni-
versel V de V est difféomorphe 2 R3 ; les reldvements d'une 2-sph@re plongée
dans V sont, deux 3 deux, disjoints et extérieurs, donc la restriction a 1'"in-
térieur" de chacun d'entre eux de la projection V » V est un plongement ; et
d'autre part la suite exacte d'homotopie montre que chaque fibre est une surface

incompressible.

THEOREME (Waldhausen [15] ; cf. [5] pour un exposé contenant le cas non orientable).—
Soit V une 3-variété orientable irréductible "suffisamment grande”.

1) Soient M et M' deux sous—variétés propres compactes incompressibles de
Vi st M et M' sont proprement homotopes, elles sont isotopes.

2) Tout difféomorphisme de V proprement homotope 4 1'identité est isotope a
1'identité.

La démonstration est fondée sur 1'existence, sur toute 3-variété irréduc-

tible suffisamment grande, d'une "hiérarchie", résultat dii a W. Haken. Une hidrarchie

est une suite de sous-variétés (& bord) :
VoVy oV >D ... 2 Vn D Vngq

et de surfaces incompressibles Mj; <« Vi (i = l,...,n) (les "murs") telles que

Visg

soit réunion disjointe de boules anguleuses.

soit 1'adhérence de [V; - (un voisinage tubulaire de Mj )] , et que Vn44

Pour le 1), on se raméne 3 une situation de h-cobordisme par une isotopie de

disjonction de M et M' , composée d'isotopies données par 1'irréductibilité de V .
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Pour le 2) on construit d'abord une isotopie mettant en place les murs d'une
higrarchie. Dans la catégorie PL (oli travaille originellement Waldhausen) on
termine par le théoréme d'Alexander (valable en toute dimension) : le groupe des
automorphismes d'une structure PL du disque fixant le bord est connexe (il est
méme contractile). Dans la catégorie DIFF , on termine en utilisant' le théoré&me
de [ 1] : Diff D® est connexe ; ce théor&me est d'ailleurs &quivalent au cas

M = S2 de l'alinda qui suit.

APPLICATION 1 ("th8oréme de pseudo-isotopie pour les surfaces").— Pour toute sur-—
face orientable M , le groupe f? des difféomorphismes de M x [0,1] fizant
M x {0} est connexe.
Forme équivalente (cf. § 2).— L'espace des 1-formes fermées non singuliéres, tan-—
gentes au bord, sur M x [0,1], est connexe.

[Compte tenu du 2) du théor&me de Waldhausen, il suffit de remarquer que tout
g € P est proprement homotope & 1'identité. Or si p désigne la projection
Mx [0,1]1-»[0,1], g estproprement homotope & 1'application (x,t) — (p°g(x,t),t) ,
qui s'identifie 3 un chemin d'origine 1'identité dams 1'espace des applications
M-M.]

APPLICATION 2 (Kupka et Ngo Van Qué [31).— S w et ' (fermées, non singuliéres,

cohomologues sur V de dimension 3 ) sont ratiomnelles, elles sont isotopes.

Démonstration.— Quitte dmultiplier w et ' par A €R - {0} , on peut les sup-—
poser i périodes enti&res. Soient p et p' 1les applications V - 87 associées
4 w et ' par intégration 3 partir d'un méme point xo € V . Ce sont des fibra-
tions (cf. § 2) ; on note p~1(0) = M, de méme M' . Les applications p et p'
sont homotopes : elles sont en effet jointes par le chemin |8 correspondant au
chemin lin&aire qui joint w & «' (mais en général P, n'est pas une fibration).
a) Si M est difféomorphe 3 $2 , il en est de méme de M' ; V est difféomorphe
4 S2 x S' . Or deux sphéres M et M' plongées dans S2 x S et n'y bordant pas
de disque, sont isotopes. [On montre 1'isotopie de M & S2 x {0} ; pour cela, on

disjoint M par isotopie de §2 x {%} , puis on applique dans S2 x (87 - {%}) s
identifi& 3 R3 - {0} , le théoréme de Schonflies.] On peut donc supposer M' =M ;

il reste 3 appliquer mwo(Diff D2) = 0 (ou, ce qui revient au méme, le théordme de
pseudo~isotopie pour D2 ).
b) M # S2
Les applications my(M;xe) — m1(Vixo) et mwq(M';xo) — mq(V;xo) ont méme
image (c'est le noyau de la méme fléchevers Z ) ; or ce sont des injections. D'oll
un isomorphisme f, rendant commutatif le diagramme :
4y (M3%o0)
f*l“ e ™ (V3x0)
™1 (M'5%0)
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M et M' sont donc des surfaces de méme genre ; de fagon plus précise, un théo-
réme de Mangler [7] fournit un difféomorphisme f : (M,x0) — (M',xo) réalisant
fy . Une théorie d'obstructions (facile dans ce cas car V et M ont tous leurs
mj nuls pour i > 1 ) montre que f est homotope & 1'application identique

M & V., Le 1) du théoréme de Waldhausen permet alors de se ramener par isotopie
au cas oi M = M' . Par une petite isotopie, on fait coincider les deux fibrations
au voisinage de M . On "ouvre" alors V 1le long de M et il reste 3 appliquer

a Mx [0,1] le théoréme de pseudo-isotopie. O

Remarque.— Le cas rationnel constitue en fait le '"cas général" lorsque M ™ §2 ,
puisque toute forme sur S2 x S?' est rationnelle ; dans le § suivant, M sera

donc toujours de genre =1 .

§ 4. Le cas de deux formes irrationnelles (3V = @)

Soient w; et wz fermées non singulires cohomologues ; s'il existe un
champ X (positivement) transverse 3 ®; et 2 , il résulte du lemme de Moser
(§ 2) qu'elles sont isotopes : le chemin linéaire tws; + (1-t)wz , t € [0,1]
reste en effet dans la méme classe de cohomologie, et toutes ces formes sont non
singuliéres parceque possé&dant un champ transverse (3 savoir X ).

Le principe de la démonstration de Ngo Van Qué et Roussarie est de se ramener
3 ce cas. Soient ) et 4 deux formes (fermées non singulidres) rationnelles
cohomologues apptochant respectivement w; et w2 d'assez pré&s pour qu'il existe
un champ X4 (resp. Xz ) transverse commun 3 1 et ) (resp. wz et wd )
[cf. lemme 1]. D'aprés le § 3, il existe une isotopie tramnsportant w) sur i ;
cette isotopie transporte w2 sur 82 cohomologue 3 wq , et X2 sur un champ
X. transverse commun 3 ®} et 3 &2 . Le lemme principal de [8 ] qui d'aprés ce

qui précéde achdve la preuve est le suivant :

(x) Soit une fibration V - 81 . Soit w une l-forme fermée non singuliére sur
V telle qu'il existe un champ X transverse commun & la fibration et 4 w . Alors
quel que soit le champ Y transverse & la fibration, il existe une isotopie de V

transportant w sur une forme transverse 4 un champ arbitrairement voisin de Y .
Ngo Van Qué et Roussarie prouvent (%) en trois E&tapes.

lére étape (indépendante de Y ). M &tant une fibre de V choisie une fois pour
toutes, il existe une isotopie de V le long des trajectoires de X mettant
en bonne position par rapport 3 M au sens suivant : le contact de M et w a
lieu en un nombre fini de points selles, et le long d'un nombre fini de cercles
(en chacun desquels le contact est transversalement quadratique).

Remarque (essentielle pour la troisi®me &tape).— Les cercles de contact sont tous

=

non-homotopes & zéro sur M , autrement dit ne bordent pas de disques sur M .
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(Car sinon, il y aurait un disque minimal, et sur un tel disque le feuilletage in-
duit par ® aurait au moins un centre.)

On commence par mettre ® en position générale par rapport & M , c'est—a-dire
telle que le contact se fasse en un nombre fini de points de Morse, selles et cen-
tres, au plus un contact par feuille de ® . Il faut soit faire disparaitre les
centres, soit les "remplacer' par des cetcles de contact.

Soit a un centre ; prés de a , les feuilles de w|M sont des cercles C
"concentriques" ; leur réunion est un disque ouvert dont 1'adhérence, notée Eq ,
contient sur son bord, noté€ Cq une selle b ; E4 est soit un disque anguleux

(cas 1) soit un "anneau pinc&" (cas 2)

Cas 2

Chaque Ct (pour t < 1) borde dans sa feuille un disque Dt dont la limite D4 a (parce
qu'il existe un champ transverse commun) la méme forme, disque anguleux ou anneau pincé,
que le E4, correspondant. Onmet D4 enposition générale par rapport a la fibration.
Outre C4 (qu'on n'a pas bougé), M N D, se compose alors d'un nombre fini de
cercles Pj , le long desquels 1l'intersection est transversale, puisque D; n'a
pas d'autre contact avec M que b . Les cercles Fj sont ordonnés par 1'inclu-
sion des disques Aj qu'ils bordent sur D, . Soit j tel que Fj soit minimal
en ce sens, soit H. le disque bordé par Fj dans M ; H. U A. borde une boule
anguleuse Bj "3 deux faces'", réunion d'arcs de trajectoires de X entrant par
une face et sortant par 1'autre. Dans ces conditions, on peut construire un disque
Ai s, proche de Aj 3 1'extérieur de Bj s, se raccordant 3 M le long de Pj

proche de Fj , tel que mIAi soit un feuilletage par cercles concentriques, i.e.
ayant pour seule singularité un centre ; puis une isotopie @ 1le long des trajec-—
toires de X , amenant A3 sur le disque Hi bordé par TI'! . L'isotopie ® trans-
forme  en une forme pour laquelle Fj (et toutes les composantes éventuelles

de Hj N Dy ) sont éliminées ; le nombre total de points de contact de M avec
ne peut pas augmenter dans l'op&ration, puisque /M n'est modifié que sur Hj ,

et qu'aprés modification il n'y a sur H} qu'un point de contact (or il y en avait
au moins un). [S'il se trouvait que Hj D Eq , on n'en effectuerait pas moins

1'isotopie ® : a et b se trouveraient du méme coup &liminés. Ce cas de figure
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morceaux de Dy

est en fait exclu ici par 1'existence du champ X , transverse commun 3 ® et 3
M ; par contre on le rencontrera dans la 3&me &tape.]

On peut donc supprimer de proche en proche tous les cercles Fj . Compte tenu
de 1'existence du.champ X transverse commun, il ne reste que les deux cas de

figure suivants :

Dans le premier cas, dit "de Smale'", il est connu qu'on peut supprimer a et
b par une isotopie construite de fagon analogue 3 @ ci-dessus. Dans le second

cas, le méme procédé conduit 3 un cercle de contact.

28me étape. Quitte 3 "perturber Y ", c'est-i-dire le remplacer par un champ arbi-
trairement voisin, on modifie w par isotopie pour la rendre transversale 3 un
arc de trajectoire de Y d'origine dans M , d'extrémité son premier retour dans
M . On peut réaliser cette isotopie en laissant stable chaque fibre ; 1l'acquis de
la lére &tape est donc préservé. On va montrer un peu plus : soit xo € M, on va
construire une isotopie de V qui envoie l'arc de trajectoire de X (&ventuel-
lement perturbé&) entre Xp et son premier retour sur 1l'arc analogue relatif 3 Y
(éventuellement perturbé).

Les trajectoires de X dé&finissent une application o : M xR » V , bijective
sur M x [0,1[ ; 1'application p4 : x +— p(x,1) est le difféomorphisme 'de pre-
mier retour" de M pour le champ X . L'arc de trajectoire de Y partant de =xo

jusqu'3d son premier retour se rel&ve en un arc de M x [0,1] noté (xt,t) . On
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perturbe Y pour que la trajectoire issue de Xo mne se referme pas au ler tour,
i.e. pPq(x4) # X0 . Puis on perturbe X pour que p1(xt) $#% , Vtelo,1].
Soit  une isotopie de M telle que wt.xo =X vt € [0,1] ; on choisit en
plus Wy pour que son support (i.e. la réunion des supportsdes U, ) soit un petit
voisinage de la réunion des X, et que le support de wt pour t petit soit
contenu dans un petit voisinage de xo . Alors le diff&omorphisme de M x [0,1]
défini par : (x,t) +— (wt.x,t) peut s'étendre en un difféomorphisme de

M x [-g,1+€] respectant les feuilles, de support K contenu dans M x ]-g,l+e[
et assez petit pour que pPI|K soit injective ; cette isotopie descend dans V et

y fait le travail voulu. Sur la figure (schématique) ci-dessous, K est hachuré.

1

"'.M'ﬂg

N

/
N
18y

i

N
u
A

38me &tape. On modifie « par une isotopie laissant fixe M pour la rendre trans-
versale 3 Y .

On commence par rendre w transversale 3 Y au voisinage de M : le classique
lemme d'isotopie des voisinages tubulaires permet de transporter X sur Y au voi-
sinage de M , en laissant fixe M , ainsi que la trajectoire commune 3 X et Y
obtenue 3 la 2&me E&tape.

On oublie désormais X ; on travaille entiérement sur V ouvert le long de
M , qu'on identifie & M x [0,1] par les trajectoires de Y ; les segments
{x} x [0,1] seront appelés les "verticales" ; ® sera n'importe quelle forme fermée
sur M x [0,1] , vérifiant la condition de bon contact de la l&re &tape non seule-
ment avec M x {0} et M x {1} , mais avec tout M x {t} , t <€ ou t=>1l-g.
En plus, w est transversale & {xo} x [0,1] et est transversale aux verticales
sur M x ([0,e] U [1-g,1]) . Toutes les isotopies qu'on va faire auront leur sup-
port dans M x Je,1-el .

On recouvre M par les intérieurs d'un nombre fini de disques Ai . On sup-

pose :
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1) que les Ai sont assez petits pour que, pour chacun d'eux, le feuilletage
induit par ® sur Ay x [0,1] posséde
% deux "disques de sdcurité&" (i.e. deux
1 / @ feuilles qui sont des disques dont le

2 !
/ ‘ bord est dans la surface latérale

1-€ ! ' E)Ai x [0,1] ), 1'un dans A, x [0,el ,
1'autre dans A.1 x ]l-g,1] .

2) que xo0 € Ay , et que A, est assez
petit pour que  soit transversale aux
verticales de A4

€
/ 2 3) que pour tout i > 1,
0 Ai/ — BA]._ n@asu...u Ai—1) est non vide,

réunion d'un nombre fini d'arcs, éven-
tuellement 8Ai tout entier.

Supposant @ d&ji transversale aux verticales de A, U ... U Ai—1 , on cons-
truit une isotopie respectant tout 1l'acquis, qui réalise la transversalité& aux

verticales sur 8Ai , puis sur Ai . L'outil essentiel est le lemme suivant :

(xx) Les hypothéses sur w é&tant celles précisées au début de 1'étape 3, soit
N une surface compacte (d bord), connexe ou non, plongée dans M , telle que
sott transversale aux verticales de N . Soit L unm arc sans point double joignant
(transversalement & ON ) deux points de ON dans le complémentaire de N . On
suppose que le feuilletage induit par ® sur L x [0,1] posséde deux arcs de sé-
curité, L'un dans L x [0,el , l'autre dans L x 1l-€,1] . Il existe alors une iso-
topie de M x [0,1] , de support disjoint de M x ([0,e] U [l-g,1]) et de
N x [0,1] rendant w transversale ¢ L x [0,1] .

Démonstration de (%x).= Supposant que le feuilletage induit par ® sur L x [0,1]
/ a des singularités, on va les sup-
primer. Compte tenu de la trans-—

Mx {1} L._/

D

versalité de w a 9L x [0,1] ,
ces singularités, aprés mise en
position générale, se composent
d'un nombre &gal de centres et de

selles situés entre les deux arcs

TT T T 7 T 7T

de sécurité. Par minimalité, il y
Y a au moins un couple centre-selle

\‘ (a,b) du type 1 de 1'étape 1 ;

‘ - comme 3 1'é@tape 1, on note C,
k L LJ les cercles concentriques du feuil-

letage de w|L x [0,1] autour de

=z
2

Mx {0}
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a , jusqu'a C; , cercle anguleux en b . Chaque Ct borde un disque Dt dans sa
feuille, D; est anguleux en b . Aucun Dt ne rencontre N x [0,1] , car il en
est ainsi pour t petit ; il y aurait donc un plus petit t tel que cette ren-—
contre ait lieu : il y aurait contact, c'est impossible puisque le feuilletage
induit par ® sur ON x [0,1] est sans singularité. D'autre part (et c'est ici
qu'intervient de fagon essentielle la condition de bon contact réalisée 3 1'&tape
1), aucun Dt ne rencontre M x {e} (i M x {l-e¢} ). En effet, comme ci-dessus,
il devrait se produire une premidre rencontre pour un certain t ; un tel contact
ne peut avoir lieu ni en un point selle, ni le long des cercles de contact, car
ceux-ci, qui sont non—homotopes & zéro, ne peuvent se trouver sur un disque.

On met alors D4 en position générale par rapport 3 L x [0,1] ; 1'intersec-
tion se compose d'un nombre fini de cercles Fj , plus éventuellement (circonstan-
ce qui ne pouvait se produire dans 1'étape 1 3 cause de l'existence du champ trans-
verse commun) le 28me cercle anguleux en b du feuilletage induit par w sur
L x [0,1] ; on note ce cercle C} . On choisit un Fj minimal sur D4 , il borde
sur D4 un disque Aj , sur L x [0,1] un disque Hj B Hj u Aj borde une boule
anguleuse située dans la région permise ; on supprime Fj s et éventuellement
d'autres composantes Fk (et méme é&ventuellement a et b !) par le méme procédé
qu'd 1'étape 1. On supprime ainsi de proche en proche tous les Pj . S1 Dy ne

contient pas C} , on est alors en situation de Smale, et on supprime a et b .

Gl
No+—— b

)

Si D, contient D} , deux cas sont a priori possibles.

ler cas 28me cas

Dans le premier cas, C} donne lieu & une figure "de Smale" : on peut sup-
primer C}; (en méme temps que b et au moins un centre autre que a ).
Le second cas, dit du "champignon" est exclu parce qu'on a préalablement

supprimé les F} (voir sur la figure un inévitable cercle I'!).

Application de (xx). Supposons que la partie de BAi qui se trouve hors de

Ay U ... U Ai—1 soit réunion d'arcs disjoints L4,...,Ln , et que w soit déja
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transversale aux verticales de L, U ... U Lk—1

. On applique alors (*x) pour rendre

. On prend pour N un petit voisi-

nage de A4 U ... U Ai— UL, U ... UL

1 -1

transversale 3 Lk x [0,1] . I1 reste a iendre © transversale aux verticales de
L > ce qui est une application immédiate du lemme facile suivant : "si W est
une variété & bord pour laquelle le théoréme de pseudo-isotopie est vrai, alors
tout champ sans singularité sur W x [0,1] , transversal &8 W x {0} et W x {1},
transversal aux "horizontales" (i.e. les W x {t} ) sur le bord, peut &tre isotopé,
sans bouger le bord de W x [0,1] , en un champ transversal aux horizontales". On
applique ce lemme & la partie de L * [0,1] située entre les deux segments de
sécuritd, identifiée & [0,1] x [0,1] par un difféomorphisme envoyant les feuilles
de ® sur les horizontales ; le lemme s'applique parce que le théordme de pseudo-
isotopie est vrai pour le segment (ce qui &quivaut & To(Diff D2) = 0 ). On rend
ainsi w transversale auxverticales de aAi . La partie de A.1 x [0,1] située
entre les deux disques de sécurité peut alors &tre identifiée & D2 x [0,1] par
un difféomorphisme envoyant les feuilles de w sur les disques horizontaux. Pour
rendre ® transversale auxverticales de Ai , on applique le lemme ci-dessus avec
W = D2, ce qui est légitime puisque le théoréme de pseudo-isotopie est vrai pour

D2 (ce qui &quivaut 3 Tmo(Diff D3 =10 ).

§ 5. Remarques finales

Outre le cas rationnel, divers cas particuliers du théoréme &taient connus :
V = T2 (Rosenberg et Roussarie [10]), V = M x 8' (Roussarie [11]), V fibrée
en tores (Kupka et Ngo Van Qué [3]). Les méthodes de démonstration, notamment dans
[10], sont proches de celles exposées au § 4. En particulier, elles ont en commun
de se ramener au cas de la boule, i.e. & Tmo(Diff D3) =0 .

A 1'opposé, la démonstration originelle de Laudenbach et Blank [6] prend le
probléme "a zéro". Elle consiste 3 mettre les deux feuilletages en position géné-
rale 1'un par rapport i l'autre, de sorte que leur contact se fait le long d'un
nombre fini de courbes. On supprime une 3 une celles de ces courbes le long des-
quelles le contact est négatif, et on termine par le lemme de Moser. La démons-—
tration de mo(Diff D3) = 0 que l'on peut en extraire, quoique encore difficile,
1'est moins que la démonstration originelle de [ 1] ; 3 noter que cette derniére
est spécifique au cas de la sphére (ou de la boule) : c'est une version 3 | para-
métre du théoréme de Schonflies.

La démonstration donnée ici pourra sans doute &étre encore simplifiée, et il
est vraisemblable qu'on trouvera des démonstrations de caractére plus analytique.
Mais il ne faut pas s'attendre & une démonstration trop simple ; le théoréme ana-
logue est d'ailleurs faux en grande dimension : Laudenbach a donné les premiers

contre-exemples dans [4] ; ils proviennent des obstructions de K-théorie algébrique
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au théoréme de pseudo-isotopie pour les variétés non simplement connexes (théorie
de Hatcher-Wagoner—Igusa). De méme on s'&tonnera moins de la difficulté du passage
du cas rationnel au cas irrationnel, si 1l'on sait que sur des tores de dimension
assez grande, il existe des formes non linéarisables qui sont limites de formes
lin8arisables par isotopie, de sorte que le quotient de 1'espace des formes fermées

non singulidres par la relation d'isotopie n'est pas un espace séparé (Sikorav

[13D).
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