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Séminaire BOURBAKI 571-01
33e année, 1980/81, n° 571 Février 1981

LE THEOREME DE BRILL-NOETHER
[d'aprés P. Griffiths, J. Harris, G. Kempf,
S. Kleiman et D. Laksov ]

par Georges MALTSINIOTIS

Introduction

Soient k wun corps algébriquement clos de caract@ristique quelconque, C une
courbe projective, lisse, connexe, de genre g sur k , D un diviseur de degré d

de C . Un probléme classique est de déterminer
ho(D) = dim(H°(0c(D))) = dim(L(D))
ol Oc(D) est le faisceau inversible associé au diviseur D et
L(D) = {£f : £ fonction méromorphe sur C tel que D+div(f) = 0}

ou la dimension r(D) de 1'espace projectif |D| des diviseurs positifs lindaire-
ment &quivalents & D . Vu que |D| «=2PP(L(D)) ona r(D) = ho(D) -1 . Il est clair
que si d <0, ho(D) =0 ; on s'intéresse donc au cas d =2 0 et on remarque que
dans le cas particulier oi d = 0, hOo() =1 si D est linérairement équivalent
au diviseur 0 et hOo(D) = 0 sinon.

Les premiers renseignements sur h°(D) sont donnés par la formule de Riemann-
Roch :

ho(D) =d - g + 1 + ho(K-D)
oli K est un diviseur canonique sur C . On rappelle que hO(K) = g et que le
degré de K est 8gal 3 2g-2 . Si d > 2g-2 on obtient donc que :
ho(D) =d-g+ 1.

Ces renseignements nous permettent d'&lucider enti&rement le probléme si
g =0,1 :

Si g=20 ho(D) = sup{0, d+ 1}

Si g=1 et d#0 ho(D) = sup{0,d} .

On suppose donc désormais que g > 2 et que 0 <d <2g-2.

Si 0<d<g-1, 1'image du module C(d) des diviseurs positifs de degré d
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de C dans la jacobienne J de C &tant un fermé distinct de J , si la classe
de D dans J est "générale" hOo(D) = 0 . De méme si g-1<d £ 2g-2 1la formule
de Riemann—Roch implique que si la classe de D dans J est "générale" (donc aussi
celle de K - D dont le degré est compris entre 0 et g-1) alors

ho (D) =d - g + 1 . Donc dans les deux cas :
ho(D) = sup{0,d-g+1} .
On dit qu'un diviseur D est spécial si
ho(D) > supf{0,d-g+1}

(cette inégalité implique que 0 <d <2g-2 ) ou, ce qui est &quivalent, si
ho(D) # 0 et hOo(K-D) # O . En particulier si le diviseur D est spécial il existe
un diviseur positif linéairement &quivalent & D . Si on s'intéresse donc aux classes
de diviseurs spéciaux on peut se limiter & 1'&tude des classes de diviseurs spéciaux
positifs. Si D est positif dire qu'il est sp&cial &quivaut 2 dire que hO(K-D) # O
ou encore qu'il est majoré par un diviseur canonique.

On se pose la question de savoir quelles sont les classes de diviseurs spéciaux
qui existent sur C et "combien il y en a". Plus précisément si pour d ,
0<d<2g~-2 et r, sup{0,d-g+1} <r , on pose

ci-me ¢D oy s = pec?® iy 21

et on note Wg 1'image de Cg dans la jacobienne, on se pose la question de savoir

T . . .
quand est-ce que Wd est non vide et quelle est, dans ce cas, sa dimension. (On re-

marque que la formule de Riemann-Roch montre immédiatement que 1'automorphisme de
la jacobienne qui associe 3 la classe d'un diviseur D 1la classe du diviseur K-D

r-d+g-1 ).

. . . . r
induit un isomorphisme de Wd sur w2g—2—d

On a une réponse immédiate & ces questions dans le cas oi r = sup{0,d-g+ 1}
(dans quel cas Wﬁ est 1'ensemble des classes de tous les diviseurs spéciaux de

degré d ). En effet dans cecas si 0<d<g-1, wE

W% est 1'ensemble des

d d
classes de tous les diviseurs positifs de degré d donc est irréductible de dimen-
. . r _.d-g+l . o
sion d et si g-1<d<2g-2, Wd = Wd est isomorphe a WZg-—Z—d donc

irréductible de dimension 2g-2-d . Donc si r = sup{0,d-g+1} WE est irré-
ductible et

dim wz = inf{d,2g-2-d} .

Dans le cas général le théoréme de Clifford donne une réponse partielle 3 la
premiére question :

si r > d/2 alors WE =0

qui est dans un sens la meilleure car si C est une courbe hyperelliptique, et
0<d<2g-2, sup{0,d-g+1} <r <d/2 alors W; # @ . D'autre part une géné-

ralisation facile du théor@me de Clifford montre que si 0 <d <2g-2 et
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sup{0,d-g+1} <r <£d/2 , alors dim WE <d - 2r , 1'égalité &tant atteinte pour

une courbe hyperelliptique ce qui donne une réponse partielle 3 la deuxiéme ques-
tion, et ré&sout entidrement le probléme pour g = 2 .

Mais pour g 2 3 les courbes hyperelliptiques sont "exceptionnelles" et on
peut se poser les mémes questions en supposant la courbe C 'générale". Brill et
Noether [5] ont affirmé que si C est une courbe générale de genre g, g=2,

alors Wz est non vide si et seulement si g - (r+1)(g-d+r) 20 et qu'alors

dim Wg =g-(r+1)(g-d+r)

(conjecture de Brill-Noether). En fait, leur démonstration semble prouver seulement
que (sans supposer que la courbe soit générale) toute composante irré&ductible de
Wz est de dimension supérieure ou &gale 3 g - (r+1)(g-d+r) (ce qui ne prouve
pas que wg est non vide si g - (r+1)(g-d+r) 20).
Actuellement la conjecture de Brill-Noether a &té entiérement démontrée grice
aux travaux de Kleiman-Laksov, Kempf et Griffiths-Harris et on dispose du th8oréme
suivant :
THEOREME.— Soient C une courbe projective, lisse, connexe, de genre g, g=2,
sur un corps algébriquement clos k , d et r deux entiers tels que 0<d<2g-2
et sup{0,d-g+1} <r . Alors

(i) Sz r >d/2, Ws est vide. 5S¢ r £d/2 , toute composante irréductible de
Wz a une dimension supérieure ou égale @ g - (r+1)(g-d+r) et inférieure ou
égale ¢ d-2r , pour r = sup{0,d-g+1} , W; est irréductible et de dimension
g - (r+1)(g~d+r) =d-2r = inf{d, 2g-2~-d} et pour d/2 2r > sup{0,d-g+1} ,
WZ a une conposante trréductible de dimension d-2r si et seulement st C est
hyperelliptique.

(ii) 82 g- (x+1)(g-d+xr) 20, WZ est non vide.

(iii) Il existe un ouwvert dense U de Mg (module des courbes de genre g ) tel
que st l'image de C dans Mg est dans U alors :

a) dim W(r1 = supf{~l,g-(r+1)(g-d+r)} ;

b) si g- (r+1)(g~d+r) 20 la classe fondamentale w5 de W. dans la coho-

d d
mologie de la jacobienne de C est donnée par la formule :
r .
r _ i! (r+1) (g—d+r)
M Vg = H) G-d+r+DT°
o 0 est la classe du diviseur théta ( 0 est la classe fondamentale de W°_, ).

g-1
La partie (i) du théoréme est déja essentiellement démontrée dans la littéra-

ture classique mais une présentation moderne et rigoureuse est donnée par H. Martens
[20]. La partie (ii) est restée longtemps conjecturale. Elle a &t& démontré&e pour
r=sup{fO,d-g+1} +1 et k=0T par T. Meiss en 1960 [27] et Gunning en 1971
[10] par des méthodes différentes. Le cas général a &té démontré indépendamment par

Kempf et Kleiman-Laksov en 1971 [11], [14], [15] M 116 démontrent que si

(1) Fulton et Lazarsfeld ont récemment démontré ce méme résultat par une méthode
différente.
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il e(r+1) (g—d+r)

r
g - (r+1)(g-d+r) 20 alors la classe de cohomologie H} W

est "portée" par WS ce qui implique que Wg est non vide, et que si

dim W; =g-(r+1)(g-d+r) alors on a 1'8galité (1) du théoréme.

La partie (iii) a) a &té démontrée pour r = sup{O,d-g+1} +1 et k=10
par R. Lax [18], en 1974, qui s'appuie sur les travaux de Meis [27], pour
r = sup{0,d-g+1} + 1 et k quelconque par H. Martens [21] en 1968 et Laksov
[16] en 1975 et récemment pour r = sup{0,d -g+1} + 2 par Arbarello et Cornalba
[1]. Dans le cas général le pas crucial a &té fait par Kleiman [13] qui développant
une id&e de Severi [30] utilise une méthode de dégénération de Castelnuovo [6] pour

ramener (iii) a) & la conjecture suivante :

Conjecture (Castelnuovo—Severi-Kleiman).— SoiZent d , g , & trois entiers tels que
d=21, g20, 0<£28<d, C une courbe rationnelle normale de degré d dans
¢ qui n'est contemue dans aucun hyperplan de ¢ . Alors l'ensemble des sous—espaces
projectifs de dimension L de ]Pd qui rencontrent g cordes données de C en
"position générale" est un fermé de la grassmannienne de dimension inférieure ou
égale 4

sup{-1, (A+1)(d-2) - gd-2-1)} .

Cette conjecture a &té démontrée par Griffiths-Harris [9], en 1979, et la con-
jecture de Brill-Noether (partie (iii) a) du théor&me) est ainsi enti&rement démon-
trée. Ils exposent &galement une méthode plus g@ométrique que celle de Kleiman pour
ramener la conjecture de Brill-Noether & celle de Castelnuovo-Severi-Kleiman. Enfin
ils affirment que pour une courbe "générale", W:l: n'a pas de composantes multiples
(du moins en caractéristique z&ro) pour sa structure naturelle de schéma, affirmation
qu'ils déduisent d'une forme plus fine de la conjecture de Castelnuovo-Severi-Kleiman.
Les détails de cette démonstration ne m'&tant pas entirement clairs, je ne parlerais
pas de ce point. En fait actuellement on sait -démontrer que pour une courbe "générale",

WS est réduit [1] et [8].

Une conjecture li&e 3 celle de Brill-Noether est la conjecture de Petri [28] :

571 C est "générale" et si D désigne un diviseur quelconque et K un divi-

seur canonique alors le "eup" produit

Ho @ H°(C,OC(D)) ®H°(C,OC(K—D)) I H°(C,OC(K))
est injectif.

On remarque que si D n'est pas un diviseur spécial, ou si D est un divi-
seur spécial tel que r(D) = sup{0,d(D) -g+1} 1l'injectivité de po est &vidente
(sans hypothése sur C ). Dans le cas général on démontre que si 1'image de D dans
la jacobienne est un point de Wg - WEH , 1l'espace tangent de Zariski de Wz en ce
point est égal a (Im(uo))'l‘ . Par conséquent la conjecture de Petri est Equivalente
3 la conjonction de la conjecture de Brill-Noether et de l'assertion (conjecture de

Mayer) :
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. . 5 +1 2 . . .
57 C est "géndérale" Wg est formé de 1l'ensemble des points singuliers de
r

Wd.

La conjecture de Mayer a &té démontrée pour r = sup{0,d-g+1} + 1 par
Martens [21], et Arbarello et Cornalba [1] ont démontré directement la conjecture de
Petri pour r(D) = sup{0,d(D)-g+1} + 2 (c'est ainsi qu'ils ont démontré Brill-
Noether dans ce cas). D. Gieseker [8] vient de démontrer la conjecture de Petri dams
le cas général en utilisant les méthodes de Griffiths-Harris.

Au § 1 on expose quelques préliminaires, au § 2 on donne une démonstration com-—
pléte de la conjecture de Castelnuovo-Severi-Kleiman, au § 3 on résume de fagon in-
formelle les propriétés des courbes de Castelnuovo et au § 4 on expose bri&vement
1'idée de la méthode de Griffiths-Harris pour ramener la conjecture de Brill-Noether

3 celle de Castelnuovo-Severi-Kleiman.

§ 1. Préliminaires

. . " . n
Soient n un entier, n =1, C wune courbe irréductible dans P (un sous-
schéma fermé, irré&ductible de P" de dimension 1 ) qui n'est contenue (ensemblis-—

tement) dans aucun hyperplan de P .

On rappelle que le groupe des cycles Il-codimensionnels de C est le groupe

libre commutatif Z7(C) , engendré par 1l'ensemble des points fermés de C ,

.z1(c) =JZ(I) oi I=C-{n}, n étant le point générique de C , qui est muni
naturellement d'une relation d'ordre partiel et qu'on appellera simplement groupe
des cycles de C . Si
Z= z n,.p
pEC- {n}
est un cycle de C , pour tout point fermé p de C on note mp(Z) 1'entier n

et on pose
d(z) = z mp(Z)
p€C-{n}
Si C est lisse on rappelle que Z'(C) s'identifie canoniquement au groupe

ordonné de diviseurs de C .

Si H est un hyperplan de P" , on note C.H 1le cycle
Z = z n_.p
pec-{r} P
de C , ol pour tout point fermé p de C , np est la multiplicité d'intersection
de H avec C en p . Si A est un sous—espace projectif de P différent de P"
on note C.A 1le cycle de C défini par
C.A = inf C.H

H hyperplan de ik
AcH

Réciproquement si Z est un cycle de C on pose
Z = r] H

H hyperplan de iy
C.H=2Z
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On remarque immédiatement qu'on a Z < C.Z (si Z#P" )et C.AcA .

PROPOSITION 1.1.— Soient C une courbe projective, lisse, connexe sur k , D un
diviseur trés ample de C , o, : C < P%= [DI* (n = ho(D) -1) le plongement
correspondant et D' un diviseur positif de C . Alors (en identifiant C & son
image par @ dans ]Pn) on a dim(fr) =n - h°(MD-D') = h°(D) - h°(D-D') - 1 et
C.D' =D' + D" on D" est le diviseur de points fixes de ID-D'|l ( D" est la
borne inférieure de |D-D'| dans l'ensemble ordonné de diviseurs).

La démonstration (immédiate) de cette proposition est laissée au lecteur.

COROLLAIRE 1.2 (formule de Riemann-Roch g&ométrique).— Si C est de genre g ,

g = 3, non hyperelliptique et D = K est un diviseur canonique alors
ho(p') = d(D') - din(®") .
Démonstration.— Il résulte de la proposition que dans ce cas

dim(@") = g -1 -ho(X-D') et le corollaire est une conséquence de la formule de

Riemann-Roch.

COROLLAIRE 1.3.—~ 57 C est de genre 0 et D de degré d (d 21) alors n=4d
et
(i) si d(@') £d ona dim®dD") =d(d') -1 et C.D =D'

(ii) 82 d(@') >d on a F=]Pd .

§ 2. Démonstration de la conjecture de Castelnuovo-Severi-Kleiman

Dans ce paragraphe C dé&signe une courbe projective, lisse, connexe de genre

0, D un diviseur positif de C , de degré d , d =21, (qui est trés ample),
d

@, ¢ C —>P = |D|* 1le plongement correspondant. On identifie C 3 son image par
¢ - On se fixe un entier k, 0 <k <d, et on désigne par G la grassmannienne

G(k,d) des sous—-espaces projectifs de dimension k de ]Pd

. On se fixe un point
fermé p de C . Pour tout i, 0<1i<d, on pose Vi = (i+1)p , alors

dim(Vi) =i (corollaire 1.3) et V = est un drapeau dans ]Pd (le dra-

Vidogiza
peau osculateur de C en p ). Pour tout indice de Schubert

a = (aps@15++453,) » d-k2a02aq2...2a20

on désigne par oa(p) le cycle de Schubert Oa(V) dans G :
Oa(p) ={A€G:Vi, 0<i<k, dim(ANn (d-k+i-aj+1)p) = i} .
On pose par convention a_4 = d~k . Pour tout couple de points fermés q et T
(non nécessairement distincts) de C on désigne par Tt(q+r) le cycle de Schubert
= L - )
dans G , o V' = (Vi)OSiSd est un drapeau quelconque dans

]
%4-k-1,0,...,00V")
Pd  tel que V) soit la droite q+r (corollaire 1.3)

(g+zr) = fAEG: ANqQFT # @} .
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Lemme 2.1.— Soient q et r deux points fermés (non nécessairement distincts) de
C , distincts de p . Alors

(1) s o, (p) Nntlq+r) # 0 , ona a =0 ou a =1.

(ii) Pour tout A, A€ Ga(p) N t(q+r) et tout i, -1<i<k-1, ona

dim(A N (d-k+i-aj+l)p+q+71) 21i+1

Démonstration.— Remarquons d'abord que pour tout d' , 0<4d4'<d-1,

q+r Nd'p =@ . En effet, pour cela, il suffit de démontrer que q+r N (d-1)p =@ .
Or, s'il existait s appartenant &8 q+r N (d-1)p on aurait s # q (car q # p
implique que q € (d-1)p (corollaire 1.3)) et par conséquent q+r serait la

droite qui joint q et s et coome s € (d-1)p+q et q€ (d-1)p+q on

aurait q+r < (d-1)p + g ce qui est absurde (car r # p implique

q+r ¢ (d-1)p + q (corollaire 1.3)).

Cela &tabli, soit i, -1 <1i <k, et supposons d'abord que

€))] d-k+i-a;j+1=<d-1.

Alors ce qui préc@de montre que q+r N (d-k+i-aj;+1)p =@ . Par conséquent si
A€ Oa(p) N t(q+r) ce qui implique en particulier que AN q+r # @ , il existe
n telque NE€EANQG+r et N€ANT(d-k+i-aj+1)p donc

dim(A N (d-k+i-aj+1)p+q+r) 2dim(A N (d-k+i-aj+1Dp) +12i+ 1 (car

A€ Oa(p) ). Cela démontre 1'assertion (ii) dans la cas oll 1'inégalité (1) est vé-

rifiée et montre que pour i = k 1'inégalité (l) est impossible si
oa(p) Nt(qg+r) # § ; donc dans ce cas d-k+k-ag+1>d-1 c'est-a-dire ap < 2
ce qui démontre l'assertion (i).

Reste 3 démontrer (ii) pour i, -1<i<k-1, tel que d-k+i~-aj+1>d~-1.

Mais alors (d-k+i-aj+l)p+q+r =P d (corollaire 1.3) donc

dim(A N (d-k+i-aj+DDp+q+r) =k >i+]l ce qui démontre le lemme.

Notation 2.2.~ Pour tout point fermé q de C et tout ip , -1 <ig <k , on
pose :

dim(A N (d-k+i-aj+2)p) 2i+1 -1 <£1i<ig

Wi (@) = {LEG: dim(A N (d-k+io-aj +2)p+q) 2 io+1

dim(A N (d-k+i-aj+1)p+q) =2 i+l ig i<k
Remarque 2.3.— On remarque que pour tout io , -1 < ip < k , tel que a1 < ag
—_— [«
on a Wio(p) = 03_1,30,...,:-110-1,...,ak._l(p)
Lemme 2.4.— Sotent q un point fermé de C et 1o, -1 <1io <k-1, et suppo-

sons que aj 4] = aj, - Alors Wi (@) € Wj 4+ 1(Q) .

Démonstration.— Soit A € wio(q) et démontrons que A € W-1°+l(q) . I1 suffit de
démontrer que :

1) dim(A N (d-k+i°—ai°+2)p) 2 ip + 1

et
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(2) dim(An(d—k+io+l—aio+1+2)p+q)Zio+ 1 +1

Or par l'hypoth&se A € Wj (q) comme i, + 1<k ona

(3 dim(A n (d-k+io+T-aj +1+Dp+q) 2 io+ 1+ 1

On remarque que (2) est une conséquence immédiate de (3). D'autre part comme

3,41 = 31 » (3) implique que

dim(A N (d—k+io—ai_o+2)p+q) > io + 2
ce qui implique (1) (corollaire 1.3).

Lemme 2.5.— Soient q un point fermé de C différent de p et M€ Oa(p) tel
que :

dim(A N (d-k+i-a;+2)p+q) =i + 1 -1 i<k
Alors :

(1) 82 g >0, ALE Oa 1,80y . s8ko1 (P) = Oa—k,ag,...,ax_4 ®

(ii) ¢ a, =0, A€ —1g<k W (@) U gy aq, ... ak (P -
aj+1<aj

Démonstration.— Soit I = {i € [~1,k] : dim(A n (d-k+i-aj+2)p) < i} . L'ensem—

ble I n'est pas vide car k € I . Soit i, 1le plus petit élément de I . On a

(1) dim(A N (d-k+i-a;+2)p) =i+ 1 -1 <i<io .

Si ip = k on en déduit que A € 0a-1,ao,~-.,ak—1(p) .
On peut donc supposer que 1io € [~-1,k-1]

Par hypothé&se on a alors

(2) dim(A N (d-k+io-aj +2)p+q) 2 io + 1

et par définition de i, on a

(3) dim(A N (d-k+ig-a;,*+2)p) < io .

On remarque d'abord que comme iy < k , 1'inégalité (3) implique que

(d-k+ig- aj + 2)p ? ]Pd donc (corollaire 1.3)

(4) d-—k+i°—aio+25d

et en particulier dim(d-k+1ig- aj +2)p =d-k+ipg-aj +1 (corollaire 1.3) et

par conséquent (3) implique que d-k+ig- aj + l+k-d < i, donc
(5) aj, = 1.

D'autre part les indgalités (2) et (3) impliquent que

(An{d-k+ig-aj,+2)p+q) - (AN (@-kK+ig-a; +2)p) # 0 .

Soit donc t tel que

(6) t €A, tE(d—k+i°—aio+2)p+q et t¢_(d—k+io—aio+2)p

On remarque que tout sous-—espace projectif de ]Pd qui contient (d-Kk+ 1o - aj,* 2)p

et t , contient (d-k+ io—ai°+2)p+q et en particulier q (corollaire 1.3).
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On en déduit que

7 tgdp 0sd' <4 .
En effet il suffit de démontrer que t € dp . Or 1'inégalité (4) implique que
(d—k+io—ai°+2)p cdp donc si t appartenait a dp , q appartiendrait aussi

i dp ce qui est contraire 3 1'hypoth&se q # p (corollaire 1.3).

On d&duit de (6) et (7) que A ¢ dp et 1'hypothsse A € oa(p) implique que
AMc (d-ag+1)p . On en déduit que
8) a =0
ce qui démontre (i).

Soit i tel que ip < i<k . Alors d-k+i-aj+1 <d donc (7) implique

que t ¢ (d-k+i-aj+1)p . Or io < i implique que

d-k+i-aj+1 2d-k+io—ai°+2 donc (6) implique que t € (d-k+i-aj+1)p+gq
On déduit que

dim(A N (d-k+i-aj+1)p+q) 2dim(A N (d-k+i-aj+1)p) + 1

et comme 1'hypothé&se A € Oa(p) implique que

dim(A N (d-k+i-aj+1)p) > 1
on déduit que

9) dim(A N (d-k+i-aj+)p+q) =i+ 1 ig <i<k.

Alors (1), (2) et (9) impliquent que A € Wio(q) .81 ig=k-1, (5 et (8
impliquent que A € 1<L'J<k Wij(g@) . Si io <k =1 wvu que (3) implique que
-1<4
ai+1<ai

A€ Wio+1 » le lemme 2.4 implique que as +1 # aj, donc on a aussi A€ <U<k Wi (@)
i

. ~ . s as; <a.
ce qui démontre la partie (ii). 141581

THEOREME 2.6.— Soit g un entier, g =0 , et supposons k < d . Alors il existe
un ouvert non vide U de c?8 (done dense) tel que pour tout point fermé
(q1,r1,...,qg,rg) de U on ait

k
dim(oa(p) N t(qge+rqy) N ... N T(qg+rg)) < sup{-l,(k+1D(d-k)- Z ai-g(d-k-l)} .
i=0
Démonstration.— On remarque d'abord que si 1'intersection
Oa(p) N t(qge+ry) N ... N T(qg+rg) est non vide, la dimension de chacune de ses

composantes irréductibles est supérieure ou égale a

g o k
dim(G) - codim(Oa(p)) - Z codimt(qi+ry) = (k+1)(d-k) - Z a; -g(d-k-1)
i=1 i=0

D'autre part on constate facilement que 1'ensemble

2 ———
{(A,q1,r1,~--,qg,rg) ecxc®: e 0,(P) N 1(qs + r4) N ... N T(qg+1y)}

est l'ensemble des points fermés d'un sous-schéma fermé T de G X ¢?® dont 1a
fibre au dessus d'un point fermé (q1,r1,...,qg,rg) de C2g est

Oa(p) Nt(ge+trq) N ... N T(qg+rg) . Le morphisme de projection T - ng étant
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propre, le théoréme sera &tabli si on démontre qu'il existe un point fermé
(q1,r1,...,qg,rg) de CZg vérifiant les conditions du théor&me.

Nous allons démontrer le thé&or&me par récurrence sur g . Pour g = 0 le théo-
réme est trivial et pour g > 0 si ap > 1 il est une conséquence imm&diate du
lemme 2.1. Supposons donc le théoréme 8tabli pour g et démontrons le pour g + 1
en supposant que a, =0 ou ap =1 . L'intersection d'une famille finie d'ouverts
non vides de CZg étant non vide, 1l'hypoth&se de récurrence implique qu'il existe
un point fermé (q1,r1,...,qg,rg) de C2g tel que si 1l'on pose

T=T(qq+rq) N ... N T(qg-+rg) , pour tout indice de Schubert

b = (bo,bqs...,bg) d-k 2bo2bg2 ... 2b 20
on ait

k
dim(cib(p) N 1t) <supf{-1,(k+1)(d-k) - = bi -g@@d-k-1)} .
i=0
Considérons 1'ensemble

{(A,q,r) €6 x (C={p}) x (C-{p}) : A€ o, (p) N T(q+1)} .

Il est facile de constater qu'il est 1'ensemble des points fermé&s d'un sous—schéma fer-
mé I de G X (C-{p}) x (C- {p}) dont la fibre I(q,r) au dessus d'un point fermé
(q,r) de (C-{p}) x (C- {p}) est Ga(p) N t(g+x) . Soit X 1'adhérence schéma-
tique de ¥ dans G X (C-{p}) X C et w: X — (C-{p}) XC 1la projection. Pour
tout point fermé (q,r) de C- {p} X C on désigne par E(q,r) la fibre de X au
(q,r) . On

pose X' = m'((C-{p}) x {p}) ;3 X' est un sous-schéma fermé de G x (C- {p}) .

dessus de (q,r) ( Z(q,r) = n~1(q,r) ) et si r#p ona ‘f(q,r)

Soit X' 1'adhérence schématique de X' dans G X C , et ®w' : X' - C la projec-
tion. Pour tout point fermé q de C (resp. de C- {p} ) on note 'E'(q) (resp.
£'(q) ) la fibre de %' (resp. X' ) audessus de q; si q#p ona
T'(q) = '(@) = Z(q,p) -

or si (A,q,r) est un point fermé de ¥ , A€ Ga(p) N 1(q@+r) et le lemme

2.1 implique que

dim(A N (d-k+i-a;+1)p+q+r) 21+ 1 “-l £i<k-1.

Comme il s'agit des conditions fermées on dé&duit que si (A,q) est un point fermé

de X' (c'est-a-dire si (A,q,p) est un point fermé de ¥ ) alors A € Ua(p) et

dim(A N (d-k+i-~a;+2)p+q) 21+ 1 -1 <i<k-1.

Alors le lemme 2.5 implique que :

(1) si ag =1 alors A€ 0y , ag,...,a5-4(P)

(ii) Si ap = 0 alors A€ _ !£<k W;(q) U 03_1’30’.._’ak_1(p) .
aj+q<aj
Comme il s'agit de nouveau des conditions fermées on déduit que si A est un point

fermé de Ew(p) alors :
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i) Si a, =1 alors A€c
( ) k 8-15305+ 38k 1 (P)
(ii) Si a; = 0 alors A€ W.(p) Uo =
k “ISliJ<k i P a_,q ,ao,...,ak_,l (P)
aj+1<ag
= o Uoao
~1<i<k a_,,ao,...,a-i—l,...,ak_1(p) Q1,805 +058K—¢ (p) (remarque 2.3)
aj 41525

Or a =0 et k <d impliquent que

g (p) « o
4-15805 008K _4 P) —1_<.liJ<k a-,,ao,...,ai-l,...,ak_1(p)
aj+1<aj
On a donc les inclusions ensemblistes :
i) Si ap =1 alors %' co .
€D , ® €0, s, @
(ii) Si ap = 0 alors Z'(p) o .
k P —ISLiJ(k a_1,ao,...,ai-l,...,ak_1(p)
3j44<8%
On en d&duit que si a) =1
dim(T' N 1) £ dim(o_ nt
@' (p) ) m( a_1,30’_“’31(_1(1>) )
et par 1'hypoth&se de récurrence
k-1
i < -~ - - - -k - =
dlm(oa_“ao’.“’ak_1(p) N 1) < sup{~1,(k+1)(d-k) i=E—1 a; - gld-k-1)}

k
sup{~1,(k+1)(@~-k) - ‘Z a; - (g+1)@d-k-1)} .

i=0
De méme si ap = 0
dim (T’ nrt < dim(o nt
&' @ ) —?2$<k (a_1,ao,...,ai-l,...,ak_.,(p) )
aj+49<ai
et par l'hypoth&se de ré&currence pour tout i, =-1<1i <k, tel que a: < a,
k-1
di no < -1, (k+1)(d-k)~( 2 a;-1)-g(d-k- =
1m(oa_1,a°"“’ai_1’.“’ak_‘l(p) T) < sup{-1,(k+1)(d-k) (i=_la1 )-gld-k-1}
k
= sup{~l,(k+1)(d-k) - 2 a;-(g+1)@-k-1)}
i=0
Dans les deux cas on a donc
k
dim(E"(p) N 1) < supf-l,(k+1)(d-k) ~ = a, - (g+DW@-k-1} .
i=0

Le morphisme de projection X' N (TXC) » C &tant un morphisme propre et pour tout
point fermé q de C 1la fibre au dessus de q &tant égale 3 Z2'(q) N T qui est
égale 3 3(q,p) NT si q # p , on déduit qu'il existe un point fermé q de

C -{p} tel que

k
dim(E(q,p) N T) < sup{-1,(k+1)(d-k) - T aj-(g+1)(d-k-1)} .
i=0
De méme le morphisme de projection ¥ N (TX(C- fp}) XC) —> (C~- {p}) X C &tant

propre et pour tout point fermé& (q,r) de (C- {p}) X C 1la fibre au dessus de
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(q,r) &tant &gale 2 2(q,r) N T qui est &gale 3 Oa(p) Nnt(@+r)y Nt si r#p,
on déduit qu'il existe un point fermé (q,r) de (C- {p}) x (C- {p}) tel que
k
dim(oa(p) NTt(qg+xr) N 1) <supf{-1l,(k+1)(d=-k) - = ai—(g+1)(d-k-—1)}

i=0
ce qui démontre le théoréme.

§ 3. Courbes de Castelnuovo

Dans ce paragraphe on donnera un appercgu de la théorie des courbes canoniques
de Castelnuovo.

Une courbe de Castelnuovo de genre arithmétique g , est obtenue en identifiant
g paires de points fermés de P' . Plus précisément pour tout point fermé
t = (p1,q1,...,pg,qg) de (IP’)2g tel que 1l'ensemble {p1,q1,...,pg,qg} soit
formé de 2g points deux 3 deux distincts (ce qui revient 3 dire que t appartient
3 1'ouvert (]P1)Zg- A de (]P’)2g oi A est la réunion de toutes les diagonales

partielles de (]P")2g ) on définit une relation d'équivalence R, sur P1 par

(pth) o [(p=q) ou (Jo, 1 fa<g: (p=pa et q=qa) ou (p=qa et q=pa))] ,

on munit 1'ensemble quotient Ct de la topologie quotient et on définit un faisceau

OCt en posant pour tout ouvert U de Ct

I(,0¢ ) = {f €T (M,0p,) : Va, I <axg: (p, €m7(0) = £(p) = £(q,))}

oif m:P > Ct: désigne la surjection canonique. Pour cette structure, Ct est
une courbe projective, 3 g point doubles ordinaires comme seules singularités,
dont le normalisé est ' , appelée courbe de Castelnuovo, et T :P? - Ct est une

normalisation de C,_ .

t
On définit le faisceaudes différentiels abéliens  sur Ct en posant pour
tout ouvert U de Ct
T'(U,Q2) = {w : w est une l-forme méromorphe sur 7= 1(U) qui a au plus des pdles

simples sur Tw1(U) N {p1,q1,...,pg,qg} et telle que pour tout oo, Il <ac<g,
1 i =
tel que Py € m1(U) on ait Respa(m) + Resqa(w) 0} .

Le faisceau § est un OCt-module inversible tel que hO(Q) = g et il est trés
ample sauf s'il existe une involution u de P! (un automorphisme tel que
u2 = id]P1 ) telle que pour tout o, ! <a<g, u(pa) =4, » auquel cas on dit
que Ct est hyperelliptique. Autrement dit, si G désigne le groupe des involutions
de P71,

o : 6 x (B)E— (P12
le morphisme défini par

®(usp1see ')pg) = (p1,ul(p1),.. -,pg)u(Pg))

et Z 1'image de & , alors Ct est hyperelliptique si et seulement si t appar-

2 o s .
tient 2 Z . Or Z est un fermé de (PN)°® , ¢ est injectif pour g =2 et
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dim(G) = 2 , donc pour g =2 , dim(Z) = g + 2 ce qui prouve que pour g =3, 2
est un fermé d'intérieur vide de (][’1)2g (pour g = 3 une courbe de Castelnuovo
"générale'" est non-hyperelliptique). Si Ct est une courbe de Castelnuovo non
hyperelliptique on appelle plongement canonique de Ct dans ]Pg_1 1'immersion

fermée (DQ : th—i]Pg—1 définie par Q . En termes de coordonnées, si x est une

coordonnée affine de P71 telle que pour tout a , !l <a<g, A =x(p) et
. s . dx
A} = B —— e
A' = x(q.) soient finis et si on pose ( 3 Y8 alors (w )l o

est une base de H°(Ct,Q) et si Ct n'est pas hyperelliptique le plongement cano-—
nique (pQ est donné par (pg(x) = (w4 (x),...,u)g(x)) .

Soit D wun diviseur de Ct . On note, comme dans le cas de courbes normales,
IDI 1'espace projectifdes diviseurs positifs de C,_ 1lin8airement &quivalents & D

t
d(D) le degré de D et r(D) la dimension de |[D| et on a une formule de Riemann-

’

Roch géométrique :

PROPOSITION 3.1.— SoZent C, — IPg-1 une courbe de Castelnuovo de genre arithmé-
tique g = 3 , non hyperelliptique canoniquement plongée dans 8! et D un divi-
seur positif de C, de degré d dont le support ne rencontre pas les points dou-
bles de Ct . Alors on a o

dim(D) =d -1 - r(D)

Pour terminer notre discussion de courbes de Castelnuovo nous allons &tudier
les diviseurs spéciaux de ces courbes.

Pour tout couple d'entiers d et r , tels que 0<d <2g-2 et
sup{0,d-g+1} £r , on note Jz 1'ensemble des classes (dans la jacobienne gé&né-
ralisée de Ct ) de diviseurs positifs de degré d , dont le support ne rencontre
pas les points doubles de Ct , tels que r(D) =2 r . L'ensemble JZ est une partie
localement fermée de la jacobienne (généralisée) de Ct .

Pour étudier les séries linéaires |D| oli D est un diviseur positif de degré
d, d>0, de Ct dont le support ne rencontre pas les points doubles de Ct on
considére la normalisation w : P? - C. et on suppose P! plongé dans ]Pd par
1'immersion fermée correspondant 3 un diviseur de degré d de P' . Alors
D= nm1D) est un diviseur positif de degré d de 7 et g est un hyperplan de
]Pd tel que (]P1.§') =D . Comme le support de D ne rencontre pas les points dou-
bles de Ct , le support de § ne rencontre pas ;'ensemble {p1,q1,...,pg,qg} et
pour tout o, l <a<g, ﬁnm= {ra} oli raa‘-pa et ra#qa . S1i D'
est un diviseur positif de C, linéairement &quivalent & D 1l existe une fonction
méromorphe f sur Ct telle que D' = D + div(f) . La fonction méromorphe £ est
réguliére aux points doubles de Ct et f = fomn est une fonction méromorphe sur
P, qui n'a pas de pdles aux points de 1'ensemble {p1,q1,...pg,qg} et telle que
pour tout o, 1 <ac<g, 'f'(pa) = fN(qa) . D'autre part D' = n=1(D') est un
diviseur positif de degré d de P, , linéairement &quivalent & D, tel que

D' =D + div(®) et D' est un hyperplan de ]Pd Si on désigne par L (resp. L')
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- . - v ~ ﬂ' L' - *
une &quation homogéne de 1'hyperplan D (resp. D' ), on a =X 4 ot A est
une constante différente de 0 et pour tout o, 1 <o <g , les égalités

=, .
que D' passe aussi

1t
o
-9
o
=]
0

~ o N . . .
f(pa) = f(qa) et L(ra) O impliquent que L (ra)
par ry . On déduit que 1'ensemble |D| est en bijection (par 1'application

D' — D" ) avec l'ensemble des hyperplans de ]Pd qui contiennent un sous-espace

projectif A de ]Pd (A= n o ) de dimension d-r(D) -1 qui rencontre, pour

D'Elp!
tout a, 1 <a<g , la droite P, * 4, (au point L ). On dé&duit donc une ap-

plication r
¥ o Jd ~— Gd-r-1,4d)

(application qui associe A & la classe de D ) qui est un morphisme injectif dont

1'image est contenue dans
(p1+q) N ... N T(Pg +qg) -
Or le théor@me 2.6 affirme l'existence d'un ouvert dense U de C2g tel que si
tevyu
dim(t(p1 +q1) N ... NT(Pg*+qg)) < sup{-1,((d-r-1) +1)(d - (d-r-1)) - g(d - (d-r-1) - 1)} =
=sup{-l,g~-(r+1)(g-d+1)}
on a donc la proposition

PROPOSITION 3.2.— Il existe un owvert dense U de C?8 tel que si t €U ona

dim(.];) < supf{-l,g-(r+1)(g-d+1x)} .

§ 4. Réduction de la conjecture de Brill-Noether a celle de Castelnuovo-Severi-

Kleiman

Dans ce paragraphe nous allons exposer 1'idée de la méthode de Griffiths-Harris
pour ramener la conjecture de Brill-Noether & celle de Castelnuovo-Severi-Kleiman.

Le point de départ est la formule de Riemann-Roch géométrique (corollaire 1.2):

Si C est une courbe (projective, lisse, connexe) de genre g , g = 3, non
hyperelliptique, plongée canoniquement dans ][-‘g_1 » D un diviseur positif de C

de degré d et de dimension projective r(D) = r alors
dim(D) = d-r-1
= . T g~1
et C.D>2D (si D# P ).
Alors si on considére la grassmannienne G(d-r-1,g-1) et si on suppose

que 0<d<2g-2 et supf0,d-g+1} <r 1'application

©:Ch- cg” —Gd-r-1,g-1)

définie par @() = D , est un morphisme quasi-fini dont 1'image est contenue dans

le fermé r
Gd

{A:6(d-r-1,g-1) : d(C.A) 2 d}

de la grassmannienne.
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Alors la conjecture de Brill-Noether est ramende 3 1'assertion suivante :

(*) Pour tout couple d'entiers d et r tels que 0<d<2g-2 et
sup{0,d-g+1} Sr<d, s C est "générale" on a :

dim(Gg) < sup{-l,g-(r+1)(g-d+zr)+1r} .

1

En effet comme on sait que pour r' > % on a C; = ® on dé&duit que :

= U <«
r<r'<d/2

Donc l'assertion (*), le fait que ¢ est quasi-fini et la remarque que

g—-(r+1)(g-d+r)+r est une fonction décroissante de r , pour r =2d-g+1 et

g et d constants, impliquent que :
dim(CZ) < supf{~-l,g-(x+1)(g-d+r)+r} .

Les fibres du morphisme Cg - wg étant de dimension supérieure ou égale 3 r on

déduit que : .
dim(wd) < supf{-1l,g-(c+1)(g-d+1)}

et comme on sait déja que :

dim(Wy) = sup{-1,g~ (r+ 1) (g-d+1)}
([201, [11], [14], [15]) on dé&duit 1'égalité :

dim(W) = sup{-1,g=-(r+1)(g-d+1)} .

Pour démontrer l'assertion (*) on remarque qu'il suffit de la démontrer pour
une seule courbe C . En effet les G; peuvent &tre considérés comme les fibres
d'un schéma propre au dessus de l'ouvert V de M_ formé des courbes non-hyperel-
liptiques (plus exactement ce schéma existe uniquement localement pour la topologie
étale sur V).

D'autre part, on sait que pour toute courbe de Castelnuovo 'générale" Ct , de
genre arithmétique g , g > 3 , il existe un schéma algébrique X de dimemsion 1 ,
un sous-schéma fermé % de X ><IPg_1 , m-plat, oi mw désigne la projection
m: X ><]Pg_l — X , et un point fermé xo, de X , tels que la fibre au dessus de
X, soit Ct canoniquement plongée dans ]Pg—1 et pour tout point fermé x de X ,
différent de X, , la fibre au dessus de x soit une courbe lisse connexe de genre
g canoniquement plongée dans IPg—1 [13]. Pour tout couple d'entiers d et r ,

tels que
0<dx<2g-2 et sup{0,d-g+1} <r<d

1'ensemble :
{(A,x) €G(A-T-1,g-1) x (X~ {Xo}) ¢ d(BX).N) > d}
o &%) désigne la fibre de ¥ au dessus de x ) est 1'ensemble des points fermés

d'un sous-schéma fermé ZZ de G(d~-r-1,g-1) x (X- {xo}) . Soit Z_g 1'adhérence

shématique de Zg dans G(d-r-1,g-1) x X . La projection Z_g — X é&tant un
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morphisme propre, pour démontrer 1'assertion (*) pour la fibre "générale" de & il
suffit de démontrer que : '

dim(Zg(xo)) < supf{~l,g~-(r+1)(g-d+r)+r}
ST
44
directement mais Griffiths et Harris arrivent au résultat voulu en &tudiant simul-

o —d+g-1 . P s as .
tanément )Ig et Z’Z:g—2§d (qui correspond aux séries linéaires duales) et ramé-—

nent 1l'assertion (%) au lemme suivant :

(ol ):_g(xo) désigne la fibre de au dessus de Xo ). Cela n'est pas possible

Lemme 4.1.—~ Soient C : H]Pg_l une courbe de Castelnuovo "générale" de genre
arithmétique g , g = 3 , canoniquement plongée dans ng_l et d, 8§, r trois
entiers tels que

0<d<2-2 , sup{0,d-g+l}<r<d , 0<&<d-r
(ce qui implique que 8 < g ). Alors l'ensemble des sous—espaces projectifs N de
8! de dimension d-r -1 qui rencontrent exactement § points doubles de C ¢
et tels que d(Ct.A) >d+8 , est l'ensemble des points fermés d'une partie locale-
ment fermée de la grassmannienne G(d-r-1,g=-1) de dimension inférieure ou

égale a
sup{-1,g-(r+1)(g-d+r)+r-¢} .

Démonstration.— En remarquant que, Ct étant ''générale', la projection de

]Pg“1 -]Pé_I sur ll’g-l_(S , définie par le sous-espace projectif IE"S_1 de ]Pg—1

engendré par § points doubles de Ct , projette Ct sur une courbe de Castelnuovo
"générale" E; , de genre arithmétique g-¢6 , plongée canoniquement dans ]Pg_]_<S .
et projette bijectivement 1'ensemble des sous—espaces projectifs A de P8 , de
dimension d-r-1, qui passent par ces § points doubles de C, et seulement par
ceux-13, et tels que d(Ct.A) >d+8 , sur 1'ensemble des sous—espaces projectifs
T de I[’g_(s-_1

de C_t- , et tels que d(—(—I:.K) >d-6 , et vu que

, de dimension d-r-8-1, qui ne rencontrent pas les points doubles

g- 8- (x+D[(g-8)-@-8+r]l +r =g~ (x+1)(g-d-1) +1r -8

on voit qu'il suffit de démontrer le lemme pour & = 0 .

Démontrons le lemme pour & = 0 . Soit A un sous-espace projectif de ]Pg-1 R
de dimension d-r-1, qui ne rencontre pas les points doubles de Ct: et tel que
d(Ct.A) >d . Alors, il existe un diviseur positif D de Ct , de degré d , dont
le support ne rencontre pas les points doubles de Ct et tel que D < Ct'A , ce
qui implique que D = A . Soit €& la codimensionde D dans A (0 <e<d-r-1
et dim(D) =d-r-1-¢ ). Alors, la formule de Riemann-Roch géométrique pour les
courbes de Castelnuovo (prop. 3.1) implique que r(D) =d-1-dim(®D) = r+¢e , ce
qui prouve que la classe de D dans la jacobienne généralisée J de Ct appar-—

- r+e r+e+l

tient 3 Jd - Jd (cf. notation § 3).

Posons C: = Ct - {p1,...,pg} , ol {p1,...,pg} est l'ensemble des points
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doubles de C. , et notons W : (C:)d — J le morphisme qui associe 3 un point

fermé (rq,..,rq) de (C:)d la classe du diviseur rq + ... + 1rq ,

+
v - Y Le@-r-e-1,8-1)
le morphisme qui associe 3 un point fermé (r.,,...,rd) de w1 (J:;e - J§+€+l) le

sous—espace projectif rq + ... + ry de ]Pg_1 (qui est de dimension d-r-e-1
(prop 3.1)), T le sous-schéma fermé de G(d-r=-e-1,g-1) x G(d-r-1,g-1)

dont 1'ensemble des points fermés est &gal 3 :
{(A",A) €6(d-r-e~-1,g~-1) x Gd-r-1,g-1) : A' = A} ,

§4 : T —>G(d-r-e-1,g-1) et sz : T —G({d-r-1,g-1) les projections. En
utilisant ces notations, ce qu'on vient de démontrer peut s'exprimer en disant que
1'ensemble des sous—espaces projectifs A de IPg_1 , de dimension d-r-1, qui
ne rencontrent pas les points doubles de Ct« et tels que (Ct°A) > d est contenu

dans 1'ensemble :
_ +e +e+1
U sa@ 0@ @ - 37 ) .
0<Le<d-r-1
Or dim(J§+E) < supf{-l,g-(r+e+1)(g-d+r+¢)} (prop. 3.2), la dimension des

fibres du morphisme

10T+ _ _xHe+ly |, rHe _ r+e+] r+e _ .r+e+l
nlr(Jd 34 )+ w1y Iy ) — 3y Iy

est égale 3 r+¢€ et il est facile de voir que les fibres du morphisme s4; sont
de dimension e€(g-d+r) . On déduit donc que
din( U sa(s] 0@ @ - 5 ) <
O<e<d-r-1

< sup sup{-1,g-(r+e+1)(g-d+r+e)+r+e+e(g-d+1)} =
O<ge<d-r-1

= sup’ sup{-1,g-(r+1)(g~-d+r)+r-e(r+e)} =
0<e<d-r-1

sup{-1, g-(r+1)(g-d+r) +1}

ce qui démontre le lemme.
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Je viens de recevoir un preprint de William FULTON et Robert LAZARSFELD : On
the connectedness of degeneracy loci and special divisors ; ils démontrent que si
g-(r+1)(g-d+r) >0 alors Wg est connexe pour une courbe quelconque et irré-
ductible pour une courbe générale.
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