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Séminaire BOURBAKI 568-01
33e année, 1980/81, n° 568 Février 1981

CLASSIFICATION DES VARIETES DE DIMENSION 3 ET PLUS
[d'aprés T. Fujita, S. Iitaka, Y. Kawamata,

K. Ueno, E. Viehweg ]

par HéEléne ESNAULT

La classification birationnelle des variétés projectives complexes lisses de
grande dimension est un essai d'ordonner grossidrement celles—ci en "classes' défi-
nies par des invariants numériques et d'éclairer la structure de quelques-unes de
ces classes 3 partir de structures "bien connues" en dimension plus petite. On est
cependant encore loin d'une généralisation du tableau de classification classique
de Castelnuovo-Enriques pour les surfaces, méme en dimension 3 (§ 1).

Cet exposé& doit donner une vue d'ensemble des résultats pour l'heure connus,
et expliquer quelques méthodes de démonstration. On ne parlera pas de la théorie
non algébrique [16].

La présentation des probl@mes doit beaucoup # Eckart Viehweg qui a eu la malchance

de se trouver 3 Paris pendant la préparation de cet exposé.

Définitions et notations

1) Une variété est toujours lisse, complexe, algébrique, projective, irréductible.
2) Soit f : V — W un morphisme d'une variété V dans une autre W . On dit que
f est un espace fibré si f est surjective et de fibre générique connexe. En par-
ticulier, toutes les fibres sont connexes, et la fibre générique est irréductible
et lisse.

3) Soit f : V — W un espace fibré. On dit que £ est un fibré étale s'il existe
un revétement &tale W'-— W tel que le produit fibré V *u W' soit un espace
fibré trivial sur W' i.e. tel que V *u W' soit isomorphe 3 W' X F , o F est
la fibre générale de f .

4) V ~W signifie que les variétés V et W sont birationnellement &quivalentes.
V~W signifie qu'elles sont isomorphes. )

5) Soit V une variété. Son irrdégularité est q(V) = dim H1(V,O%) . Sa variété
d'Albanese est A(V) = H°(V,Q;)*/H1(V,Z). On note o : V — A(V) 1'application

d'Albanese, o(V) 1l'image de V . L'irrégularité q(V) = dim A(V) est un invariant
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birationnel.
6) Soit f : V — W un espace fibré. On note Wy = Yy ® f*m"‘\'1 la différence des
deux faisceaux dualisants. L'anneau de Wy /w est R(LuV/w) = ngO H°(V,w$/w) . On
appelle dimension de Kodaira de V sur W le nombre
K(V/W) _ { (degré.de transcendance sur T de R(Luv/w)) -1 si R(wV/w) T,

~ % sinon.
On appelle dimension de Kodaira de V le nombre k(V) = k(V/Spec L) . Lorsque
K 20 , la dimension de Kodaira est le maximum de la dimension de 1'image de 1l'ap-
plication pluricanonique. C'est aussi 1'entier positif £ tel qu'il existe a et
b positifs tels que an'q' < dim H°(V,w$/w) < bnﬁ , pour n grand tel que
H°(V,u€/w) # 0 [3]. C'est un invariant par transformation birationnelle ou &tale.
7) Soit f : V — W un espace fibré. Bien que le corps EL(W) ne soit pas canoni-
quement isomorphe & T , on parlera toujours dans la suite de la dimension de
Kodaira de la fibre générique F de f . En effet, si la fibre générique F
vérifie «(F) = a , alors toutes les fibres f~1(x) vérifient «k(f~'(x)) = a au
dessus du complémentaire de la réunion d'un nombre dénombrable de sous—variétés

fermées strictes de W (voir [23] et démonstration du thdoréme 3).

§ 1. Tableaux de classification

a) dim V =1 , L'irrégularité de la courbe est son genre g .

kK (V) q(V) dim o (V) Structure de V

1 =2 1 courbe de genre = 2

0 1 1 courbe elliptique V = A(V)
- 0 0 courbe rationnelle V ~P?

b) dim V = 2 . La structure de V donnée est celle de son mod&le minimal.

K (V) q(V) dim o (V) Structure de V

2 surface de type général

1 surface elliptique i.e. espace fibré sur une courbe C
dont la fibre générique F est une courbe elliptique

0 2 2 surface abélienne V =~ A(V)

1 1 surface hyperelliptique i.e. & : V - A(V) estun
fibré étale de fibre elliptique

0 0 surface K3 si HO(V,wy) = T
surface d'Enriques si HO(V,wy) = 0O
- 0 0 surface rationnelle
=1 1 espace fibré sur une courbe de genre q(V) , de fibre

générique P’
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Remarque.— Les classifications a) et b) sont 'grossidres" et adaptées au type de

résultats que 1l'on cherche en dimension supérieure.
c) dim V=3 . Il n'y a pas de modéle minimal de V .

THEOREME 1 (S 5).— Toute variété de dimemsion 3 est a équivalence biratiommelle

prés l'une des suivantes :

(V) q(V) dim a(V) Structure de V

3 variété de type général (?)

2 espace fibré sur une surface W et de fibre générique
' une courbe elliptique F

1 espace fibré sur une courbe W et de fibre générique
une surface F telle que k(F) =0

0 3 3 variété abélienne V ~ A(V)

2 2 a : V— A(V) est un fibré étale de fibre une courbe
elliptique F

1 1 o : V— A(V) est un fibré &tale de fibre une surface
F telle que «k(F) =0

- =1 la factorisation de Stein f:V— Wo de o a une fibre
générique F et une désingularisation W telles que :

2 dimF=1, Fx~P', qW) =q), kW =0
1 dim F =2, K(F) =~ , qW) =q) , kW =20
0 0 ?

Remarque.— Les points d'interrogation signifient que 1'on n'a pas de théor&me de

structure [0].

d) dim V > 3

Les propriétés précédentes lorsque k(V) > 1 se généralisent (cf. § 2, théoréme
3) ¢+ V est un espace fibré sur W et de fibre générique F tels que
dim W = k(V) et «k(F) =0 .

Une partie des propriétés précédentes lorsque k(V) = 0 se généralisent.

THEOREME 2 (§ 5).— (i) S¢ K(V) = 0 , alors a : V — A(V) est un espace fibré.
En particulier q(V) < dim V .

(i) V est birationnellement une variété abéliemne si et seulement st k() =0
et q(V) =dim V .

(iii) 572 q(V) = dim V-1 et k(V) = 0, alors o est un fibré étale de fibre F
telle que k(F) =0 .

L'objet des chapitres suivants est d'expliquer les mé&thodes de démonstration
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des théorémes | et 2.

§ 2. Théorémes généraux sur les dimensions de Kodaira

THEOREME 3 [1].— Soit V une variété telle que k(V) 2 0 . Il existe un modéle
birationnel V' de V , un espace fibré £ : V' — W de fibre générique F tels
que dim W = k(V) et «(F) = 0 . L'espace fibré f ayant ces propriétés est bira-
tionmellement unique.

Idée de la démonstration : On peut supposer k(V) =0 . Pour un i tel que

H°(V,m‘1,) # 0, on a une inclusion de H°(V,m‘1l) dans H°(V,w;n) qui permet d'iden—~
tifier les sections. On a donc un diagramme commutatif d'applications rationnelles

Ve v %(in)
N ,in

\\ P
1

cP
i .
>y, e
i
oli p est la projection sur "les sections de Lu‘ll ", V, et vin la fermeture des
images de V . Le corps E(V) &tant de type fini sur T , la suite d'inclusions

des E(Vin) est stationnaire. Posons a = iN tel que E(ViN) = et

O3 (veiy?
prenons un modéle désingularisé f : V' — W de V--» Va . Alors dim W = k(V) .
Dire que les fibres de f sont connexes, c'est dire que la factorisation de
Stein W' de f est 1-1 sur W . Notons F, le morphisme V' — Va . Pour n
an . .
grand, Fa*%' ® @(n) est contenu dans Fa*wv, et engendré par ses sections glo-
bales, de sorte que celles-ci séparent les points de la factorisation de Stein de
f , donc les fibres de V sur Van , et E(Van) contient strictement E(Va) si
W' # W . Le morphisme f est donc un espace fibré. Le méme genre d'argument montre
que pour chaque n , le faisceau f,.‘mi;t.1 est inversible sur un ouvert de Zariski
0(F—1 an — no(f—1 an _
Un de W . Donc HO(f (x),mv,|f_1(x)) HO(f (x),cuf_1 (x)) € , pour x dans
1'intersection de ces Un , et pour le point générique de W .
THEOREME 4 [1]-[2].— Soient £ : V — W un espace fibré, F sa fibre générique.
Alors «(V) < dim W + k(F) . En particulier, st k(F) = - o , qlors k(V) = - o,

Idée de la démonstration : On peut supposer que k(V) =2 0 . On choisit n grand

de sorte que les images de V et F par les applications rationnelles correspon-—
dant & H°(V,wvn) et H°(F,m;)=H°(F,w$|F) aient la dimension maximale, et H tré&s
ample sur W de sorte que f*wt‘; ®H soit engendré par ses sections globales. On
a donc les injection HO(W,H) &— H°(w,f*w§; ®H) = H"(V,m:’1 ® f*H) et surjection
Hct(v’m:,l @ £*H) —» H°(F,m?) . On conclut en observant que k(V) < dim §(V) et que
le diagramme suivant est commutatif :

V—-é——r (V) cPP

d ;

we— — p*
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oi § est l'application rationnelle associée 2 w:; ® f*H .

§ 3. Sous-variétés et revétements d'une variété abé&lienne

THEOREME 5 [3].— Soient W une sous-variété de dimension t d'une variété abé-
lienne A de dimension n et o0 : W' ~— W une désingularisée de W . On suppose
que W engendre A en tant que groupe. Alors KW') 20 et kKW') =0 s7 et

seulement st W = A .

Démonstration.— Soit {x4,...,%Xy} un syst@me de coordonnées '"globales" de A dont
les r premiéres forment un systé&me de coordonnées locales de W au voisinage

d'un point lisse p de W . La r-forme globale 0*(dxqA...Adxy) est non nulle
sur ce voisinage, donc non nulle sur W' et k(W') 20 . Si k(W') = 0, elle est
un générateur de H°(W',ww,) , donc toute r-forme o*(dxq A... Ad/.x\i/\ . AdxrAde)
est un multiple lindaire de celle-ci, pour j > r . Ceci signifie que les &quations

{xr+l,...,xn} de W en p sont linéaires.

COROLLAIRE 6 [3].— Sous les hypothéses du théoréme 5, on peut choisir pour W' un
fibré étale dont la base X vérifie dim X = K(X) = k(W') et dont la fibre F
est une sous-variété abélienne de A . En particulier, si A est simple, W' est

de type général.

Démonstration.— Soit f : W' — X un espace fibré tel que la fibre F au dessus
du complémentaire de la réunion d'une famille dénombrable de sous-variétés strictes
de X vérifie k(F) =0 . Un tel F est une sous-variété abélienne de A (théo-
réme 5), translat@e par un point. Comme il n'y a qu'un ensemble dénombrable de
sous-variétés abéliennes de A , les F sont tous translatés d'une méme sous-variété
abélienne B de A . Or le morphisme A — A/B est un fibré &tale. En restreignant
ce morphisme 3 W , en prenant une désingularisée de son image et en prenant pour

f 1la fibration d'Iitaka (théoré&me 3), on a le corollaire 6.

THEOREME 7 [10].— Soit £ : W — A un morphisme génériquement fini d'une variété
W sur une variété abéliemne A ( f est surjectif et de fibre générique finie).
Alors k(W) 20 et kW) = 0 si et seulement si W est birationnelle 4 une va-
riété abélienne.

Soient V wune variété, o : V — A(V) son application d'Albanese, V — Wo
la factorisation de Stein de o et f : V — W un modéle désingularisé de la
factorisation de Stein. C'est-i-dire que W est une désingularisée de Wo , et
qu'on a &claté V pour rendre f partout définie. L'image o(V) de V engen-
drant A(V) en tant que groupe [3], la factorisation A(W) —» A(V) de W — A(V)

est surjective. Alors :

THEOREME 8.— Sous les hypothéses précédentes, on a k(W) 20 et k(W) =0 s et

seulement s O est un espace fibré.
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Démonstration.— C'est un corollaire immédiat du th&oré&me 7. D'une part, k(W) =20
car W est génériquement fini sur une sous-variété d'une variété abélienne et la
dimension de Kodaira est croissante ([3] th&or&me 6-10). D'autre part, si k(W) =0,

W est birationnelle 3 A(W) , donc & .A(V) , et O est un espace fibré.

Le point central de la démonstration du théoréme 7 est le

Lemme 9 [10].— Soit D un diviseur réduit et irréductible d'une variété abéliemme
A telle qu'une désingularisée o : D' — D soit de type général. Alors
dim Ho (D', ;.) > (E) 87 n est la dimension de A . S dim H°(D',Q;:1) =n,

alors toutes les inégalités précédentes sont des égalités et ]X(Ob,)[ =1.

Idée de la démonstration.— Soit {X4,...,Xn} un systéme de coordonnées "globales”

de A telles que les (n-1) premidres forment un systéme de coordonnées locales

de D au voisinage d'un point lisse p . Notons £ 1la composée de ¢ et de 1'in-
-~

clusion dans A , et posons v, = £¥(dxq A .oo Adxj A ... Adxy) . Les w; sont

des formes globales. Si elles &taient lindairement dépendantes, une &quation locale
n-l n-1-i 9%n

x_ dans le voisinage vérifierait X (-1) =—— A. + A_=0 pourdes A, de

n i=1 9xj i n i

~1-i .
T non tous nuls. Le vecteur non nul ((--l)n Ai,kn) engendrerait alors un sous-

groupe 3 un paramdtre (A) stabilisant D , on aurait () + DE D, et D ne
serait pas de type général (corollaire 6). Donc dim H°(D',QB:]
k-formes globales f*(dxi1 Avee A dxik) sont elles aussi linéairement indépen-

) 2n, et les

dantes. D'autre part les w, sont non seulement linéairement indépendantes, mais

elles le sont algébriquement. En d'autres termes, l'image E de D' par l'appli-

cation rationnelle h : D'—-—»iPn_l associée aux w, est surjective. Supposons

que E soit contenu dans un diviseur F que 1'on peut supposer lisse au voisinage

de 1'image q de p . L'équation locale de F au voisinage de q est alors, aprés

8ventuel changement de coordonnées {X4,...,%xn—¢} dans D au voisinage de p , du
9Xn 9xn 9Xn N

SZn . 5, (&En i > -
type % g g 0 Bemd) ? oi g est holomorphe de valuation 2 2 . En par

ticulier —E—-(BEE) =&  gsur h—1(q) et h~1(q) est stable par une droite
9x4q - OXj x4
"parallé&le" a3 {xz2 = ... = xn = 0} . On conclut comme plus haut.

Soit alors une k-forme w . Elle est au voisinage de p combinaison des
k-formes f*(dx-l1 A e A dxik) 3 coefficients holomorphes dépendant des variables
{X15+..5,%Xn-1} . En la multipliant par une (n-1-k)-forme du type
f*(dxi1 Ao A dxin_k_l) , on remarque que les coefficients holomorphes sont, &

- .. P 9% .
constante prés, des combinaisons linéaires des 5§¥ . Le choix de (n-1-k)-formes

ol apparait d et 1'indépendance algébrique des Xn permettent de conclure.
*n 9xj

Idée de la démonstration du théor@me 7.— Il s'agit de généraliser le théoré&me 5.

Pour plus de simplicité&, on suppose que A est une variété abélienne simple. Sinon,
il faut combiner ce qui suit avec la fibration de Ueno (corollaire 6).

Notons D 1le discriminant dans A de la factorisation de Stein de f , Dj
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ses composantes irréductibles, Di des désingularisées des Di et Dij les in-
verses stricts des Di dans W sur lesquels f ramifie vraiment. Quitte & chan-
ger de modéle pour W , on peut supposer que le diviseur ZDij est lisse, On sup-
pose K(W) = 0 . L'image inverse par f de la forme globale de degré maximum de

A é&tant non nulle sur l'ouvert sur lequel f est &tale, c'est une section globale
de ww . Donc H°(w,ww) =T , et des inclusions mw s mw(ZDij) g mﬁ on tire
H°(W,ww(ZDij)) =T . De la suite exacte longue associée a

0 — w s ww(Z.‘DiJ.) — ewDij — 0 on tire

dim ®H°(Dij,wnij) < dim H? (w,mw) = dim HO(W,Q{;-U et a fortiori

dim G)Ho(Di’wD{) < dim H°(W,Qa‘1) , of n est la dimension de A . Or

dim H°(W,Qa—1) <n . En effet les images inverses w, par f des n (n-1)-formes
globales de A sont telles que toute autre (n-1)-forme w de W s'annule modulo
une combinaison lin&aire des w, sur le lieu étale de f , puisque H°(W,ww) =1.
Cela étant, comme sous-variété de A , Di vérifie dim HO(Di’wDi) > 1 (théoréme
5), et comme sous—variété d'une variété abélienne simple, Di vérifie que Di est
de type général (corollaire 6) et dim H°(Di,wDi) 2n (lemme 9). Il n'y a donc
qu'un seul D, =D qui vérifie |X(Ob,)[ =1 (lemme 9). En remplagant A par un
revétement &tale d'un degré d > 1 , la caractéristique d'Euler-Poincaré du nouveau
diviseur de ramification est multipli&e par d . Donc la factorisation de Stein de

f est non ramifiée sur W et W est birationnelle 3 A(W) .

COROLLAIRE 10 [13].— Soit £ : W — A un morphisme génériquement fini sur son image
£f(W) d'une variété W dans une variété abéliemme A . Alors 1l existe un revéte-—
ment étale W' — W tel que W' soit biratiomnelle ¢ B x X , oi B est une va-

riété abélienne et X une variété vérifiant dim X = k(X) = k(W).

Idée de la démonstration.— D'aprés le théoréme 7 et la démonstration du corollaire

6, la fibration d'Iitaka (théor&me 3) f : W — X' a une fibre F birationnelle

a A(F) , variété abélienne constante car isogéne 3, et d'un degré fixé sur, son
image B, constante dans A , et f(W) est un fibré étale sur son image dans A/Bo.
Soit W — Y 1la factorisation de Stein (non lisse) de W — f(W) — A/Bo et

Wy — Y 1le fibré &étale induit. Il existe donc un revétement T : X4y — Y fini qui

trivialise W, i.e. tel que W4 X, X4 =~ Byx X4 , et qui trivialise birationnelle-

Y

ment W i.e. tel que W %y X4 ~ A(F) x X4 . On peut supposer que T se factorise

sur un revétement &tale de Y qui trivialise W, et que T est galoisien de groupe
H . Comme A(F) x X4 est fini sur BpX X4 , le morphisme W XY Xy — B°XY X, se
factorise sur A(F) X X4 . Notons G le groupe de Galois de A(F) x X4 sur

Box X4 , K celui de A(F) x X4 sur Wq et H' celui de W Xy Xy sur W . Comme
A(F) est &tale sur By, le groupe H, engendré par les sous-groupes de ramifica-
tion de H' s'injecte dans H par la suite exacte | —- G — K — H — 1 .

Quitte 3 remplacer A(F) x X, par A(F) x X4/Hq = A(F) x X5 et W X, X4 par

Y
W' =W Xy X4/Hq et 3 désingulariser X2 en X , on a le corollaire 10.
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§ 4. Additivité des dimensions de Kodaira : C

Reprenons le diagramme du théoréme 8 :

v—2% a(V) < A(V)
lf/
W

oli T est génériquement fini sur a(V) , o o est l'application d'Albanese de V
et oi f est un espace fibré de fibre générique F . Du point de vue de la théorie
de la classification, on a besoin de connaftre le comportement relatif des dimen-

sions de Kodaira de V , W et F . Ce qui a conduit Titaka [1]-[2] et Ueno [3] 3
formuler la

CONJECTURE C_ .= Soit £ : V — W un espace fibré de fibre générique F , tel
que dim V=1 et dim W=m . Alors
K(V) 2 k(W) + x(F) .
Une &tude plus fine de l'application d'Albanese exige des renseignements plus
précis sur les fibres de f , renseignements qui s'expriment [11] sous la forme de

la

CONJECTURE C;m — Cnm est vrai et de plus si k(W) 20 et «k(F) =0, alors
k(V) >Var £ .
Définition.— Sous les mémes hypoth&ses, la variation de f , notée Var f , est
définie comme le plus petit entier k = 0 tel qu'il existe un morphisme surjectif
génériquement fini Wz — W , un morphisme surjectif Wz — Wy avec dim Wy =k
et un espace fibré V, — W, tels que V, XW1 W2 soit birationnel 3 V XW Wz .
Si les fibres lisses de f admettent un schéma de modules grossier M , alors f
induit une application rationnelle V¥ : W~->M , et 1'on a Var f = dim Y(W) .
Une autre formulation de Cmﬂ (resp. C;m ) précise 1'objet d'étude du pro-
bléme :
CONJECTURES C! et c;; [111.— Soit £ : V — W un espace fibré de fibre géné-
rique F , tel que dim V=n et dim W=m . Alors «k{V/W) = k(F) (conjecture
CI'lm ). 8¢ de plus k(F) 20 , alors k(V/W) = max{k(F) , Var f} (conjecture CI' ).

nm
- + s ar ot +1

Lemme 11 [11]. Com (resp- C ) est vrai si Cn_r’m_r (resp. Cn-—r,m—r ) est

vrat pour tout r tel que 0 <r <m.

Démonstration.— Si k(V/W) = - o, alors k(F) = - o et Cmn (resp. C:;m ) est

. . a . .
vrai. Sinon mv/w a une section pour a grand et on prend a tel que les fibra-
tions d'Iitaka (théoréme 3) de V et W soient données par ce a . On a alors un

diagramme commutatif d'applications rationnelles

VooV, Py
] [}
! 1

lf M

W-—--->Wy <P,
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ol p est la projection sur les sections de m; données par 1l'inclusion
f*uﬁ‘i—ﬂ ws . Notons G et H 1les fibres de V--»Vy et W---»W; , qui véri-
fient k(G) = k(H) = 0 . On a (théoréme 4) k(£-1(H)) < k(G) + dim p~*(x)) pour

un point générique x de W4 , donc
K(V) = dim V4 = dim p~*(x) + (dim Wq = k(W)) = k(f-7(H)) + k(W)

En appliquant C' 3 £-1(H) — G et en remarquant que Kk(f~"(H)) = k(f-1(H)/G) ,
on trouve Cnm . Si C;; est vrai, il suffit de 1'appliquer directement 3 f

Résultats 12.— Sont vrais

1) c;:n_l [51-[11]
2 ¢}, [111]

3) ¢ si dim W= k(W) [13]-[15]
4) Cn,q si n<4é [71-[14]
5) C;m si F est une variété abélienne [9]

Remarque.— Le faisceau f*mglw est &tudié dans [14], particulidrement dans le cas
oli la base W est une courbe elliptique. Bien que cette &tude fournisse des ren-
seignements plus précis que C4,1 , elle ne permet pas cependant de conclure Cn,1

en général.

§ 5. Démonstration des théorémes 1 et 2

Point 1 [11].— Sott V une variété de dimension 3 telle que K({V) = - =, Alors

V vérifie le théoréme 1.

Démonstration.— La variété V ne peut &tre génériquement finie sur A(V) , car
k(V) = — o, L'espace fibré f : V — W du théor&me 8 est donc de dimension rela-
tive 1 ou 2 et k(W) 20 . De Csz,2 et Csz,q on tire que k(F) = -~ , La
propriété universelle de la variété d'Albanese implique que A(V) et A(W) ont

N . .
méme dimension.

Point 2 [11]-[13).— Soit V une variété de dimension n , telle que «(V) =0 .
Alors V vérifie le théoréme 2 (i)-(ii).

Démonstration.— Supposons que k(W) > 0 . Alors (corollaire 10), un revétement
étale W' de W admet un morphisme surjectif sur une variété de type général X ,
donc V X W' = V' aussi. Notons g : V' — X ce morphisme, qui est un espace
fibré. De Cnm lorsque la base X vérifie dim X = k(X) et de «k(V) = x(V') ,

on tire que k(g~1(x)) = — o , pour un point générique x de X . Mais 1'inégalité
d'Iitaka (théor&me 4) montre que c'est impossible. Donc k(W) = O . On applique le

théoréme 8.

Remarque [11]1.— Si dim V=3, de Cs,2 , Ca,4 et du théoréme 8, on tire direc-

tement (sans utiliser le corollaire 10) que « est un espace fibré avec 1'information
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supplémentaire que k(F) =0 .

Point 3 [11] — Il reste & démontrer sous les hypoth&ses du point 2 que a

est un fibré étale si dim V=3 ou si q(V) = dim V - 1 (théoréme 2 (iii)). De
C;,»; et C;{,n_1 on tire que Var o = 0 , c'est-3-dire que toutes les fibres
lisses de o sont isomorphes sur un ouvert de Zariski. Il existe donc un morphisme
génériquement fini T : W' — A(V) , ol W' est lisse, tel que V XA(V) W' soit
birationnel 3 F X W' . On peut supposer que T est galoisien de groupe G et
que G est inclus dans Aut(FxW') . En comparant les ramifications de F x W'

sur F x W'/G et de W' sur A(V) on trouve que les sous-groupes de ramification
d'un diviseur D dans W' et du diviseur D x F dans W' x F sont les mémes.
Soit I 1le sous-groupe de G engendré par ces groupes de ramification. Alors

F x W'/TI réalise une trivialisation de « aprés revétement &tale.

Les paragraphes suivants sont consacrés a 1'&tude de C“m .

§ 6. Quelques constructions et définitions

Pour évaluer le K(V/W) d'un espace fibré f : V — W , on peut toujours
remplacer V par un mod&le birationnel V' , car pour tout morphisme birationnel
T: V'  —V ona T*m{a],/w = ms/w . On peut toujours aussi remplacer W par un
mod&le birationnel W' , car pour tout morphisme birationnel T : W' — W , on peut
supposer que f se factorise en f' : V — W' et on a 1l'injection
f;m‘a,/w, C—»f*uf;/w et donc K(V/W') < K(V/W) . On supposera donc toujours que le
complémentaire d'un ouvert Wo dans W contenu dans L'ouvert de lissité de £
est un diviseur 4 croisements normaux D , de mdme que son image imverse £-'(D),
complémentaire de l'owvert lisse Vo tel que Vo= £ '(Wo) .

Soit T : W' — W un revétement entre deux variétés. On considére le diagramme
suivant :

d n T
v' v, Vs 2

e e |

W —

oi Vo =1V *u W', n est la normalisation de V, , d est une désingularisée de

Vi, Tq4=7T2°n, T' =7T4°d , et ol les autres morphismes sont les morphismes

évidents. On peut supposer que le discriminant dans V de T4 est un diviseur &

croisements normaux.
Lemme 13.— Sous les hypothéses précédentes, on a les inclusions
Wy ., T*
1/ 1% /w

ya s @
f*mV'/W’ T f*mV/W pour a 20

En particulier «(V/W) = «(V'/W')
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Démonstration.— Le revétement T4 ramifiant sur un diviseur 3 croisements normaux,
V, n'a que des singularités quotient [30], donc ratiomnelles et de Cohen-Macaulay.
En particulier V4, admet un faisceau dualisant Wy, s qui vérifie daWy. = .
1

Si on définit wvz pai mV2 = Tzwv , c'est-3-dire que TZ*mV = HomV(Tz*O' :» )

*y—1 = = . e uo-—
alors wy, ®T2wV fzmw./w puisque T est plat, donc Oy, /W T2‘°V/w q

tient de n*eb par 0% étant de torsion, on a une injection
(n*wv I i Homv (0,85 Y /W')) wy syt et donc un morphisme

. * i i t
n* n*mv1/w, - T’mV/W Or n n*mv1/w, a pour quotlent sans torsion mV1/W' e
Tth/W est inversible. Cela donne la premi&re inclusion. D'autre part,
- s 3 o 2 i est un
d*mV'/W' wV1/W' . I1 existe donc un morphisme d wV1/W' — wV'/W' qul e
isomorphisme en dehors d'un diviseur E contenu dans le lieu exceptionnel de d .
s ] E de E .
On a donc une injection mv W T' wV/ O(sE) pour un multiple s
Ce qul montre que d*wv /W' est inclus dans
mV/W ® dywys /w.(SE) = T1wV/W ®t%7/w, _— Tsz/w . Ce qui donne comme préc&dem-—
ment, en appliquant n, , 1'inclusion n,d *mv W < Tzwv/w . Or T é&tant plat,
fz*Tsz/W =T f*wV/w . En appliquant f,, & 1'inégalité précédente, on trouve la

deuxiéme inclusion. La derni&re provient de la trace T*Oh,-—* Oh .

Lemme 14 [13]1-[19].— Sozent W une variété, D ='i§1Di un diviseur & croisements
normaux, f{mq,...,0p} des nombres positifs. Il existe alors une variété W' et
un revétement plat T : W — W tel que D' = (T*D)red sott un diviseur 4 croi-
sements normaux, my divise mj 4 ou mij est défini par T*Di = Z mijDij »

T*Dj so0it réduit et lisse st my =1 .

Remarque.~ La construction se fait par récurrence, composante de D par composante.
On extrait la mj-ime racine d'une section d'un faisceau H'% qui a pour diviseur

correspondant la réunion d'un diviseur tré&s ample et de la composante Dj .

DEFINITION 15.— Un faisceau localement libre F sur une variété W est dit semi-
positif (noté s.p) si pour tout morphisme T : C — W d'une courbe lisse C dans
W et pour tout quotient inversible L de T*F , L a un degré positif ou nul sur
C . Un faisceau coh&rent sans torsion F sur W est dit faiZblement positif (noté
f.p) si pour tout faisceau inversible ample H et tout a > 0 , il existe b > 0
tel que Sba(F) 8>Hb soit engendré sur un ouvert par ses sections globales, c'est-—
3-dire que l'application naturelle

(%) o (w,s°2(F) ® uP) 8 o, — s*2(r) ® BP

soit surjective sur un ouvert.

Remarques.— 1) Le produit symétrique SQ(F) est défini ici comme 1'extension du
produit symétrique sur 1l'ouvert sur lequel F est localement libre. En particulier
1l'injection de F dans S7(F) n'est pas forcément surjective.

2) Si F est localement libre, F est s.p si et seulement si F est f.p et
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et 1'application (*) est surjective sur W .

3) Si W est une courbe et si F est localement libre, F est s.p si et seule-
ment si F est f.p.

4) Soient T : W' — W un morphisme birationnel entre deux variétés W et W' ,

F C— G une inclusion de deux faisceaux cohérents sans torsion sur W' &gaux sur

un ouvert ; alors si F est f.p, T,G est f.p.

5) Soient T ¢ W' — W un rev@tement plat entre deux variétés W et W' , F
un faisceau cohérent sans torsion ; alors si T*F est f.p, F est f£f.p.
PROPOSITION 16 [13]-[15].— Pour démontrer Com lorsque la base W est de type

general il suffit de montrer que pour un SL >0 tel que f*wv i # 0, le faisceau
*mv I est f.p.

Démonstration.—-si pour tout £ >0 , f*mé/w =0, alors k(F) = —» et C est
trivial. Soit donc un £ comme dans la proposition. Pour un faisceau tré&s ample
inversible H fix&, il existe a > 0 tel que H2 soit contenu dans w;g . En

effet le nombre des sections de ww restreint au diviseur de H2 croit au plus

comme (al) , et celui de uﬁl comme (aﬁL)m . Soit alors b > 0 tel que
(f*mv/w) QDH soit engendré sur un ouvert par ses sections globales. Supposons

que f*m% soit localement libre. L'application naturelle

mT: S (f*wv/w) 8’Hb'——» f*m§73 b est non triviale, donc le deuxi&me faisceau

a une section globale qui fournit une inclusion de f*Hb dans w%?a f*HZb et

par suite une inclusion de f*Hb dans méba . On a donc un diagramme commutatif

d'applications rationnelles

V---g-—>]P1

b

W—— 1,
oi p est la projection sur les sections de f*Hb , tel que la fibre générique G
de g vérifie «k(G) = 0 (théoréme 3), et tel que (théor&me 4) «k(F) < dim g(F) .
Donc K(F) < dim g(V) - dim W = (V) - dim W . Si f*wé/w n'est pas localement
libre, l'application T n'est pas définie. On prépare dans ce cas f : V — W de
telle sorte qu'il existe un morphisme birationnel T : V — Vo tel que tous les
diviseurs B de V vérifiant codim £(B) = 2 soient dans le lieu exceptionnel de
T [27]. L'application m est alors définie si 1'on temnsorise m%?% par un tel

diviseur B , et il suffit alors de remarquer que K(wV(B)) = k(V)

Remarque.— Si 1'on suppose que (V) = 0 , on peut toujours trouver un revétement

lisse V' de V tel que (V') = (V) et H°(V',wv.) # 0 . I1 suffit dans ce cas
de montrer la proposition 16 pour & =1 [13].
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§ 7. Variation de structures de Hodge ou positivité de f*wélw

Reprenons notre espace fibré f : V > W tel que dimV=n et dim W =m
avec les hypoth&ses du § 6. Posons D = @ Dy , fo = f|Vo s notons
Ho = (Rn—me*m)prim GJOhO l'espace total de la variation de la structure de Hodge
polarisée, Fo= f°*mVo/Wo le (n-m)-i2me terme de la filtration de Hodge {FF} O<p<n-m de
Ho . Supposons de plus que les monodromies locales Y; autour des D; de Ho sotent
unipotentes. Alors une construction standard (voir par exemple [29] page 234)
affirme 1'existence d'une extension localement libre H de Ho quil correspond
aux sections s de Ho qui s'écrivent s = Z fijs; ol les f; sont des fonctions
holomorphes multivaluées sur Wo , ayant au plus des pdles logarithmiques le long
de D et les sj des sections linéairement indépendantes multivaluées, plates par
rapport i la connexion de Gauss—-Manin, de Ho . Le "nilpotent orbit theorem" de
W. Schmid [29] affirme 1'existence d'une extension de la filtration FP donnée

N cos n-my
par les mémes conditions. Posons F =F .

THEOREME 17 [61-[13].— Sous les hypothéses précédentes, f*wV/W est localement
libre et s.p.

Démonstration.— Les deux faisceaux F et f*wV/W sont des extensions de Fo , qui

sont donnés par les mémes conditions [28]. Ils sont donc &gaux et f*mV/W

calement libre. Soit T : C — W un morphisme d'une courbe lisse C dans W .

est lo-

Supposons que Co = T-1(Wo) soit non vide, et notons L un quotient inversible de
T*F ., La polarisation de Ho dé&finit une métrique hermitienne h sur Fo , donc
des métriques hermitiennes h' et h; sur T*Fo et LIC dont la courbure Op
o
est positive [22]. Les singularités de h; 1le long de C -Co sont logarithmiques.
Lemme 18 [6].— On a deg.L = é% J oL 20 .
Co

Idée de la démonstration.—Pour un prolongement éf), © de © & C, le degré de L

sur C est degCL =-§; © . On utilise le théor@me de Stokes pour ramener le cal-
cul des intégrales autour des points de C - Co 3 celui de 3 loghL(s,s) sur un
cercle entourant un point de C - Co , ofi s est une section locale de L , et on

conclut en utilisant que hL a au plus des pSles logarithmiques.

Remarque.— Si de plus l'application de Co dans le domaine des périodes est non

triviale, et que F est inversible, alors degCF est strictement positif ([22],
corollary 7-10).

- . . T x
Soient U un voisinage ouvert de D, , D? =D, - Ubp; , U°=U-UD;y . Sur
2 2

HlU-D s> la monodromie 7Y4q est unipotente et définit une unique filtration dite par

le poids {WQ}OSZSZ(n ) vérifiant que Nw£ [t WL-Z et que
2 W W
N~ : G — . . _
( r(n—m)+2(H|U—D) Gr(n—m)—R(H|U—D) est un isomorphisme pour N = log Y1 .

Cette filtration Wl admet une extension i H|U° de sorte que les filtrations
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WSZ, et FP dé&finissent une variation de structures de Hodge mixtes sur H|D° , qui

sont polarisdes sur leurs parties pr1m1t1ves,
2-(n-m)+1 W
N > -
GrJL(H]D")prlm Ker(N : GrQ(H|D2) — GrZ(n—m)—R—Z(HIDg) pour £ 2 (n-m)
et 0 sinon, par la polarisation sur WQ(H|U—D) qui en définit une sur Gr‘{(HIUO) .
Les filtrations WSL » FP et la polarisation sur H admettent des extensions 2
:
) = (Gr

H|D1 qui vérifient, de mdme que plus haut Gr‘g(F . Suppo-

[D4
sons maintenant que T(C) N Wo = @ et que T-1(DY) # § . Il existe un & tel que

le morphisme T*Grg (F

ID prim

|D1) — L soit défini et non nul. Notons L' 1le sous-
faisceau inversible de L ainsi construit. Le méme argument que précédemment appli-
qué 3 Gr‘g(Flm) et 3 T-1(DY) dit que degCL' est positif (ou nul), donc a for-
tiori degCL . On termine la démonstration par récurrence...

COROLLAIRE 18.— Pour tout espace fibré £ : V — W, f*wv/w est f.p.

Démonstration.— On combine le lemme 14 qui rend unipotentes les monodromies locales

quasi-unipotentes de f , le lemme 13, la définition 15 remarque 5, le th&or&me 17.

Lemme 19 [15] — Soit H un faisceau imversible ample sur W tel que pour un a>0 ,
s? (f,,(mV W ®H ) soit engendré sur un ouvert par ses sections globales. Alors

2-1
*mv N ®H est f.p.

Idée de la démonstration.— Par extraction deracine de sections bien choisies de cer-

tains faisceaux ([11], § 5), on construit un espace fibré g : T — W &quipé d'un
morphisme B+lpy g1 f*wv/w ®H -1 surjectif sur un ouvert. Pour cela, on prend
une section générale de 1'image du morphisme s? (f*mV/W ®H ) — 81 (f*mv/w) @H R
dont on peut supposer (§ 6) que le diviseur correspondant D + X cjF; dans V est

i croisements normaux. Si af divise tous les cj , il suffit de prendre
af~-1 . .
T = Specv( @ L"1> ol La'Q'=dV(D) , qui est lisse. Le morphisme cherché est
5 -

ag-
. . . _ i
alors la projection de g*wT/w f*( ? L ®wv/w) sur le facteur

-1, _ 2 2-1 . ~ . PR
f*(wV/W L ) = 1‘:'*(09‘,/w ®H ) . Sinon, on prend un rev@tement intermédiaire
T : 8 — V construit comme dans le lemme 14 tel que T*Fi =al cijFij , et on
utilise que wV/W est un facteur direct de T*wS/W .
THEOREME 20 [15].— Pour tout espace fibré £ : V — W et tout & > 0 , le fais—

2
ceau f*mV/w est f.p.

Démonstration.— Soit H un faisceau ample sur W . Il existe alors s tel que u°

vérifie les conditions du lemme 19. Soit r 1le plus petit s tel que

*mV/W ®HSR ! soit f.p. Par définition, il existe a > 0 tel que

S (f*mv/w ®Hr9’ !
2

Donc (lemme 19) f*mv/w Q@ H

) ®1® soit engendré sur un ouvert par ses sections globales.
r(2-1) est f.pet r(L-1) > (r-1)2 - 1 , ou encore
< % . Ainsi, pour tout espace fibré f : V — W et tout H inversible et ample

2
sur W, f*m‘%/w @HQ' £ est f.p. Prenons un a > 0 et un revétement lisse
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T : W — W tel que 1'on ait T*H = 'Y avec H' ample et d = 2a(g2-92) + 1

et dont le discriminant dans W soit 3 croisements normaux et rencontre transver-—

salement le lieu non lisse de f (lemme 14)., Soit f' : V' — W' 1la famille
22-4

H'

obtenue comme dans le lemme 13. Alors f;u\%,/w, ® est f.p, donc (lemme 13

2-
et définition-15 remarque 4), T*f*mf;/w ®H'£ L est f.p. Il existe donc b > 0
2_
tel que Szba(r*f*mélw ®H'£’ 2) RH'D = T*(SZba(f*wvg'/w) ®Hb) soit engendré sur
un ouvert pas ses sections globales. Si l'on choisit b grand de telle sorte que

s2b3 ¢ “’%/w) ® 52b

est engendré sur un ouvert par ses sections globales. Donc f*wV/w est f.p. Ainst

T*%, ®Hb soit engendré par ses sections globales, alors
C . estvrat s la base W est de type général.

§ 8. Méthodes algébriques ou quelques cas de C;I;]

On se place dans le cas oli notre espace fibré f : V — W est une famille de
surfaces de type général ou de courbes de genre = 2 ( k(F) = dim F ). On suppose
de plus zue pour tout &L >0, f*u\%/w est localement libre. On pose (1)

Fl = f*mV/W , on note r(f) le rang de Fg , et on pose fg = det FQ = A F,Q, .
Alors
THEOREME 21 [11].— Sous les hypothéses précédentes, on a

KW, f:éa) ®f;b.r(ab)) 2Var £ pour a et b grands.

Dém;:mstration.— Pour a grand, les sections de m; définissent un morphisme bira-
tionnel de F sur F' dans ]PN , ol N = dim HO(F,m;) -1=r(a) -1 . Le point
du schéma de Hilbert correspondant & F' «»P" est stable au sens de Mumford [24],
et il existe un schéma de modules grossier M naturellement plongé dans un projec-—
tif P par i : M« TP , &quipé d'une application rationnelle ¥ : W-— M . on
veut alors comparer le faisceau du théoréme 21 et (1o ‘:V)*G']P (1) . Pour b grand,

1'application Sb(Fa) — F_, est surjective sur un ouvert de méme que 1'applica-
r (ab)
tion /\ (Sb(Fa)) pea— fab . Notons L 1l'image de cette dernidre, qui est de
rang 1 . Pour une trivialisation ¢t : Fa[U o o;(a) sur un ouvert U , de Fa N
r(ab)

on a un morphisme g; : (Sb(mr(a))) ® & — L donc un morphisme
t C U

lu >
g: : U —P' =P r(/aib) (Sb(mr(a)))) , sur lequel IP' opére SL(Er(a)) . Un point
g:(u) , si la fibre f~%'(u) est lisse, est le point correspondant du schéma de

Hilbert, qui est stable [24]-[21]. Il existe donc un polyndme homogéne sur T P'

invariant par SL(Er(a)) , qui n'annule pas g:(u) , et de tels polyndmes homogénes
séparent les SL(Er(a))—orbites différentes. Notons P un tel polynSme, p son

degré. Il induit une section 1 de LP‘U par g . Une autre trivialisation t'
de FaIU induit une section P de LP‘U qui différe de P, par ume puissance
du déterminant d'un &lément B de GL(Er(a)) @E O, qui transforme t en t' = Bt
Par un calcul explicite, on trouve : P = Pt(det B)pbr(ab)/r(a)

e . Ce qui signifie
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P ® f;pbr (ab)/r(a) . On conclut

que P induit une section globale du faisceau
en observant que les fibres lisses non isomorphes de f sont séparées par les P
et que Var f = dim Y(W) .

Pousser plus loin 1'&tude de C;é dans le cas précédent, c'est donc comparer
mélw et le faisceau du th&or&me 21. Dans le cas oi dim V=3 et dim W= 1 les
FR sont toujours localement libres, et vérifient le th&or&me de Riemann-Roch :
dim H°(W,F2) ~ dim H1(W,Fl) = deg F 20
(théoréme 20), et deg Fl >0 si Var £ > 0 (théoréme 21) pour & grand. Choi-
sissons un tel & = ba . Alors

- rang(FQ)(genre W~-1) . Or deg F

din1H°(V,wg7w) > (br(ba)/r(a))deg F_+ r(ba)(l - genre W) ol le deuxi®me membre
de 1'inégalité croit comme un polyndme en b3 si Var f # 0 , ce qui donne C;:1

dans ce cas. Si Var £ = 0, il n'y a rien 3 démontrer. Donc
THEOREME 22 [11].— Cil, est vrai si «(F) =2 .

Dans le cas d'une famille de courbes f : V — W , on peut supposer que V
est une désingularisation de T telle que g : T — W existe et soit un espace
fibré semi-stable. En effet [26], il existe un schéma de modules grossier ﬁé
des courbes de genre g (le genre de F est g ) et une application rationnelle
W-— ﬁé que 1'on peut supposer partout définie. Un schéma de modules fin existe
comme revétement ﬁ(u) de ﬁé . On prend un revétement W' de W tel qu'un mor-
M;u)

phisme de W' dans soit défini. D'aprés le lemme 14, on peut supposer que

W' est lisse. Le pull-back sur W' de la famille universelle sur EQU) est une
famille semi-stable sur W' . On applique alors le lemme 13.

Soit donc f : V — W une famille semi-stable de courbes de genre g . (Bien
que V ne soit pas lisse, le calcul sur les faisceaux dualisants est le méme que
pour l'espace fibré obtenu par désingularisation de V , car les singularités de

V sont rationnelles et de Goremstein [30]).

THEOREME 23 [17].— Sous les hypothéses précédentes et st g 2 1 , alors

r(l)
g(g+l)/2
Yy /W

r(l)
£*( N\ f*wV/w) est inelus dans

. En particulier x(V/W) 2 k( N\ £y -

Remarque.— On construit cette inclusion par le déterminant de Wronski [5].
r(l)

Il reste 4 démontrer que k( /\ f*wV/W) 2 Var £ , ce que 1l'on peut faire en
utilisant le domaine des périodes des fibres de f et sa construction explicite
[17]-[5]. On peut le montrer aussi en utilisant la forme relative du théoréme de

Riemann-Roch et le théoréme 21.

THEOREME 23 [25].— Sous les hypothéses précédentes et si g 2 2 , avec les notations

du théoréme 21, alors fa = (f:2 ® I)a(a—l)/Z ® £, , pour un faisceau d'idéaux I
dans Gh .

Un calcul explicite montre alors qu'une puissance de f, contient
f1:(a) @ f;b.r(ab)

ab pour a et b grands. Donc
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THEOREME 24 [5].— C;'n—l est vrat 81 k(F) =dim F =1 .,
t]

Considérons maintenant un espace fibré f : V —» W tel que dim V =3,
dim W=1, F est soit une surface K3 , soit une surface ab&lienne, ou bien
dim V=n =dim W+1 et F est une courbe elliptique. Dans tous les cas Wp = 6%
De méme que pour le th€or&me 23, on peut supposer dans le dernier cas que la fa-
mille f est semi-stable et qu'elle est munie apré&s revétement de W d'un mor-
phisme dans le schéma des modules des courbes elliptiques _$U) , qui est
une courbe. Le calcul se ram&ne donc & un calcul d'une famille de courbe sur une
courbe, si Var £ = 1 , qui est le seul cas 3 considérer. Dans les trois cas,
f*mV/W est un faisceau inversible de degré positif (strictement si Var £ # 0 )
d'aprés le théoréme 17 et la remarque du lemme 18. Donc deg f, = Var £ . Or
f*f*wv/w est inclus dans wV/W . Ce qui donne le

+1

THEOREME 24 [5]-[111.— cj,,

est vrat st F est une surface abélienne ou une

surface K3 . C;'n—l est vrat st F est une courbe elliptique.
’

Remarque.— Si F est une surface hyperelliptique ou une surface d'Enriques (voir
aussi plus bas), on peut se ramener aux cas précédents par un revétement approprié
de V et des arguments du genre de ceux du corollaire 10.

Si enfin on a une famille de surfaces elliptiques sur une courbe, on peut
supposer aprés revétement de W que f se factoriseen g : V — S et

h:S8S—W, ol g est un espace fibré dont la fibre est une courbe elliptique.

De C;:z pour g , on tire que g*wé/s a une section globale pour a grand, donc’
une inclusion wg/W s g*mslw . Si k(8/W) 21, ona C%!, dans ce cas. Sinonm,
K(S/W) =-o (resp. Kk(S/W) = 0 ) et d'aprds C}!, , on peut supposer que S est

le produit de W et de ' (resp. d'une courbe elliptique E ). On &tudie alors

g en comparant par un calcul peu agréable le discriminant dans S' de la réduc-

tion semi-stable g' : V' — S' de g , avec g;mg,/s. . On obtient le

THEOREME 25 [11].— 0;11 est vrat st F est une surface elliptique.
Ceci 8puise tous les cas de la conjecture d'Iitaka, fagon forte, utiles 3 la

démonstration des tableaux de classification (§ 1).

§ 9. Quelques questions

1) Bien-siir, Cnm et C;m . Pour 1'étude de l'application d'Albanese, il suffi-
rait (résultats 12-3) et corollaire 10) de connaitre Cnm lorsque W est bira-
tionnelle 3 A(W) .

2) A propos des points d'interrogation du théoréme 1.
a) Si dim V = (V) , l'anneau R(V) est-il de type fini ?
b) Si k(V) =0 et dimV =n , a-t-on dim H°(V,Q$) < (2) ?2 [12]. Ceci est

vrai comme conséquence du théoréme 1 si dim V=3 et q(V) 21 et comme consé-
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quence du théordme 2 si V est birationnelle 3 sa variété d'Albanese ou si
qV) =dim V - 1 .

c) Si k(V) = -~ » , est—il vrai que pour tout faisceau inversible L , il existe
N tel que pour tout m = N on ait HO(V, L®w$) = 0 ? Cette question est connue
sous le terme "Adjunction terminates'". La réponse est positive si dim V = 3 et

q(V) 2 1 comme conséquence du théoréme 1.

Addendum - Octobre 1981

Depuis Février, les résultats 12 ont &té& agrandis de plusieurs contributioms.

Dans une nouvelle version de [14], Y. Kawamata termine la démonstration de
Cn,1. Par ailleurs, il prouve Cn,n.2 lorsque F est une surface elliptique et
C;m lorsque ml% = O'F pour un £ > 0 .

De son cdté, E. Viehweg réduit la démonstration de C;m 3 celle de 1'inéga-
1ité k(W , det f*wé'/w) > Var £ pour un £ > 0 . Quant 2 cette dernidre inégalité,
elle est vérifiée comme conséquence des th&or@mes 20 et 21 lorsque F est une sur-
face de type général.

On obtient ainsi Cn,n-2 et Cyy pour n < 4 .

On peut alors, en appliquant la méme méthode de démonstration que dans le
§ 5, compléter le théoréme 2.

(iv) si q(V)
(v) Si q(V) =dimV -2 et k(V) =0, alors a est un fibré étale de fibre

1 et K(V) =0, alors o a une fibre F telle que «(F) =0 .

F telle que k(F) =0 .
De plus, si dim V< 4 et k(V) = -~ oo , alors la factorisation de Stein de a a
une fibre F telle que K(F) = — =,

Pour plus de précisions sur ces derniers développements (et aussi pour une
démonstration plus lisible du § 5, point 3), voir dans les "Proceedings of the
symposia on algebraic varieties and analytic varieties, Tokyo 7/81", 3 paraitre
chez Kinokumiya et North Holland, les articles des deux auteurs pré-cités et la

bibliographie correspondante.
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