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séminaire BOURBAKI 560-01

32e année, 1979/80, n° 560 Juin 1980

REGULARITE DES SOLUTIONS
DES FQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES NON LINEAIRES

[d'aprés J.-M. Bony)

par Yves MEYER

Bony vient d'obtenir de remarquables résultats sur la régularité des solutions

des équations aux dérivées partielles non lindaires. On appelle m 1'ordre de 1'équa-

tion non lindaire F(f,...,BBf,...) =0 ; m est le maximum des ordres ]B‘ des
dérivées an de la fonction inconnue f : R — R figurant dans 1'équation. Un des
théordmes de Bony est que pour tout r > O , toute solution f de classe Cm+r
appartient a Cm+2r microlocalement dans les directions non caractéristiques. Dans

le cas général, ces directions dépendent, en fait, de la solution f en question.

Dans le cas quasilinéaire, les résultats obtenus sont meilleurs (ils sont méme
optimaux en vue des contre-exemples). \

La méthode de Bony est trés originale. On approche d'abord 1'édquation non linéaire
par une équation pseudo-différentielle lindaire. Les opérateurs pseudo-différentiels
que 1l'on doit utiliser ne sont d'aucun type usuel mais appartiennent aux "classes

inteérdites" de HOrmander.

m
S9,1

Bien qu'aucun calcul symbolique ne soit possible pour , les opérateurs

m
S1,1
paradifférentiels de Bony se composent comme il faut. On inverse alors microlocalement
1'équation pseudo-différentielle qui a permis de linéariser le probléme non linéaire
et 1'on obtient le théoréme de régularité.

Le texte qui suit est une adaptation libre de [1]. Tout en conservant 1'organi-

sation générale de Bony, nous nous sommes permis de modifier les démonstrations afin

d'obtenir des énoncés un peu plus précis.

1. Les espaces de Sobolev et la décomposition de Littlewood-Paley

©
Nous fixons désormais une fonction ¢ € C CRn) radiale telle que @(§&) =1

o
1o el =@ e )% wous

7 . n . :
désignons par F: A('(IRn)—r,é' (R ) la transformation de Fourier et par

quand ‘EI < % et que @(§) = 0 pour IE‘ 2

s, : A (R™) — A (R") 1'opérateur de "sommes partielles" ddfini par
3”[Sk(f)] = m(-%;)gvf(g) . (Nous utiliserons également dans la suite la notation f
2 f -ix.§
e
n
IR

pour désigner la transformée de Fourier de f : £(§) = f(x)dx ).
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Le "bloc dyadique Ak(f) de f est défini par Ak(f) = Sk+1(f) - Sk(f) ou,

de fagon équivalente par

PILOT=4FEE o 1D =95 - ()

Le support de la transformée de Fourier ﬁ'Ak(f) est donc contenu dans la
1
couronne Fk = {ger"; §-2k < |€| < 2.2k}

Alors la décomposition (en fait on devrait dire "une décomposition" car il y a

divers choix possibles pour ¢ ) de Littlewood-Paley de f est

f =8 (f) +A(f) + ...+ A(f) + ...
o [o) k

si, réciproguement, une distribution tempérée S s'écrit S = % S, ou le spectre
de Sj est contenu dans la couronne dyadique F3j , JEWN , alor; cette décomposi-
tion est une décomposition de Littlewood-Paley de S car le no man's land qui sépare
les couronnes F3j permet la constructi:n de @ .

En revanche une décomposition $ = g Sk ol le spectre de Sk est contenu

dans Tk n'est pas nécessairement une décomposition de Littlewood-Paley.

L'intérét de cette décomposition vient de ce que la plupart des espaces fonc-
tionnels utilisés en analyse sont caractérisés par les propriétés de la suite b ()
des blocs dyadiques de f . Donnons quelques exemples bien connus qui seront utilisés
par la suite.

s S .
a) L' espace de Sobolev H™ , s €IR , est caractérisé par la condition

s o) ll, + & o o)]2 a2

s .
b) L'espace de Besov A 17 S €R , est caractérisé par

syl + Sllagall 2 < vo . (1sps e,

< +

c) L'espace de Holder Cr , 0<r< 1, coincide avec /\r (fonctions hdlderiennes
d'exposant r ). Quand r = 1 nous noterons C1 l'espace usuel et Cl la classe de
Zygmund des fonctions continues f : R — T telles qu'il existe une constante
C > O pour laquelle on ait If(x+~h) + f(x~-h) - 2f(x)1 = C]h‘ (pour tout x eRr"
et tout h €R” ). Enfinsi r>1, r=m+s od 0<s <1, on définit C  comme
l'ensemble des fonctions £ € Cs telles que si o GZNn et la‘ <m, aaf € Cs (la
dérivée étant prise au sens des distributions). Naturellement si r =m+1 , on
définit Ci en remplagant C1 par la classe de Zygmund Cl .

Dans ces conditions f € ¢© (r ZWN) et £ € Ci (r=1 , r €EN) sont équivalents
lacell, = ¥ ot Is o)l = c .
d) L'espace IF(R") usuel est caractérisé (si 1<p<+® ) par So(f) e P et
(2 IAk(f)I2 V2 e 1P,

e) On désigne par S? la classe des symboles vérifiant
o Oy
|agaio<x,€)| < c, B(1+|§|) | pour tout « €N et tout B EW . Si O0<p <=1
'

e o
les opérateurs correspondants T € Op S ne sont pas bornés sur f et 1'on

1,0
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définit [3] la version locale de 1l'espace B® de Stein et Weiss comme 1'ensemble des

fonctions f € LP(R") telles que Tf € P(rM pour tout T € Op S? o - Alors f

appartient 4 la version locale de HP si et seulement si So(f) €LP et
(2 lAk(f)|2)1/2 € 1P .

f) Supposons de nouveau 1< p< +® et s €IR . L'espace de Sobolev généralisant
Lg est 1l'ensemble des distributions S € A'(KJH telles que (I - A)S/ZS € LP(EJU .

C'est un espace de Banach lorsqu'on le munit de la norme l](I-—A)S/ZS” p - De sorte
L

p

que si s=k €N et si 1< p< +®, L est le sous-espace de Lp formé des

fonctions £ telles que 3Pe e ¥ powr o= |B‘ < k (les dérivées sont prises au
B B
sens des distributions, B = (B,,....,B ) BB = (—El—) 1 - vji— noet
1 n 8x1 an

= + oo+ .
el =8, B, )
Cet espace est caractérisé par les conditions s (f) € P et

(o]
< &5a ) ]HV2 e P .
o k

2. Un premier exemple de lindarisation d'un probléme non lindaire

Pour commencer par un exemple simple, nous allons redémontrer le résultat bien-

connu suivant.

©
THEOREME 1.- Soit F € C (R) une fonction nulle en O . Alors si 1< p< +® ,

n n
s> et f:R — R appartient d r?

, la fonction composée F(f) € Lg .
Pour le voir on écrit la décomposition de Littlewood-Paley de £

= + A(E) + ... + A + ... ! = =8 (f) + ... + A (f
£ So(f) O( ) k(f) et 1'on a Sk+1(f) fk+1 O( ) k( )
Finalement fk converge uniformément vers f sur tout IR . De sorte que 1l'on peut
écrire F(f) sous la forme d'une série télescopigque

= + - + ..+ - + ...
F(£f) F(fo) [F(f1) F(fo)] [F(fk+1) F(fk)]

@
Le terme F(fo) est trivial. En fait fO € LE pour tout k €N et également a Lk

pour tout k €N . Alors un calcul immédiat donne que F(fo) € LE .
Nous écrirons ensuite

1
) - F(fk) = F(fk%-Ak(fz) - F(fk) = Ak(f)SDF'(fk+-tAk(f))dt = mkAk(f) .
Nous avons posé m = F'(fki»tAk(f))dt .
(¢]

Pty

soit 1 : 3(R") — & (®RY) 1'opérateur linéaire défini par L(g) = % m A (g) .
L'opérateur L est un cas particulier d'opérateurs de la classe exotique S? 1 qui
joue dans ce qui suit un r8le fondamental. On a, par des calculs trés simples'
”aﬁmk”co < CBZleI ; on part pour cela de ”fk”co < C qui est donné par le théoréme
de Sobolev. Puis 1l'inégalité de Bernstein donne nasfk”m = C2kIB et enfin il vient
”BBF'(fk)”co < c82k|B| par dérivation d'une fonction composée. Le symbole de L est

(0]

©
= g . o
z mk(x)w(zk) qui appartient a S1’1 .
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Les opérateurs T € Op? ; (et en particulier L ) jouissent de propriétés de
P

continuité remarquables. En particulier, on a le résultat suivant.

THEOREME 2.- Soit Ca , o €iNn , une suite de constantes positives et (mk)kEIJ une
; : N ® o ko

suite de fonctions appartenant a C (R") et telles que ]la mk”°°£ c 2 e pour tout

k €N et tout o €N . Alors 1l'opérateur L :.&(R') — Z(RY) défini par

=3
L(g) = g mk(x)(Akg)(x) se prolonge en un opérateur borné de Lg dans lui-méme pour

tout p € ]1,+°[ et tout s > O .
Le théoréme 2 implique le théoréme 1 qui est donc prouvé.

s s s
Le théordme 2 est encore vrai si p = +® i condition de remplacer Lg par C

T+ s . s .
(défini ci-dessus) si s >0, s fN etpar C, si s21, s €N ( c® est

PV . . ) s .
défini en termes de fonctions hdlderiennes d'exposant s-k et C, a l'aide de la

classe de Zygmund).

Le point remarquable du théoréme 2 est que 1'opérateur L est un opérateur
pseudo-différentiel dont le symbole 0(x,§) = 2 mk(x)W(Z—kg) € S?'1 . L'opérateur
correspondant n'est pas en général borné sur LP pour 1< p < +® de sorte que le

by

théoréme 2 est inexact si s = O . Par ailleurs le cas p = +® est d 3 E. Stein
(notes d'un cours donné & Princeton en 1972-1973).

Naturellement le théoréme 2 n'est qu'un cas particulier du résultat plus général
suivant.

N

THEOREME 3.~ Soit O un symbole appartenant a la classe ST I Alors pour tout
L4

s> 0 et tout p € ]1,+[ , 1l'opérateur pseudo-différentiel ©(x,D) se prolonge

en un opérateur borné de LY
s+m

dans Lp .
E— s

Ici m €R est arbitraire et o € ST signifie que o(x,§) € dn(ﬂglxjmn) et
o, B m-lof+B] 7
que !agaxo(x,g)l S c, g1+ e .

3. La seconde lindarisation d'un probléme non lindaire

Nous empruntons maintenant a Bony la notion de paraproduit entre deux fonctions
(ou distributions). Soient a : R —>C et f:R —C deux fonctions appartenant
a ArY .

Comme ci-dessus nous utilisons la décomposition de Littlewood-Paley

@
f = So(f) + g Ak(f) de f . Alors le paraproduit T(a,f) est défini par
w
1 l =X .
() (a,6) = £ 5, (a4 ()

Naturellement le choix de k=2 n'est pas fortuit. Il est fait de sorte que la série

définissant T(a,f) puisse s'écrire >+ >+ 3 et que chacune. de
kE3WN+2 kE€3MW+3 kE€3W+4
ces trois séries se présente comme une décomposition de Littlewood-Paley. Par exemple

on observe que le spectre du produit Sk_2(a)Ak(f) est contenu dans la somme algé-

brique [[8] < 7 27 + {F2°< |g] s 2.5V < {7 25 1g] <2 2% =T . res "couromnes
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-~

dyadiques" Fk prises trois par trois sont deux a deux disjointes ce qui prouve que

les termes a l'intérieur de la somme S(a,f)(x) = Z S 2(a)Ak(f) constituent
J k€3W+2 K-
une décomposition de Littlewood-Paley de S(a,f) .

THEOREME 4.- Soient n 2 1 un entier, p € J1,+°[ et s> deux nombres réels.

n
n Pn
Posons § = 5 +r , r >0 . Alors pour toute fonction f : IR —IR appartenant 3

w
Lz(]Rn) et pour toute fonction F € C (R), on a
(2) F(f) = M(F'(£),f) + g

ou g€L§,,s'=£+2r.

e}

Cet énoncé généralise et améliore le résultat correspondant de Bony [1] dans
n o 7 .
lequel p =2 et s'< E + 2r . La preuve de (2) est immédiate (en théorie). Notre

premiére lindarisation donnait

(3) F(f) = L(f) + So(f)
1
< [0} , . e -k
i z = '
ou L € Op S1,1 est défini par la symbole = mk(x)\b(Z €) et mk(x) SOF (fk+tAk)dt R
fk = Sk(f) . .

. NUSRN . ® n
Le paraproduit T(a,f) associé & une fonction a € L (R) est également un
(o}

k=2
Le théoréme 4 découle alors du fait que, avec les notations ci-dessus,

opérateur lindaire (agissant sur f ), défini par la symbole g s (a)\y(z'ki) € s? 1 -
’

N -r

L(f) - m(a,f) = p(x,D)f ou p € S1 5 -
r
Remarques.- La démonstration que nous avons utilisée se généralise aussitdt au cas de
N n
m fonctions fj : R —R appartenant a LISJ(]Rn) (s = ; +r , r>0) et d'une
m

fonction F = F(X1,...,Xm) appartenant & C (R") . Alors on a

(4) F(f1

f)=)n31ﬂ[a—F(f £ ),£.] +
reeerty 1 3% “I"'Imlj g
N P n J
ou geLs' . s‘=;+2r.
D'autre part, dans le cas particulier ol p = 2 (c'est-a-dire des espaces de
'
Sobolev usuels) on peut montrer que non seulement g € HS mais que plus précisément
2 T L}
g appartient & l'espace de Besov /\151 c Az , € g°
' .

4. Les opérateurs paradifférentiels

. . xr . r
Dans ce gqui suit C sera toujours remplacé, quand r € N , par l'espace C,

défini a 1'aide de la classe de Zygmund.

2 . . . I n
DEFINITION 1.- Soit r > O . Nous dirons gu'un opérateur lindaire L : (R )— /S'(]Rn)

est régularisant d'ordre r si L se prolonge en un opérateur continu de

L}‘S)(IRn)-—>L§+r(IRn) pour tout p € ]1,+#°[ et tout s > -r.
-

1,1

Comme le remarque Bony, il est impossible d'inclure dans une méme algébre d'opé-

Par exemple tout opérateur L € Op S est régularisant d'ordre r en ce sens.

rateurs tous les opérateurs différentiels & coefficients constants ainsi que tous les

opérateurs de multiplication (ordinaire) par les fonctions de classe c* (r > 0) .
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L'idée fondamentale de Bony est que ce programme peut &tre réalisé si la multipli-
cation ordinaire est remplacée par la paramultiplication T(a,f) , a € ct .

L'algébre que l'on obtient est décrite dans [1]. Nous allons présenter une algé-
m

1,0¢ ™ ER .
r

bre plus grande contenant les classes de Hormander Op S

2 m 7 .
E 2.- la A de symboles t défini > 0 et €ER . ym-
DEFINITION La classe v YTI. es inie si ¢ m Un s

bole ©o(x,8) € A? s'il vérifie les conditions suivantes : d'une part

o -la
(5) ”Bgd(x,gﬂ‘ . < Ca(14-‘§1)m lol pour tout « ew" ;
C” (dx) n
d'autre part, pour tout B € WN" tel que IBI > r et tout o €W
o -lo|+]|B |-
(6) llaiagc(x,mlm < ¢y g1+ ]EN™ lel+1e]
L (dx) !
X . m (0] r ,
Si r = 0, on convient que AO = S1 1 et dans (5), C est remplace par les
r
classes de Zygmund quand r €N , r 2 1 .
On a, de fagon évidente, ST o CiA? c ST . Si m= 0, on écrira A au lieu
r r
de AO .
r

DEFINITION 3.- On désigne par Op A 1l'ensemble des opérateurs pseudo-différentiels

T(x,D) associés aux symboles T € A .

La correspondance entre symbole et opérateur est la correspondance usuelle telle

que T(x,D)eig'x = 'l'(x,g)ig'X .

. A m ©
DEFINITION 4.- Nous désignons par B: < Ar le sous-espace des symboles O € C (Iglx]Rn)

tels que

[¢3 m=- |
(7) ECICHY I < c 1+ g le]
C7 (dx)
et que
, . 1
(8) pour tout & fixé, le spectre de x — O(x,%) soit contenu dans la boule ]Tﬂ < Ta|§|.
«©

Si r =0, on remplace C (dx) par L (dx) dans (7).

L'inclusion B: CiA? résulte alors des inégalités classiques de Bernstein.

Donnons quelques exemples.

Ssi f € Lg , s = % +r et r >0, l'opérateur L défini dans la démonstration

du théoréme 1 appartient a Op A .

si a € Cr(I{H , r>0, l'opérateur f — T(a,f) appartient & Op Ar . I1
appartiendrait & Op Br si le paraproduit était daéfini par % Sk_G(a)Ak(f) . En fait
Op Ar = Op Br , modulo les opérateurs régularisants d'ordre r . La démonstration qui
suit est tirée de [2] p. 43.

-r
o n n 1,1
Pour le voir; on désigne par © € C (R xR ) une fonction ayant les propriétés

Lemme.- Tout symbole O € Ar s'éerit O =T +p oi T E B et P € s

suivantes

(9 8M,& -0 si |g] =<5 ousi Nz g
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(10) 8,8 =1 si [N] = 5= €] et [E] =1

(1) BOM,AE) = 8(M,8) si A=z1 et |N| + [E] =21 .
On appelle 5(M,E) 1la transformée de Fourier partielle par rapport a la variable
x de x —0(x,8) et l'on pose T(1,E) = &(N,5)6(N,8) et H(M,E) = [1-8(N,8)18(M,E) .

Les détails sont faciles et laissés au lecteur.

Comme illustration de cette méthode, donnons une preuve nouvelle d'un théoréme de
Nagase [4].

HEOREME 5.- Supp 2%, 8] = c 1+ |71 ee g

T . upposons que X, = Cy e ue
o o o -jo|+ ot
|a§c(x,§) -agc(y,g)] <c lx-yl"a+1gh o ol 001 et 0ST<1.
Ceci pour tout « €N . Alors 1'opérateur pseudo-différentiel correspondant O(x,D)

est borné sur tous les LF(R") pour 1< p < +®

Oon découpe le symbole O en T + p en employant la méthode ci-dessus. Alors,
de facon évidente T € B et un calcul immédiat montre que
e o (1=-T)o
0gP(x,8) - 0gp(y,8)| = C_|x-
2% % (y.5)] = o lx-vl

sur tous les LF en vertu du théordme 9 page 38 de [2] (1 < p< =),

i —lo /
(14—]@[) i . L'opérateur p(x,D) est borné
En ce qui concerne le terme principal T(x,D) , il appartient a Op Br avec
r =0 ; & ce titre il est borné sur tous les espaces Lz (1< p< +®, 5 €R)

comme on le voit en reprenant la preuve du théoréme 9, page 38 de [2].

5. Le calcul symbolique pour les opérateurs paradifférentiels

THEOREME 6.- Soient r > O , O € Br et TE S? 7 - Alors
4

T(x,D) o O(x,D) = w(x,D) + p(x,D)

-r

1 1 .0
e 1,1

. 1
laf=e (i@ ot 78
Le théoréme 6 exprime que l'on a un calcul symbolique mais seulement & l'ordre r .

T(x,£)300(x,E) et o p(x,E) €S

gg w(x,D) =

En imitant les techniques habituelles de calcul sur les opérateurs pseudo—différentiels,

on en déduit la proposition suivante.

PROPOSTTTON.- Soient (x_,§) €R xR \{o} et o €B_ tels que
[ee]
lim inf]o(xo,xgo)'] >0 (A—»+®). Alors il existe T €A _, 9 €C (R") et

p € ém(mn) tels que
(12) 9(x) =1, wAE) =1 si A2h et pE) =u(E) si Az1 et 1g] = 5

(13) T(x,D) o O(x,D) = @(x)u(D) + p(x,D) ol p € s;r1 .

6. Application aux équations aux dérivées partielles non lindaires

[ . . @ N . .
Désignons par N 2z 1 un entier, par F € C (R ) une fonction des variables
Xo""'xn et par f :jmn —> IR une fonction de classe Cm (m € N) vérifiant

o < .
F(x,f(x),...,0 f(x),...) =0 ou ]a’ <m, m é€tant le maximum de ces ]a] .
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THEOREME 7.- Définissons le lieu caractéristique Ff associé & la solution f de

F(x,f(x),...,an(x),...) = 0 comme l'ensemble des (x,£) € R-xR® tels que
JOF
> 2 G, G0, 0D =0 .
@] ¥ R
Alors toute solution £ € Lg(ll ) de F(x,f(x),...,0

Bf(x),...) =0

n . .
s=m+=+r, r>0, 1<p=+®, appartient microlocalement a Lg, ’

P
s' =m + % + 2r , en dehors du lieu caractéristique.
. OF o
On écrit, en effet, F(x,f(x),...,aef(x),...) = P%ﬂ(-a—g&(x,...,aef,...),a £(x)) +g(x)
ou g € Lg . On pose L (u) = ﬁ(gyi(x,...,a f,...),u) . Alors f est solution de
—4+2r o Xa
N p
o
2L (3 f) =-~-g.
1@ , a o -m/2
On appelle L 1l'opérateur % La o 0 o (I=A) € Op Br . Il vient, en posant
2 / . N N s
h = (I-A)m/ f , L(h) = g ; équation que l'on inverse grlce a la proposition. On
obtient @(x)pu(D)h € LE ce qu'il fallait démontrer.
Dans le cas ol p = +® , on remplace Lﬁ par Cr avec la convention habituelle
= +4r

. 2 . 2 fei 4 .
que, si 2r EN , C T est remplacé par l'espace C*r defini a l'aide de la classe

de Zygmund.

7. Les équations quasi-lindaires et le contre-exemple

‘ . I S o
Supposons que l'équation non linéaire s'écrive > ca(f,...,BBf,...)a f=0
lo]=m

N n . N p n < ® N
ou f : R —> R appartient a LS , sSs=m+—+1r , r>0 et ou ca € C (R) avec

7 ’ p
la condition que les seules dérivées o"f qui interviennent soient d'ordre IBISIn— 1.

L'équation est alors appelée quasi-lindaire.

B r+1 , o o
= “en “e =T
On pose Ya(x) Ca(f' ,0 £, ) €C et 1'on a Ya(x)a f (YH,B £f) + r,
ol Ty LE opat Il ne reste plus qu'd imiter le raisonnement ci-dessus pour obtenir
Z+2r+
f € Lp dans les directions non caractéristiques.
m+§+2r+1

On a donc une amélioration de la régularité d'une unité dans les directions non
caractéristiques par rapport au cas purement non-linéaire. L'exemple suivant montre

o o
+ y+) est de

/ s1s g . 2
que la méthode utilisée est optimale. Dans IR , f(x,y) = log(1l + X,

2
o 9 f £
classe C (¢>0) et est solution de + éf-é— = 0 . Les directions caractéris-
o0xdy  0x Oy

tiques sont les axes de coordonnées du plan dual. Or, en développant log(1+t) en
7. . o o N 3o
série, on voit que f£f(x,y) = a(x) + a(y) - x+y+ + r(x,y) od r(x,y) €C dans les

e . . oo . s ’
directions non caracteristiques ( a(x) + a(y) € C dans les directions non caracte-
20

ristiques). On a donc f € C dans les directions non caractéristiques ce qui est
of )
exactement ce qu'on obtient en linéarisant g;—%§~ par n(%g, %5) + %5-,%£» et en

appliquant le calcul paradifférentiel.
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8. Le cas p-adique

on désigne par :zp le groupe des entiers p-adiques et pour tout entier n €W ’
par }; l'algébre de Boole des classes d'équivalence E CHEP modulo le sous-groupe
1
an . Pour tout f € L CED), on appelle Sn(f) 1'espérance conditionnelle de f
3 & et 1'on aéfinit A (£) = £) - s .
par rapport a n e on ini n( ) Sn+1( ) n(f) -
Alors la décomposition (canonique) de Littlewood-Paley de f est f==co-+§ An(f)

ol c, = £z f(x)dx . Cette décomposition peut &tre lue de deux facons différentes.

D'une part,pil s'agit d'une martingale ; d'autre part, il s'agit réellement de blocs

de la série de Fourier de f associés aux fréquences & telles que Iglp = pn+1 .
En effet, les caractéres § ::Ep — T sont définis par E&(x) = exp 2Mi -5 x

ol n€N, (£L,p)=1 et 1= £=<p"-1 (naturellement £ = 0 correspond g

€ =1 ). On pose alors |§|p = pn et 1'on remarque que les caractéres de longueur

pn sont caractérisés par la propriété d'étre Ja—mesurablei. Cette observation

permet de relier les deux points de vue sur la série co + g An(f) .

Le paraproduit Ti(a,f) est alors donné par
©
m(a,f) =X S (a)hA (f) .
o n n

L'aspect remarquable de cette formule est que l'opérateur £ — T(a,f) est une
transformation de martingale au sens de Doob.

Les transformations de martingale les plus générales sont définies par une suite
mn , m €EN , de fonctions $;-mesurables. Alors T(f) = % mn(x)Anf(x) .

Ces opérateurs jouent le rdle analogue a celui des opérateurs pseudo-différentiels
o(x,D) définis par les symboles % mn(x)¢(l%0 tels que le spectre de chaque mn(x)

soit contenu dans la boule Iﬂ] < 1/4 2n
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