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Séminaire BOURBAKI 557-01
32e année, 1979/80, n° 557 Juin 1980

LA MATRICE DE SCATTERING
POUR L'OPERATEUR DE SCHRODINGER
SUR LA DROITE REELLE

par Y. COLIN DE VERDIERE

Il y a une dizaine d'anndes, un groupe de mathématiciens ([G-G-K-M]) s'est apercgu

. : , 3 3 1 23 . ‘
que l'équation de Korteweg - de Vries e q a1 =k est explicitement reésoluble
ot dx 2 33
en utilisant la théorie spectrale directe et inverse de 1l'opérateur de Schrddinger
d .2 2 .
H = - (Ezq + q(t,.) sur L°(R); Faddeev et Zakharov ([F-2Z]) ont en fait montré

que cette équation d'dvolution non lindaire est un systéme hamiltonien complétement
intégrable de dimension infinie et que la théorie spectrale permet de construire un
systéme de coordonndes actions-angles.

Le but de cet exposé est de donner un apergu de ces résultats en insistant plus
particuliérement sur la théorie spectrale de l'opérateur de Schrddinger et sur la
matrice de scattering. Nous nous placerons, pour simplifier dans le cas d'un potentiel

©
g dans la classe de Schwartz J(R) ou méme C & support compact dans le § 1.

1. Théorie spectrale de H

Soit k € E\\{O} , désignons par vy, (x,k) les solutions de 1'équation diffé-
rentielle ordinaire du second ordre
(*) (1 -Kk)y=0
ol H = H0 +q ., HO =A-(é%)2 , 9 € Ci(IU , ayant le comportgment asymptotique
décrit dans le tableau suivant od [A,B] désigne un intervalle contenant le support

de q .

X == A B +

v, a(k)elkx . b+(k)e_lkx e1kx

v e-lkx a'(k)e_lkx + b_(k)elkx

Les fonctions a , a' , b+ : b ainsi introduites sont holomorphes sur E\\[O}
et l'utilisation, entre autre chose, de la constance du wronskien de deux solutions
de (*) permet de prouver :

(1.1) a(k) = a'(k)
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) est unitaire pour k € E@\{O} H

1 1 b_(k)
(1.2) la matrice S(k) = (

a(k) b, (k) 1
cette matrice appelée matrice de scattering sera introduite plus bas de fagon plus

naturelle.
(1.3) pour k €R\ {0} , sS(~k) = S(x) .
(1.4) Les seuls zéros de a(k) vérifiant Im k 2 0 sont les nombres imaginaires
. 2 2
purs de la forme ikp ( u1>'0 ) tels que (H*'Ml)y admet une solution L non
triviale : les nombres -uf sont donc les valeurs propres de H . On pose
. -1
Sy =|]y+(.,luz)|| 5 -
L
T1 est également utile d'obtenir des renseignements sur le comportement quand

!k’ —® de Yy et de S(k) . Pour cela, et pour traiter le cas q € S(R) , on

introduit la fonction e+(x,k) = y+(x,k)e_lkx qui vérifie 1'équation intégrale de
Volterra -

1 2ik(t-x
(1.5) e+(x,k) =1+ EEE’SX(G ) - 1)q(t)e+(t,k)dt ,

pour laquelle la méthode des approximations successives converge et permet de prouver :

1 + max(-x,0)
- < —_— -l
(1.6) e+(x,k) 1l C. T+ Ix| ( Im k o)

1 1 2ikt
= - = — [N [
(1.7) a(k) =1 ik S q(t)e+(t,k)dt, b(k) Sik j e q(t)e+(t,k)dt , d'ou 1'on

déduit :
lak) - 1] =o(]x]™) (mxz0, |x] == et kbk) € AR .

Il faut maintenant montrer comment les fonctions propres Yy (non L~ ) per-

mettent de construire une représentation spectrale (diagonalisation) de la partie

continue du spectre de H : l'opérateur essentiellement autoadjoint H admet un

2 2 Y
nombre fini de valeurs propres < O , —u1 < ... <-pn < 0 de multiplicité 1 et

un spectre continu [0,+°[ ne contenant aucune valeur propre. On note Ec 1'ortho-
2 ) . . .
gonal dans L (R) du sous-espace de dimension finie admettant les P, = c£y+(.,1ul)
comme base orthonormée. .
itH ltHo
Soient alors e et e les groupes & un paramétre d'opérateurs unitaires
itH

engendrés respectivement par H et HO : pour £ € LZ(HU , € f est la solution de

1'équation de Schrddinger %'%% = Hu ayant f pour donnée initiale. Pour f € L2(IU '
-itH itHo
on montre 1l'existence de Q+f = 1ime e f : l'opérateur Q+ décrit le compor-—
t 4o
tement quand t —> +® des solutions de 1'équation de Schrddinger, et on a le :

. 2
THEOREME 1.8.- Q+ est une isométrie de L“(R) sur E_ telle gue : H@+ = Q+HO .
On peut maintenant déduire de la représentation spectrale de Ho par trans-
formation de Fourier, une représentation spectrale de H Ee ¥ désignons par A
. . 2 2,_+ 2 _+ .
1'isométrie de L°(R) sur L°(R ) ® L“(RR ) définie par
® ik A i kx
(S f(x)e T ax , S f(x)el dx) . La transformation £ = f satisfait :

-0

(k) =

ER

-0
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H/o\f(k) = R .

2 + 2 +
Soit alors # la transformation unitaire de E  sur L (R ) ®L°(R ) telle

que (Q+f)ﬁ£= £ , c'est une représentation spectrale de HlE donnée par un noyau
c

+00 +o
(au sens de Schwartz ([C])) : fﬁé“{): —%ﬁ (S f(x)¢+(x,k)dx . X f(x)p_(x,k)dx) .

-0

Il est clair que @, sont des solutions de (%) dont le comportement 3 1'infini est

décrit par le :

THEOREME 1.9.- Soit, pour Im k > O , &;(x,k) 1'unique solution de (*) de la forme
~ ikx
P (x,k) = e

+ ¥, (x,k) ou ¥, € L3(®) , alors 9 (., k) =$i(.,k+i0) , d'oud 1l'on

déduit le tableau suivant :

X -® A B
ikx -ikx ikx
¢+ e + r+(k)e t(k)e
-3 -ik: ik
9 tr (ke X e 4 r (et
1 by b
et par comparaison avec le tableau donnant Yy ¢ t =t'= ;‘, r+ = el r =-—

et S(k) =(;Jgg) ﬁigz) . Le coefficient t s'appelle coefficient de transmission,
+

les coefficients r, les coefficients de réflexion.

Esquissons la preuve du théor&me d'aprés un cas plus général traité dans le

livre [R-S] :

T itH
. d -itH o
Q+f =f + 1im S at (e e f)ydt
T—=+® JO
T -itH itHo
Q+f =f - 41 lim S e ge fdt
T—>+@ Jo
+o . itH
- -
Qf =f - i lin S e T e Cfar
e-ot Yo oo
. . 1 ikx
Si 1'on suppose maintenant, par exemple, f(x) = Uiﬁ e g(k)dk , on a :
1—&
2 -1 i <
Q, £(x) =«/% lim S @ L m-k?-in) ax e ) gxyak , aton :
e-o0* *o
v, (x,k) = lim @ L m-k?-ie) ax) et .
e-s0t

De plus, on a, par construction :

THEOREME 1.10.- L'application £ +—> &

1
définie au sens usuel pour f € L (R) se
N 2

prolonge a L (R) et l'on a :

3 v O e T H
£(x) = £Z=1<f]cpl>cpl(x) e (Soer ()P, (¢, ) dk + &of_ ()9 _(x,k)dk)
n [
ee lell?, = o l<elp,> 1%+ & A o0l + 17 0o Pax .
R = o

Malheureusement, cette deuxiéme construction de S(k) , si elle éclaire la théo-

rie spectrale de H ne donne aucune explication naturelle a l'unitarité de S(k)
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Pour ce faire, introduisons Q_f = limme_itﬂeltHof qui est aussi une isométrie
de L2(IU sur Ec et donc 1'opérateur t-3:= (Q_)_1Q+ est une transformation unitaire
de L2(IU qui commute avec Ho . Transporté par A , 1l'opérateur ¥ devient donc un
opérateur de multiplication par une fonction k +— s, (x) définie sur R et & valeurs
dans les opérateurs unitaires € x T .

Les relations (1.7) permettent en fait de prouver que S,‘ = S et donc l'unitarité.

2. Scattering inverse

Le probléme est de reconstituer le potentiel g & partir de certaines des données
spectrales ; les premiers travaux dans cette direction sont ceux de Levinson ([LN]) et
Gelfand-Levitan ([G-L]), puis pour ne citer que ceux-la : Marchenko ([a-M]), Faddeev
([F]), et Deift et Trubowitz ([D-T]) dont nous nous inspirons largement dans ce §.

11 est plus commode de travailler sur la classe des potentiels g € f{R) ou la
plupart des résultats énoncés au § 1 se généralisent ; Deift et Trubowitz décrivent
les résultats pour la classe des ¢ tels que v[;R(q(x)lﬁ +x2)dx < o

Précisons ce qu'on entend par donndes spectrales de g € ¥(R) ,: c'est la donnée
de r (k) et des couples ml'cl)!:L..,n ; elles vérifient les conditions néces=
saires suivantes :

(2.1) (1) r (k) € F(R)
(i1)  r_(=k) =T_(K)

(iii) Jr_(x)| <1 pour k #0 et, si |r (0)] =1, o0na r_(0)=-1,r'(0)#0 .
(2.2) o<p_ < ...<Hq et ¢c,> 0 .
n 1 £
+ n =,y
1 £ ,
On pose alors L(y) = —ET-S elkyr_(k)dk + E cje , et 1'on désigne par LX
-0 £=1
, 2
l'opérateur i trace sur L°(R) dont le noyau est L (§,T) = L(E+T)X X .
p (R) v LB = LERTX R )

Le théoréme fondamental est alors :

THEOREME 2.3.- L'application qui, a4 g, associe ses données spectrales vérifiant les

conditions (2.1) et (2.2) est une bijection. De plus g est donné par la formule

explicite : 4 2
q(x) = - 2(&-) Log det(Id+LX)

ol det désigne le déterminant de Fredholm.

En particulier, si r_(k) = 0 , l'opérateur Lx est de rang fini et 1'on obtient

des fonctions g tout a fait explicites qui sont des fractions rationnelles d'expo-
(=]
nentielles (et donc dans ¢ et non dans Co ).
— -2
Exemple.- r_= O , u1 =1, Cp = a> 0, on trouve g(x) = —/— avec
ch (x—xo)
)

X = Log(—F%) .
° g(ﬁ

Nous allons donner une idde de la preuve de l'injectivité et de la formule d'in-

version pour n = O . L'extension & n quelconque ne présente pas de difficultés
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majeures ; par contre la surjectivité est délicate.

Désignons par H, le s.e.v. de LZ(IU formé des transformées de Fourier de
fonctions & support dans TR, ou ce qui revient au méme les valeurs au bord de fonc-
tions holomorphes dans Im k > O dont la norme L2 sur les horizontales est bornée.

. . ik .
Alors des estimations (1.6) et des analogues pour e_ = y_e1 * résultent :

2
(2.4) e+(x,.) - 1€ H+

J 2ikx 2
(2.5) e+(xll) + rT(.)e e+(x,.) -1 =te (x,.) - 1€ H+
De ceci, on déduit aisément que, si q,09y € Y(R) sont tels que n,=n,=0 et
1 2 1 1 5 _ 2ikx 2 . a
r_=r1r_ , en posant e = e, ~e_,ona e € H+ et e + r_e e € H+ . D'ou 1l'on

£ a s sz 2
déduit par l'orthogonalité de Hi et H_ :

40

2ikx 2
S (le]? + re®™e?yax = o,
-

et comme |r_| < 1 presque partout, cela impose e = O , d'ou on déduit q, = g

2
On peut obtenir une équation intégrale, 1'équation de Gelfand-Levitan, qui permet

de reconstituer gq . En effet, on a :
.k ad k

y, (x,k) = M 4 S K(x,y)el ydy avec K(x,y) = 0 pour y < x
X

et K est a valeurs réelles. En reportant dans (2.5), il vient :

> > -ik: -ikx 2
S [RK(x,y) + Lix+y) + Sx Ly +y")K(x,y")dy' Je * ydy € e N
-0

d'ol l'on déduit :

40
(2.6) K(x,y) + L(x+y) + S L(y+y")K(x,y"')dy' = O pour y > X .
x
C'est une éguation intégrale du type (Id + L K(x,.) = = L{x+.) ou L_ est compact

2 . . . . X
sur L (R) , donc l'unicité déja prouvée assure 1l'existence d'une solution ; c'est le
point de départ de la preuve de la surjectivité ; il est aisé de voir que

q(x) = - 2é§~K(x,x) et d'en déduire le formule annoncée pour q(x)

3. Formule de traces et développements asymptotiques

L'opérateur H n'ayant pas un spectre purement discret, aucune fonction £(H)
n'est un opérateur & trace, il est donc nécessaire de faire preuve d'un peu d'imagi-
nation pour écrire une formule de traces jouant le r8le des habituetles formules pour
les opérateurs elliptiques sur les variétés compactes (par ex. [CV 1]). Le plus naturel
dans le contexte du scattering est de considérer des opérateurs du type f£f(H) - f(HO) ’

on peut ainsi prouver le
~tH

~ N , -tH N
THEOREME 3.1.- L'opérateur e - e ° (t > 0) est a trace et 1'on a :
2
-tH n oty 2
-tH £ 1-4d 1 - -1
z(t) = (e ™Mo e 9 =S e flzders@, 1 S e K (st 0T (k) )dk
= 4 2im o

. -tH
Preuve : on exprime le noyau de e sous la forme :
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n tuz -+ 2
tyx,y) = ) o oywry) + = T L LT (v k) + @ (x,K)F (v, k))dk
e(t,x,y) = 1——16 (Pl CPI Yy on e ‘P+ X, (P+ Y P_(x,k)P_(v, -
On est alors amené & évaluer : ra
Z(t) = 1lim (S (e(t,x,x) - e (t,x,x))dx) ,
a—=+® Y- a >
en utilisant : 1) La formule de Green pour ramener j Iwi(x,k)l dx a une expression
—a

ne faisant intervenir les valeurs de mi(.,k) qu'aux points *a .

2) Le comportement asymptotique quand |x| —> © de @i(x,k) en termes de S(k) .

Remarque.- Un calcul similaire est fait pour prouver la formule des traces de Selberg
dans le cas d'un quotient de volume fini du demi plan de Poincaré ([L-P]) ; le méme
genre de considération se généralise i 1'équation de Schriddinger en dimension 3

([CV 2]) et au probléme de scattering par un obstacle de ZR3 ([M-R], [J-K]).

On applique (3.1) a 1'étude du développement asymptotique de t(k) ; on peut
représenter t(k) pour Imk > O par la formule :
N 1 (™ rt)
(3.2) t(k) = [ —= . exp(- — g —= dt)
oy K- in, 2im ) k-t
avec R(t) = Log(1 - lr+(t)|2) ; on en déduit que t(k) admet quand ik] —> ®© ,
Imk 2 0, le développement asymptotique :
[s-]
1-25
(3.3) Log t(k) ~i p ok 3 avec
=1
J+1 n . -+ .
C2.(-1) 25-1 1 25-2
;=T e (%“1 ) + OR(t)t at .

D'autre part, la théorie du développement asymptotique pour 1'équation de la
chaleur sur les variétés compactes ([B-G-M]), [CV 1]) s'étend & ce cas et permet de
prouver l'existence du développement asymptotique :

t—=0 =1
ol les aj sont des intégrales de polyndmes universels par rapport & d et a ses

(3.4) z(t) ~+(4nt)‘1/2(Zajt3)

dérivées :
i (@)
(3.5) a. = S P.(q,9",...,q )dx
j o J
ol les Pj vérifient : Pj(lq,k3/2q',...,K1+Q/2q(a)) = ij_(q,q',,_,,q(a))
J

_=nd 5
) Pj(q'q',...) = 31 g + ...
et une relation de récurrence, due a Lénard, que nous n'explicitons pas ici ([McK]).

1 2 1 3 1, ,.2
Exemples.- P1(q) =-q, P2(q) =54 P3(q) ——g(q +3(q) ) .

Mettant tout ceci ensemble, on obtient les relations ([F-2Z]) :
n += . .
23-1 j+1 23 -1 23=2 3.5...(23-1) J+1,. 1
- = = (-1 -=)c.
(3.6) 2wy o+ (02T A R ae e ag = (=177 (3 -3y
£=1 (e} 2
et tenant compte du fait que R(t) € O , on obtient une infinité d'indgalités (opti=-

males si on se référe au § 2) :
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o 1 2,03 _3 2
gulz—zfq, guliﬁjq , etc...

Remarque 1.- Les relations (3.6) se généralisent au cas de la dimension 3 ([cv 2]y,
mais malheureusement pas les inégalités précédentes.
Remarque 2.- Une autre conséquence amusante de (3.1) est le théoréme de Levinson

+
obtenu en étudiant la limite quand t — O de 2Z(t) :
1-det S(0)

2 ) .

variation (Arg det S(k)) = 2mM(n +

10,4

4. Le formalisme hamiltonien

Considérons sur 1'espace vectoriel Q(R) des fonctions de la classe de Schwartz,
la forme bilinéaire antisymétrique w définie par

1
wlg,,q4,) =3 ,_r (q,(0)a,(y) - q,(y)a,(x))dxdy ; JS(R) est ainsi muni d'une "structure
X<

Y
symplectique" (faible). A toute fonctionnelle raisonnable F : PAR)—> € du calcul
40
des variations, par exemple de la forme F(q) = S P(q(x),q'(x),...,q(a)(x))dx ou
-0

P est un polynfme a « + 1 variables sans terme constant, est associé son gradient

420
to d _ . ©
GF caractérisé par It t=OF(qt) = S_mGF(qO)(x)qo(x)dx pour toute courbe C ="

o
. . i d . i oP
dans ¥(R) . En fait, on a ici : G la) = Z(_“ Ty -
i=0 dq
La fonctionnelle F admet aussi un gradient symplectique X, caractérisé par
o0
(X, q) = S Gpadx et donné par la formule :
-0

d
(4.1) X (@) (x) =z G(a)(x) .

Enfin, on peut définir un crochet de Poisson (introduit par Gardner) par

+0
(4.2) {r,u} = j Xp.Gdx = - {u,r}
-0
qui satisfait 1l'identité de Jacobi
(4.3) {Ir,m},x} + {{u,x},7} + {{g,F}.H} =0

A toute fonctionnelle F du type précédent est donc associée une équation

. X NI . . d
d'évolution non linéaire, hamiltonienne, o XF(q) .

dt
1 (7 2 . 3q _3q
Exemples.- a) F(q) = a2(q) =7 q , on obtient 1l'équation T = o ui admet
la solution g(t,x) = g (x-t) . -
e 1,2
b) F(g) = - 3a3(q) = 33 q3 + ‘Z‘(q') ) » on obtient 1'équation d'évolution
-
3¢ _ , 3dg _ 133q . . i .
(4.4) 3t - 3q Frlie Eg—g qui est la célébre équation de Korteweg-de Vries ([K-dV])
X

introduite par ces auteurs pour décrire le mouvement d'un fluide dans un canal

rectangulaire peu profond.

Le miracle est que les fonctionnelles aj(q) , 3 =2,3,... introduites en (3.4)
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forment un systéme d'intégrales premidres en involution de 1'éguation de KdVv, i.e.
{a,,af} = 0 , et méme ce systéme est maximal (on pourrait dire "lagrangien") comme le
montrera au § suivant la résolution explicite de KAv par la méthode du scattering

inverse.

THEOREME 4.5.- Pour tout i,3=1,2,3,... , {ai,aj}

Les ai apparaissent comme coefficients du développement asymptotique de a(k)

(3.6), il suffit de prouver que pour Im k> 0O, Imk'> 0O, on a {a(k),a(k')} =0 ;

, ce qui implique en particulier X € AR) ;

Srifi
Oor On verirlie gque a(k)

1
Sa(x) = 21k Y+Y-
on utilise alors le :

Lemme 4.6.~ Soit @ une algdbre sur € , D une dérivation et g€ A ; si @ € @

est telle que Pyp = (D24—q)¢ =Np , on a :
2 2
(D3 + 2(Dg+gD))p~ = 4AD(p")

La vérification du lemme est laissée au lecteur ; on l'applique alors & X =k
2 N .
et " " = Y.Y_ s d'ou l'on tire :
2 d
Ay, y_ = 4k o= (y,y )

ol A est un opérateur différentiel antisymétrigque.
420
N 3
D'ol : - 16 k'k'{a(k),a(k")} = 5 Aly,y )R (y,y ) (k") .
-0

Et par antisymétrie : (k2-k'2){a(k),a(k')}

5. Résolution de 1'équation de Korteweq - de Vries par la méthode du scattering inverse

si  (M,w) est une variété symplectique de dimension 2n (finie), on suppose
qu'on a n fonctions f1,...,fn : M— TR dont les différentietles sont partout
indépendantes et 2 & 2 en involution : Vi,j, {fi,fj} = 0 . Soit X, le gradient

symplectique de fi et faisons l'hypothése que les équations différentielles
dax
dt
commutent ([X X, ] = X{fl,f }) ‘et donc 1l'action infinitésimale de TR associde

= Xi(x) admettent des solutions définies pour toute valeur de t ; les Xi

aux Xi s'étend en une actlon différentiable de r"? sur M dont les orbites sont
les composantes connexes des fibres de l'application f = (f1,...,fn) : ce sont des

produits (I%z)p xR P sur lesquels les champs Xi ont des trajectoires lindaires :

(5.1) tr—» (xXC+tw, (mod.1),...,x°+tw  (mod.1),x" . +tw Lrtw ) .
1 s} P p n n

1 +1 p+17T !
En dimension infinie, il ne suffit évidemment pas qu'il y ait une infinité

d'intégrales premiéres en involution pour gu'on ait un systéme hamiltonien du type

précédent (intégrable), un critére plus net d'intégrabilité sera assuré par 1'exis-

tence de changement de coordonnées permettant de lindariser le flot sous la forme

(5.1).

dg

Pour 1'équation de KAV, et plus généralement pour les équations i Xa.(q) ,
i

un tel changement de coordonnées est obtenu par le passage aux données spectrales
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de 1'opérateur Hq =H +q.
Pour décrire 1l'évolution des données spectrales le long d'une solution de Kdv,

le plus simple est d'utiliser la remarque fondamentale de Lax ([L 1]) : si

K = 2(é§03 - %{é% q + q‘é%) , 1'équation de KAV s'écrit sous la forme
dd
5.2) — = [H,K] .
( ) at [H,X]
L'antisymétrie de X permet alors de prévoir que les opérateurs Hqt restent uni-
tairement équivalents au cours du temps : en particulier, la déformation H est

At

isospectrale.

En fait la relation {a3't(k)} = O permet de prévoir que t(k) est une inté-
grale premiére de 1'équation de KAV et donc aussi les pdles de t(k) et lr_(k)l
(k € R) .

Il reste & déterminer 1'évolution de c, et de Arg(r ) . Par dérivation de
(H-—kz)y_ = 0 par rapport 4 t et en utilisant (5.2), il vient :
(H-—kz)(y_ + Ky_) = O ; le comportement asymptotique de cette solution de (*) quand
x — + @ , permet d'écrire : y_ = - Ky_ - 2ik3y_ , d'old 1l'on tire :

ak)y = o , b_(k) = 4ik3b_(k) .
Un argument analogue permet de grouver : él B 2M2Cl , d'ou finalement :
r_(k)(t) = r_(k)(0)eH* F
(5.3) Hl(t) = PZ(O)
2u5t
c,(t) = c,(0)e £ .
£ £

Ces équations sont du type (5.1), ce qui prouve 1'intégrabilité de Kav. L'inté-
gration explicite s'effectue alors au moyen de la théorie du scattering inverse.

Ce calcul est particuliérement intéressant lorsque r+(k)(o) = O : on met
alors en évidence le comportement asymptotique de la fonction gq(x,t) quand t 3 *

sous la forme de superposition d'ondes solitaires ("soliton") de la forme (asymptotique)
- v

£ N <z
ql(xlt) = e ou v, (amplitude et vitesse du soliton) est relié
) ch (,’%(x-xl—vlt))

N 2
a Ml par vl = 2u£ .
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[a-M]

[B-G-M]
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fev 1]

[ev 2]

[p-T]

(r]

[F-z]

[G-G-K-M]

(6-1]

[3-x]

[K=av]

(L 1]

[r 2]

[1-P]
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