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Séminaire BOURBAKI 556-01
32e année, 1979/80, n° 556 Juin 1980

LA COURBURE SCALAIRE DES VARIETES RIEMANNIENNES
par Lionel BERARD BERGERY

I - INTRODUCTION

Cet exposé rassemble plusieurs résultats (obtenus de 1960 & 1980) sur la cour-
bure scalaire, autour de la question suivante
Etant donnée une variété différentiable M (compacte connexe), quelles fonc-

tions peuvent @tre la courbure scalaire d'une métrique riemannienne g sur M ?

Rappels : Le principal invariant local d'une variété riemannienne (M,g) est son

tenseur de courbure (de Riemann) R. Les symétries de ce tenseur (3,1) montrent

qu'il est parfaitement décrit par ses courbures sectiomnelles o(X,Y) = g(R(X,Y)X,Y)

(si |[|XAY}=1). En prenant des traces (par rapport 4 g), on obtient d'autres ten-—

i
une base orthonormée locale) est (2,0) et symétrique ; il est décrit par les courbu-—

seurs (moins précis) : le temseur de Ricci : r(X,Y) =Z g(R(X,Xi)Y,Xi) (ot X: est
i

res de Ricei : p(X) = r(X,X) (si [X] = 1) ; enfin la courbure scalaire

u = ; r(Xi’Xi) = ‘z.c(xi,xj)
i igj
est une fonction (réelle) sur M.
On peut décrire '"géométriquement" u en fonction de la distance et du volume
définis par g, par 1'une des deux formules suivantes : si B(m,r) (resp. S(m,r))

est la boule (resp. la sphére) des points dont la distance & m est inférieure ou

égale 3 r (resp. égale 3 r), et si volg désigne le volume induit par g, alors:

u(m) = lim
-0

6(n+2) ( volg(B(m,r)) 6n volg(S(m,r))
|- )=lim——(l-———————~—)
2 2
r volgo(B(O,r)) 0 T volgo(S(O,r))
ot g, est la métrique riemannienne canonique de R? (n = dimension de M).
Remarque : En dimension n = 2, les formules précédentes sont les formules classi-
ques de Diquet et Bertrand-Puiseux (voir par exemple [SP]). Attention, dans ce cas

la courbure scalaire est &gale & deux fois la courbure de Gauss.

IT - CAS DES SURFACES

On va étudier d'abord le cas des surfaces (n = 2) et leur courbure de Gauss

(X =A§). On notera Y(M) 1la caractéristique d'Euler de la surface M.
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1) Résultat général

THEOREME II-1.- (J.L. Kazdan et F.W. Warner [KW10])

Soit M une surface compacte connexe. Alors une fonction f ¢® sur M est la
courbure de Gauss d'une métrique riemannienne sur M si et seulement si elle véri-
fie la condition (C) suivante :

(C1) si xMM >0 (c.a.d. M= $2 ou RP2), f est strictement positive en au
moins un point ;

(€2) si x(M) =0 (c.a.d. M =7T2 ou la bouteille de Klein K?), £ est identique-
ment nulle ou prend effectivement les deux signes ;

(C3) si y(M) < 0, £ est strictement négative en au moins un point.

Démonstration : La nécessité de la condition (C) est une conséquence immédiate de la

formule de Gauss-Bonnet

IM%ng = 21 X(M) .

Attention, 1'élément de volume Ve dépend de g et cette formule ne donne pas plus

que la condition (C) sur f£f.

Pour démontrer la réciproque, on &tudie directement l'application qui & g as-
socie sa courbure scalaire, dans des espaces fonctionnels convenables. On va mener
cette &tude en dimension n quelconque.

Soit Hg(si(M)) 1l'espace des 2-tenseurs symétriques définis positifs sur M
qui sont dans P ainsi que leurs dérivées (covariantes) premiéres et secondes ; on
rappelle que les espaces Lp définis par 1'élément de volume vg ne dépendent pas
de g.

Soit U : Hg (Si ™M) -» LP(M) définie par U(g) = ug (courbure scalaire de
g). L'opérateur différentiel U est du 2% ordre et non linéaire (mais quasi-linéai-
re) ; sa dérivée U'(g) en g est un opérateur différentiel linéaire, dont l'ad-
joint formel U'(g)* s'écrit

U (g)*(£) = (Agf).g+Hessgf—f .
(Ag et Hessg sont le Laplacien et le Hessien associés 4 g ; Ag = —trace Hess

g
Alors, sous certaines hypoth&ses, on peut montrer que le noyau de U'(g) est

nul. Comme U'(g)oU'(g)* est elliptique, on en déduit le :

LEMME II-2.- (J.P. Bourguignon [BO!], A.E. Fischer et J.E. Marsden [FM])
Si la courbure scalaire ug de (M,g) n'est pas une constante (positive ou
nulle) de la forme (m-1)A ol A est une valeur propre de Ag’ alors U'(g) est sur-

jective.

Remarque : La conclusion est fausse pour les sph&res i courbure constante (il est

possible que ce soit le seul cas, avec les variétés Ricci-plates).

226



556-03

En appliquant le théoréme d'inversion locale et le théoréme de régularité ellip-

tique, on obtient :

LEMME II-3.- ([KWIO0]) Si U'(g) est surjective et p > n, quelle que soit g mé-
. . . (e2] . . . .
trique riemannienne C sur M, 1l existe n positif tel que : pour tout f de
- : 3 Prq2 -
Lp avec |If ugolp <N, il existe g dans HZ(S+ (M)) avec U(g) f. De plus g

est C° si f 1'est.
Pour passer du local au global, on utilise les difféomorphismes de M :

LEMME II-4.- ([KW8]) Soient f et u deux fonctions continues sur M de dimension
n» 2. Si inf £ g u(x) g sup £ pour tout x de M, alors, pour tout g positif,
M

il existe un difféomorphisme ¢ de M tel que !fomruﬂp £€,8. p>n.

D'aprés la classification des surfaces compactes, pour tout c¢ > 0, il existe
sur une surface M une métrique riemannienne -3 a4 courbure scalaire constante et
égale a cy(M). Si la fonction f mnon constante vérifie (C), il existe ¢ positif
réalisant la condition du lemme II.4 pour u = cX(M) = ug,- Dans le cas x(M) » O,
on perturbe légérement g, en g = pour que la condition reste vérifiée mais ug
ne soit plus constante. On applique enfin le lemme II.4, puis le lemme II.3.

2) Précisions (globalement) conformes

Un résultat plus précis avait &té découvert par Kazdan et Warner avant la dé-

monstration directe qui précéde.

DEFINITION II-5.- Deux métriques riemanniennes g, et g, sur M sont dites glo-

balement conformes si il existe une fonction h strictement positive sur M et un

difféomorphisme ¢ de M tel que g, = hqﬁgl.

THEOREME II-6.- ([KW8]) Soit (M,g) wune surface riemannienne compacte connexe.
Alors une fonction f C° sur M est la courbure de Gauss d'une métrique riemannien-
ne globalement conforme & g si et seulement si la condition (C) du théoréme II.!I
est vérifiée.

La démonstration est la méme que celle du théoréme IT1.1, 3 quelques aménage-

ments prés. Gri3ce au :

LEMME II-7.- Si n =2 et g, = e2hg, alors Agh+Jfg = JCgIeZh,

il suffit de remplacer U par
T HHOD - L (0 défini par T(h) = e 2B B+ ¥)

et le lemme II.2 par le :

LEMME II-8.~ ([KW8]) T'(h) est inversible pour un ouvert dense de fonctions h
dans C2(M).

Enfin, pour attraper les constantes, on utilise le théoréme de la représenta-—
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tion conforme, sous la forme

THEOREME II-9.- Pour toute surface riemannienne (M,g) compacte connexe, il existe
une métrique g globalement conforme 3 g telle que (M,gl) soit & courbure

constante.

3) Précisions (ponctuellement) conformes

DEFINITION II-10.- Deux métriques riemanniennes g, et g, sur M sont ponctuelle-
ment conformes si il existe une fonction h strictement positive sur M telle que
8y = hgy-

Le théoréme II.9 n'est plus vrai si on impose 8 ponctuellement conforme 3
g. Il apparait (sauf pour IRP?) de nouvelles obstructions,de nature différente d'ail-

leurs si y(M) est g0 ou>0

THEOREME IT-10.- (J.I. Kazdan et F.W. Warner [KW7])

1) Si h est solution de Agh = l—erh sur la sphére canonique $2, alors
jsze2h<df,dF>vg = 0 pour tout harmonique sphérique F de degré 1 sur S2.

2) Si x(M) = 0, alors une fonction £ sur M est la courbure scalaire d'une
métrique e2hg si et seulement si elle est identiquement nulle ou bien elle prend
effectivement les deux signes et vérifie foezwvg < 0 pour toute solution w de
Agw =—}Cg.

3) si x(M) < 0, alors une fonction f sur M est la courbure scalaire d'une
métrique e2hg sur M si et seulement si il existe une fonction w sur M telle
que -Aw & }fg—fezw. o

En particulier, si f est la courbure scalaire de e~ g, alors :

a) l'unique solution de
Agz—Zcz+2fezz =0 (ol ¢ = % ).
est strictement positive. g

2y . _ 2mx ()
b) IMfe vg < 0 pour toute solution y de Agy + A%_AGE%;TEY

Remarque : b) n'est pas une condition suffisante ; On ne sait pas si a) l'est.

Les méthodes de démonstration sont trés différentes, puisqu'on n'a plus les
difféomorphismes pour passer du local au global. Il s'agit de résoudre 1'équation

en h :

An+ X = gl
g g

(g et f @étant données) et Kazdan et Warner utilisent la méthode des sur-et sous-

solutions.

Démonstration de | : Soit X wune transformation infinitésimale conforme. Puisque

1'intégrale de Dirichlet [ zldhlzvg est un invariant conforme on a
S
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X(h)A h = 0.
Jgaxmash v,
Si Agh =-l+fe2h, on a donc O = Iszx(h)(l—fezh)vg, soit

2h 2h
Iszx(f)e vg = ISZX(fe ~2h)v,

jszéx.(erh—Zh)vg

La divergence &X de X est une harmonique sphérique de degré 1 sur S2 (et

on les obtient toutes ainsi), donc A(SX) = 26X et

]
]

f8226X.h Vg ISZA(GX)h v fszéx.Ah Vg

g
2h, 2h
fszéx.6i+fe )Vg = +f826X.fe v

g
. 2h
Et finalement ISZX(f)e Vg = 0.
Enfin X(f) = <df,d(86X)>.
On obtient enfin d'autres résultats positifs par la méthode du calcul des va-

riations et de 1l'équation d'Euler :

THEOREME II-11.- (J. Moser [M02]) Sur le plan projectif canonique (RPZ,gO) une
fonction est la courbure scalaire d'une métrique ezhg0 si et seulement si elle est

strictement positive en au moins un point.

La démonstration utilise la détermination (par Moser [MO1]) de la meilleure
constante dans une inégalité de Trudinger sur la fonction exponentielle [TR1].

Par des méthodes similaires, on a :

THEOREME II-12.— (T. Aubin [AU5]) Pour toute fonction f ¢® sur la sphére $2? ca-
nonique avec fszf v_> 0, il existe F(f) harmonique sphérique de degré 1 telle

que Ah+] = (f—F(f))e2h ait une solution C .

THEOREME II-13.- (M.S. Berger [BE2]) Si X(M) < O, et si la fonction f sur M
est < 0, f est la courbure scalaire d'une et une seule métrique riemannienne ponc-

tuellement conforme 3 g sur M.

Remarques

1) Pour Xx(M) < 0, le théoréme II-13 donne en particulier une démonstration du
théoréme de la représentation conforme. Pour x(M) = 0, celui-ci se démontre en ré-
solvant Ah = - ké avec I}Cgvg = 0. Pour x(M) > 0, voir [BEI].

2) I1 y a une autre démonstration du théoréme II-13 par le théoréme d'inversion
locale dans [KW8].

3) Des résultats partiels sur les surfaces avaient &té obtenus par H. Gluck

([GL]) et D. Koutroufiotis ([KO1).

4) Remarques sur la "forme de courbure"

Sur une surface, la "forme de courbure'" de g est (dans le cas orientable) la
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2-forme Jfévg. A titre de comparaison, on va voir qu'il est beaucoup plus facile de

caractériser les formes de courbure que les courbures scalaires.

THEOREME II-14.- (N.R. Wallach et F.W. Warner [WW]) Soit (M,go) une surface rie~
mannienne connexe orientable. Alors une 2-forme w sur M est la forme de courbu-

re de g = ergo si et seulement si IM@ = 2y (M) .

Démonstration : La nécessité vient évidemment de la formule de Gauss-~Bonnet. Soit
maintenant Wy la forme de courbure de 8" Alors IM(w—wo) = 0, donc par 1le théo-
réme de Hodge, il existe une 2-forme ¢ telle que Aa = W . Et il suffit de pren-—

dre f = xa.

III - DESCRIPTION GENERALE DES COURBURES SCALAIRES EN DIMENSION SUPERIEURE OU EGALE
A 3.

1) Enoncé du théoréme général

Comme on 1'a vu, une partie de la démonstration du théoréme II-1 est valable en
toutes dimensions. Par contre, la formule de Gauss—Bonnet et le th&oréme de la re—
présentation conforme sont propres i la dimension deux. La premidre sera remplacée
par des obstructions (topologiques) d 1'existence de métriques riemanniennes i cour—
bure scalaire positive ou nulle (qu'on étudiera au paragraphe IV) et le second par

la conjecture de Yamabe. On obtiendra comme analogue du théoréme II-1 le :

THEOREME III-1.- (d'aprés [KW10]) Les variétés compactes connexes de dimension

n » 3 peuvent se répartir en trois classes :

(A) Il existe sur M une métrique riemannienne 3 courbure scalaire positive ou nul-
le et non identiquement nulle.

Alors toute fonction sur M est la courbure scalaire d'une métrique rieman—
nienne.

(B) Il existe sur M une métrique riemannienne A courbure scalaire nulle et M ¢Q@).
Alors une fonction sur M est la courbure scalaire d'une métrique riemannienne
si et seulement si, ou bien f est identiquement nulle ou bien f est stricte-—
ment négative en au moins un point.

(C) I1 n'existe sur M aucune métrique riemannienne & courbure scalaire positive ou
nulle.

Alors une fonction sur M est la courbure scalaire d'une métrique riemannienne

si et seulement si f est strictement négative en au moins un point.

Exemples : s" e a), ™€ (B), ™ + ™ € (C), comme on le verra plus loin.

2) La conjecture de Yamabe

On désigne traditionnellement sous ce nom 1'E&noncé suivant :
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Conjecture III-2.- Soit (M,g) wune variété riemannienne compacte connexe. Alors il

existe sur M wune métrique riemannienne ponctuellement conforme & g & courbure

scalaire constante.

Cette conjecture fut énoncéecomme théoréme par H. Yamabe [YA]. Puis N.S. Tru-
dinger [TR2] a trouvé une erreur dans la démonstration, qu'il a pu redresser sous
des hypothéses restrictives, celles-ci ayant été ensuite améliorées par T. Aubin

[AU2,3]. Pour énoncer le résultat actuel, on introduit un invariant
DEFINITION III-3.- ([YA]) Sur (M,g), on notera :

n-1 2 2
4 v IM]de vg+jMugf v

2n n-2

g

u(g) = inf
f positive

sur M (Ian_ng) n

L'intérét de p(g) apparailt par 1'équation d'Euler correspondante : si f

PR .. n-2 . < =
réalise le minimum yu(g), alors £ “g a une courbure scalaire constante &gale &
p(g). Celui-ci a les propriétés suivantes :

THEOREME III-4.— (T. Aubin [AU2])
1) u(g) est un invariant conforme (c.a.d. u(hp*(g)) = u(g)).

2) u(g) n(n—l)mﬁ/n ol w, est le volume de la sphére canonique S
3) Pour la sphére canonique st u(g) = n(n—l)mi/n.

Le meilleur résultat actuel vers la conjecture de Yamabe est le :

THEOREME TII-5.- (T. Aubin, N.S. Trudinger, H. Yamabe) Soit (M,g) une variété rie-

mannienne compacte connexe de dimension n » 3 et de volume 1.
. 2/n . . P . . ~
Si u(g) < n(n—l)mn/ , i1 existe sur M une métrique riemannienne §g ponc-

tuellement conforme & g, 3 courbure scalaire constante égale a u(g) et de volu—

me 1. De plus g est unique si pu(g) est g O.

Démonstration (esquisse)4: On a d'abord facilement le

LEMME III-6.- Si g = fn_zg, la courhure scalaire T de g vérifie
n+2
4 2L A frar = § £772
n-2 g 2n
Puis, si £ réalise le minimum u(g) et Ian—ng =1, alors U est constante éga—

le 3 u(g). Il suffit donc de montrer que u(g) est atteint pour une fonction .
L'idée de Yamabe a &té d'étudier d'abord 1'équatiom :

n-1 fq--]

2n
(x) & 55 A fruf = g -

pour 2 < q < =7

n-1 2 2
4 =5 [yldfl vg+jMugf v

. g
q qV 2/q
£50 (j uf g)
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On montre (i l'aide de l'inclusion compacte de H?> dans Lﬁ) qu'elle a tou-
jours une solution fq positive, avec ffgvg =1 ; que “q tend vers u(g) si gq
tend vers %%i-; et qu'il est possible d'extraire une sous—suite des fq qui con-

verge faiblement dans H?, fortement dans L2 et presque partout vers f € H%,

n+2 n+2
n-2 . n-2 - P .
avec fq convergent faiblement dans L on  Vers £ . Grace au principe du
n—2
maximum, la limite faible f est soit identiquement nulle, soit strictement positi-

ve. On élimine la premiére possibilité par une minoration d priori de qulz utili-
sant la détermination de la meilleure constante dans les inégalités de Sobolev due
3 T. Aubin [AU4]. Alors f vérifie 1'équation et elle est ¢ gridce au théoréme de

régularité elliptique ([TR2]).

Remarque : Il n'y a pas unicité de % en général si u(g) > 0, mais c'est le cas si

g est Einstein (c.a.d. p constante) ([AU2]).

Dans 1'application au théoréme III-1, on utilise la continuité de u(g) pour

éviter la mauvaise valeur, ainsi que le

THEOREME III-7.- (T. Aubin [AU2], A. Avez [AV], H. Eliasson [EL]) Sur toute variété
compacte M de dimension n » 3, il existe une métrique riemannienne g avec

u(g) < 0.

Démonstration : Des calculs explicites exhibent des déformations By de g & cour-

bure totale fMugtvgt négative pour t grand, et ceci borne supérieurement u(g).

COROLLAIRE III-8.- Si M admet une métrique riemannienne 3 courbure scalaire posi-
tive ou nulle, elle admet une métrique riemannienne & courbure scalaire identique—

ment nulle.

Pour terminer la démonstration de la conjecture de Yamabe, il suffirait de dé-

montrer la

Conjecture IIT-9.- (T. Aubin) Si u(g) = n(n-l)wi/n, alors (M,g) est conforme a

o . n .
une sphére canonique S & courbure constante.
T. Aubin a obtenu dans cette direction les résultats suivants

THEOREME III-10.- ([AaU2]) Si wu(g) = n(n—])wi/n, alors
a) si n 26, (M,g) est conformément plate (c.a.d. localement conforme 3 une
métrique riemannienne A courbure sectionnelle nulle).
b) si (M,g) est conformément plate et son groupe fondamental est fini, alors

(M,g) est conforme & la sphére canonique.

I1 démontre a) par un développement 1limité sur une famille de fonctions & sup-

port petit dans M. Pour b), il utilise le fait que p(g), si il est atteint, dimi-

232



556-09

nue strictement par un quetient (revétement) fini.

3) Précisions conformes

Comme dans le cas des surfaces, on a des résultats plus précis dans les classes

conformes.

THEOREME III-11.- ([KW8]) Soit (M,g) une variété riemannienne compacte connexe de
dimension n » 3.
Alors une fonction f sur M est la courbure scalaire d'une métrique globale-

ment conforme 3 g si et seulement si elle vérifie la condition (C) suivante :

(€1) si 0 < u(g) < n(n—l)wlzl/n

, ou si (M,g) est conforme 3 la sphére canonique,
f est strictement positive en au moins un point.

(C2) si u(g) = 0, £ est identiquement nulle on prend effectivement les deux si-
gnes.

(C3) si yu(g) < 0, £ est strictement négative quelque part.

La démonstration est voisine de celle du théoréme II.6, en remplagant le théo-
réme de la représentation conforme par la conjecture de Yamabe.
Dans le cas ponctuellement conforme, les résultats sont beaucoup moins com-

plets. Les obstructions du théoréme II-11 se généralisent :

THREOREME III-12.- ([KW7])
1) Si f est une solution strictement positive de
n+2
4 %E% Agf+f =u fn_2
sur la sphére canonique Sn, alors ISnf<du,dF>vg = 0 pour toute harmonique sphéri-
que F de degré 1 sur s™.
22 Si  (M,g) vérifie p(g) = 0, alors la courbure scalaire “E de

T = fn_zg est identiquement nulle ou bien prend effectivement les deux signes et
vérifie : [uw_ < O.
vérifie : fuv,

3) Si (M,g) est 3 courbure scalaire ug = -1, alors la courbure scalaire ug

de T =£" 2g est telle que 1l'unique solution @ de

(n-1 )quﬁ'cp"“wg =0

soit strictement positive. En particulier, IMUEVg < 0.

On ne sait pas si ces conditions nécessaires sont suffisantes ; on a d'autre

part des résultats d'existence mais le probléme général est loin d'@tre résolu.
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THEOREME III-13.- 2

n-2 inf u. Alors

a) [AU5] Soit u ¢ sur Sn, us> 0 et vérifiant : sup u < 2
il existe une harmonique sphérique F(u) de degré 1 telle que
n+2

n-1 n-2
4 v Agf+f = (u-F(u))f

ait une solution C° strictement positive
b) [KW7] Si (M,g) vérifie y(g) < 0 et u est strictement négative, il

existe une et une seule fonction f telle que u soit la courbure scalaire

IV - OBSTRUCTIONS TOPOLOGIQUES A L'EXISTENCE DE METRIQUES RIEMANNIENNES A COURBURE
SCALAIRE POSITIVE.

Il reste 3 répartir les variétés compactes dans les classes (A), (B), (C) du

théoréme IIL 1.

1) Quelques exemples

Les espaces homogénes compacts différents des tores sont des exemples dans la

classe (A). On a plus généralement dans ce sens le

THEOREME IV -1.- (H.B. Lawson et S.T. Yau [LY]) Si la variété compacte connexe M
admet une S3- ou SO(3) - action non triviale, il existe sur M une métrique rie-—

mannienne 3 courbure scalaire strictement positive.

La démonstration utilise le quotient M - M/; et les formules de O'Neill pour
les submersions ([ON]), en remarquant que les orbites principales ont des métriques

invariantes 3 courbure scalaire positive.

Remarque : Le théoréme n'est plus vrai pour les Sl'-actions comme le montrera

1'exemple des tores.

Enfin, si M € (A), MxN € (A).

Pour étudier la classe (B), on a le

THEOREME IV-2.- (J.P. Bourguignon [BO1]) Si M est dans la classe (B), toute mé-

trique riemannienne & courbure scalaire nulle sur M est & courbure de Ricci nulle.

La démonstration proc&de par variation de g, grice i la formule pour U'(g)

(qui contient r).

Remarque : Plus généralement, si p(g) est critique en g et atteinte par £, la
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4
métrique fn_zg est d'Einstein (c.a.d. p est constante).

Mais la réciproque du théoréme 1IV.2 n'est pas vraie : la "quintique"
(x5+y5+z5+t5+u’ = 0) de €P* est une variété compacte l-connexe, de dimension
réelle 6 qui admet & la fois une métrique riemannienne & courbure de Ricci nulle
(grdce a la solution de la conjecture de Calabi, voir [BO2], [CA]) et une métrique
riemannienne 3 courbure scalaire strictement positive (Corollaire V.4 ci-aprés).
Par contre la quartique de CP3 donne un exemple de variété compacte l-connexe de
dimension 4 dans la classe (B).

Les variétés riemanniennes compactes 3 courbure de Riceci nulles ne sont pas

encore classées. On a en particulier parmi elles les variétés plates (c.a.d. 3 cour-

Qo
o

bure sectionnelle nulle, comme les tores plats) et des variétés kahlériennes

nul ("conjecture de Calabi'). On a enfin le :

THEOREME IV-3.- (J. Cheeger et D. Gromoll [CG]) Si M est une variété riemannienne
compacte a courbure de Riceci nulle, son revétement universel M est le produit rie-

mannien d'un espace euclidien et d'une variété riemannienne !-connexe compacte 2

courbure de Ricci nulle.

Enfin la classe (C) contient en particulier les variétés hyperboliques et les

solvariétés non plates. (voir théoréme IV-16 ci-aprés).

2) Une obstruction par les hypersurfaces minimales

Rappel : Une hypersurface N (c.a.d. sous-variété de codimension un) compacte d'une
variété riemannienne (M,g) est
a) minimale si la dérivée premiére du volume dans toute variation de N est
nulle en N.

b) stable si la dérivée seconde du volume est positive ou nulle en N.

THEOREME 1IV-4.- (R. Schoen et S.T. Yau [SY3]) Si (M,g) est une variété rieman-
nienne compacte de dimension n » 3, & courbure scalaire strictement positive, et si
N est une hypersurface compacte minimale stable-de M, alors il existe sur N une

métrique riemannienne & courbure scalaire strictement positive.

Démonstration : Pour la famille de déformations de N donnée par une fonction ¢
sur N, le long du vecteur unitaire normal n, la dérivée seconde du volume,
IM(ldwﬁ-(pM(n)+"IIn2)w2)vgN est » 0 (oi II est la 2% forme fondamentale).

D'aprés les formules de Gauss-Codazzi,
uy = uN+ZQM(n)+||II||2 et donc

2 l — 25,42
Jyldol Ven 7 Sy Coprug T ) e?vg o
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Puisque uy > 0, on a donc

1
2 -2 2
Jldol2vgy > = 5 [yuye Ven
et en particulier, si dim M p 4, u(gN) est > 0.
Si dim M = 3, pour @ =1 on a fNqugN > 0, donc x(N) > O.

On en déduit par exemple :

THEOREME 1IV-5.— Soit M une variété compacte orientable de dimension 3. Si nl(M)
contient un sous—-groupe isomorphe i celui d'une surface compacte de genre » 1, alors
M n'a pas de métrique riemannienne 3 courbure positive ou nulle non identiquement

nulle.

Voir 1'exposé récent de L. Lemaire a Bourbaki ([LE]) pour la démonstration

(difficile) de 1l'existence de surfaces minimales stables dans ce cas.

Exemple d'application : Toute métrique riemannienne 3@ courbure scalaire positive ou

nulle sur T3 est plate.

En combinant les deux théorémes précédents avec d'autres constructions d'hyper-
surfaces minimales stables et les autres obstructions ci-apré&s, on obtient, pour
n g 7, des obstructions "par récurrence'" 3 l'existence de métriques & courbure sca-
laire positive, par exemple pour ™ (n < 7). Pour des énoncés détaillés, voir
[SY3]. Ces méthodes ne marchent pas, pour l'instant, si n » 8 & cause de l'appari-

-

tion possible de singularités intérieures dans les hypersurfaces minimales (voir

[BI]).

Remarque : En dimension 3, en utilisant plusieurs conjectures classiques, il sui-

‘vrait du théoréme IV.5 que les seules variétés compactes orientables de dimension 3
admettant des métriques riemanniennes & courbure scalaire positive seraient les som-—
mes connexes finies de p exemplaires de $2xS! et de q quotients de S3 par des

groupes finisd'isométries opérant sans point fixe (voir Corollaire V-5 ci-aprés).

3) L'obstruction spinorielle

Rappel : a) Une structure spinorielle sur une variété riemannienne orientée (M,g)
est un rev@tement 3 2 feuillets du fibré principal tangent, dont les fibres sont le
revétement Spin (n) de SO(n). De telles structures existent si et seulement si
WZ(M) = 0 et elles sont classifides par H!(M, 22).

b) Sur une variété spinorielle, on construit le fibré des spineurs S,
correspondant & la représentation spinorielle (complexe) de Spin (n). Comme celle-
ci est un espace de représentation de 1'algdbre de Clifford, on a une opération na-
turelle du fibré en algébres de Clifford construit sur TM, sur le fibré S. On mu-

nit celui-ci de la connexion D induite par la connexion de Levi-Civita et on défi-
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nit 1'opérateur de Dirac P sur S par : Ps = L Xi.DX,s, od Xi est une base or-
i 1

thonormée locale sur M. C'est un opérateur elliptique autoadjoint d'ordre 1. La di-

mension de son noyau dépend de g en général ([HI]), bien que ce soit un invariant
. . . . . ~ +

conforme. En dimension paire, S est naturellement la somme directe de 2 fibrés S

et S _ échangés par P.

c) J. Milnor a défini dans [MI] un homomorphisme d'anneau surjectif

Spin

%

_x
o : R - KO (point) tel que :

L

3 A@) si n = 8k+4

a(M) = A(M) si n =8k, a@) =

(on rappelle que A(M) est un nombre caractéristique (entier), défini a partir des
classes de Pontrjaguin par des relations universelles (3 coefficients rationnels)

[BH]). Le théoréme de 1'indice d'Atiyah et Singer nous donne pour P

THEOREME Iv-6.- ([AS] III et V)

S$i n = 4b, dim(Ker P +)-dim(Ker P[}-) = A
Si n = 8h+l, dim(Ker P) = (M) (mod 2)
Si n = 8h+2, dim(Ker Prs+) = a(M) (mod 2).

Le résultat fondamental pour la courbure scalaire est le :

THEOREME IV-7.- (A. Lichnérowicz [LI]) Si (M,g) est une variété spinorielle com-
pacte connexe & courbure scalaire positive ou nulle et non identiquement nulle,

alors le noyau de P est réduit 3 zéro.

Démonstration : On a la formule :

P2s = D*Ds + —4‘5 s.

Oor D*D est positif et Ker P2 = Ker P.

COROLLAIRE IV-8.- (A. Lichnérowicz [LI], N. Hitchin [HI]) Si la variété compacte
connexe M spinorielle admet une métrique riemannienne 3 courbure scalaire positive,

alors oa(M) = 0.

Exemple : Il existe en dimension 8h+l et 8h+2 des sphéres exotiques avec
a(M) # 0 : elles n'admettent donc aucune métrique riemannienne 3 courbure scalaire

positive.
Remarque : Si u = 0, le noyau de P est formé de spineurs paralléles.

4) Obstruction spinorielle et fibrés plats

M. Gromov et H.B. Lawson ont remarqué (dans [GL1]) que le théor&me de Lichné-
rowicz est encore vral si on tensorise le fibré spinoriel par les fibrés plats et si

on considére la famille d'opérateurs différentiels obtenue. Ils introduisent d'abord
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une généralisation adaptée de K(M).
Soit M une variété compacte spinorielle de dimension 2n, et T sa 'variété

de Picard réelle", c.a.d. T est le tore Hom(nl(M),R)/ On a sur MxT

Hom(w, (M), z)’

un fibré vectoriel complexe de dimension un naturel défini ainsi

£ = (ﬁxTxc)/" o ol n](M) agit par :
1

Y(X’y’z) = (Yxsy,SZiT‘Y(Y)Z) .

Sur les fibres Mx{y} de MxT -» T, le fibré ¢ est le fibré plat défini par
¥, que l'on peut tensoriser avec le fibré des spineurs de M. L'opérateur de Dirac
s'étend 3 ce nouveau fibré (via la connexion produit tensoriel) et on a donc une fa-

mille d'opérateurs Py indexés par T.

L'indice de la famille {Py} est un élément de H*(lyz), que 1'on calcule par

le théoréme de 1'indice 3@ paramétre ([ASIV]). On pose donc :

DEFINITION 1V-9.- A(M) = {ch £.A[M]}[M] (ot A[M] est ici la A-classe totale
[HH]) .
On a aussi une définition plus "géométrique" de é(M) : soit X se-esX  une

p

base de H!(M,Z) et xT,...,x; la base duale de H!(T,Z). Pour tout

1= {i]<...<ip} avec 2n-p = 0 (mod 4), soit MI une sous-variété compacte de M,
d fibré normal trivial, duale de la classe Xi]”"'”xip' Alors

~ ~ * *
aAM) = % A(MI)Xilu...uX~ .

T tp

Maintenant le théoréme de Lichnérowicz se généralise en :

THEOREME IV-10.- (M. Gromov et H.B. Lawson [GL1]) Si M compacte spinorielle de

dimension 2n admet une métrique riemannienne d courbure scalaire positive, alors
A = 0.

Exemple : é&Tzn) + 0 (prendre I = {1,...,2n} et pour M_ un point).

I
DéFINITION IV-11.-Si f : M 5 N est différentiable avec M compacte et

dim M-dim N = 0 (mod 4), on note K(f) = K(f_l(x)) oli x est une valeur réguliére
de f£.

COROLLAIRE 1IV-12.- Si M est compacte spinorielle et si il existe une application

différentiable £ : M" o Tn-4k avec A(f) # 0, alors M n'admet pas de métrique

riemannienne & courbure scalaire positive. En particulier, c'est vrai pour ™.

5) Obstruction spinorielle et groupe fondamental

En fait, le théordme de Lichnérowicz est encore vrai si on tensorise le fibré

des spineurs par un fibré & connexion dont la courbure est '"petite'" devant la cour—
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bure scalaire. Pour exploiter ce résultat, Gromov et Lawson introduisent dans [GL1]

la :

DEFINITION IV-13.- Une variété riemannienne compacte est dite "enlargeable' en di-

mension p si pour tout g > 0, il existe un revétement fini spinoriel ﬁs de M
et une application différentiable f : ﬁe - Sp, & ~contractante, avec A(f) # O.

En fait, cette notion ne dépend que du type d'homotopie de M . On obtient

. - 2
alors, en utilisant un fibré complexe E sur S P avec cp(E) + 0, le :

THEOREME TV-14.- (M. Gromov et H.B. Lawson [GL1]) Si M est enlargeable en dimen-

sion n, M n'a pas de métrique riemannienne 3 courbure scalaire positive.

Pour construire des variétés enlargeables, on dispose de la :

PROPOSITION IV-15.- Si M est enlargeable en dimension n et si il existe

f : N> M vérifiant wz(N) =k f*wz(M) et K(f) + 0, alors N est enlargeable en

dimension n.
Les exemples principaux sont donnés par le :

THEOREME IV-16.- ([GL1])

a) Si M compacte admet une métrique riemannienne 3 courbure sectionnelle né-
gative ou nulle, si M admet un revétement fini spinoriel et si n](M) est rési-
duellement fini, alors M est enlargeable en dimension n.

b) Toute solvariété compacte de dimension n est enlargeable en dimension n.

Rappels : a) Un groupe est résiduellement fini si 1'intersection de ses sous—groupes

distingués d'indice fini est réduite a 1'élément neutre.
b) Une solvariété est le quotient d'un groupe de Lie résoluble par un sous-—

groupe discret.

Exemple : Si M est hyperbolique (c.a.d. ¢ = —-1) compacte, alors n](M) est rési-

duellement fini et il existe un revétement fini spinoriel.

La démonstration de a) utilise essentiellement 1'inverse de 1'exponentielle en
un point dans le rev@tement universel de M (elle est l-contractante). Pour b) on
raisonne par récurrence : il y a toujours une fibration plate M - S! de fibre une

solvariété.

V - CONSTRUCTIONS DE MﬁTRIQUES RIEMANNIENNES A COURBURE SCALAIRE POSITIVE

1) Utilisation des chirurgies

THEOREME V-1.- (R. Schoen et S.T. Yau [SY3]) Soient M1 et M, deux variétés rie-

manniennes compactes & courbure scalaire positive de méme dimension n et deux sous
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variétés compactes de dimension k g n-3, N] dans M

un difféomorphisme fibré ¢ du fibré normal 3 N

o N2 dans M2. Si il existe

sur le fibré normal i NZ’ alors

1

la variété M obtenue en enlevant des voisinages tubulaires de N, et N,, eten

identifiant les fibrés en sphéres via ¢, admet une métrique riemannienne 3 courbure

scalaire positive.

Démonstration : Soit D(g) = {x € led(x,Nl) < €}. On change la métrique de
D(e])-D(&z) (s] > 82) de telle sorte qu'elle ne change pas au voisinage de BD(el),
qu'elle devienne isométrique au produit d'un intervalle par une métrique de aD(ez)
au voisinage de celui-ci, et qu'elle reste A courbure scalaire positive. C'est possi-—
ble parce que, pour g petit, aD8 est un fibré sur N de fibre une sphére de di-
mension n-k-1 » 2, et sa courbure scalaire est positive (et tend vers 1'infini si

¢ tend vers 0).

Remarque : Schoen et Yau procé&dent par des déformatiens conformes ; Gromov et Lawson

ont une démonstration plus géométrique dans [GL2] (dans le cas particulier qui suit),

COROLLAIRE V-2.- (R. Schoen et S.T. Yau [SY3], M. Gromov et H.B. Lawson [GL2]) Si
M est une variété compacte d courbure scalaire positive, toute variété obtenue &
partir de M par une succession de chirurgies de codimension > 3 admet une métri-
que riemannienne 3 courbure scalaire positive.

Exemple : La somme connexe de deux variétés de la classe (A) est dans la classe (A).

2) Le cas simplement connexe

THEOREME V-3.- (M. Gromov et H.B. Lawson [GL2])

a) Une variété compacte l-connexe non spinorielle de dimension n » 5 admet

une métrique riemannienne 3 courbure scalaire positive.

b) Si M est une variété compacte l-connexe spinorielle de dimension n » 5

avec a(M) = 0 il existe m tel que la somme connexe de m exemplaires de M ad-

mette une métrique riemannienne 3 courbure scalaire positive.

Démonstration : Grd3ce 3 la simple connexité, on peut construire M par des chirur-
gies de codimension » 3 3 partir d'un générateur du cobordisme orienté dans le cas
a&); du cobordisme spinoriel dans le cas b) et on connait suffisamment ces généra-

teurs pour avoir le théoréme.

Remarque : On conjecture en fait qu'on peut prendre m = I dans b) ; il manque pour
1'instant une description suffisamment explicite de générateurs de la torsion de
Spin
*

Ker o dans Q , qui permette de leur mettre une métrique & courbure scalaire po-

sitive.
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3) Basses dimensions

COROLLAIRE V-4.- (M. Gromov et H.B. Lawson [GL2]) Toute variété compacte l|-connexe
de dimension 5,6 ou 7 admet une métrique riemannienne 3 courbure scalaire positive.

En dimension 3, les sommes connexes suffisent pour le :

COROLLAIRE V-5.- ([SY3], [GL2]) La somme connexe de p exemplaires de $2xS! et
de q variétés de la forme S3/r (oi T est un sous—groupe fini de SO0(4) agis—

sant librement) admet une métrique riemannienne 3 courbure scalaire positive.

En dimension 4, on rappelle que la quartique de €P3 (ou les '"surfaces K3")
est compacte l-connexe et n'admet pas de métrique 3 courbure scalaire positive
(A(M) # 0). Par contre G€P2, CP2, S$2xS2, S3xS},S*/p et leurs sommes connexes en

admettent.

VI - LA COURBURE SCALATRE DES VARTETES NON COMPACTES

1) Cas général
I1 n'y a pas d'obstruction 3 1'existence de métrique & courbure scalaire posi-

tive (ou négative)sur les variétés non compactes connexes, grace au :

THEOREME VI-1.- (M. Gromov [GR]) Toute variété non compacte connexe de dimension 3 2
admet une métrique riemannienne & courbure sectionnelle strictement positive et une

métrique riemannienne & courbure sectionnelle strictement négative.
Par les méthodes du début, on a le :

THEOREME VI-2.- (J.L. Kazdan et F.W. Warner [KW6,7]) Sur une variété non compacte
connexe, de dimension n » 2, difféomorphe & un ouvert d'une variété compacte, toute

fonction est la courbure scalaire d'une métrique riemannienne.

On conjecture que ce résultat est vrai sur toutes les variétés non compactes

connexes.

2) Métriques riemanniennes complétes

La situation change si on impose en plus 4 la métrique d'@tre compldte. On sait
peu de choses en général. Il y a des obstructions :

THEOREME VI-3 .~ (J.L. Kazdan et F.W. Warner [KW6]) Une fonction f sur R? est la

courbure scalaire d'une métrique riemannienne compléte si et seulement si

lim inf f(x) €0
“Tac0 lX];l’:
(ot |x| est la norme euclidienne).

D'autre part Schoen et Yau ont des résultats en dimension 3, 1liés & leur dé-

monstration de la "conjecture de la masse positive" en relativité générale [SY4]. En
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particulier

THEOREME VI-4.— (R. Schoen et S.T. Yau [SYl,4]) Une métrique riemannienne sur R?
qui est Egale 3 la métrique euclidienne en dehors d'un compact et d courbure sca-

laire positive ou nulle est en fait euclidienne partout.

Schoen et Yau ont aussi annoncé que le tore T3 privé d'un ou plusieurs points

n'admet pas de métrique riemannienne compléte & courbure scalaire positive.

3) Cas homogéne
Pour les variétés non compactes homogénes, on retrouve un é&quivalent de la ré-

partition dans les classes (4), (B), (C)

THEOREME VI-5.~ ([BB]) Soit M = G/f un espace homogéne pour un groupe de Lie con—
nexe G, admettant des métriques riemanniennes G-invariantes. Alors les deux propo-
sitions suivantes sont équivalentes

(1) le revétement universel de M est difféomorphé & un espace euclidien.

(2) toute métrique riemannienne G-invariante sur M est ou bien plate ou bien &

courbure scalaire (constante) strictement négative.
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