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Séminaire BOURBAKI 524-01

30e année, 1977/78, n° 524 Juin 1978

Bl [d'aprés MATHER et THURSTON]

par Francis SERGERAERT

1. Rappels (voir [7], [11], [12])

soient r €N U {®} , n € N, fixés dans tout le texte.

On note I = Fi le groupoide des germes ponctuels de Cr-difféomorphismes
de R . I' est muni de sa topologie habituelle ; l'application germe +H point

source (ou but) du germe en fait alors un espace étalé sur R .

Si M est un espace topologique, un atlas (Oi ,Yij) définit une I'-structure
sur M si les Oi constituent un recouvrement ouvert de M , et si les
Y.. : 0 No, — T sont des applications continues vérifiant Y.. Y. =Y, .
ij i J ij jk ik
Si x € Oi , Yii(x) doit &tre un germe identité en un point de rR® Yii est
donc une application continue Oi — R , assimilable a une "carte", mais on ne
demande pas que Yii soit un homéomorphisme ; les Y,. sont les "changements de

1]

carte". Deux atlas définissent la méme I'-structure s'ils sont sous-ensembles d'un

méme atlas (il faudra définir de nouveaux changements de carte).

Si M est muni d'une I'-structure, £ : X —> M continue induit une TI'-
structure sur X . Deux I'-structures sur M sont homotopes si elles sont restrictions
4 MxO et Mx1 d'une [I-structure sur Mx [0,1] . Le foncteur "classes d'homo-
topie de TI'-structures" est représentable, d'ou un classifiant BI' muni d'une
T-structure universelle.

L'application "différentielle au point distingué" définit un morphisme
d: T — cL(n,R) . si (Oi 'Yij) définit une T'-structure o , (Oi, inj) est
un cocycle a valeurs dans GL(n,R) définissant un RU-fibré vectoriel, le fibré
normal & ® . On a une application canonique V : BI' —» BGL(n,R) (fibré normal

3 la TI'-structure universelle). Si r = O , il faut remplacer BGL par BTop .

Exemple 1.- Si les cartes Yii 0, —> Rn sont des homéomorphismes, l'atlas
_— i
définit une structure de CY-n-variété sur M . Le fibré normal & la I-structure

b

n'est autre que le fibré tangent a la variété.

Exemple 2.- Si M est une (n+d)-variété et si les cartes Yi; t0,—® R" sont
e i

des submersions, l'atlas définit sur M un feuilletage de codimension n . Le fi-

bré normal & la I-structure et le fibré normal au feuilletage sont les mémes.

r crox s
Exemple 3.- Si M est une C -n-variété et X un espace quelconque, la projection
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XxM—> M induit sur X xM 1la [-structure horizontale, image réciproque de la

T-structure de variété sur M .

Exemple 4.- Avec le méme M , si p : E—> B est un M-fibré, une I'-structure
sur E est transverse & p (ou simplement transverse) si elle #nduit sur chaque
fibre la T'-structure de variété. C'est le cas de la TI'-structure horizontale sur

e}

X x M. sur Rx R, la T1—structure définie par la seule carte

2/3 N . . \ . N 2
(x,y) — y - x / est transverse 4 la premidre projection, mais pas a la deuxiéme.

2. Enoncé du résultat ([15], [25], [17])

Soit G = Gi = Diffz R le groupe des Cr—difféomorphismes de R 3 support com-
pact, muni de sa topologie habituelle. Si on munit G de la topologie discréte,

on le note G6 . La fibre homotopique de id : G5 —> G est un groupe topologique

G . Le classifiant BG est aussi la fibre homotopique de BG6 —>» BG ; donc BG

classifie les Gé-fibrés (autrement dit les G-fibrés plats) trivialisés comme G-

fibrés.

soit BT 1la fibre homotopique de Vv : B[l —> BGL(n,R) ; de la méme fagon

B[ classifie les T-structures a fibré normal trivialisé.

Le résultat fondamental de Mather et Thurston dont on veut parler ici est le :

. N . ey n_-= P . .
THEOREME.- Il existe une application continue f : BG —2* () B qui induit un iso-

morphisme en homologie.

Q est le foncteur "espace de lacets".

Notons que f ne peut pas &tre une équivalence d'homotopie, car

n1(Bé) = ﬂo(a) se surjecte sur Ker(G6 —> ﬂoG) qui n'est pas commutatif, alors

que ﬂ1Qan est commutatif.

3. Motivation

La théorie de Haefliger [8) et de Thurston [24], [26], [21], raméne l'existence de

certains feuilletages & celle de relévements :

M~ —>» BGL(n,R)

Les obstructions & l'existence de tels relévements sont des classes de coho-

2

mologie a coefficients dans les groupes d'homotopie de la fibre homotopique de V .,
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qu'on a baptisée BI' . Ainsi tout progrés dans la connaissance de la topologie algé-
brique de BI' aura des retombées en matidre d'existence de feuilletages. C'est ce

qui motive 1l'étude de BT .

On sait que Bfi est n-connexe [8], (n + 1)-connexe sauf peut-&tre pour
r=n+1 [16], qu'il n'est pas (2n + 1)-connexe [6], [23], [9], [4], [5]. On
conjecture qu'il est 2n-connexe. Si c'est bien le cas, on en déduirait que, si M
est une variété de dimension d , tout d' sous-fibré de T , d' < (d+1)/2 ,
est homotope & un sous-fibré tangent & un feuilletage de dimension d' [24], [26].
D'aprés le théoréme de Mather-Thurston, cette conjecture (2n-connexité de Bfi)

z . 2 o a2 =r
équivaut a la n-acyclicite de BGn .

, =o X
Pour r = O , on a une réponse compléte : BFn est contractile, parce que
. \ pte] .
n-connexe ([8]) et acyclique ; ce dernier point résulte de ce que BGn est acycli-

que ([14]) et du théoréme de Mather-Thurston.

Autrement dit, on a le schéma :

Existence de Haefliger Topologie Mather Homologie
< et & de =
. BG
feuilletages Thurston de Bl Thurston

D'ol le vif intérét actuellement suscité par 1'étude de 1'homologie de BG
pour divers groupes de difféomorphismes G . Dans cet ordre d'idées, voir [14],

(1], (161, [15], [25], [1], [2], [3], [13].

4. Le théoréme de Mather-Thurston est plausible

Quand Mather aborda 1'étude de BI' , il fit 1'observation suivante au sujet de cer=-
tains feuilletages de S1 x I (r = [0,1]) . Soit @ € Diff(I; dI) wun difféomor-
phisme de I égal & l'identité dans un voisinage de {0,1} = dI . On fait opérer

Z sur Rx I par n.(t,x) = (n+ t ,wn(x)) . Cette action laisse invariant le
feuilletage horizontal de R x I , d'ou un feuilletage quotient qf sur

1 P
RxI/&=8 x1I :
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1
/ (S xO IS1X1)

Etant donné 1'horizontalité au voisinage du bord, gﬁp définit une f‘1—
&* 2 1 1 1 , L s
structure @ sur S =8 xI/(S x0,S x 1) . L'application classifiante
*
2 = (e (s =
pour g(p est une application S~ —> BT1 qui définit un élément [¢] € H2(BI‘1) .
—1,-1
Si ¢ =oBa B est un commutateur dans Diff(I ;dI) , alors [¢] = O .

a
2 1 1 .
En effet, soit T, un tore S x S prive

>

' R . .
d'un petit disque ouvert D ; alors b » b

2 2
Tr1(T*) a trois génerateurs a , b , p avec 2

-1 -1 <
la relation p = aba b (figure). D'ou une

*

action 111(’1‘3) —> Diff(I; 0I) définie par

a —> o, bt—> B, p —> ¢ . Par le S
a

A z . . . + 2
méme procédé que plus haut, cette action définit une action de ﬂ1(T*) sur

~2 A . . . . . .
T, (revétement universel) x I qui laisse invariant le feuilletage horizontal,

2 C s N
passe au quotient, et produit un feuilletage de T, x I dont la restriction a

dD x I est notre feuilletage (ECP . D'od [9p] =0.
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La méme construction fonctionne avec un tore & g trous si ¢ est un produit
de g commutateurs. On établit ainsi une relation entre H1(Diff6(I,BI)) (homolo-

gie d'Eilenberg - Mac Lane) et certains éléments de HZ(Bf1) . Mais
H, (8T ) = m(8[,) = m (8T ) = 1 (QBT,) . Voir [20] et [18] pour des détails et
des exemples d'utilisation de cette idée.

On explique maintenant comment le foncteur () , "espace de lacets", s'intro-

duit naturellement. On reprend les notations du § 2.

X P iz .z sz .

Puisque G = lefCRn opére sur R® , le R -fibré associé au fibré universel

sur BG est trivialisé comme G-fibré, mais est muni d'une G-structure plate ; on
. P . . = n

dispose ainsi d'une structure canonique de G-fibré plat sur BG x R . Par recol-

2

lement de TI'-structures horizontales & l'aide de la G-structure plate, on trouve
une T-structure ® sur BG x R° , transverse a la projection sur BG et & fibré
normal trivialisé. Soit f1 : BC x B* — gT l'application classifiante. Comme ®

est horizontale au voisinage de 1l'infini de R, f1 définit f2 :s"8G — Bl

( s est la n-idme suspension), d'ol par adjonction £ : BG —> "8l . clest cet

f qui figure dans 1'énoncé du théoréme de Mather-Thurston.
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Pour achever de rendre plausible ce théoréme, on indique trés succintement
le plan de la premiére démonstration de Mather pour le cas n = 1 . Jusqu'ad la fin

[ee] QO
de cette section, G = G1 = DiffCR ; si A, BCR, A<B signifie que

Vxen,VyeB, x<y.
Soit BBG 1l'ensemble bisimplicial ou
p

p
BBG(p,q) = {(wij) e Pl LJ support @, , <...< LJ support ¢

N
i=1 i=1 +d

2

avec les opérateurs de bord et dégénérescence habituels qui servent & définir 1'en-

semble bisimplicial K(G,2) quand G est abélien. La restriction sur les supports

permet a ces opérateurs d'8tre bien définis ; en effet, si support ¢ N support § = @

-0
alors @V = Yy . Le réalisé |BBG| est muni d'une ' -structure ® canonique ; par
exemple un 1-1-simplexe de BBG est défini simplement par la donnée d'un @ € G ;

le 1-1-simplexe géométrique correspondant (une spheére s2 ) est muni de la

*
o s 7 . N
T1-structure <§¢ du début de cette section. Cette construction se généralise a

z . . =00 z s
tous les simplexes de ]BBG[ pour définir la T -structure ® cherchée. En fait

® est suffisamment "variée" pour que (|BBG| , W) soit classifiant ; |BBG| a donc

-0
le type d'homotopie de BT1 .

Par ailleurs, il est "homologiquement" vrai que BBG est le classifiant de
BG , car la restriction de support qu'on a introduite pour construire BBG n'est

pas importante homologiquement ; le point crucial est le suivant : si

Ga b= (g € G: support g © ]a,b[} , alors 1l'inclusion Ga b C— G induit un
’ r
isomorphisme en homologie ([14]) ; il en résulte que QBT? ~ (BBG ~ BG .

Hy

Ici, comme G est contractile, BG = BG . Pour l'exploitation systématique

de ce point de vue, voir [19] et [22].

5. Plan de la démonstration de Thurston

Le cas n = 1 du théoréme de Mather-Thurston est di & Mather [15] ; le cas n
quelconque a Thurston [25]. On donne maintenant des indications sur une démonstra-
tion [17] dont les idées essentielles sont dues & Thurston, mais dont, semble-t-il
la mise au point revient & Mather. Dusa McDuff et Graeme Segal ont annoncé une autre

démonstration (voir [22] pour le cas n = 1 ) gqui devrait &tre plus conceptuelle.
Le plan de la démonstration de Thurston est le suivant :

1) Construire un diagramme :
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a) g est une équivalence d'homotopie,

b) X G X et Y C.s Y sont des équivalences d'homotopie,

©

c) (XN) ’ (YN) sont des filtrations respectives de X  , Y .
d) g, a le type d'homologie de s"e (S est le foncteur suspension,

£ : BG —> QB[ est la fliche de 1'énoncé du théoreme).

2) Montrer que ce diagramme a la propriété suivante : si g, est j-acyclique,

lors g._ : X X
alo g N/ N

N —_—> YN/YN_1 est (2N + j - 2)-acyclique.

-1
3) Utiliser un théoréme de comparaison de suites spectrales pour en déduire

que g1 est acyclique et donc aussi f .

6. Le théoréme de comparaison

On montre que si le diagramme du § 5 a les propriétés annoncées, alors 9, est

nécessairement acyclique.

Soit M le foncteur "mapping-cylinder". Si g : X — Y , X s'identifie

canoniquement a une partie de Mg .

Considérons la paire (Mg, , X ) , munie de la filtration (Mgp ,Xp)p . Soit

E; a la suite spectrale d'homologie définie par cette filtration. Comme Yo est
r
’ (ee]
une équivalence d'homotopie, il en résulte que Ep q = 0 , quels que soient p et
r
7
q . q 9, O
Si 9, n'est pas acyclique, / 7
soit g le plus petit entier tel que 5 7 4
% ¢ "o
= 7
E1,q Hq +1(Mg1 ,X1) # O . Alors g1 S
[ (o] /A, Ve

est g ~acyclique ; donc QOC> X,
[e] 7 6{
g X /X .—> Y /¥ est ‘ &
p p’ p-1 p’ "p-1 ’
(2p + a, - 2)-acyclique. Autrement dit,
1

E =H (Mg, Mg UxX)=o0 si

p.q ptq °p p-1 p 0o o 0 o
a<p+g -2.1Ilen résulte que

© o o, )

E1’qo = E1'c_[O # 0 , ce qui n'est pas possible, o) 4{3 © ~

2V
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C'est donc que 9, est acyclique.

7. Construction du diagramme de Thurston

Le diagramme de Thurston est le réalisé d'un diagramme d'ensembles et d'applications
simpliciaux. On utilise le méme symbole pour un ensemble simplicial et son réalisé,

pour un morphisme simplicial et son réalisé.

Dans toute la suite D" note la boule unité fermée de R . Soit € un petit
réel positif désormais fixé. Une partie de D' est N-petite si, pour un M S N ,
elle est incluse dans la réunion de M boules de rayon Z_ME; une partie O-petite est
vide ; une partie de p"  est petite si elle est N-petite pour un N € W . A est

le g-simplexe standard.

Définition de X . Les g-simplexes de X sont les ['-structures sur A, p” ,
transverses a la premiére projection ; si ® est une telle ['-structure, son sup-
port est le plus petit fermé S de D" tel que ® Al X (Dn - S) soit horizontale.
Un g-simplexe de X est dans XN si son support est N-petit, dans X s'il est

petit.

Dn \\5___’,’ ~— }

Elément P - e N N N } s

de X

N

!

Définition de Y . Un g-simplexe de Y est un germe de [I'-structure sur

n n . . N . .
Ay p" x D" au voisinage de IRV dlag(Dn x Dn) , transverse a la projection

n n n . . . .
Mo ¢ Myp"xp” — gD qui oublie le dernier facteur. Si ® est un tel

germe, son support est le plus petit fermé S tel que ® soit horizontale sur

n n .
A x D7 x (D - S) . Un g-simplexe de Y est dans YN si son support est N-petit,
dans Y, s'il est petit.
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4
/]
Tﬂi / |
/ |
I
/o
P [
NS 2
™ Y — 7
42 S /,',-—-———— -V
/—*/ s¢l 7
7
// y / Elément
AL/
Y L
/
// v bn
/ >
A9

? 5 ATy D" qui oublie le

Définition de g . La projection Ty Ay p" x D
deuxiéme facteur fait correspondre & tout g-simplexe de X un (-simplexe de Y .
C'est le morphisme g du diagramme de Thurston. Les morphismes In sont définis
par restriction.

On doit noter que chaque g-simplexe de Y définit une I'-structure sur
A« giag(p™ x D) = A? « D" & fibré normal trivialisé. En fait Y n'est autre que
le complexe des réalisations de ces ['-structures comme microfibrés trivialisés
transversalement ['-structurés (voir [8]). En bref, dans X , on impose la restric-
tion a4 chaque * x p" ; dans Y , on impose seulement le fibré normal & cette

restriction. L'application X —> Y apparaft alors comme l'inclusion canonique.

On montre maintenant que cette inclusion est une équivalence d'homotopie.
Soit X' le complexe des germes au voisinage de 0 x 0 dans A x R ae

I-structures transverses. Alors X' classifie le foncteur " I'-structures a fibré

normal trivialisé sur ? " (il faut toujours sous-entendre : classes d'homotopie de

de ...). Comme, dans un voisinage de compact x O dans compact x R" , on peut
glisser un "petit" compact x D" , ce foncteur est isomorphe au fonctéur " I'-

n .
structures transverses sur ? x D qui est classifié par X . Donc X et X'

ont méme type d'homotopie. De la méme fagon Y classifie le foncteur " I'-structures

n . - . . . n
sur ? x D a fibré normal trivialisé " ; l'inclusion ? x 0 Cs ? x D est une
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équivalence d'homotopie ; donc X' et Y ont le méme type d'homotopie. Finalement
X et Y ont méme type d'homotopie. En fait g : X & Y fait correspondre les

objets universels ; c'est donc une équivalence d'homotopie.

8. Le lemme de déformation de Thurston

On explique dans cette section pourquoi les inclusions X > X et Y ¥

sont des équivalences d'homotopie.

Lemme de déformation (Thurston).- Soient K un poly&dre compact et Z un espace

pointé n~connexe. Si ® : K x " —> z est continue, alors ® est déformable

en ®' : K x p" — z 3 support localement petit.

On veut dire par 13 que pour tout x de K , on peut trouver un voisinage
V de x dans K et un petit (au sens du § 7) fermé S de D" tel que

o |vx (D" -5) =« , le point base de 2 .

Les figures ci-dessous suggérent une solution si K = [0,1] =TI et n

bV
\—/ /7

¥
\/ ¥ s
—S ¥ "y T

1

A\ N \Y
A X

x

VAR X
sy A

ke
A<

( % est un point envoyé sur le point base de 2Z )

1 .
On commence par s'arranger pour que oI x D soit envoyé sur * (c'est
facile), puis on déforme le carré en un parallélogramme trés allongé qui ne coupe
une horizontale que sur un petit intervalle, d'ol, localement, un petit support

pour l'application déformée.
Ce parallélogramme peut &tre considéré comme le "graphe" de

D1=[o,1]9t = [(1-Me, (1 -Te) +M] < Al

2

Si K = A", la méme idée peut &tre développée en considérant cette fois le

graphe de l'application :
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-
.|
|

&

N

ol l'image est hachurée. Deux points sont importants. D'une part, la trace sur une
face de AZ est 1'application "parallélogramme" et on pourra donc "grimper sur le
squelette”. D'autre part, si x € A2 , alors l'ensemble des t pour lesguels x

est dans l'image de t est une réunion de EEEE intervalles. On peut prouver ainsi

que si dim K € q , on peut déformer ® en un ®' & support localement g-petit.

Malheureusement, le cas n = 1 ne fait pas apparaftre pourquoi on a besoin
de connexité dans Z ; il n'en est aimsi que pour n 2 2 . On renvoie i [17] pour
1'étude du cas n et K quelconques qui, bien gu'élémentaire, est trop technique

pour &tre rapportée ici.

. e n crt .
Maintenant Y classifie les " I'-structures sur ? x D a fibré normal tri-

vialisé ", autrement dit les " applications ? x p? — BT ". Mais B[ est

n-connexe [8]. Donc toute application ? x o’ — &l peut &tre déformée en une
N

application a support localement petit. Autrement dit l'inclusion Y_ (=3 Y est une

équivalence d'homotopie.

Le méme genre de techniques permet de prouver que X, < X  est aussi une

équivalence d'homotopie.

9. Identification de 9,
On pose désormais G = {g € DiffZRn : support g © int Dn} . Comme R® ~ int D" ’

6na Gw Diffz R® . ona dé3a expliqué (§ 2) qu'une G-structure n'est autre qu'une
Gg-structure sur un G-fibré trivialisé. Il en résulte qu'un moddle pour BG est

le sous-complexe de X constitué des I'-structures transverses sur [V Y
support (§ 7) dans int p" ; en effet une telle T-structure définit par holonomie

n s
une Gs-structure sur Ag x D , et inversement.
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On appelle boule une boule de rayon €/2 de D" . Soit B 1'ensemble des
boules. On note A 1l'ensemble simplicial
des applications {o,...,q} —=> B ;
c'est le simplexe librement engendré
par B , qui est contractile (pour
que ce soit vraiment un simplexe,

il faudrait ordonner B et ne garder
que les applications croissantes, mais
ceci n'est pas important). On note D
le sous-complexe des {Bo,...,Bq} tels

que B n...n Bq # @9 . C'est le nerf

n
du recouvrement de D par les boules,

qui a donc le type d'homotopie de " .

Exemples de boules

Oon note enfin S 1le sous—-complexe de

X constitué des {Bo,...,Bq} tels que

B n...nNn Bq N3 # @ ; c'est le nerf du recouvrement induit de D" qui a donc

-1
le type d'homotopie de st .

On commence par définir une application X1 el SnBé qui induit un isomor=-
phisme en homologie. Elle apparaftra comme un composé

~ nk - n_ -
X1<—X1"—)SBG —> S BG .

X, «— X, . Soit §1 le complexe des {w; B reees Bq} oi ®w est une [-struc-

n
ture transverse sur Al x D & support 1-petit contenu dans B n...nN Bq . Le

morphisme d'oubli §1 —> X1 est une équivalence d'homotopie, car la fibre au-

dessus du g-simplexe {aw} de X, est la puissance (g+1)-idme du simplexe librement

1
engendré par les boules contenant support(w) ; mais ce simplexe est contractile.

A * - ,
&, > s""BG . on définit :

s"BG = [(Ax *) U (D x BG)] /[(t,x) = (t,x*) si t €8] .

On a une application canonique §1-—9 Sn*Bé . Soit en effet {w; BO,...,Bq}
un g-simplexe de X, . si {B,....5} enN -D , c'est que B N...MB =9 et
1 o q o q
donc que w est horizontale. Alors {w; Bo,...,Bq} —> ({Bo,...,Bq}, %) € A x * .
Si {BO,...,Bq} €D -8 , c'est que Bo n...nN Bq Na* =g ; donc

supp W € int p" , et ®w est un g-simplexe de BG ; alors

{w,BO,...,Bq} — {Bo,...,Bq} x {w} €D x BG . Enfin si {Bo,...,Bq} €%, i1

n'est pas nécessaire de définir la 2idme composante de 1'image, puisqu'on identifie
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(t,x) et (t,x') dans s™8E  ais que t €S .

. R n* - . . :
On a ainsi défini X1 —> S BG ; c'est un isomorphisme en homologie (et

pas en homotopie). En effet considérons le diagramme canonique :

§1 — 5 ™G

! !

id
S
Notre application est en fait fibrée au-dessus de A . Les fibres au-dessus
d'un simplexe de A —‘B sont ponctuelles. Au-dessus d'un simplexe {BO,...,Bq}

~

de D - S, on trouve a gauche le complexe des ['-structures a support dans

2

B n...n Bq ; & droite celui des TI-structures 3 support dans int D" ; 1l'appli-

H
cation entre fibres est 1'inclusion canonique i est un isomorphisme en homologie
9

(comme G_ > G dans le § 4). Si enfin B,N...N B, Na" # 9, % droite 1a
r
fibre est ponctuelle, a gauche, c'est le complexe des [I'-structures transverses &
support dans Bo n...n Bq qui est contractile, car on peut chasser une telle
~ * -
I'-structure par le bord. L'application X1 —> s™'BG induit donc bien un isomor-

phisme en homologie.

nk_ = n_= * - ~ X
S BG — S BG . Dans Sn BG , comme A et D sont contractiles, on peut contrac-

~

’ * - ~ - .
ter Ax * sur D x * et considérer que s"BG = [D x BG] / [(t,x) = (t,x") si

A

It = ; n . .
t € S] qui ressemble a [Dn x BG]/ [(t,x) = (t,x') si t €03D ] . Si enfin on
identifie les points de D" x * (qui est contractile), on trouve la suspension

(réduite) S"BG .
D'ou l'application X, —> s™BG cherchée.

On peut faire exactement la méme manipulation en partant de Y Cette fois

1
n . R
c'est le complexe des I'-structures transverses sur Kq x D, & fibré normal tri-
. \ R n . . A . s =
vialisé, et & support dans int D qui va jouer le r6le joué par BG . Or ce com~

plexe classifie les " applications ? x Dn-—9 Bl a support dans int " ",
c'est-a-dire les "applications ? —> Qan " et a donc le type d'homotopie de

Q"B . on trouve cette fois une application Y, —  §"0%T qui induit un isomor-

phisme en homologie.

Finalement on trouve un diagramme :

n
X — S BG

o) | =

v, —> sl
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ou les fléches horizontales induisent des isomorphismes en homologie, C.Q.F.D.

10. Analyse de §N (voir § 5)

On se contentera de voir pourquoi, si 94 est j-acyclique, alors 52 est

(j + 2)=acyclique.
Quelques préliminaires. On définit le foncteur

V. Z > VZ=[snxeSan]/[(t1,z1,t2,zz)=* si t, =%, ou

2 2 1
t,=*,ou z =% ,0u z,=+%,o0u =51
Entre autres, la relation tue (t1,z1,t2,22) E t1 = t2 .

Lemme.- Si 2 et 2Z' sont connexes, et si h : 2 —> 2' est j-acyclique, alors

V2h : V2Z —> sz' est (j + n + 2)=acyclique.

2
Preuve. En effet V_2Z = [’_(Sn,\ s = s lrl)/Sn] A 2 ANZ ( A note le produit

2
P . N 2 . .
reduit ou produit "smash") ou S n/ s"  est n-acyclique, tandis que

hAh : ZAZ —> 2'AZ' est (j + 1)-acyclique. C.Q.F.D.

2

2-petit, mais pas 1-petit, c'est-a-dire si support w C B, U B, ou B, et B,

sont des €/4 -boules, alors 131 n B2 = @ , sinon B1 U B2 est dans une €/2 -

Examinons maintenant X2/X1 . Si {m} est un simplexe de X a support

boule et supp w serait 1-petit.

Ceci permet de définir X,/ X, = x1(e/4) x X (e/4) /~ ou X,(e/4) est le

sous-complexe de X1 des I'-structures a support dans une €/4 -boule, et ~ une

relation convenable qui, en particulier, tue un couple ((1)1 v wz‘) de simplexes de

X1(5/4) si supp W, et supp W, sont trop proches. Mémes considérations

1 2

pour 5{2/511 .

Dés lors on peut, pour étudier 52 s faire exactement la méme analyse que
celle qu'on a faite pour 9, - Cette fois, on trouve que 52 ' X2/X1 —> YZ/Y1
a le type d'homologie de \sz : \)ZBC_; — VZQan' . Mais si 94 est j-acyclique,

s"s est j-acyclique, donc f est (j=-n)-acyclique et \sz est (j + 2)-

acyclique.

On traite de la méme fagon C-JN .
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