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séminaire BOURBAKI 521-01
30e année, 1977/78, n° 521 Juin 1978

FORMES COMBINATOIRES DU THEOREME D'INCOMPLETUDE

[d'aprés J. PARIS et d'autres]
par Kenneth MC ALOON

§ 1. Introduction

Le célebre Théoréme d'Incomplétude de Gddel de 1931 démontre qu'd tout systéme mathé-
matique suffisamment puissant et récursivement axiomatisable est associée une formule
close qui est vraie mais qui n'est pas prouvable dans le systéme donné, pourvu, bien
sfir, que ce systéme soit lui-méme non-contradictoire. Or, pour cette démonstration,
Godel a ramené par un systéme de codages des énoncés de type combinatoire a des
énoncés sur les entiers naturels ; et la formule de Gddel pour les systémes usuels
est celle qui exprime la non-contradiction méme du systéme en question. D'aprés les
travaux de J. Robinson -Y. Matijasevich et al., toute formule de Gddel est équiva-
lente & l'insolubilité dans les entiers naturels IN d'une certaine équation diophan-
tienne. Le Théordme d'Incomplétude de Godel est donc extr@mement puissant dans la
mesure ol il situe le phénoméne d'incomplétude au niveau de 1'arithmétique méme.
Cependant les formules de Gddel ne correspondent pas a des problémes et des questions
traités préalablement par des mathématiciens et 1'élaboration méme de ces énoncés
établit leur vérité au sens intuitif. Donc ce sont des propositions formellement
indécidables mais mathématiquement établies ; ceci laisse ouverte la question de
savoir si tout probléme mathématiquement élaboré est mathématiquement décidable,

voir [G]. Le fait que, d'aprés les travaux de GSdel et de Cohen, 1'Hypothése du
Continu n'est ni prouvable ni réfutable dans la Théorie des Ensembles de Zermelo-
Fraenkel avec 1'Axiome du Choix, notée ZFC, illustre bien le phénoméne d'incomplé-
tude au niveau d'un probléme mathématiquement élaboré préalablement. Or, depuis,

on a vu une longue suite de problémes classiques établis comme non-décidables

dans ZFC - Probléme de Souslin, Probléme de Whitehead,... . Il est actuellement
débattu si, indépendamment de ces résultats, le Probléme du Continu, par exemple,
reste ouvert et susceptible de solution ou si un certain pluralisme s'installe de
force dans la Théorie des ensembles. Toujours est-il que les problémes que nous

avons cités se situent & un niveau supérieur de la hiérarchie des types, typiquement
au niveau des parties des nombres réels R , autrement dit, au niveau des parties des
parties de IN . D'autre part, d'aprés de récents travaux de Friedman et de Martin,

il s'avere gque la détermination des jeux Boréliens revéte aussi un phénoméne d'incom-

plétude ; leur analyse établit que pour avoir la détermination des jeux de rang
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de Borel o , il faut avoir une hiérarchie de types de hauteur (i peu prés) & ;

il en suit que la détermination des jeux Boréliens, qui est prouvable dans ZFC,

voir [M], ne l'est pas dans la Théorie des Types ni dans la Théorie des Ensembles
de Zermelo, [F]. De nouveau, il s'agit de résultats qui ne portent pas sur l'arith-
métique mais cette fois sur R , autrement dit, sur les parties de IN . Il est a
signaler aussi que les travaux de Friedman et de Martin établissent un interclasse-
ment entre des énoncés mathématiquement élaborés et des énoncés d'inspiration méta-

mathématique tout & fait analogues & ceux de Gddel.

Le systéme formel du premier ordre qui correspond a la structure des entiers

naturels W munis des opérations de l'arithmétique s'appelle 1'Arithmétique de Peano

et se note ¥ . Cette théorie est formulée dans le calcul des prédicats et ses
axiomes sont les équations pour l'addition et la multiplication et le schéma d'induc-
tion, voir § 2. Le systéme € est trés puissant et le Théoréme de GBdel s'applique

4 lui. Au moyen des codages, on peut aussi y formuler 1'étude des ensembles hérédi-
tairement finis - ensembles finis d'entiers, ensembles finis dont les éléments sont
des entiers ou des ensembles finis d'entiers, etc. On peut alors y formuler les
notions suivantes de combinatoire finie : Soient X un ensemble fini et r un
entier ; l'ensemble des parties de X & r-éléments se note [X]° ; la cardinalité
de X se note lxl ; son élément minimum se note min X . Si P est une partition
de [X]r en k classes et si H E X est tel que P soit constante sur [H]r , on

r
dit que H est homogéne pour P . La notation X — (m)k signifie que pour toute

partition P de [X]r en k classes, il y a une partie homogéne H telle que

’HI 2 m ; la notation £ — (m)i abrége [1,£] — (m)i ou en général,
[n,£]) ={n,n+1,..., £} . on écrit [m,n]k pour abréger [[m,n]]k .
Dans S , on peut démontrer le

z . . . r
Théoréme de Ramsey.- Pour tous entiers m , r , k , il existe £ tel que £ ~—9(m)k.

Le but de cet exposé est de présenter quelques résultats nouveaux, dus princi-
palement & J. Paris, qui établissent l'existence de phénoménes d'incomplétude pour
% de nature combinatoire. Appelons an ensemble fini non-vide d'entiers X wun

ensemble dense, [P] , ou relativement grand [H,P] , si lX| 2 min X . Nous allons

démontrer que certaines variantes du Théoréme de Ramsey ou 1'on demande que la
partie homogéne soit dense sont vraies (autrement dit, satisfaites) dans IN mais ne
sont pas prouvables pour autant dans P ; les démonstrations "naturelles" de ces
théorémes utilisent la forme infinie du Théoréme de Ramsey et des arguments par com-
pacité qui ne sont pas formalisables dans P . Ces travaux sont développés en trois

articles : celui de Kirby-Paris [K,P], celui de Paris [P] et celui de Harrington-

264



521-03
Paris [H,P].
Ppour £, m, n, k €N , écrivons £ > (m)i si, pour toute partition P
de [1,l]r en k-classes, il existe une partie homogéne dense H pour P satis-

faisant |H, 2 m . Nous verrons que, d'une part,

(¥) Pour r , k € N , quel que soit m , il existe £ tel que

£t (m)i
mais, d'autre part, (*) n'est pas prouvable dans & . La relation 7> donne lieu
aussi a une fonction f(r,m,k) = £ qui est récursive mais qui n'admet pas de
"majoration explicite" et qui n'est calculable que dans le sens le plus théorique

du terme.

De méme, étant donnés des entiers r , k , disons qu'un ensemble fini non-vide
d'entiers X est O-dense (r,k) si X est dense ; disons que X est (n+1)-
dense (r,k) si pour toute partition de [X]r en k classes il existe une partie

homogéne n-dense (r,k) . Nous avons d'une part,

(#*) Pour r , k €N : quels que soient m , n , il existe £ tel que
[m,£] est n-dense (r,k) ,
P

mais, d'autre part, (**) avec r 2 3 , k 2 2 , n'est pas prouvable dans

Les propositions (*) et (**) sont les conséquences immédiates de la

PROPOSITION.- Tout ensemble infini d'entiers a une sous-partie finie qui est

n-dense (r,k) quels que soient n , r , k € N .

2

Démonstration. Par induction sur n . Pour le passage de n & n+1,
on raisonne par l'absurde ; soit alors X un ensemble infini d'entiers tel que,
en posant Xs = x N [0,s] , pour tout s , il existe des partitions PS de
[XS]r en k-classes sans partie homogéne n-dense (r,k) . Notons que si s' > s ,
alors la restriction d'une telle partition Ps' a [Xs]k est une partition Ps
sans partie homogéne n-dense (r,k) . On définit une suite Qs , s €N , de ces

partitions, telle que :
N r
(1) s' > s = Qs est la restriction de Qs' a [XS] ;
(2) Qs a une extension & une partition Ps' sans partie homogéne n-dense (r,k)

pour tout s' 2 s .

. r
Soit Q = LJQS ; alors Q est une partition de [X] en k-classes. Par la
forme infinie du Théoréme de Ramsey, il existe un ensemble infini Y E X qui est
homogéne pour Q ; d'aprés l'hypothése de récurrence, il existe une partie Y

finie de Y qui est n-dense (r,k) ce qui contredit le choix de Qs .

Pour avoir les résultats de non-démontrabilité, nous aurons besoin de dévelop-
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per les méthodes de Kirby et Paris dans le paragraphe suivant. Notons toutefois que
la notion d'ensemble dense’ donne une mesure de la taille d'un ensemble fini d'entiers
qui ne dépend pas uniquement de la cardinalité mais aussi de "1'ordinalité" de l'en-
semble, c'est-a-dire, sa distribution dans la suite des entiers finis. Du point de

vue de la Théorie des ensembles, la distinction entre nombre ordinal et nombre cardi-

nal ne se fait pas au niveau du fini mais elle se discerne seulement au niveau de

1'infini. La notion d'ensemble dense de Paris provient finalement, [P], [K,P],
d'une intuition "grand cardinal"” ; donc il s'agit de la projection sur le fini
d'une intuition infinitaire ; cet aspect des choses est rendu encore plus explicite

par des travaux récents de Solovay [S] et Ketonen [Ke].

§ 2. La méthode des Indicatrices de Kirby-Paris

Une des retombdes des travaux de Kirby et Paris [K,P], est un nouveau type de démons-
tration de résultats d'incomplétude ou l'on construit directement des modéles de P
qui ne satisfont pas les m@mes formules que IN sans passer par la fameuse astuce
de G&del consistant a fabriquer une formule paradoxale qui exprime sa propre non-
démontrabilité. Nous allons donc insister ici sur ce nouvel aspect modéle-théorique

des choses.

Le langage de ‘P est le calcul des prédicats du premier ordre avec égalité.:
on a deux symboles de fonction binaire + (addition) et ° (multiplication) et
deux constantes individuelles O , 1 . L'ensemble des termes de ce langage est défini

par induction :

(1) Toute variable et toute constante sont des termes

(2) Si t , s sont des termes, alors t + s et t.s sont des termes.
L'ensemble des formules est défini également par induction :

(1) si t , s sont des termes, alors t = s est une formule (dite atomique).
(2) Si E et F sont des formules, alors EA F, ~—\F et V vE, ou VvV est
une variable,
sont des formules.

on écrit F = F(v1,...,vn) si F est une formule dont les variables libres
sont comprises parmi v1,...,vn .

Les axiomes de & sont les équations pour 1'addition et la multiplication

Vv i(iv+o=v) Vv (v.o=0) Vv (v+1 #0) YVu Vv (ugv — u+1 #v+1)

Vv Vu (v + (u+1) = (v +u) + 1) Vv Vu (v-(u + 1) = (v.u) + v)
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et le schéma d'induction

Vv, Vv [(FO,v yseeeyVIAV Y (F(Vv,v_,ee.,v ) —> F(v+1,v ,...,v))
n n n n

1 1 1

— Yv F(v,v ,...,v )]
1 n

pour toute formule F = F(v1,...,vn) .

Soit A un anneau commutatif unitaire ordonné. Soit M les éléments non-
négatifs de A ; M est donc une structure pour le langage de 6 ; si
1
valeur de t(a1,...,an) se calcule a partir des opérations de l'anneau A . La

t(v1,...,vn) est un terme a n-variables libres et si a ,...,an € M, alors la

relation de satisfaction entre les formules et les suites finies d'éléments de M
se définit alors par récurrence sur les formules, les connecteurs et les quantifi-
cateurs ayant leurs sens usuels. Si les axiomes de G’ sont toujours satisfaits

dans M , nous disons que M est un modéle de F . Dans toute la suite, on ne consi-

dérera que des modéles dénombrables de P . Tout modéle M de € est un ensemble

totalement ordonné et les entiers naturels N s'identifient avec un segment initial
de M. Si N est un segment initial propre de M , alors M est dit non-standard ;
si I est un segment initial propre de M , on écrit I <M ; pour @ € M , on
écrit o< I si &I, I<ao si o0fgTI;si N<g&, & est un entier infini
de M . Un segment I < M clos pour l'addition et la multiplication de M est aussi
une structure pour le langage de T ; nous nous intéresserons surtout de trouver

I<M, N<TI tel que I est un modéle de % .
si F = F(v1,...,vn) est une formule et si ajyreeesal € M, on écrit

M F F(a1,...,an) si la suite a1,...,an satisfait F dans M . Une partie X

de M est définissable s'il existe F(v ,v1,...,vn) et a1,...,an tels que

b € X & M F= F(b ,a1,...,an) .81 M F=<? , alors toute partie définissable
non-vide de M posséde un plus petit élément (au sens de l'ordre sur M). Il en
suit que, si M est non-standard, le segment initial IN n'est pas définissable

dans M ; plus généralement aucun segment initial propre de M clos pour successeur
n'est définissable dans M . On remarque également que si X est une partie définis-

sable de M qui est bornée supérieurement dans M , alors X a un plus grand é1é-

ment ; de plus, un tel ensemble X est codé dans M en tant qu'ensemble fini.

Une fonction définissable de 5 est la donnée d'une formule

Y = Y(v1,...,vn ,v) telle que pour tout modéle M de P,

{(a1,...,an, b): M F= Y(a1,...,an ,b)} est une fonction de Mn dans M , notée
YM . Une fonction Y définissable dans § est absolue si pour tout modéle M

de ® , pour tout I <M tel que I F P, Y, est la restriction de Yy a1t .

Une fonction absolue Y = Y(v1 ’Vn) est monotone si YM(Q' ,B) s YM(U, B') quels
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que soient @' S @ S B SB' €M, quel que soit le modele M de &

soit J une théorie qui étend § . Une fonction absolue et monotone Y est

une indicatrice pour j si pour tout M , pour tous « , B E M,
v (B >N = EI (@<I<B et il S
PROPOSITION.~ Soit Y wune indicatrice pour :f , soit M un modéle non-standard

de 9) et soient @ , B €M tels que N< o , B et YM(Q/,B)>IN . Alors, il
existe I , a<I1I<B, I|=j’ et

IR ExTy¥z [Y(x2) Syl .
Démonstration. Pour m € N , on a YM(m,B) 2 YM(Q’,B) >N . Soit donc o
le plus grand é1ément de M tel que

ME o <B A~ Y@,B)>a .

Forcément o' >N et YM(Q",B) >N . Soit Y le plus grand élément de M tel que

Mi= o' SYSB A Y(Q@',Y) S o' . Notons que, de fagon générale,

YM('ﬂ,g) <N<B = YM(T] ;E+1) <N<PB quels que soient T , € € M . Nous
avons donc ™ < Y(@',Y) S o' . Soit I tel que a'<I<Y, I }=j’ . Alors
I<M et I ': Vx (Y(a',x) € a') . C.Q.F.D.

Disons qu'une indicatrice Y pour ,f est admissible si

N ‘= Vm Vn £ [Y(m,£) 2 n] . Moyennant 1'existence d'indicatrices admissibles, nous

avons un théoréme d'incomplétude,

THEOREME (Kirby-Paris).- Soit Y une indicatrice admissible pour 'Zf . Alors 1'énoncé
VxVz¥y [¥(x,y) 2 z] n'est pas démontrable dans T bien que satisfait dans N .

Démonstration. Soit M un modéle non-standard de J et soit Bo un entier
infini de M . Posons X = {a € M : M }=Hy [Y(a,y) > a A a< Bo]} . Alors N & X
et X est borné supérieurement par Bo ; soit o le plus grand élément de X .
Ona o >IN et il existe B € M tel que M !.=Y(01,B) > o . Par la proposition pré-

cédente, il existe I tel que @< I<PB , I I=;f’ et

I Fidx 8z Vy [¥(x,y) < z] . C.Q.F.D.

Remarque.~ Kirby et Paris ont démontré que toute théorie récursivement axiomatisable
admet une indicatrice admissible Y satisfaisant méme

Jr ¥xTy [¥(x,y) 2 ] quel que soit n € N . Pour éviter un détour trop long,
nous nous contenterons ici d'étudier deux exemples d'indicatrices admissibles

pour ¥ .
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On définit deux fonctions 2 et W dans ¥ au moyen des définitions sui-

vantes :

I

Z(x,y) = z &~ z est le plus grand entier tel que [x,y] est

est z-dense (3,2)
W(x,y) =z & z est le plus grand entier tel que
Z
[%,v] = (2z)z .

On remarque que 2Z et W sont des fonctions absolues et monotones.

THEOREME (Kirby, Paris, Harrington).- Les fonctions Z et W sont des indicatrices

admissibles pour F .

Démonstration (Z). Soit M un modéle de ¥ et soient IN< @< B € M tels

que M F z(e,B) =Y , Y>N . Soit Po + Py se.. une énumération des partitions
PPN 3 s PPN

définissables de [M] dans 2 classes telles que chaque partition definissable

apparaisse infiniment souvent. Soit SO + S, +... une suite de parties de [&,B]

1
satisfaisant S, = [o,B] et

(1) chaque s est définissable dans M

(2) s est homogéne pour Pn et S

C
n+1 n+1 — sn

(3) M }= S est Y - n dense (3,2) .

Posons I = {a € M : il existe n, a < min Sn} . Nous disons que I est un modéle
de ¥ . Remarquons d'abord que de fagon générale (voulant dire démontrable dans © ),
si S = {51,...,s£} est un ensemble fini, k + 1 dense (3,2) et si min S > 3 ,
alors S - {51,52} et S - {51_1 ’Sl} sont tous deux k-dense (3,2) : on n'a qu'a
poser Q(a,b,c) =* si a , b= Sy v 52 , ** sinon, etc ; donc en particulier,
IS! = s3 . Remarquons aussi que pour tout & € M , il existe n tel que ou bien

§ < min Sn ou bien & > max Sn : en effet, posons P(a,b,c) = * si

a,b,c=<§8, ** ginon ; soit n tel que P = Pn ; alors Sn+1 est homogeéne

pour P et ou bien Sn+1 € [0,6] ou bien |Sn n [O,6]| < 2 ; par la remarque

+1

précédente, il existe ng tel que pour tout m Z ng , soit 8§ < min s, soit

5 > max Sm . Vérifions maintenant que I est clos pour l'addition et la multipli-

cation. On considére la partition P de [M]3 en 2 classes définie par

P(a,b,c) = * si 2a<b, P(a,b,c) =** si bf<a+y<cpour un y <a ol
a< b<c . Parce que P est définissable, P = Pn pour un n € IN , alors Sn+1

est homogéne pour P . Je dis que P est constamment égale & * sur S 417 en
n

= {51,...,st} , qu'il existe dans M une

,2<is=f-1, 4d'ou

effet, sinon on aurait, en posant Sn+1
i < < ... < =< Ss, +y.<
suite O Yy Yo_q s tels que si 1Ty s,

1 +1
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o< < . . . \
£-2%s, ‘et M |= lsn+1| min § .+ 2, ce qui est impossible & cause de la

+1

densité de Sn+1 . Donc il existe n1 tel que a , b(-jsm, a<b=> a+a<b
2

quel que soit m 2 n_, . Quant & la multiplication, soit Q(a,b,c) = * si a <b,

1

Q(a,b,c) = ** gsinon. Pour m2n1,onnotequepour a,b,cESm,a<b<c ;

2 . .
*#* = Q(a,b,c) = il existe y <a , bSa.y<c, car a 2b => il existe
e<a, aesb<a(e+ 1) =<b+b<c . Soit nZn1 tel que Q=Pn.Jedis

que ©Q est constamment égale a4 * sur Sn+1 = {s1,...,s£} : en effet, sinon on
i i 1< <...< < . < a. < 1< 31 = £=1;
aurait une suite Y4 Yp_1 S, telle que sl a yi ai+1 ’ i ;

alors on aurait M I——- |Sn+1| < s, , ce qui contredit la densité de S . On en

1 n+1
conclut qu'il existe n2 tel que, pour tout m 2 n2 , pour tous a , b € Sm ’
a<b = a2 < b . Par récurrence sur k , on démontre de fagon analogue qu'il

existe n tel que a,besm, a<b =‘>ak<b quel que soit man.

. k R - . .
Soit F : M —> M une fonction définissable dans M . Nous disons qu'il

existe nL tel que quel que soit mZnF,a,besm, a<b=)Va1...Vak

[a1 ree.r a < a => soit F(a1,...,ak)< b , soit F(a1,...,ak) 2 max Sm] .

k

En effet, posons R(a,b,c) = x si a1,...,a < a = F(a1,...,ak) £ [b,c) ,

k
k+1 <

*k ot : = = . Alors <

sinon . Soit ng o tel que R PnF lo s s, ou
s, = {51,...,51} ; si R était constamment égale & ** sur S , on aurait

¥ k k+1 °F
M ’= L=< sy + 2 < s, < S, v contredisant la densité de S, -

F

Nous achéverons la preuve au moyen du

N

Lemme de Vérité (z).- Il y a une application qui a toute formule E = E(v1,.. .,vk)
el . = =
du langage de ¥ associe une formule E = E(v1, e ,vk ‘ u1, e ,uz) et une suite

finie B(E) = <b1,...,b£> d'éléments de M telles que

Ik E@,...a) & ME Ea,...a

quels que soient a1,...,ak €I .

k'b1"”'bl)

Démonstration du Lemme. On définit E et B(E) et on vérifie en méme temps

la conclusion du lemme par récurrence sur E . Pour E atomique, on pose E = E ,

B(E) =9 ; on pose E AE, = E1" ng ’ B(E1/\E2) = B(E1)UB(E2) ordonnés selon les u o,

3 E =17 E ’ B(MM E) = B(E) . Pour ces cas la conclusion du lemme est évidente.

Supposons que E =V v E1(v1,...,vk,v) . Soient E1 = E1(v1,...,vk,v,u1,...,u£) ’
B(E)) = (b1,...,b£> . Considérons la fonction F : M —> M qui est définie dans
M par

Fla g ;oeara) =b &> M |= b = ux(‘lE1(a1,...,ak,x,b1,...,b£))

ou X ... abrége "le plus petit x tel que ..." . Soit n, 1l'entier associé
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4 la fonction définissable F , soit m 2 nF ’ n1 . n2 , nk , soit

= 1S, re-- t it b = = .
Sm { 1" ,st} et soi 41 max Sm st Nous posons

E=Vv(v<u — }51(v1,...,v

).

41 PV useewy)) et B(E) = (b,

k b£+1

vérifions la conclusion du lemme : pour a_,...,a_ ¢ I

1 K , soit n 2 m tel que

agseeesa < min § . Alors nous avons I '= Vv E(a ... , V) & Vag1 ,

I *: E(a1,...,ak, a) & (par 1'hypothése de récurrence) YV a € I ,

M = E (a,...08 3, b, ..csby) = VsesmﬂI,Va<s,

k 1

M i= 1:31(a1,...,a ,a,b ,...,b

X 1 ) & Vsesmﬂl,

£

Mi=Va<s EW(a,l,...,a ra,be..,by) &> (mzan

k

M‘=Va<b E1(a1,...,a ,a,b1,...,bl) .

£+1 k

Le lemme prouvé, quelques remarques termineront la démonstration. Le segment
I <M est clos pour l'addition et la multiplication de M ; les axiomes sur les
fonctions primitives de & sont universels et donc automatiquement satisfait dans I .
Le schéma d'induction ou ce qui lui est équivalent, le principe de 1'élément minimal,
est satisfait dans I parce que d'aprés le Lemme de Vérité, toute partie X définis-
sable de I est la restriction & I d'une partie définissable X de M ; 1'élément

minimum de X est donc 1'élément minimum de X . C.Q.F.D.

Démonstration (W). Cette démonstration est fort analogue & celle pour (Z),
mais elle utilise plus d'outils "Logiques". Soit i > ¢, une énumération récur-
i
sive des formules de & (identifides avec leurs nombres de Gddel) & quantification

bornée (tout quantificateur V v se trouvant dans le contexte Vv (v<u—> ...)).

La relation S(i,<n1,...,nk>) la suite (n1,...,nk> satisfait (pi = <pi(v1,...,vk)

est une relation récursive. Soit M un modéle non-standard de L}-) et soient « ,
8 , ¥ des entiers infinis de M tels que M f= [e,B] + (2‘{);( . L'énumération

Cpi et la relation de satisfaction S se prolongent canoniquement a M . Or, pour
i, kEMN et a1,...,ak €M, on a

ME @ (a,...a) &= M[E S {a,...an.
Soit 6 >N tel que M I= 6 < lOgZ(Y) . Travaillant dans M , posons pour i < §

et x = {X1””'XY} € [O’,B]Y , f(i,x) =0 si S(i,<x1,...,xy>) , 1 sinon. Ceci
&

donne lieu & une partition P de [a,B]Y dans 2 classes :

pP(x) = (£(0,x),...,f(6 = 1,x)) . Soit H' une partie homogéne dense pour P de

. . s 1
cardinalité = 2y , H' = {e1,...,e£,} . Soit £ 1la partie entiére de 5 L' et

N

soit H = {61""’61} . Revenant & l'extérieur de M , nous notons que H est un
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ensemble d'indiscernables simples pour les wi , 1 € N : pour toute

¢, =9 (v,,...,v.) et toutes suites e, < ...<e, , e, < ...<e, d'éléments
i i k i i j j
1 k 1 k
de H , on a

ME (e e ) &> 9 (e ronorey ) .

1 k 1 Tk
Pour ce voir, on remarque que les suites e, ,...,€e, et e, ,...,e, se prolongent
i i j
1 k 1 k
dans M en des suites x = (e, eesr€, ,...> ’ y = (e, reesr€, ,...) , de lon-
1 Tk I I

gueur Y d'éléments de H' et que M k: f(i,x) = £(i,y) .

Lemme d'Indiscernabilité Forte.- Soient e, = (e, ,...,e, ) et
i i, i
e. = (e, reeer€, ) deux suites croissantes d'éléments de H et soit e € H tel
J Jq Iy
que e < e; ej . Supposons que @n = (pn(v1,...,vk ,u1,...,ur) et que

1 1
S e . Alors M k= cpn(ei reeeneg ,a1,...,ar) — cpn(ej ,...,ej ,a1,...,ar).

ajreesa
1 k 1 k

1

Démonstration du lemme. Par 1'indiscernabilité simple, il suffit de démontrer

le lemme pour e = e, - Le lemme se vérifie par induction sur r ; pour r = 0O , on

retrouve l'indiscernabilité simple. Pour alléger les notations pour le passage de

r a r + 1, nous supprimerons les a1,...,ar et nous noterons a - a . Nous
r

e

supposons aussi, sans perte de généralité, que a = 1/ . On écrit e, < e, si

5k 1 J
e < e, . Pour trouver une contradiction, nous supposons qu'il existe a < e1,%k 1
k 74
e, , Ej et & = mn tels que
M $ae, ,...0e. ) A T¥ase, saiise )
T Tk I Ik

On voit aisément que l'on peut supposer éi < éj . On définit pour éi < éj une

fonction F(Ei ,éj) dans M par
e
- - 1 - -
F(ei,ej) =c&ES ME ¢ =ux [x €50 N [@(X.ei)<ﬁ[-> Q(x,ej)]] .

Cette fonction est définie au moyen d'une formule & quantification bornée ; par

1'hypothése de récurrence (1'indiscernabilité simple si r =1 ), on a soit

ur tout adr t e.<e.<e <e F(e e = F(e e
po out quadruple e, 5 s e (ei 'ej) (es' et)
soit
tout quadruplet e, < e, <& < e F(e, , e e ,e .
pour tout quadruplet e, ej e < e (ei 'ej) # F(es 'et)
1. i .
Parce que M F ]Hl 2 smin H - 1, seule la premidre alternative est possi-

ble. Soit donc bo la valeur constante de F(éi ,Ej) . Prenons alors 5, < éj < es'
i

on arrive i une contradiction parce qu'on ne peut avoir simultanément
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M )= é(bo,ei) &F> @(bo,ej) ’

ME ¥b e &7F=> (b ,e)) .,
e > @ e ) .
M b e &> ED se)
Le lemme étant établi, posons I = {a € M : il existe n €N , a < en} ; nous

disons que I |= P . Tout d'abord remarquons que I est clos pour la multiplication

2

' iti : si 2 i = .
et donc pour l'addition : si en € 41 ron aurait en_‘»1 en B+ A avec

b, AS e et e # e -k + A, contrairement & 1'indiscernabilité forte des e

k €N .

QV1 F(x1,...,xn,y1,...,ym) ou F

Lemme de Vérité.- Soit E(y,l,...,ym) = Qvn

est sans quantificateur et QVi est soit V v, soit d X 1< 3i<n . Alors,

pour tous a,,...,a € I , pour tous e, > ...>e, >1I, ona
1 m i, ln

&= < e < .. e .
I ’= E(a1r--o'am) é—> M |= Qvn ein QV,I ei1 F(x1l Ixnla1l lam)

Démonstration. Par récurrence sur n . Pour fixer les idées, supposons

Qv 1=Vv

et e a,,...,a < e . Alors
n+ aw ! "“m

n+1 1 k
Vber, 1F Q... Qv F(vi,...v s brag,...a)
&> pour tout s 2k, s €N ,
< PO cee cee
I r= Vb es+1 Qvn Q’V.] F(V1l ranbla.]l ram)

&> (par l'hypothése de récurrence) pour tout s 2k ,

v < < < F(V,,...
M TV S e T Wy ey FUgreeas¥yn Vg dqeeeiay)

n 1
& (indiscernabilité forte) pour tout e, .o < ey < e,
Tn+1 Th+1 *n
< < cee < e e .
MEY " ein+1 Qv ein v, ei1 F(VireeesV qr@qreeesd )

Le Tiemme de Vérité étant établi, la démonstration se termine comme dans le cas de

1'indicatrice 2Z . C.Q.F.D.

En fin de compte ces "nouveautds" peuvent &tre réintégrées dans l'analyse
GOdelienne. Une variante bien connue de "la formule" de Gddel est celle qui exprime
la 1-consistance de ® : "Toute formule universelle vraie est consistante avec &,
que l'on notera Cons(T1 +$9) . 81 1l'on pose :f1 = {F : F une formule close uni-
verselle telle que N kF} , on a alors que Cons(T1 + P) n'est pas démontrable
dans ?+ 301 , bien que satisfait dans N ; ceci n'est qu'une forme relativisée

du Théoréme de Gddel. Nous énongons
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THEOREME (Harrington, Mc Aloon).- Soient 2 et W les indicatrices pour P intvo-

duites ci-dessus. Alors

Q’\-cOns(T1 +F) > VxVzHdy (z(xy) 2z) ¢ ¥YxVzTy (Wix,y)22) .

Notons finalement que Cons(T, + 9 ) et ces autres énoncés sont équivalents dans »

3 un énoncé de la forme

v Vi orees v v, q LURR q w P(v1,...,vn, u1,...,um) = Q(v1,...,vn, u1,...,um)

pour une certaine équation diophantienne P = Q .

§ 3. Remarques
Posons D(n) = £ si £ est le premier entier tel que £ > (2n)2 et E(n) = £
si £ est le premier entier tel que ({n,£] est n-dense (3,2) . Alors D et E
sont des fonctions récursives de N dans W . Une fonction récursive f : N —> N

est dite prouvable s'il existe une formule existentielle F(u,v) telle que
(@) f(m) =n & @+ Fm,n)

(b) ‘§> + Vaudtv F(u,v) .

Le résultat suivant est un corollaire & la démonstration du fait que Z et W

sont des indicatrices pour i)

THEOREME (Paris).- Pour toute fonction f récursive prouvable, il existe n = he

tel que f(m) = E(m) , D(m) gquel que soit m 2 n .

Le théoréme démontre donc que E et D sont a croissance extrémement rapide
dépassant a la limite toute fonction récursive prouvable. Une démonstration directe
de ce théoréme a été donnée par Solovay utilisant au lieu de Théorie des Modeles une
analyse des fonctions récursives prouvables en termes de la hierarchie de Grzegorczyk-
Wainer. Ce travail a été simplifié ensuite par Ketonen de fagon & mettre encore plus
en évidence 1l'utilisation au niveau de la combinatoire finie des intuitions provenant

de la combinatoire infinie des grands cardinaux.

Notons enfin quelques extensions des résultats de Kirby-Paris-Harrington a des
théories autres que < . D'abord, comme nous l'avons déja remarqué, Kirby et Paris
prouvent que toute théorie axiomatisable non-contradictoire a une indicatrice admis-
sible, ce qui établit un théoréme d'incomplétude fort général sans utiliser l'astuce
d'autoréférence de Godel. Cette méthode permet de voir aussi que pour tout modéle non-
standard M de § , il existe I , N< I<M tel que I F - quel que soit la

N

théorie axiomatisable j’ telle que N F f ; ceci permet de croire a l'existence

d'indicatrices "combinatoires" pour des théories beaucoup plus puissantes que .
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De premiers résultats dans ce sens sont de nous ; a titre d'exemple,

+ z . S N
Soit < 1'exténsion de @ par le scheéma de Réflection Complete, ou 1l'on
rajoute pour chaque n , la formule "Toute formule vraie a n-changements de quan-

tificateurs est consistante avec 5 .

*
Soit (§> 1'exténsion de @ ou 1l'on rajoute le schéma : "Pour toute fonction £

définie par une formule & k-changements de quantificateurs,

Ym,n,r T8 (£ —> (m- )"
£(*) n

ou f(x) signifie que la partie homogéne H doit satisfaire [H] 2 f(min H) .

. r . L r
Ecrivons £ 537 (m)n si toute partition de P de [1,!] en n-classes a
min“H iéme ,

une partie homogéne H telle que H > (2 min2H)min2H 5 min2H = minH glément de H.

+ *
THEOREME (Mc Aloon).- Les systémes S) et (S-> axiomatisent la méme théorie et

@ }-COnS(T1+P*) > Vm,n,r 8L (£ > (m)fl).
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