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REPRÉSENTATIONS DE CARRÉ INTÉGRABLE DES GROUPES SEMI-SIMPLES RÉELS

par Michel DUFLO

Séminaire BOURBAKI

30e année, 1977/78, n° 508 Novembre 1977

Résumé. On décrit les principaux résultats relatifs aux représentations de carré

intégrable des groupes de Lie semi-simples réels connexes : paramétrisation d’Harish-

Chandra, conjecture de Blattner, réalisation de Kostant-Langlands, réalisation de

Parthasarathy, réalisation d’Enright-Varadarajan.

Introduction. Soit G un groupe localement compact unimodulaire sur lequel on a

choisi une mesure de Haar dg. Une représentation unitaire irréductible TT dans un

espace de Hilbert est dite de carré intégrable si elle est isomorphe à une sous-

représentation de la représentation régulière gauche dans L2(G) . C’est le cas si

et seulement si elle possède un coefficient de carré intégrable. Si n est de carré

intégrable, ses coefficients sont tous de carré intégrable, et il existe une cons-

tante d > 0 (qui dépend du choix de la mesure de Haar) telle que

f |(x,03C0(g)y)|2 dg = d-103C0 
*) 

~y~2 pour tout x et y dans M . Le nombre d

est appelé le degré formel de n . Pour tout ceci, voir par exemple [9], § 24.
L’ensemble des classes de représentations de carré intégrable de G est appelé par

Harish-Chandra la série discrète de G . Le groupe SL(2,R) , par exemple, a une

série discrète non vide qui a été découverte et décrite par V. Bargmann j~5].

Pour un groupe semi-simple réel, il est particulièrement important de connaî-

tre la série discrète. En effet, soit G un groupe de Lie semi-simple réel connexe

de centre fini. Harish-Chandra a montré que toutes les représentations unitaires

irréductibles de G qui interviennent dans la décomposition de la représentation

régulière gauche dans L2(G) sont obtenues par des procédés élémentaires à partir

des représentations de carré intégrable de certains sous-groupes semi-simples de G

JI14]. Ces mêmes représentations sont à la base de la classification de Langlands

des classes d’équivalence (au sens de Naimark) de représentations complètement
irréductibles de G dans un Banach (25].

Dans tout cet exposé, sauf mention du contraire, G désigne un groupe de Lie

semi-simple connexe de centre fini, K un sous-groupe compact maximal de G et T



un tore maximal dans K . Harish-Chandra a montré que G a une série discrète si

et seulement si T est un sous-groupe de Cartan de G, que dans ce cas elle est

paramétrée par certains caractères de T , et calculé le degré formel ([13] paru en

1966, où est utilisée toute la machine construite par l’auteur dans ses précédents

articles). La théorie d’Harish-Chandra fait l’,objet du livre de G. Warner [43] et

de celui de V. S. Varadarajan [39]. On en trouvera un résumé dans [38].

Récemment, deux problèmes très naturels sur la série discrète ont reçu des

solutions satisfaisantes et complètes, à la suite d’articles parus de 1970 à 1976.

Le premier est de réaliser explicitement la série discrète. Trois réalisations par-

ticulièrement intéressantes sont connues : la réalisation de Kostant-Langlands dans

des espaces de formes harmoniques de carré intégrable sur G/T , conjecturée dans

et [24], démontrée dans [31] et L35] ; la réalisation de Parthasarathy dans

des espaces de spineurs harmoniques de carré intégrable sur G/K [27], [28], [19]
et [4] ; la réalisation d’Enright-Varadarajan dans un quotient de l’algèbre enve-

loppante de l’algèbre de Lie de G [12], [33] et [42]. Le deuxième problème est

d’étudier la restriction à K d’une représentation de carré intégrable de G ,

et plus précisément de calculer avec quelle multiplicité une représentation irréduc-

tible de K intervient dans cette restriction. La réponse est donnée par la conjec-
ture de Blattner, démontrée dans [ 16~ , ~ 34~ , et dans [ 1 1’ par une méthode différente.

Une forme faible, mais suffisante dans beaucoup d’applications, de la conjecture de

Blattner indique qu’il existe une représentation particulière de K , le K-type

minimal, qui intervient avec multiplicité un, et il se trouve que l’existence de

ce K-type minimal caractérise la série discrète [33~. Les deux problèmes sont en

pratique très liés, la démonstration des théorèmes de réalisation nécessitant une

certaine connaissance des K-types, et réciproquement. Tous ces théorèmes ont été

démontrés d’abord pour presque toutes les séries discrètes, celles correspondant

aux valeurs assez régulières du paramètre. Pour passer au cas général, on utilise

souvent un "principe de translation (du paramètre)" consistant à faire le produit
tensoriel avec une représentation de dimension finie, et dont l’idée revient dans

ce cas à G. Zuckerman (cf. [45]).

L’article d’Atiyah et Schmid [4] donne une nouvelle démonstration des théo-

rèmes d’Harish-Chandra, de la conjecture faible de Blattner, et de la réalisation

de Parthasarathy, de sorte que la théorie de la série discrète va devenir plus

accessible. Afin d’écrire un petit bout de démonstration, j’indique dans le cha-

pitre II comment Atiyah et Schmid démontrent l’existence de la série discrète comme



conséquence du "théorème de l’indice L2 " d’Atiyah [2]. Dans le chapitre I, j’énonce

les théorèmes mentionnés ci-dessus.

La série discrète a été étudiée de manière intensive, en particulier aux Etats

Unis et au Japon, et d’autres questions importantes ont reçu des réponses plus ou

moins complètes et plus ou moins simples. Je ne ferai qu’en évoquer trois : le calcul

du caractère des représentations de carré intégrable [17J, ~40~ ; le comportement

asymptotique des coefficients (en particulier ces coefficients sont-ils intégra-
bles ?) } [ 37~ , ~ 16~ et C26J ; comment réaliser une représentation de carré intégra-
ble comme quotient ou sous-quotient d’une représentation de la série principale

[ 22~ , ~ 36~ .

CHAPITRE 1 : ÉNONCÉ DES PRINCIPAUX THEOREMES

1. Le théorème du rang

THEOREME 1 (Harish-Chandra).- Le groupe G a une série discrète non vide si et seu-
lement si T est un sous-groupe de Cartan de G. .

2. Notations

Dans toute la suite, on suppose que T est un sous-groupe de Cartan de G . Nous

noterons g , k , ~ t les algèbres de Lie de G , K et T . Si a est une algèbre

de Lie réelle, nous noterons aC sa complexifiée, s(aC) l’algèbre symétrique de

, l’algèbre enveloppante de , a* le dual de a . L’algèbre te est

sous-algèbre de Cartan à la fois de i~~ et de gC . Nous noterons A l’ensemble

des racines de gC et E c l’ensemble des racines de ) . On a Dc ~ 0394 C 

Nous noterons Wc le groupe de Weyl de g,. ~ W celui de ) . On choisit un sys-
tème de racines positives A + pour 0394c , on note C C it* la chambre de Weyl cor-

c c

respondante et p la demi-somme des éléments de On note A l’ensemble des
c c

éléments de it* qui sont différentielles d’un caractère de T . Si  E it* est

un poids dominant pour 0394+c , on note T 
w 

la représentation irréductible de Kc de

poids dominant  , et V 
 

l’espace de Hilbert de T 
 

. Si de plus  E n fl C ,

on note encore T la représentation unitaire de K dans V .
w ~

On note ( , ) la forme de Killing de Elle définit sur it , et donc

sur it* , un produit scalaire. Un élément X de it* est dit régulier si



(~,a~ ~ 0 pour tout 0~ E ~ . Si P est un système de racines positives pour A ,

on note p la demi-somme des éléments de P et C la chambre de Weyl correspon-

dante dans it* . . L’ensemble A + p ne dépend pas du choix de P ; on le note A .

On note A’ l’ensemble des éléments réguliers de A . .

Un élément g de G est dit régulier si Ad g est semi-simple et si 1 est

valeur propre de A d g avec la multiplicité dim t . On note G’ l’ensemble des

éléments réguliers. C’est un ouvert dense de G .

On pose q = -~( dim g - dim k) . C’est un entier.

3. Caractères

THÉORÈME 2 (Harish-Chandra).- Soit ~r une représentation unitaire irréductible de

G . Si cp E C (G) , l’opérateur dg est traçable, et l’applica-

tion cp ~ tr est une distribution sur G . Cette distribution est une fonc-

tion localement sommable sur G , invariante par automorphismes intérieurs, analy-

tique sur G’ .

Nous noterons @ 
m 

cette fonction. C’est par définition le caractère de TI. Il

ne dépend que de la classe d’équivalence de ~r .

Remarquons que le théorème 2 est valable pour tous les groupes semi-simples.

La démonstration d’Harish-Chandra est exposée dans ~39~. Une nouvelle démonstration

du théorème 2 se trouve dans (3].

4. Paramétrisation de la série discrète

THÉORÈME 3 (Harish-Chandra).- l) Pour tout À ~’ , , il existe une classe d’équiva-

lence et une seule de représentations de carré intégrable, notée ~r~ , telle que

l’on ait

2) Toute classe d’équivalence de représentations de carré intégrable de G est

égale à ~~ pour un certain À E À’ .

3~ Soient ~ , ~’ E ~’ . On a n~ - si et seulement si ~’ E ix .



Remarques.- 1) Le second membre de (*) est bien défini sur G’ n T bien que numéra-

teur" et dénominateur le soient en général seulement sur un revêtement d’ordre 2 .

2) Tout élément de A’ est conjugué sous l’action de W d’un unique élément de

A’ ne. La série discrète est donc paramétrée par A’ n C .

3) Si par exemple G est compact et si X E A’ n C , on a rr~ - et (*) est

c

la formule de Weyl.

4) La formule (*) ne donne @ que sur les éléments de G’ conjugués d’éléments

de T . Pour @ sur le reste de G’ il n’y pas en général de formule simple.

Voir par exemple [17] et [40].

Pour calculer le degré formel des représentations ~ il faut choisir la

mesure de Haar dg. Harish-Chandra procède de la manière suivante. On note e l’in-

volution de Cartan de g dont l’ensemble des points fixes est k , et l’on munit

g de la structure euclidienne IIX~~2 - -(X,6X~ . On choisit une décomposition

d’Iwasawa G = KNA . On munit K de la mesure normalisée dk , et A et N des

mesures standard dA et dN qui sont définies par la structure euclidienne de leurs

algèbres de Lie. On pose dg = dk dN dA .

THÉORÈME 4 (Harish-Chandra) 1.- Soit X E "A’ Le degré formel de n À- est égal à

où v - dim rang g/k .

Soit le centre de Si rr est une représentation unitaire irré-

ductible de G, on sait que tout z E opère de manière scalaire dans l’espace

des vecteurs différentiables de m . Notons ce scalaire. Alors X est un

caractère de appelé le caractère infinitésimal de n . D’ autre part, Harish-

Chandra a défini un isomorphisme de sur l’ensemble des éléments

de invariants sous l’action de En composant cet isomorphisme avec

l’évaluation en un point 03BB E *C , on obtient un caractère x de (la défi-

1 
Dans [4] une autre normalisation de la mesure de Haar sur G donne le degré formel

i ~ où p - 1 ou p = zi 

(Ci,À» 0 

OE .

(c~~~~> 0



nition de x. est rappelée au § 5 ci-dessous) et l’on a x =x, . si et seulement

si À’ ~ W ~.. °

Il résulte par exemple de (*) que si 03BB ~ ’ , le caractère infinitésimal de

m est ~B* Il y a donc )~ classes de représentations de carré intégrable
de G ayant B A. pour caractère infinitésimal (on note X) ’ le cardinal d’un ensem-

ble X ). Plus précisément, l’ensemble des éléments réguliers de C est réunion dis-

jointe des C où P parcourt l’ensemble des systèmes de racines positives pour
A tels que P = 0394+c (il y a / )w! r tels P ). Si X 6 T(’ , , il y a

un et un seul B’ dans chaque A’ n C -t- tel que n , A. ait B A. pour caractère infi-

nitésimal. On voit que la série discrète est réunion de )~) séries disjointes

paramétrées par les ’X’ n C . Par exemple, la série discrète de SL(2,R) se partage
en "série discrète holomorphe" et "série discrète anti-holomorphe".

5. Restriction à K

Dans ce paragraphe, on fixe X ~ ~’ n C . 0n note P le système de racines posi-
tives pour A tel que B ~ C , on note p la demi-somme des éléments de P , et

on pose p = p - p , P = PBA . On posen c n c

On remarquera que 03BB E A n C , et donc que c’est le poids dominant d’une

représentation irréductible de K . En effet (i. A appartient à A car À E 1~ ,.
D’autre part comme X est régulier et poids dominant pour ~~ , À - p est un

poids dominant pour A . Enfin p E C . 
c c

c n

Si  E it* , on note Q( ) le nombre de manières distinctes de l’écrire sous

la forme ~ = 2: n ~ , où les n sont des entiers ~ 0 .

03B2 ~ Pn

Si n est une représentation de G (ou de g ) et p E it* un poids domi-

nant pour 0394+c , nous noterons m ( ) la multiplicité de T 
 

dans n .

Si TI est une représentation unitaire irréductible, Harish-Chandra a montré

que m,~(~, ~ pour tout ~ . . Nous poserons (~) = (ti) . .

THÉORÈME 5.- Soit ~ E A n C . On a



La f ormule (~--~-~) est connue sous le nom de conjecture de Blattner. Elle est

démontrée par Hecht et Schmid [15] (+ [34] pour les groupes non linéaires). Des cas

particuliers ont été auparavant démontrés (cf. par exemple ~ 30~ , ~ 19~ et ~ 32~ ) . Une
démonstration totalement différente de (~~~) est due à Enright ~11~. Le théorème

suivant est plus faible que le théorème 5, mais bien moins diff icile à démontrer

(voir par exemple [42] ou [4]).

THÉORÈME 6 .- 1 ) On a m03BB ( 03BB) = 1 .

2 ) Soit  E I1 ne. Si m03BB( ) ~ 0 , on a  - 03BB + 03A3 n03B103B1 avec des entiers

n z 0 . 
aEP

a

Ce théorème a une réciproque. Rappelons que si 03C0 est une représentation uni-

taire irréductible de G dans un espace de Hilbert ~ , l’ensemble ~f des

vecteurs K-finis de ~ est contenu dans l’ensemble des vecteurs différentiables,

et qu’il est stable et irréductible sous l’action de gC . De plus, le gC-module
’~ f détermine la classe d’ équivalence de ~r (cf . ~ 10~ , vol. l, chap. 4, § 5) .

THÉORÈME 7 (Schmid [33]).- Soit V un gC-module simple. On suppose que

m (p, ) > 0 et que 0 pour tout p, de la f orme 03BB - 03A3 n a , où les

na sont des entiers z 0 non tous nuls. A lors V est isomorphe au gC-module des
vecteurs K-finis de 

Les théorèmes 6 et 7 sont très importants. Ils interviennent dans la démons-

tration des différentes réalisations des séries discrètes (celles qui sont décrites

ci-dessous, ou encore celle de Hotta [18] (cf. [42])), et dans le calcul de divers

groupes de cohomologie à valeur dans l’ espace de rr~ ( cf . ~ 7~ et [ 35~ ) .

D. Vogan dans [41] a obtenu (par une méthode différente) un théorème voisin du

théorème 7. Soit V un gc-module et soit  E it~ un poids dominant pour Â:.
Vogan dit que p, est un kC-type minimal de V si mV( ) > 0 , et si pour tout

~’ E iI~ poids dominant pour ~~ , la relation mV(w’) ~ 0 entraîne

~p, . + 2 pc Il z Il  + 2 p 
c Il . On déf init de même les K-types minimaux des repré sen-

tations de G . Il résulte du théorème 6 (et c’est ce qui justifie l’introduction
du terme 2pc dans la définition du K-type minimal) que w~ est l’unique K-type

minimal de et qu’il intervient avec multiplicité 1 1. On a la réciproque

1 
D. Vogan montre plus généralement que dans tout gC-module irréductible et f ormé

de vecteurs lC-finis, les lC-types minimaux interviennent avec multiplicité 1 .



suivante.

THEOREME 8 (Vogan [41]). - Soit V un gC-module simple admettant comme kC-
type minimal. Alors V est isomorphe au gC-module des vecteurs K-finis de 

Soit U(g ~K l’ensemble des points fixes de K dans Soit ~ la

composante isotypique de type p dans 1’espace de Comme m~(~,~ ~ - 1 , les

éléments de opèrent scalairement dans , ce qui définit un caractère

de Notons le 8 ?~ . On sait que 8~ caractérise n A dans le sens suivant :

soit V un gC-module simple tel que > 0 , et tel que tout élément

u E opère dans la composante isotypique de V de type ~~ par la multi-

plication par 03B803BB(u) . Alors V est isomorphe au gC-module des vecteurs K-finis

de ~r~ ( cf . ~ 10~ , 9. 1 . 12 ~ . Il est donc intéressant de calculer 8~ . . Ce calcul a

été fait par Enright-Varadarajan [12] et Wallach [42] comme conséquence de la

réalisation d’Enright-Varadarajan (voir plus bas) et, de manière différente, par

Vogan [41~ (le théorème 8 est un corollaire de ce calcul). On pose n = ~ g ,

03B1 ~ P 03B1
où pour tout ç~ ga désigne le sous-espace radiciel correspondant de g C .

Si u E il existe un unique u E tel que u - u E 

(Si u E on a ~03BB(u) = uo(03BB + p) par définition de x03BB .)

THÉORÈME 9.- Soit u E On a 03B803BB(u) = uo(03BB + 03C1) .

6. Réalisation de Parthasarathy

C’est la réalisation qui donne le plus facilement des renseignements sur la restric-

tion à K des séries discrètes ( cf . C 19~ , 

On note p l’orthogonal de k dans g , de sorte que g= est la décom-

position de Cartan de g . La forme de Killing est définie positive sur p , et la

représentation adjointe définit une représentation unitaire de K (resp. k )

dans p . On note Cliff(pC) l’algèbre de Clifford de c’est-à-dire l’algèbre

associative unitaire engendrée par ~ C avec les relations X2 _ -(X,X) pour



tout X ~ p . Comme la dimension de p est paire, l’algèbre Cliff(pC) est sim-

ple. On choisit un idéal à gauche minimal S . Si X ~ p , on note c(X) la multi-

plication à gauche par X dans S. D’autre part, il existe un unique isomorphisme

j de f«(p ) dans Cliff(p ) tel que Y(X) = Cj(y),XJ pour tout Y ( et

tout X ~ p... . La multiplication à gauche par j(Y) dans S définit la représenta-

tion spinorielle de dans S . L’espace S est somme de deux sous-espaces

irréductibles, S et S" (le choix de S est explique plus bas) de dimen-

sion 2 . Pour tout X ~ p la multiplication c(X) échange S et S . On

choisit sur S et S" des structures hilbertieimes qui en font des modules

unitaires, et tels que pour tout X 6 p de longueur 1 , l’adjoint de

c(x) : S -* S soit égal à -c(X) : S" -* S . En composant avec l’application
k - S et S" deviennent des kC-modules (pour tout ceci voir [28]).

Soient À , P , P et 03C1n comme dans le paragraphe 5. On choisit S de

telle sorte que p 
n 

soit un poids de S . + Les poids de S + (resp. S" ; B sont les

p - ~2014 P. où les 6. sont des éléments distincts de P en nombre pair (resp.
n i i n

impair). Ces poids sont de multiplicité 1 .

Posons ~ = À - p . C’est un poids dominant pour £ . La représentation de
k dans V ~ S ± se relève en une représentation unitaire de K. On note E~ le

~ ±
fibre vectoriel de base G/K et de fibre V  ~ S défini par cette représentation.

oo, =bB oo / dbB / dbB co oo 

Notons C (E ) , C (E ) , L2(E±) les espaces de sections C , C à support com-

pact, ou de carré intégrable (pour la mesure G invariante sur G/K et la struc-

ture hermitienne des fibres). L’espace s’identifie à l’espace des fonctions

cp , C sur G à valeurs dans V  ~ S qui vérifient = pour tout

g 6 G et tout k ~ K . On définit les opérateurs de Dirac D : C°°(E")
D" : C~(E’) -~ par la formule

On a noté X. 
1 

une base orthonormée de p , et identifié un élément X E g avec

le champ de vecteurs invariant à gauche qu’il définit.

Les opérateurs D+ et D sont des opérateurs différentiels d’ordre 1 ellip-

tiques, et formellement adjoints l’un de l’autre (i.e. D 0 D est symétrique sur

C (E + ® E ) ). De plus, on a la formule de Parthasarathy :
c



où Q est l’opérateur de Casimir, agissant respectivement dans C (E ) et C~(E ~ .

l’ensemble des 03C6 E n vérifiant 0 . Comme

D~ est elliptique, c’est un sous-espace fermé de L 2 (Et~ . On peut montrer que

D+ (B D , défini sur 3 E ) 
B 

est essentiellement self-adjoint. La formule

(***) entraîne que ±03BB est égal au sous-espace propre correspondant à la valeur

propre (03BB,03BB) - (p,p) de Q dans L2(E±) . Le groupe G opère unitairement par

translations à gauche dans ~~ + et ~~ . . (Pour tout ceci voir [28~, [44].)

THÉORÈME 10.- On a ~,~ - 0 . La représentation de G dans ~~ est irréductible

et appartient à la classe 

Lorsque G/K a une structure complexe G invariante, le théorème 10 est

démontré par les X "assez réguliers" par Narasimhan et Okamoto [27]. Sans hypo-
thèse sur G , le théorème 10 a été démontré pour les À "assez réguliers" par

Parthasarathy [28], et dans le cas général par Schmid ([33] et [4]).

7. Réalisation de Kostant et Langlands et méthode des orbites

Comme dans la réalisation de Parthasarathy, il s’agit encore de faire opérer G

dans des espaces de solutions de carré intégrable d’équations aux dérivées par-

tielles elliptiques. Bien que peut-être plus compliquée que celle de Parthasarathy,

la réalisation de Kostant et Langlands est intéressante parce qu’elle est un cas

particulier d’une construction s’appliquant à tous les groupes de Lie, et générali-

sant à la fois la théorie de Kirillov [21] et le théorème de Borel-Weil-Bott (cf.

par exemple [43~, chap. 2, § 5).

Dans le début de ce paragraphe, nous noterons G un groupe de Lie connexe

quelconque. Soit w une orbite de G dans g* pour la représentation contragré-

diente de la représentation adjointe. La "méthode des orbites" consiste en gros

à associer à w , si possible, une ou plusieurs représentations unitaires de G

(voir [21] et [23] par exemple). Un des procédés utilise les polarisations. Décri-
vons le dans un cas particulier suffisant pour la construction de la série discrète

des groupes semi-simples. Soit f E w . Nous supposerons que le centralisateur



G(f) de f dans G est connexe et que f admet une "polarisation complexe",

c’est-à-dire une sous-algèbre b de g C telle que 0 , et b + b = g
(ce qui entraîne b n b = 9(f)p où g(f) est l’algèbre de Lie de G(f) ). On pose

Pb(X) = -t tr ad /u.(x) pour tout X E b . On suppose que la restriction de

if + pb à g(f) est la différentielle d’un caractère (nécessairement unitaire)
de G(f) et que l’image de G(f) dans est compacte. On remarquera

que ces conditions ne dépendent que de cu et non du choix de f ou de b . Fixons

f et b comme ci-dessus. Ces données définissent une structure holomorphe G-

invariante sur G/G(f) (l’espace tangent à l’origine est et un fibre en

droites hermitien et holomorphe de base G/G(f) . Notons Fb ce fibré : l’espace

des sections holomorphes de Fb au-dessus d’un ouvert U de G/G(f) s’identifie

à l’espace des f onctions cp C~ dans l’image réciproque de U dans G qui véri-

fient X03C6 = (-if(X) - p (X))cp pour tout X E b . Nous noterons 03A9o,j(Fb) l’espace

des (0,j) formes sur G/G(f) , à coefficients C , à valeurs dans Fb ’ de sorte
que l’on a un complexe elliptique

On choisit une mesure G-invariante sur G/G(f) et une structure hermitienne

G(f) invariante sur Ces données permettent de définir une structure

préhilbertienne sur les espaces des formes à support compact, et l’adjoint

formel a* : Notons l’espace complété de

f~~’ ~ (Fb~ et posons 0 = + a*a . On note le sous-espace de 

formé des éléments annulés (au sens des distributions) par D . D’après ç1~, cet

espace est égal à l’espace des éléments de qui sont annulés (au sens des

distributions) par 0 et 0* . Notons que puisque D est elliptique, on a

Par translations à gauche, le groupe G opère unitairement dans 

L’application (X,Y) .-.j induit sur une forme sesqui-

linéaire non dégénéré.e. Notons (dim nb , nb) sa signature ( nb est le

"nombre de carrés négatifs").

Principe.- 1) On a ~~(Fb~ ,~ 0 si et seulement si j = nb .
’ 

n

2) La représentation de G dans ~ b(Fb) est irréductible et sa classe



d’équivalence ne dépend pas des choix faits (et en particulier ne dépend pas de b ).

Ce principe est par exemple vérifié pour le groupe d’ Heisenberg ( cf . ~ 8] , ~ 20]
ou [29]).

Revenons aux.notations du § 2, et soit À E A’ . Notons f l’élément de g*
tel que if(X) = A(X) si X E f et qui s’annule sur l’orthogonal de t dans g

pour la forme de Killing. On a alors T = G(f) , et les polarisations complexes sont

les sous-algèbres de Borel de g~ contenant tC . Soit b une telle sous-algèbre.

Si P est le système de racines positives tel que b = t 
, la restriction

03B1~P
de pb à t est égale à la demi-somme des éléments de P, de sorte que, puisque

E Â , pb est la différentielle d’un caractère de T . ° On peut donc cons-

truire comme ci-dessus les espaces Hj(Fb) . Dans ce cas, cette construction a été

proposée par Langlands [24].

THÉORÈME 1 1 (Schmid [31] et [ 35] ) .- On a Hj(Fb) ~ 0 si et seulement si j = n .

La représentation de G dans est irréductible et appartient à la classe

°

Dans (55], G est supposé linéaire, mais cela n’est pas nécessaire ( cf .

~ 34] et [ 45] ) .

8. Réalisation d’ Enright-Varadarajan

Soient ~ E A’ n C et P comme dans le paragraphe 5. Enright et Varadarajan cons-

truisent un gC-module simple dont la restriction a les propriétés du théo-

rème 6, et donc, d’après le théorème 7 ou 8 est isomorphe au module des éléments

K-finis de Tt~ . Cette construction est intéressante, car elle est relativement

simple. Elle permet par exemple la démonstration des théorèmes 5 (cf. [Il]) et 9.

Elle permet aussi d’entreprendre la classification des représentations quasi-

simples irréductibles de G dans un espace de Banach sans faire la théorie de la

série discrète ( cf . C41 ] ) .

Introduisons quelques notations. Si  E t*C , nous noterons V  le module

de Verma pour ) de plus haut poids p relativement à à . Si w E W , on pose

w.  = w(p + p ) - p . On note w l’élément de plus grande longueur de W.

Supposons que  soit un poids dominant pour 0394+c . Pour tout w E W , V  contient

un et un seul sous-module isomorphe à Vw.  . On conviendra contient 



Le module V  contient un unique sous-module maximal, égal à 2- Vw.  , et le quo-
w EW

tient V  / 2- V est isomorphe à V (voir par exemple [10], chap. 7).
wEW ~

w~1

Nous noterons le module de Verma pour g de plus haut poids rela-

tivement au système de racine -w P .

On fixe un poids dominant v pour A Il existe (à un isomorphisme près) un
et un seul module M pour g , contenant V , engendre par V , et ayant les deux

propriétés suivantes :

1) Posons 
a 1 É g a . Si m E M , et u E U(n") , , la relation um = 0

entraîne u = 0 ou m = 0 .

w .v w .v

2) Le sous-module de M engendré par V 
° 

est isomorphe à 
° 

. [Pour

construire M , on part de U = U(BC) ®U ( k C? B V . Ce module contient

U’ = ®U(k ) V 
° 

. D’autre part, le ke-module engendré par les vecteurs

dominants de 03C5 
wo.03BD 

est isomorphe à V 
o .03BD 

, de sorte qu’il y a une surjection
w .v

canonique U’ --~ 
0 

. Notons I le noyau de cette application. C’est aussi un

sous-module de U. On note J l’ensemble des w E U tels qu’il existe u E 

u ~ 0 tel que u wEI. C’est un sous-ge-module de U . Alors M = U/J .] 

Pour tout w E W , on note M 
w 

le sous-module de M engendré par Vw’v . On

pose WP,03BD = M/03A3Mw .
w/1

PROPOSITION 1.- Considéré comme k-module, est somme directe de kC-modules
irréductibles de dimension finie. La multiplicité de Tv ’ dans est 1 , et

la composante isotypique de type Tv engendre comme g c -module. est

le poids dominant d’une représentation irréductible qui intervient dans

, 
on a ~ = v + 2_ où les n sont des entiers => 0 .

’ a

Il résulte de la proposition 1 que a un unique quotient simple, que
nous noterons D 

,B) 
.



THEOREME 12 ([ 12~ , ~ 33~ et [42]).- Le module est isomorphe au module des

vecteurs K-finis de °

CHAPITRE II : THEOREME DE L’INDICE L2 ET SERI E DISCRETE

Atiyah et Schmid [4] donnent dans une nouvelle démonstration des théorèmes 1, 3, 4,

6 et 10. Les démonstrations antérieures du théorème 10 utilisaient le théorème de

Plancherel pour G (dû à Harish-Chandra) et le théorème 3 pour faire l’analyse

spectrale des espaces ~ et m~.~ . . Dans ~4~ au contraire, il est montré direc-

tement que contient une représentation de carré intégrable de G . La démons-

tration utilise en particulier le théorème de l’indice L2 d’Atiyah [2], et la

formule de Plancherel "abstraite" pour G . Ci-dessous je montre comment Atiyah et

Schmid [4] prouvent le théorème d’existence d’Harish-Chandra (i.e. la moitié du

théorème 1).

1. Le théorème de l’indice L2 
Soit X une variété C paracompacte, munie d’une mesure C , E et F des

fibrés vectoriels hermitiens de base X , et D : C~(E~ -~ C (F) un opérateur
différentiel elliptique. On note le sous-espace de L2(E) formé des élé-

ments annulés par D (au sens des distributions). Comme D est elliptique, 

est contenu dans C (E) , et la projection orthogonale de L2(E) sur ~(D) est

donnée par un noyau p(x,y) C~ sur X x X . Notons D* : . (f°(E) l’adjoint

formel. On définit de même et p*(x,y) .

On suppose donné un groupe F d’automorphismes de toute la situation et agis-

sant discrètement et sans points fixes dans X . On suppose que l’espace

X = est compact. Par passage au quotient, on obtient sur X les fibrés E ,

F, l’opérateur elliptique D : : C (E~ -~ C (F) . Comme X est compact, D a

un indice.



(*) Indice0393D = Indice D .

Nous allons appliquer (*) à l’opérateur de Dirac sur G/K . Soient donc

G , À , , D comme dans le chapitre 1 , § 6 , et supposons G linéaire. Il

est démontré dans [6] qu’il existe un sous-groupe discret I~’ de G sans torsion

et tel que F BG soit compact. L’indice de l’opérateur D sur X = 

est calculable, et joint à (*), on obtient la formule :

où c est une constante > 0 (dépendant du choix de la mesure de Haar sur G ).

La formule (**) entraîne en particulier que ~~ est non nul.

2. Formule de Plancherel

Soit G l’ensemble des classes de représentations unitaires irréductibles de G .

Comme G est unimodulaire et de typel, on a la décomposition

où, pour tout TT E est l’espace de n , l’espace dual et dé la

mesure de Plancherel. Sur l’algèbre de Von Neumann et des opérateurs dans L2(G)
qui commutent aux translations à gauche, il y a une trace canonique, notée tG . . La

mesure de Plancherel dti est telle que pour tout A E Q , A = J 
à 

1 @ A 
" 

(avec A E End(H’03C0)), on ait tr (A ) d (03C0) . (Voir par exemple L9],

18.8.1.)

L’espace s’identifie naturellement à l’espace des éléments K-

invariants de L2(G) ~ V 0 S± (où K agit par translations à droite dans 12(G)).
On a donc

où l’on a noté W±03C0 l’ensemble des éléments K-invariants de H’ ~ V 0 S± . Dans

l’algèbre de Von Neumann 4à des opérateurs de qui commutent à l’action de

G , , il y a une trace naturelle (notée encore telle que pour tout B E d~- ~

B = F 1 ® B (avec B E End(W±03C0) ), on ait tG(B) = f tr(B ) 
Soit d’autre part l’algèbre des opérateurs de L2(E±) commutant à

l’action de r . Il existe une trace tr sur H telle que

t0393(p) = dim0393 H(D±) si p est la projection orthogonale sur H (D±) . On a



évidemment ~c: ~ , et l’ on montre que la restriction de t 
r 

a ~r est égale a

Ecrivons (D ) = f "fX ~ U du,(n) (ce qui définit U pour presque tout

, +~ - 

TT TT n

Tr ~. Comme D = D , on a :

En comparant avec (**), on obtient :

On remarquera que dans (***) le groupe F a disparu !

3. Fin de la démonstration

Il résulte de la formule de Parthasarathy (chap. I, § 6) que, pour presque tout rr ,

on a W H si (~00FF~~ - (p,p) , et 0 sinon. Notons G. B l’ensemble

des n E G tels que = (B,X) - (p,p) . . On a

Un argument astucieux mais pas très difficile montre que si dim W / dim W , ,
TT TT

le caractère infinitésimal de Tr est égal à % . C’est un résultat d’Harish-

Chandra qu’il existe seulement un nombre fini d’éléments de G dont le caractère

infinitésimal soit égal à B . Dans (****), l’intégrale est en fait une somme
~ 

A.

finie. Si n (: G , on a tiO~)) / 0 si et seulement si n est de carré intégra-
ble et dans ce cas, on a = d (le degré formel). On a donc :

n

où la somme porte sur l’ensemble (fini) des représentations de carré intégrable

de G dont le caractère infinitésimal est égal à X ~ . La formule (*****) montre

que cet ensemble est non vide, C.Q.F.D.

A. Borel et P. Deligne ont remarqué que l’on ne sait pas si un sous-groupe r

comme ci-dessus existe lorsque G n’est pas linéaire. Le cas général s’obtient par

réduction au cas linéaire (Atiyah-Schmid, à paraître dans Inventiones Math.).
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