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Séminaire BOURBAKI 507-01
30e année, 1977-78, n® 507 Novembre 1977

PREMIERES FORMES DE CHERN DES VARIETES KAHLERIENNES COMPACTES

[d'apres E. CALABI, T. AUBIN et S. T. YAU]

par Jean-Pierre BOURGUIGNON

§ 1. Introduction. Formulation du probléme

a) Introduction

Soit M wune variété complexe compacte de dimension m . Une métrique hermitienne
g sur M est dite kihlérienne si la forme extérieure w de type (1,1) associde

par g & la structure complexe est fermée ; nous dirons alors que w est la forme

s vy 4os . o .
de Kdhler de la métrique k&hlérienne. En coordonnées locales complexes (z ) , si

m
m
g = z g_dza/®dEB , alors @ =1 Z g_dza /\dEB (en particulier
a,B=1 af a,B=1

il est équivalent de se donner g ou w ).

Nous supposons qu'une telle métrique existe sur M (c'est bien sfir le cas si

M est algébrique projective).

Le tenseur de courbure de Riemann R de la métrique k#hlérienne g est un

4-tenseur. Sa trace par rapport & la métrique est la courbure de Ricci Ricw qui
est une 2-forme hermitienne. La forme de Ricci Yw , qul est la forme de type

(1,1) associée & Ric , est fermée d'aprés la deuxidme identité de Bianchi. D'apreés

w
S.S. Chern ([12]), (1/2n)yw est une premiére forme de Chern de M , autrement dit

si EYm] désigne la classe de cohomologie définie par Yw , nous avons

(1) Ly, =2mc, (M)

ol c1(M) désigne la premidre classe de Chern réelle du fibré holomorphe tangent
a M.

Ayant besoin, pour étudier la structure des variétés k#hlériennes & premiére
classe de Chern nulle, de métriques & courbure adaptée (voir §§ 2 et 3 pour des
cas typiques), E. CAIABI s'est intéressé, au début des années cinquante, aux pro-

priétés de l'application Y : w +—> Yw en particulier lorsque la classe de Kghler

[w] est fixée (pour étudier une question de S. BOCHNER). Il formula alors dans [9]
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et [10] la conjecture suivante :

CONJECTURE I.- Soit (M,w) une variété kdhlérienne compacte et ? une forme fermée

de type (1,1) telle que [v] = 2m c1(M) LI e%iste une et une seule forme de Kthler

; dans la méme classe que w telle que Yo=Y -
w

En particulier cela signifie que toute premiére forme de Chern est, & une cons-
tante prés, la forme de Ricci d'une métrique k#hlérienne.

Deux autres conjectures d'inégale difficulté ont aussi un grand intérét :

CONJECTURE 1" (resp. II7).- Soit M wune variété complexe compacte admettant une

premidre forme de Chern définie positive (resp. négative). Il existe une unique

forme de K&8hler w telle que Yw =w (resp. -w ). Une telle métrique est dite

d'Einstein-K&hler.

Remarques.- i) Une métrique riemannienne g est dite d'Einstein si sa courbure de
Ricci Ric_  vérifie Ric = kg (k est forcément une constante). Par homothétie

sur la métrique, [k‘ peut 8tre fixé arbitrairement ; seul le signe de k importe.

ii) La conjecture -I contient un théordme d'existence de métriques d'Einstein-
Ki&hler lorsque c1(M) = 0 . Au contraire de la conjecture IIi, ol c1(M) fixe la

classe de Kshler-Einstein, il n'y a unicité qu'd classe de Kihler fixée.

Présentées ainsi, ces conjectures peuvent paraitre optimistes, puisqu'elles
affirment que les restrictions cohomologiques déja connues sont les seules qui

existent.

Ces conjectures ont des corollaires fort intéressants (et quelquefois inatten-
dus) en géométrie analytique et riemannienne, corollaires que nous examinons aux

paragraphes 2 et 3.

En 1955, E. CAIABI a résolu dans [10] la conjecture I, lorsque la forme ;
est voisine d'une forme associée & la courbure de Ricci d'une métrique kihlérienne
(cela a été précisé par T. OCHIAI en 1974). Il a aussi prouvé 1'unicité des solu-

tions pour les conjectures I et II

Bien que ces conjectures aient suscité un vif intérét parmi les géométres
différentiels, c'est seulement en 1967 que T. AUBIN a établi (cf. [3]) la conjec-
ture I dans le cas ob la métrique k#hlérienne de départ a une courbure bisection-

nelle positive ou nulle (c'est une hypothdse forte : S. KOBAYASHI et T. OCHIAI con-
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PN

jecturent dans [ 18] que cP" est 1a seule variété complexe & courbure bisectionnelle

positive).

Début 1976, T. AUBIN a résolu la conjecture II~ (cf. [4]) et fin 1976 S.T.YAU

la conjecture I (cf. [29] et [30]). Dans [30] S.T.YAU prouve indépendammentla con-

jecture II™ et considére le cas plus délicat oh la métrique peut &tre dégénérée.

La conjecture 11" ne peut étre vraie en général : S.T.YAU nous a indiqué qu'il

. 2
ressort de [28] que les variétés obtenues en éclatant un ou deux points sur CP  ont

une forme de Chern positive, mais n'ont aucune métrique d'Einstein-K&hler.

b) Formulation du probléme

Nous notons 4 = d' + 4" 1la décomposition de la différentielle extérieure en parties
de bidegré (1,0) et (0,1) .
Nous allons beaucoup utiliser 1l'opérateur id'd" qui est un opérateur réel

(il applique les fonctions réelles sur les 2-formes de type (1,1) réelles).

Si ¥ est une forme C  fermée de type (1,1) telle que (Y] =2n c1(M) "
dtaprds (1) et [6] page 36, il existe une fonction ¢” réelle f telle que

2 Y=y -idars
(2) Y=y~ 1

La fonction f est une donnée du probléme. Nous normalisons f par la condi-
. fm m
tion IMew =_[;4w .
D'autre part si ‘@ est une forme de K&hler définissant la méme classe que W ,

il existe une fonction C réelle @ telle que
(3) W= +id'd"9

Un calcul classique de courbure en coordonnées complexes (za) donne (cf.[6]

page 67)

(4) y =-id'd" log det (g )
® of

ol (g ) est 1'expression locale de la métrique g .

B

Cette formule (4) explique la relation (1) puisque la premidre classe de Chern
du fibré tangent peut &tre définie ainsi & partir de n'importe quelle densité de
poids un, l'annulation de c1(M) signifiant que le groupe structural du fibré peut

&tre réduit de U(m) & SU(m) .
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Pour résoudre la conjecture I, le noyau de id'd" étant formé des combinaisons

de fonctions holomorphes et antiholomorphes, il faut et il suffit que E vérifie

localement 1'équation 1log det(g _) - log det(g _) =f +C ol C est une constante.
ap

Donc globalement, w et f étant donnés, il faut et il suffit que nous trou-

vions une fonction réelle ¢ telle que la forme w + id'd"™p soit définie positive

et vérifie 1'équation

(%) (0 + idranp)® = &F

. ~ . N m ~m
(la constante a disparu car ®w et w étant dans la méme classe, I w = I 0 ).
M M
Ainsi exprimée la conjecture I se raméne & trouver, dans une classe de Kéhler
donnée, une métrique ayant un é1ément de volume donné, ce qui la rend plus plausi-

ble.

2

La résolution de 1'équation (%) est due & S.T.YAU et est expliquée au § 4.

C'est une équation du type de Monge-Ampeére ! , non-linédaire elliptique.

+ . . . .
Pour la conjecture II™ la classe de Kdhler d'une métrique de K&hler-Einstein
est nécessairement proportionnelle i c1(M) . Nous prenons comme forme de Kzhler
de départ la forme de Chern définie positive qui est supposée exister (ou son opposé

pour la conjecture II7). Il est alors facile de voir que 1l'équation de la conjec—~
ES
ture 11 est

(**i) ei¢ (w + iata" ¢)m = ef o”

.

1 Dans les notations de Monge uw , P, q , r , s , t , la "vraie" équation de

Monge-Ampere est rt - s2 = F(u) ou F est une fonction donnée.
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§ 2. Conséquences en géométrie analytique

Les preuves de ces conjectures, en particulier de la conjecture II~, permettent

d'utiliser une métrique adaptée & la situation complexe.

Nous commengons par le corollaire qui a motivé originellement E. CALABI.

1
COROLIAIRE 1 ([10]).- Soit M wune variété complexe compacte 3 premidre classe de

Chern nulle d'irrégularité q . Il existe un revétement M de M produit de la

variété d'Albantse de M de dimension 9 24d et d'une variété kihlérienne N sim-

3,

plement connexe A premiére classe de Chern nulle.

COROLIAIRE 2 ([6] page 76).- Soit (M, w) une variété kihlérienne compacte connexe.

Si M a une premiére et une seconde formes de Chern négatives ou nulles, alors M

est rev8tue par un tore et en particulier toutes ses classes de Chern réelles sont

nulles.

2 3
Preuve. I1 est connu depuis [12] que (02 Ulw]™“)M] s'exprime par 1'intégrale
d'un polyndme en la courbure. Plus précisément si R=U +S + W est la décompo-

sition de 4-tenseur de courbure en composantes irréductibles sous l'action de

0(2m) (ef. (1] et [24]), nous avons

. om=2? m
2 Lw 2 2 2
(e u By < (o s e D) &
(m-2)1 M m!
(1e polyndme en la courbure qui apparalt en dimension complexe m n'est rien

d'autre que 1'intégrand de Gauss-Bonnet en dimension réelle 4 ).

Mais d'apreés les conjectures I et II” , il existe sur M une métrique

d'Einstein-K&hler, donc S = 0 .

Comme par ailleurs cz(M) est négative ou nulle, (02 u [w]m_z)[M] £0 .11
2
faut donc que f (|U‘ + lle)wm soit nul, i.e. que la métrique soit plate. Il est
M

alors classique que M est revétue par un tore. ®

Ce résultat est nouveau pour les variétés algébriques générales (comparer au
probleme 19 de [14]) ; il était seulement connu par un calcul direct pour les inter-
sections complétes. I1 souligne (si c'était encore nécessaire) le rble trés parti-

culier du fibré tangent parmi les fibrés analytiques sur une variété k#hlériemne.

1
Pour une autre preuve, voir F.A.BOGOMOLOV, Izvestia Math. of the U.S.S.R 38(1974)
et aussi pour les variétés de Hodge, Y. MATSUSHIMA, J.Diff. Geom. 3(1969), 477-489.
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COROLIAIRE 3 (f29]).— Soit M wune surface k#hlérienne compacte connexe & fibré cano-

2 ‘ ~
nique ample. Alors 3 CZ(M) 2 c1(M) , 1'égalité n'ayant lieu que si M est revétue
2

de fagon biholomorphe par la boule de C

Preuve. D'apres [24], nous avons
2
4t (30, (M) - o2 (M))(] = [ (Jul = [P s )P - s

N + - < s . . .
ou W=W +W est la décomposition en composantes irréductibles de W sous

50(4) . La métrique étant k#hlérienne, ]U[2 = |W+|2 (ef. [24]).

Comme, d'apres la conjecture I17, il existe une métrique d'Einstein-K&hler sur

M, i.e. telle que S =0, 1'inégalité suit.

De plus s'il y a égalité, R se réduit & U + W et donc (M, w) est & cour-
bure holomorphe constante. Cette constante est forcément négative puisque Yw est
négative, d'ou la fin du corollaire, le revétement universel riemannien de M étant

le dual du plan projectif complexe. B

Y. MIYAOKA (cf. [27]) a établi cette inégalité plus généralement pour les sur-

faces de type général, mais semble ne rien pouvoir dire sur le cas d'égalité.
Il est & noter qu'en 1952 H. GUGGENHEIMER avait déja établi 1'inégalité pour les

métriques d'Einstein-K&hler dans [13].

Le corollaire suivant résoud une conjecture faite par F. SEVERI dans [ 26].
F. HIRZEBRUCH et K. KODAIRA avaient presque terminé la preuve de cette conjecture

et du corollaire 5 dans [16] : seul un cas précis leur échappait.

COROLIAIRE 4 (E29]).— Toute surface complexe qui a le type d'homotopie de CP2 lui

est biholomorphiquement équivalente.

Preuve. Soit M une telle surface. La caractéristique d'Euler est un invariant

d'homotopie ainsi que la signature (au signe prés), d'oh
1, 2
Cz(M) =3 , 5(01(M) - 202(M)) =1
2 o ) PR
Par suite c1(M) > 0 ce qui implique que M est algébrique d'aprés un théoreme
de Kodaira (cf. [19], page 1375).

Soit O le faiscesu structural de M . Comme H (M,Z) = O ,
H1(M , (9*) = H2(M , Z) =~ Z , autrement dit tous les fibrés en droites sont multiples

d'un fibré particulier. La variété M étant algébrique, le fibré canonique est un
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multiple d'un fibré en droites positif. F. HIRZEBRUCH et K. KODAIRA ont prouvé dans
[16] que cf(M) = 9 . De plus si le fibré canonique est négatif (donc si c1(M) >0),
ils ont montré que M est biholomorphiquement équivalente & CP2 .

Dans le cas ou le fibré canonique est positif, nous appliquons le Corollaire 3

et nous aboutissons & une contradiction puisque M est simplement connexe. @

COROLIAIRE 5 ([29]).— Toute variété kdhlérienne homéomorphe & CP™ 1ui est biholo-

morphiguement équivalente.

COROLLAIRE 6 ([29]).- Soient M et N deux surfaces complexes et f : M- N une

équivalence d'homotopie préservant l'orientation. Si N est compacte et revétue

par la boule de C2 , M et N sont biholomorphiquement équivalentes.

§ 3. Conséquences en géométrie riemannienne

La résolution des conjectures donne beaucoup de nouveaux exemples de métriques rie-
manniennes ayant des propriétés particulidres (courbure, holonomie). Auparavant seuls

les espaces homogenes étaient & notre disposition.

a) Hypersurfaces de CPm+1

COROLIAIRE 7 ([29]).- Toute hypersurface compacte M de degré m+2 de cp™t!

(pour m 2 2 ) a une métrique i courbure de Ricci nulle qui n'est pas plate 1. Son

groupe d'holonomie est alors SU(m) .

Preuve. D'aprés [15], page 159, c1(M) est nul. D'aprés la conjecture I, il existe
une métrigque & courbure de Ricci nulle sur M . Mais, M étant simplement connexe,

la métrique ne peut &tre plate.

Le groupe d'holonomie d'une métrique kdhlérienne est contenu dans U(m) .
L'annulation de la courbure de Ricci est précisément la condition & satisfaire pour
qu'il soit contenu dans SU(m) , d'aprés un théortme de A. IICHNEROWICZ (cf. page 261

de "Théorie globale des connexions et des groupes d'holonomie" Ed. Cremonese). B

Auparavant nous n'avions aucun exemple de variété compacte & courbure de Ricci

A

nulle non plate (a fortiori i groupe d'holonomie SU(m) ). Il y avait des exemples

Ce n'est bien silir pas la métrique plongée !



507-08
locaux, d'ailleurs dus & E. CAIABI (cf. [11]).
COROLIAIRE 8 ([29]).- Toute hypersurface compacte de degré au moins m + 3 dans

CPm+1 (pour m 2 2 ) a une métrique & courbure de Ricci négative d'Einstein-Kihler,

mais n'a aucune métrique & courbure sectionnelle négative ou nulle.

Ce sont les premiéres familles de variétés riemanniennes compactes d'Einstein

qui ne sont pas localement homogénes (voir [11] pour des exemples sur des variétés

ouvertes mais compldtes).

D'aprds un théordme de S. BOCHNER (cf. [7]) sur une variété compacte simplement
connexe Ricg <0 implique que le groupe des isométries est fini (dans le cas en

question il n'y e en fait méme pas de famille & un paramdtre d'isométries locales).

b) Les surfaces K3

Parmi les variétés complexes & premiére classe de Chern entidre nulle, les surfaces

K3 (ce sont celles dont le premier nombre de Betti est nul) sont particulierement

intéressantes.

En effet, elles sont toutes difféomorphes & une quartique de CP3 (par exemple

4 la surface d'équation homogene z? + 2t z4 + z4 = 0 ). Beaucoup d'entre elles

peuvent &tre obtenues de la fagon suivanie : 3sur ﬁn tore complexe de dimension deux,
1'involution T : (z1,z2) —_— (-z1 ,—zz) a 16 points fixes ; le quotient de
1'espace obtenu par éclatement de ces points fixes par 1'involution qui y est induite
par T est une surface K3 . L'espace des déformations de leur structure complexe

est de dimension 20 , une base de 1l'homologie entidre étant fixée.
D'aprés la conjecture I, il existe sur ces surfaces des métriques & courbure
N

de Ricci nulle, donc & courbure scalaire nulle. Ces métriques se trouvent en quelque

sorte &tre extrémales pour la courbure scalaire : en effet d'aprés un théoréme de

A. LICHNEROWICZ (cf. [20]) toute variété spinorielle dont le ﬁ—genre est non nul
n'admet aucune métrique & courbure scalaire positive. C'est le cas des surfaces K3:
ayent une seconde classe de Stiefel-Whitney nulle (puisque leur premidre classe de
Chern entidre est nulle) ce sont des variétés spinorielles et leur ﬁ-genre est non nul

puisque c'est une fraction de leur signature.

Par ailleurs, N. HITCHIN a montré dans [17] que toute métrique & courbure

scalaire nulle sur une surface K3 est automatiquement quaternionienne k&hlé-

rienne, i.e. telle qu'il existe trois champs d'endomorphismes paralléles se multi-
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pliant comme la base canon%que des quaternions imaginaires (se souvenir de ce que

SU(2) = Sp(1) ). Ces champs d'endomorphismes correspondent via la métrique aux for-
mes harmoniques qui sont positives pour la forme d'intersection ; pour les surfaces
K3 il y en a justement trois. Une telle métrique est donc ki#hlérienne par rapport

N . (oz N 2
a une famille de structures complexes paramétrée par une sphere S

L R
C'est le premier exemple de structure guaternionienne sur une variété compacte

R n
en dehors des tores complexes. Notons que l'espace projectif quaternionien HP ne

\ 2 n
possede pas une telle structure (en effet H (HP ) = O ).

En remarquant que la preuve de la conjecture I peut se faire avec parametres,
par déformation de la classe de Kdhler ou de la structure complexe, nous pouvons cons-
truire des déformations de métriques d'Einstein-Kshler & courbure de Ricci nulle. Ce

sont les premiers exemples de déformations de métriques d'Einstein en dehors des

métriques plates. D'autres exemples doivent pouvoir &tre obtenus par déformation de
la structure complexe des hypersurfaces des espaces projectifs de degré élevé (voir

Corollaire 8).

§ 4. Résolution des équations

a) Unicité

En suivant E. CALABI ([10]), nous prouvons en méme temps l'unicité des solutions de
classe au moins 02 pour les conjectures I et II_ . Au b) nous prouverons 1'exis-

tence de solutions dans des espaces de HGlder Ck’a , 35k, 0<a<1

En ce qui concerne la conjecture 11~ , nous remarquons d'abord que la classe de
Kdghler d'une métrique d'Einstein-K&hler est fixée & homothétie prés par la premiere
classe de Chern. Nous pouvons donc supposer comme dans la conjecture I que la classe
de Kihler est fixée.

Nous sommes donc ramenés & prouver 1l'unicité des solutions de la famille d'équa-
tions

M W = (w o+ idranp)™

En nous plagant par exemple dans une base ol g et le hessien de ¢ sont simul-

tanément diagonaux, 1l'équation peut se réécrire

o 2

)
- 1-2 8 —%
a=1 oo 3
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ol H = ( TT- (1 + B)) est une matrice diagonale positive.
=1

Si AN=0, ¢ , dont le hessien est nul, est constante.

Si O0< A, en un maximum P, de o (i1 en existe puisque M est compacte)
¢(po) <0 et en un minimum p, de @, 0= @(p1) , d'o @ =0
b) Existence

Dans [30], S.T.YAU résoud les équations (*) et (**7) par la méthode de continuité.
T. AUBEN utilise dans [4] (comme il 1'avait fait déjh dans [3]) la méthode directe

du calcul des variations dite de 1'équation d'Buler.

La méthode de continuité consiste & joindre par un chemin 1'équation & résoudre

a4 une équation dont nous savons déja qu'elle a une solution et & montrer que le long

du chemin aucune obstruction & résoudre n'apparait.

En fait si la méthode de continuité est moins technique 3 exposer (essentielle—
ment & cause de l'utilisation des estimées de Schauder pour les solutions d'une
équation elliptique (cf. [22] page 153) dans les espaces de fonctions holdériennes),
les difficultés apparaissent et se contournent sensiblement de la méme fagon dans

les deux méthodes.

Nous fixons f dans 1l'espace de Holder Ck+1’a(M) (3<sk, 0<ao< 1) telle

que I efwm = I wm (cette derniére condition n'est qu'une normalisation).
M M

Nous nous intéressons pour t dans [0,1] & la famille d'équations

(*t) (w + id'a")® = etf(J’M efwm/J'M etfwm)wm .

Nous posons € = {o | € Ck+2’a(M) ’fM oo =0 et o+ id'd"p > 0}

Nous considérons le sous-ensemble /b de [0,1] formé des nombres t pour

lesquels il existe une solution de (*t) dans Q

Notre but est bien slir de prouver que 1 appartient & dt . Nous savons déja

que O y est. Nous montrons que 0% est ouvert et fermé.

Remarquons d'abord que JQ est ouvert par application du théoréme des fonctions

implicites & 1'application € :¢ +—> B(p) = (0 + id'd")" /" de Q dans

. k,o
1'hyperplan affine 6 = {f|f ¢ ¢ O (1) , J‘M £ o = j‘M o"} . Bn effet, la diffé-
rentielle de G au point ¢ est donnée par T(p‘@ = —‘G(q))z o B est le lapla-

cien de la métrique k#hlériemme w = w + 1d'd"p . Or les conditions intégrales nous

10
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assurent précisément de 1'existence et de 1l'unicité d'une solution faible de 1'équa-
tion -G(p)hé = P . Les estimées de Schauder (attention ! les coefficients sont

2
seulement Ck’a ) nous assurent de plus que la solution & est Ck+ o .

Remarque.- Dans le cas des équations (**:) et (**;) le cadre précédemment décrit est
encore valable. La différentielle de 1l'application correspondante est encore inversi-
ble dans le cas de (**;) puisqu'elle se ramene & 'K + 1 (pour nous le laplacien est
un opérateur positif). Par contre dans le cas de (**+), ol la différentielle se
raméne & B - 1 , apparait un probléme de bifurcation de valeurs propres ce qui
explique déja pourquoi la situation de la conjecture (%+7) est plus compliquée

(d'autres raisons apparaitront plus tard).

Pour montrer que d% est fermé, nous prenons t,  dans [0,1] , limite d'une

suite (tn) de points de U% . S5i nous pouvons montrer que la suite QI¢n][ k+2,a)’

ol @, désigne la solution de 1'équation (*t ), est bornée et que w + id‘d“¢n
n
est borné inférieurement par une métrique k&hlérienne fixe, nous pouvons extraire

. +1,a
de (wn) une sous-suite convergente dans Ck !

Ck+2,ot

(M) , dont la limite sera par régu-
larité une solution de * ) dans

©

(™)

Pour nous, " estimer ||o]| 2 " consiste & le borner en fonction de f ,
C ’

M et de la métrique k#hlérienne initiale w .

Nous présentons la preuve de S.T.YAU (cf. [30]) en plusieurs lemmes par ordre

croissant de difficulté. Ces lemmes ne sont qu'un commentaire sur son texte.

La propriété suivante s'aveére cruciale : sur une variété kdhlérienne les lapla-
ciens riemannien et complexe coincident, en particulier il existe des cartes com-

plexes ol le laplacien ne fait intervenir que les coefficients de la métrique (et

pas ses dérivées).

2 .
Lemme 1.- Soit ¢ la solution de (x) dans Ck+ ’d(M) . D'une estimée de H¢|l3 se
c

déduit une estimée de 3k, O<a<1).

”‘P”Ck+2,a

Preuve. Elle repose essentiellement sur les estimées de Schauder pour une équation

N

elliptique & coefficients ad (ef. [22] page 153 ).

En effet, si ”¢|!3 est estimée, il en est de méme de [|¢|| o o - Les déri-
C o<



el
vées _J%, (ou = ) sont solutions d'une équation (*') linéarisée de (*) avec
dz az
3 ¢ 3 f .
second membre ——; e (ou ——; e ), qui est elliptique a coefficients au moins
oz dz
CO’Q (cf. propriété mentionnée plus haut). D'aprés les estimées de Schauder nous
avons

1250 20 = OISl 0 n 2l o)

ou C0 dépend de la norme CO,a des coefficients.

. o
Cela nous assure que ¢ est estimée en norme 03’

c1,a

et que les coefficients

de 1'équation linéarisée sont estimés dans , d'oll une estimée de

”_——*I 3.0 et ainsi de suite. ®
,

Lenme 2.- D'une estimée de ”wl]z se déduit une estimée de ”¢[!3 .
C

Preuve. Elle remonte & E. CAIABI ([11]) sa difficulté est surtout technique.

Elle consiste & estimer 'E(IDDD ¢|i) ou D désigne la dérivation covariante de
w
Levi-Civita de g et | | la norme par rapport a » (ce qui justifie la

[
débauche d'indices des pages 410 & 414 de [3] ou 31 & 36 de [30]), puis & appliquer

le principe du maximum. ®

Les estimées uniformes de ¢ , Do et & constituent la partie réellement

difficile de la preuve donnée par S.T. YAU.

Remarque.- Avant de nous embarquer pour un survol de ces estimées pour 1'équation (*),

voyons comment T. AUBIN obtient dans [4] une estimée uniforme de la solution ¢ de

1'équation (%% ).

En un maximum Po de ¢ , le hessien de ¢ est négatif ; donc

£(p,))  ~o(p,)

e Se y d'olt ¢ < - %ﬁf f . De méme en examinant un minimum de ¢ , nous trou-

vons que @2 -sup f .
M
Nous voyons que ces estimées sont inopérantes pour les équations (%) et (**+)-

Revenons & la preuve de S. T. YAU.

12
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Lemme 3. p < m , sup ¢ = C ’ ,r !CPISC2
D M 1 M
Preuve. Pour la premidére inégalité, il suffit de prendre la trace de la métrique
associde & la forme de Kihler ® = w + id'd™ par rapport & g . Pour la seconde,
elle suit de 1'égalité o(p) :f G(p,q)tp(q)ag (ow G(p,q) est le noyau de Green de

M
A qui est d'intégrale bornée sur M, cf.[25]), égalité valide puisque I (pu)m =0,
et de 1'inégalité précédente. La borne L1 suit facilement de la deuxiéme inégalité

et de la relation ](p[ < (C3 - ) + C3 ol 03 est pris assez grand. ®

Dans les lemmes qui suivent, un paramétre est introduit sous forme d'exposant
d'une exponentielle de ¢ pour dominer les termes en courbure. Cette idée apparait

YR 1 z .
déja dans les travaux de A.V. POGORELOV gur 1'équation de Monge-Ampere (comparer[31]).

Lemme 4.- Soit ¢ une constante positive. 11 existe des fonctions A , B t C

(c>o0 si ¢ est assez grand) ne dépendant que de f , M et w telles que
m

S P - xp)) 2 (4 - B(n - ) + Clm - ap)™)
Preuve. Elle se fait en quatre étapes. I1 faut d'abord évaluer 'E(Acp) en interver-
tissant les symboles de dérivation pour faire apparaitre des expressions quadratiques
en DDDp et en éliminant les dérivées quatriémes par 1'équation (%) dérivée deux
fois. Ensuite, il faut minorer - A( ocp(m - Acp)) par application de 1'inégalité

de Schwarz. Les termes cubiques peuvent alors &tre dominés par ceux qui apparaissent
m

)m—1 est obtenue

dans le développement de NA(kp) . Pour finir 1'expression (m - Aep
= d 1
© -
par majoration de Z 1+ —&—47) par
=1 9z oz

= = /m— 1/m—1
[ Z (1 + / Tr (1 + 2EP }1 1 =l:(m - A{p)e—f] N
a="1 o]

o=1 aza ZBZ

Lemme 5. c(su - inf
Lemme ( up ¢ - ip 9)
Osm- AN = C38
Preuve. On se place en un maximum P, de e_w(m - Acp) . Alors

_'K(e—ccp(m - A;P))(po) £0, d'od (m- Acp)(po) est borné d'aprés le Lemme 4 (la

On peut aussi consulter le livre de A.V. POGORELOV, "Monge-BAmpeére equation of
elliptic type", Nordhoff, Groningen (1964).

13
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m

fonction X w3 A - Bx + me—1 avec C> 0 tend vers + ® lorsque x tend vers
+® ).
-c inf @
Par suite e—cy(m - Bp) < e—&p(Po)(m - A¢(po)) < C3 e , d'ol 1'inéga-

1ité du lemme par multiplication par c.m

la partie vraiment difficile consiste & trouver une estimée de iﬁf ¢ . Le cas
m =2 est justiciable d'une preuve spéciale & cause de la relation

1 2-1

a2 = 7 . Pour le cas général, S.T.YAU introduit un autre
® e

az“aE“

a=1,2 14

paramdtre (entier cette fois) N qui doit &tre encore plus grand que c¢ .1l 7y a

deux astuces intéressantes aux Lemmes 6 et 8, en particulier celle du Lemme 8 qui

est de nature géométrique.

Lemme 6. I I e—(N/2)¢[2 o' s ¢ f N
M 4y

A

Preuve. D'un calcul analogue & celui du Lemme % appliqué & la fonction e~N¢(m-A¢)

et des majorations déja connues, il vient

_ef(z(e—w$(m - A¢))) 2 -C e_N‘:p + C5 A(e_Nm) + N2 e_NwlDw|2 .

4
L'intégration sur M par rapport & 1'élément de volume o fait disparaitre
d'un seul coup les deux termes en laplacien, car efwm =" , d'ol 1'inégalité. ®
sz ~No m
Lemme 7.- I1 y a une estimée de f e W .

M
-(N/2 ,
Preuve. Du Lemme 6 il déduit que la norme H1 de e ( / )¢ est bornée par sa

norme L2 . Si f e—N¢wm n'est pas borné, apres normalisation il peut trouver une
M

—(v/2 Y% .
famille de fonctions e (N/ )¢ de la boule unité de L2(M) qui converge dans

LZ(M) vers une fonction presque partout nulle, d'ol une contradiction. M

Lemme 8.- Il y a une estimée de iﬁf ¢ .

c(sup ¢ - inf w)
M M
Preuve. Des Lemmes 1 et 5, il déduit que m - e S kp £ m . Par une
-¢ inf ¢
£as M
estimée de Schauder il déduit que s&p]Dml < C6(e + 1) (ef. [22] page 156).

14



507-15

Posons y = - inf ¢ par commodité. Deux cas sont possibles :
M

- ou r = (y/2)(é6(ecy + 1))—1 est supérieur au rayon d'injectivité T de

M , ce qui implique que iﬁf ¢ est borné par une fonction du rayon d'injectivité
(examiner la fonction d'une variable réelle ¥ or— (y/2)C6(eCy + 1)_1) H

-ou r s T, et si P, est un point de M ou ¢ atteint son minimum absolu,
la boule de centre p1 de rayon r est une vraie boule (i.e. 1'application expo-
nentielle en p1 restreinte & cette boule est un difféomorphisme sur son image).
Il est alors connu que le volume de cette boule Br est borné inférieurement par
C7r2m . De plus sur cette boule d'aprés 1'estimée sur i%p[Dwf nous savons que
¢ £ -y/2 . Par suite IB e ot 2 07 e(N/Z)y B

r

Comme I e—'l\]"P o est borné, d'aprés ie lemme 7, il en est de méme de

2 -2
08 e(N/z)y y m(ecy +1) . En prenant N assez grand, cela borne aussi

y=-infep . ®
M

Nous avons obtenu une borne uniforme pour ¢ , pour [Dw[ d'aprés le Lemme 7

et pour Np d'aprés le Lemme 5.

2
37
D'autre part, comme O < (1 + —————') <m-A&<C et que le produit
o, - 9
9z 3z
m
2
37y f . .
(1 + -—-——-) vaut e , il existe une constante C telle que
o - 10
o=1 9z 9z

C,, o< w=w+ id'd"p . Le résumé de la preuve se termine 1& !
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§ 5. Questions ouvertes et connexes

a) Le cas des variétés ouvertes présente aussi de 1'intérét. Les techniques sont dif-
férentes parce que la théorie de de Rham ne s'applique pas de la méme fagon : on part
d'estimées au bord et on essaye de les étendre & 1'intérieur. L'équation pour trouver
des métriques d'Einstein-Kdhler & courbure de Ricci négative est strictement de
Monge-Ampere

(iaramg)® = o o®
Voir [23] pour les résultats connus, qui ont été complétés par S.T.YAU et

S.Y. CHENG dans [31].

b) La conjecture II  devrait permettre d'étudier plus précisément 1'espace des défor-

7

mations des structures complexes des variétés & fibré canonique ample.

¢c) D'autres inégalités entre nombres de Chern des variétés kdhlériennes compactes
devraient &tre déduits des résultats mentionnés. En particulier, il est nécessaire
de mieux comprendre le Corollaire 2 comme cas limite d'inégalités entre nombres de
Chern. S.T.YAU annonce des résultats dans cette direction dans [29] pour les va-
riétés & fibré canonique ample, &insi : 2(m + 1)(—1)mc2(M)c?_2(M) = m(—1)ch(M)

. 1
(de démonstration simple par la méthode de [[24]).

d) Pour les surfaces K3 il reste & étudier 1'espace des déformations des structures
d'Einstein. Il serait en particulier souhaitable d'avoir une preuve constructive de
1l'existence de telles métriques. Par ailleurs ces métriques peuvent &tre considérées
d'aprés un théordme de Y. MATSUSHIMA (cf. [21]) comme des solutions des équations

du champ de Yang-Mills pour le SU(2)-fibré principal associé au fibré tangent

d'une surface K3 (voir [2] pour le cas des SU(2)-fibrés sur la sphdre vS4 ).

I1 reste aussi & comprendre la géométrie riemannienne de telles métrigues

(cf. [8]).

e) Parmi les groupes d'holonomie figurant dans la liste de M. BERGER (cf. [5]), les
seuls pour lesquels nous manquons encore d'exemple, méme local, sont Sp(n) (n>~2)
en dimension 4n comme sous—groupe de SU(2n) , Spin(7) en dimension 8 gqui
contient SU(4) et G2 en dimension T . Il se peut que ces groupes d'holonomie
apparaissent pour des métriques d'Einstein-K&#hler de variétés algébriques spéciales

ou de variétés qui s'en déduisent par des constructions géométriques.

voir aussi B.Y.CHEN, K. OGIUE, Some characterizations of complex space forms in
terms of Chern classes, Quart. J. of Math. Oxford, 26, 104 (1975), 459-464.

16
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§ 6. Annexe

Aprés la préparation de ce texte, T. AUBIN a proposé une extension a la dimension m
de l'argument donné par S. T. YAU en dimension 2 pour obtenir plus simplement une

estimée C° de la solution @ (il est fait allusion a cet argument avant le Lemme 6).

Nous donnons ici une version simplifiée de cette estimée (qui inclut aussi une

simplification due & J. KAZDAN du cas de dimension 2 ).

La proposition suivante se substitue donc aux Lemmes 6, 7 et 8 du § 4. La
démonstration est alors compléte car de 1l'estimée C° de @ se déduit par le
Lemme 5 une estimée c° de Xp , puis de cette estimée, comme & la fin du § 4, une
estimée uniforme de Hess ¢ . Comme ¢ et Hess ¢ sont uniformément estimées, Dy

1l'est aussi et l]m” , est estimée.

PROPOSITION.- Il y a une estimdée de ”(p” o -
c

Preuve. Nous décomposons la preuve en une série de lemmes :

Lemme A.- Il existe des constantes C1 et C2 telles que
m
bp<m, sup ¢ < C N IR
M 1 2
M
Preuve. C'est le Lemme 3. ®
Comme nous avons estimé sup @ , il est commode de remplacer la solution @
M

par ta solution ¢ définie par ¥ = ¢ - C,y - 1 de telle sorte que ¢ < -1,

Lemme B.~ Il existe une constante C3 telle que pour tout p > 1 ,

-1
-HF o

-2 2
J;(—W)P | av| mm<c3{,I o

Preuve. Considérons 1'intégrale

p-1
S A Pl darann™)
M P

m-1
k-1 o
Nous remarquons d'abord que wm - E? = - id'a"y A E: wk A Z? (ou nous
N k=0
notons comme d'habitude ®w = w + id'd"¥ ) est une forme exacte, & savoir
m=1
—k-1
-aia"y A D KAk ) .
k=0
Par application du théoréme de Stokes a l'intégrale, nous obtenons
m-1
-2 o k -k-1
- 0P a-) Aiay AL AT .
M k=0

En fait seule la partie d'yY de d¥ contribue, car la forme avec laquelle

nous faisons le produit extérieur est de type (m~1,m) , autrement dit 1'intégrale

17
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m-1
- -k=-1
vaut f (-9)P 2 id"y A a"y A Z o A o K .
M k=0

Dans chaque terme de la somme, toutes les 2-formes intervenant sont positives
(c'est vrai pour id'y A d"V parce que | est réelle). Il en est de méme de leurs
puissances. On peut donc minorer cette intégrale par une quelconque des intégrales
obtenues par développement. Nous écrivons par exemple

p-1
- % (" - (0 + iata"H™ = [ 0P sarpaargad™ L
M M

]

Le membre de droite est, & une constante dépendant des normalisations pres,
-2 2 m
NPT ar] %
M
A ce point remarquons que nous venons de reprouver l'unicité de la solution,
puisque si w = w , alors ¢ doit &tre une constante.
. cL oz / . . . m ~m f.m
L'inégalité annoncée suit alors facilement puisque ®w - w = (1 - e )w

ol nous rappelons que f est une donnée sur M . B

Lemme C.- Il existe une constante C4 telle que pour tout p 2 1 ,

p P
I = e e (V-
P -1
Preuve. Remarquons que pour p =2 1 , (—w)p_zldwlz =4 p_zld(—¢)P/2|2 ; 1'inégalité
du Lemme B peut s'écrire :

)p/2)2 m

Pour p > 1 , en ajoutant I -y w aux deux membres et en utilisant

M
-1
que, comme -y 2 1, I -pP o = f (-9)® @™ nous obtenons pour une constante
M M

Cg nme dépendant pas de p >> 1

2
_yy P2 < p
G20 Cs P]H’”p :

Hy

Pour p = 1, il faut passer a la limite dans 1'inégalité du Lemme B et uti-

liser que log(-y) est majoré par (-¥) pour avoir une inégalité analogue.
D'aprés les inégalités de Sobolev, il existe une constante Cg, telle que

/2 12 /2 2
II('w)P ”;él. = Ce l|('¢)P ”

1 r
m-1 H2
d'ol le lemme en remarquant que
/2 2 p
H(—\b)p ”2_m = ”‘k ” pm ..
m-1 m-1
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Lemme D.- Il existe une constante C7 telle que pour tout p de la suite

r
((m/m-1) )r€\N ’ N
p P m
< -
i, = @i, g ) .
Preuve. Pour r = O et r =1, 1'indgalité suit des Lemmes B et C. Il suffit donc
de prouver que si elle est vraie pour p = (m/m- 1)r , elle est vraie pour

r+ . P X \ )
p= (m/m-1) , ce qui se vérifie directement a partir du Lemme C. B

Preuve de la Proposition.- Comme V est continue, ||\}y ” o = H\Lr”m = lim HW“n .
n-»®

D'aprés le Lemme D, (” ¥ “n) , qui est une suite croissante, contient une

sous-suite bornée, donc est elle-méme bornée, d'ol la Proposition. B
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