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Séminaire BOURBAKI 515-01
30e année, 1977/78, n° 515 Février 1978

DOUBLE SUSPENSION D'UNE SPHERE D'HOMOLOGIE

[a'aprés R. EDWARDS]

par Frangois LATOUR

§ 1. Introduction

Pour tout espace topolcgique X , on appelle suspension de X et on note ZX le
quotient du cylindre [0,1] X X obtenu en écrasant {0} X X (resp. {1} X X ) en
un point appelé pdle sud (resp. pdle nord). La suspension p-iéme de X , définie
par Py = Z(Zp-1x) , s'identifie au joint SP_'1 * X , quotient de Sp_1 x[0,1]xx
obtenu en identifiant en un point {y} X {0] X X pour y dans Sp_1 et

.

- ‘ N +
sp ! X {1} X {x} pour x dans X (exemple Pg" est homéomorphe a sP n )

Si V" est une variété topologique compacte de dimension n et si IV est
une variété, la considération de l'homologie locale en un pdle montre que
H, (v ~ B (R®, R® - {0}) et donc que V" est une sphére d'homologie (i.e. variété
topologique ayant méme homologie (entidre) que la sphére de méme dimension).
De plus si n 2 2 , 1l'homogénéité de la variété IV au voisinage d'un pdle, permet
de modifier l'homotopie conique a zéro d'un lacet de V de sorte que le pdle ne
soit plus atteint durant l'homotopie et assure donc que V est 1-connexe,donc que
V est une sphére d'homotopie. Si v? est une sphére d'homotopie de dimension
n 24 , on sait que V" est homéomorphe a Sn+1 (conjecture de Poincaré si n 2 5

et argument de Siebenmann pour n = 4 ).

. . n . .
Pour que la double suspension d'une variété compacte V  soit une variété,
un raisonnement d'homologie locale montre qu'il est nécessaire que V soit une

sphére d'homologie. Se pose alors le

Probléme de la double suspension

\ . . ; 2 ,
Pour toute sphere d'homologie v' de dimension n , Z ' est-elle homeomorphe

3 Sn+2 2

Ce probléme a été posé par Milnor en 1961 parmi les cing plus importants problémes
de la topologie. La solution de la conjecture de Poincaré en dimension 2 5 raméne

\ N 24 L X 2
le probleme a montrer que szn est une variété topologique car Z Vn est 1-
n+2

connexe et a 1'homologie de S

Il existe en toute dimension 2 3 des sphéres d'homologie non simplement
connexe, par exemple en dimension 3 la sphére de Poincaré P3 = SO3/A5 , le
groupe alterné Ag étant considéré comme le groupe des isométries directes de

. 3 , : . 4 . . L sz
icosaedre régulier, c'est aussi le bord de W', plombage de Kervaire-Milnor, variéte
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parallélisable de signature 8 .

Une premiére conséquence de la solution affirmative du probléme de la double
suspensicn est d'exhiber des triangulations de s" ou de R? (n 2 5) gqui ne
sont pas des triangulations de variétés PL ; en effet, si V' (n 2 3) est une
sphére d'homologie PL non simplement connexe, szn a une triangulation telle
que le link de chaque point du cercle de suspension est équiyalent a XV qui n'est

A~ . N n+1
méme pas homeéomorphe a S .

En 1969, Siebenmann [ 10] a montré que la double suspension de toute sphére
d'homotopie de dimension n est homéomorphe & Sn+2 et a montré que s'il existe
une sphére d'homologie x> bord d'une varidtéd parallélisable de signature 8 et
dont la double suspension est homéomorphe a s° , alors toute variété topologique

orientable de dimension 5 est triangulable comme complexe simplicial (pas forcé-

ment comme variété PL ).

En 1975, R. Edwards a donné des exemples de sphéres d'homologie de dimension
3 dont la double suspension est homéomorphe & s° et a résolu le probléme de la
double suspension en dimension 2 4 en utilisant le fait que toute sphére d'homo-

logie de dimension 2 4 borde une variété contractile.

En 1976, R. Edwards et J. Cannon ont, indépendamment, ramené le probléme de
la double suspension a un probléme d'approximation par homéomorphismes (voir plus
loin). R. Edwards a résolu le probléme de la triple suspension. Matumoto et
Galewski-Stern ont montré que toute variété topologique de dimension 2 5 est
triangulable comme complexe simplicial s'il existe une sphére d'homologie X3 bor-
dant une variété parallélisable de signature 8 , dont le double pour la somme
connexe borde une variété acyclique et dont la double suspension est homéomorphe

y o8 .

En février 1977, J. Cannon [1] a découvert le role de la propriété de disjonc-
tion des disques et a montré un cas particulier du théoréme d'approximation suffi-

sant pour résoudre le probléme de la double suspension.

En juillet 1977, Edwards [3] a démontré le théoréme d'approximation en toute

généralité. C'est sa démonstration que nous suivons ici.
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§ 2. Probléme d'approximation par homéomorphismes

Dans la suite, tous les espaces seront au moins métrisables séparables. Soit (M,d)
un espace métrique dont les boules fermées sont compactes (par exemple M variété
topologique). Soit £ : M—s M' une application continue surjective et propre

(c'est-a-dire fermée et f-1(y) compact pour tout y de M' ou de fagon équiva-

lente 1'image réciproque de tout compact est compacte),

on @éfinit la singularité de £ , Xf = {xéiM,/f—1fx # {x}} , £ est ouverte
au voisinage de tout point de M - Zf car f est surjective et fermée, donc f
induit un homéomorphisme de M - Zf sur M' - fZf . Posons
Zaf = {xem/ diam f_1fx > a}l , coome £ est propre, Zaf est fermé, donc ):af

est O-compact (réunion dénombrable de compacts) donc aussi Lf et fIf

On dit que f : M-—p» M' est approximable par homéomorphismes si pour tout

€ >0, il existe un homéomorphisme g : M— M' avec

a'(f(x),g(x)) < ¢ Vxem.

On dit qu'un homéomorphisme h de M est un E-rétrécissement pour f si

d'(f.h(x),f(x)) < € VxemMm

diam(hf'y) < & Vyen

Critére de rétrécissement de Bing

Avec les hypoth&ses précédentes, pour que f soit approximable par homéomorphismes,

il suffit que, pour tout € > O , il existe des t-rétrécissements pour f

Pour une démonstration voir [8], disons simplement que pour montrer la suffi-
sance, on construit a partir des rétrécissements une application k : M—» M telle
- - -1 .

que {k 1(X) /x€em} = {f 1(y) /y EM'} et que f.k : M —= M' est un homéomor-

phisme approximant £ .

COROLLAIRE.~ Soit f : M—s M' comme précédemment tel que pour tout € > O , il

-1
existe f' : M'— M" surjection propre avec diam(f' (z)) < € , pour tout =z

E M" et f' o £ admettant des e-rétrécissements, alors f est approximable

par homéomorphismes.

A o .
On dit que X © M est cellulaire si X = n Bj ou Bj (e Bj—1 est une suite
J

‘ 3 n
de voisinages de X dans M tous homéomorphes a la boule D .

On dit que 1l'espace X est cellulique s'il existe un plongement de X dans
une variété topologique sans bord M dont l'image est cellulaire ; d'une fagon
dquivalente [6], X est cellulique si, pour un plongement (et donc pour tous)
X<»Y ol Y est un ANR (rétracte absolu de voisinages), on a la propriété sui-

vante :

V U voisinage de X dans Y , & V voisinage de X dans U tel que
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1l'inclusion Vs U est homotope a une application constante.

Tout ANR contractile est cellulique.

On dit que f : M — Q est un quotient cellulique si f est surjective pro-

pre et pour tout y de Q , f_1(y) est cellulique.

Dans la catégorie des ANR localement compacts, on a la caractérisation [6] des
quotients celluliques comme étant les équivalences d'homotopie propres héréditaires :

: f_1U._, U est une équivalence d'homotopie

pour tout ouvert U de Q , f‘
f U

propre.

De plus les quotients celluliques sont stables par limite uniforme.

Siebenmann a démontré [11] que tout quotient cellulique £ : M — Q est appro-
ximable par homéomorphismes si M et QO sont des variétés topologiques sans bord

de dimension =2 5 .

Les variétés topologiques de dimension =2 5 possédent, par position générale
[5], 1a propriété suivante :

On dit que M posséde la propriété de disjonction des disques (P.D.D.) si,

. . 2 2 . .
pour tout € > O et toutes applications f : DO — M, g : DT —» M , il existe

2 \
: D—s M respectivement €-homotopes a f et g avec

2
f' : D—s M, g
2 2
£'(D7) N g'(D7) =@ .
( €-homotopie signifie l'existence d'une homotopie ft entre f et f' avec

At (x),£0) < e ¥ x €D ¥e&lon] )

Théoréme d'approximation d'Edwards

Soit f : M —» Q un quotient cellulique oi M est une variété topologique sans

bord de dimension 2 5 et ou Q est un ANR vérifiant la PDD ; alors f est appro-

ximable par homéomorphismes.

§ 3. Voir le probléme de la double suspension comme un probléme d'approxi-

mation

Commengons par une description utile des suspensions p-ieéme d'un espace compact.
. ~ .
Il existe un foncteur covariant noté de la catégorie des espaces avec
action de zP avec quotient compact et applications équivariantes dans la caté-

gorie des espaces compacts tel que R contient X et X - X est homéomorphe

N -1
a Sp .
on construit X de la fagon suivante : on identifie RP avec 1Int DP par
x
l‘homéomorphisme p(x) = ——— ; soit K un compact de X tel que
T+l
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-1
X = U g® , soient z €8P et V un voisinage de z dans DY , on pose
P
gEZ N -
v, (2) = U gf<)LJ(vﬂsP1)C><=xUsp1
g€ZP N p~ v

Les Vx(z) et les ouverts de X forment une base de voisinage d'une topologie

sur % qui ne dépend pas du choix de X .
Il est clair que, si Y est compact et si Y X Pp a l'action naturelle de Zp ’

(v x RP)” = Py

Soit V" une sphére d'homologie, écrivons V° = v, ) ne1 D" , V_ est un dis-
3V =8 ©
© n
que d'homologie donc est stablement parallélisable. Soient c : Vo —» D 1l'appli-
.z ‘ . -1
cation qui écrase le complément d'un collier de BVO =" dans VO et

¢ : v —>s" 1'application qui s'en déduit.

Si n23,p=21et p+n=5, on peut faire la chirurgie [5] sur la variété
topologique stablement parallélisée Vox 1P sans toucher le bord pour obtenir une
. . + . ~ . .
variété topologique WZ p contractile ayant méme bord de Vox Ip , i1 existe donc
une équivalence d'homotopie
g :w —> D" x 1P
o o
telle que n=1 n 1
EN : v x31P U s x1P 5 p"x231P U s"7 ' x 1P soit ¢ xI1dUIdx1Id .
oldw, o o
Le théoréme du h-cobordisme assure que si wo et w(‘) sont deux telles varié-
tés, il existe un homéomorphisme de W, sur W(') étendant 1'identité sur le bord

dW = d(v_x1P) = dw' .
o o o
L'application 9, s'étend par 1'identité en une équivalence d'homotopie

g W =W ng p" x 1Py " x 1P
s x 1P
et gy, : v x3tP _y s" x31P est ¢ x 14 .

Soit q le revétement universel RP —_— L ><S1 = RP /Zp

Soit W le quotient de W obtenu en identifiant (x,y) €V X 1P avec

(x,y') €V X 1P si a(y) = g(y') ; 1l'application g définit une application
g: W — " xq(P) =s" x 1P .

Soit U obtenu & partir de W XxZ¥ en identifiant les bords V X 1P x 0 (xeZP)
de la méme fagon qu'on identifie les bords de P x =P pour obtenir RP ; on a
un revétement T : U—> W or U est simplement connexe comme W puisque V est
connexe, donc, T est universel ; de plus, on a une application G : U — s" x RP
recouvrant § et G est une équivalence d'homologie puisque V ¢, W est une
dquivalence d'homologie, les applications G et g sont donc des équivalences

d'homotopie, donc [5] il existe un homéomorphisme h : ﬁ——-) Snpr homotope a g
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et qui induit des homéomorphismes

H:U— s xFP et f:0— (s"xF)" =5

Cas o p=1 et n=4

n

On considére un collier V x [-€,e] autour de V (W X 0) NJI(WX 1) CU et

1

soient K et K_ les deux composantes de U - V x ]-€,e[ , K, est homéomorphe

& la réunion des images de W X j (j 2 1) dans U et K_ A celle des images de
WX 3j (3 <0); soient fi+ et ﬁ_ les adhérences de K_ et K_ dans T, ce
sont les compactifiés d'Alexandroff de K+ et K_ et le raisonnement indiqué plus
bas utilisant l'unicité de Wo montre que R et ﬁ_ sont contractiles. On obtient
un quotient cellulique £ : Sn'"1 —_— Z1Vn en identifiant Sn+1 a 6 par ﬁ—1
puis en écrasant ﬁ+ sur le pdSle nord et ﬁ_ sur le pdle sud.

Cas o p=2 et nz3

Pour r&€® - {O} , soit Ri la demi-droite fermée de R2 enveloppe convexe de

222 n {(x,y)€R2 y =rx et €x >0} ol € =21, soient RZ = {(X,O)€R2/x20} '
R; = {(x,00€R%/x = -1} et R

]

2 . . . .
{(0,y)E€R" /ey 2 1} , on obtient ainsi une suite

)’ . . 2 J . 2
denombrable {Rj} de demi-droites de R dont la reunion contient ZZ

2 S
Soient Hj des voisinages tubulaires de V X Rj cv xR d'épaisseur bornée
~ , /\ 2 2
et tous disjoints ; soit Hj l1'adhérence de Hj dans V x R® = ¥°v , il est clair

que f, est le compactifié d'Alexandroff de Hj , ﬁj = Hj U {x.} avec
J
1 2 2 X 2 A . N 2
xj s =27V - (vxR') et que le quotient Z°V/ {Hj =xj} est homéomorphe a ZV.

2 ) 2 . , .
Pour chaque o &Z tel que Q/€Rj , soit Ioz un petit carre centre en «

2 L. 2
dans R2 tel que V X Icy c ﬁj . On modifie Vx]R2 en remplagant chanque V X Ia

par un exemplaire W de W grlce a l'identification manifeste
o
2 . . . N
oW = V X 0TI =V x 812 . Il est clair que l'espace U' ainsi obtenu possede une

. 2 . s R
action de Z° et est un homéomorphe & U par un homéomorphisme équivariant.

2 2 A
Soient Kj 1'image dans U de la modification de H, €V~ x R™ et K

R J
l'adhérence de K. dans U , on a Kj = Kj U {xj} et un homéomorphisme

J
A A 2 A 2
G/7{K,=x.} =2%/{f =x}=Z%.
J J J J
A N +2 . . .
Comme @ est homéomorphe a s" , on obtient une surjection propre
+2 2 ‘
£ 8" —3 IV dont les contre-images de point non triviales sont homéomorphes
aux K.
J

Or tous les Kj sont homéomorphes au compactifié de la chaine

K=Wwx0Uwx1U... ol on identifie la partie V X 1 X I de VxBIzCB(wxj)
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avec la partie VX O X I de O(WX(j+1)) . D'aprés 1l'unicité de WO , on a un
homéomorphisme de WX OU W X 1 sur W x 1 qui est l'identité sur la partie
VXx2XI de d(WxO0OUWSXT1) (qu'on a identifié avec (Vv x [0,2] x I) et qui

est homotope & 1'identité de W X O U W X 1 parmi les applications qui sont 1'iden-

tité sur V X 2 X I . On a donc un homéomorphisme de K fixe sur
wx2Uwx3U... homotope a 1, et d'image W x 1 Uw x 2 U... ; par répéti-
tion, on obtient une contraction de K et donc f : Sn+2__* sz est un quotient
cellulique.

Lemme 1.- Soit V' une varidté compacte connexe, si p2z2 et p+n=5, Py

posséde la PDD.

Démonstration

5 ) .
Soient f :12 — van et Qj la suite de quadrillage de I de maille 1/2:l et
€ > 0 ; comme van-sP‘1 est dense et localement connexe par arcs, on peut cons-

. , . 2
truire par recurrence une suite f., : I —> =Py telle que
J

fj est 8/2]-homotope a fj_1 H

fj(Sp_1) est contenu dans les carrés ouverts de Q. .
Il est clair que f' = lim fj est €-homotope & f et que f'-1(Sp_1) est de
dimension =< O .

Soient f et g : D2~—> ZPV telles que A = f_1(Sp—1) et B = g-1(Sp_1)
sont de dimension < O . Soient AO et B deux sous—-ensembles denses de Sp_‘I
disjoints et de dimension O (p 2 2) . Sur f-1(Sp—1 X cvn) , écrivons f = (f1,f2)
de méme g = (g1,92) sur g—1(Sp_1 X cVn) ; on peut €-homotoper f1 au voisinage
de A en f; avec f%(A) c AO et g, au voisinage de B en g;(B) C~Ao H
on obtient f' et g' : D2__g Py E-homotopes & f et g telles que
f'(D2) n gP1 CiAO et g'(DZ) n SP_1 C B , l'intersection f'(D2) n g'(D2) est
donc dans la variété topologique ¥Pv" - sP~! ot comnme p + n 2 5 par position

générale, on peut rendre f' et g' d'images disjointes.
On peut donc utiliser le théoréme d'approximation pour montrer

Théoréme de la double suspension (Cannon, Edwards)

La double suspension de toute sphére d'homologie de dimension n est homéomorphe

N n+2
a S .

§ 4. Machine a rétrécir

A partir de maintenant, les variétés topologiques seront sans bord sauf mention du

contraire.
Dans ce paragraphe, on démontre un cas trés particulier du théoréme d'approxi-

mation dont on déduira finalement le résultat général.
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Commengons par quelques définitions, en particulier la notion de dimension de
plongement d'un O-compact dans une variété topologique qui, pour les problémes de

mise en position générale, remplace la notion de dimension d'un polyédre dans une

variété PL .

X k
On dit que X C Y est LCC (localement k-co-connexe) si, pour tout y de

Y et tout voisinage U de y dans Y , il existe un voisinage V de y dans U

tel que toute application Sj —» V-X pour j £ k est homotope & zéro dans U-X .
Si Y-X est dense dans Y , alors X C Y est LCCk si et seulement si, pour tout
€ > 0 , toute application f : K—5 Y ou K est un polyeédre de dimension = k est

t-homotope 2 f' : K—» Y avec f'(K) NX=¢ .

On dit que LS M ou M est une variété topologique, est un polyeédre locale-
N . Ve N . . . d
ment apprivoise s'il existe une triangulation K —s L de L telle que, pour

tout x de L , il existe une carte locale de M en x : U -:85 Rm avec @.d

lindaire par morceaux.

Soit X un O-compact de la variété topologique M de dimension m , on dit
que dim pl X = k
(dimension de plongement de X ) si pour tout polyddre localement apprivoisé

I? CM avec dimL=¢ Sm-k-1 et tout € >0

; 11 existe une ¢€-isotopie
h de M 4 support dans un E-voisinage de L I X telle que h = 1M et

h1(L) Nx=g.
Si X'CX, ona dimpl X' € dim pl X ; on a la relation dim X $ dim pl X ou

dim X est la dimension de recouvrement de X [4]. Si m2 5 et dim X <m - 3

r
. . . 1 .
il y a equivalence entre dim X = dim pl X et X est LCC dans M [2] (si
1 -k=1 ’
dim X =k €£m -3 et X est LCC alors X est LCCm k et le resultat se

montre en modifiant par engouffrement la petite homotopie de disjonction de L avec

X en une isotopie ambiante).

Il existe un espace universel pour les sous—espaces de dim pl £ k de la

variété M généralisant 1'espace de NSbeling [4] :

Soit Nk(Rm) = {x E_Rm qui ont au plus k coordonnées rationnelles} ’
R - Nk(Rm) = {xe R" qui ont au moins k+ 1 coordonndes rationnelles} est une

réunion dénombrable d'hyperplans de dimension m-k -1

Soit {Wa : Rm-—+ M} un atlas dénombrable et localement fini de M , on pose

k k k s 3
NT(M) =M-U Qa(Rm - NURY) ; M- NY(M) est une réunion dénombrable de polye-
1%
dres localement apprivoisés B. et B, est une réunion disjointe de disques
m-k—-1 J
D .
PROPOSITION 1 [2].- Soit M une variété topologique ; NS(M) est de dim pl < k

et pour tout OP-compact X € M , il y a égquivalence entre :
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1) dim pl X =k ;

. : . X k
2) pour tout € > 0 , il existe une €-isotopie ht de M avec h1(X) C N (M) .

Lemme de rétrécissement dénombrable

Soit f : M'—> O un guotient cellulique oi M est une variété topologique de

. . -1 c . .
dimension 2 5 tel que les f (y) non triviaux forment une suite Y, de sous-

espaceé de dimension de plcngement < m - 3 et diam Yj —;:;7;9 O localement.
Alors f est approximable par homéomorphismes.

On dit que dianan —> O localement si, pour tout ensemble A relativement compact,

la sous-suite des Y. contenues dans A a des diamétres tendant vers zéro.
J

La démonstration de ce lemme va occuper le reste du paragraphe. Comme Y.
est cellulique, que codim pl Yj 2 3 et m=5, on montre par engouffrement [7]
et {9] que Yj est cellulaire et donc individuellement chaque Y, est rétrécissa-
ble, la difficulté est de rétrécir simultanément le nombre localement fini de Y,
de diamétre 2 € sans étirer les autres Yj au-dessus de £ .Le lemme de rétrécis-

sement dénombrable découle visiblement du critére de Bing et du lemme suivant

Lemme 2.- Dans la situation précédente, pour tout i et tout € > 0 , il existe

dans l'€-voisinage de Y, wun voisinage ouvert U de Y, saturé (i.e. Y, 6  CU
i . i —— 3

dés que Yj NU # @ ) et un homéomorphisme h : M — M a support contenu dans U

tel que
diam(h(Yj)) < € v Yj cCu.

Plan de la machine a rétrécir

Soient Y C M“ wun compact cellulique de codimension de plongement 2 3 (donc
cellulaire puisque m 2 5 ) et U wun voisinage ouvert de Y dans M . On peut
trouver une carte @ : Fm._; M - dont l'image est dans U telle que

vy C m(ﬁm) et ®(0) qé Y ; par position générale, on peut modifier un peu @ de
sorte que la projection radiale Y' de ¢-1Y sur OB vérifie dim pl Y' < dim plY
et donc X = @(cbne sur Y') a une dim pl € 1 + dim pl Y . A partir de dorénavant

on simplifie l'écriture en identifiant R® et son image ¢(Rm) .

Soit Oq une suite de voisinages fermés de Y' dans OB" , 0q+1 C Int O
1 N .
a B" ou tA est 1'image par 1'homo-

thétie de rapport t de 1l'ensemble A C R® v Nq est une suite de voisinages

n 1
et Y'=0N0_ , Soit N_ = Céne((1 + =)o ) U
q q a’ g

fermés de X avec N CIntN et X=0N
q+1 q

Soient p 2 2 et @ une suite croissante p = o(1)<a(2)<...<o(p) . On va

construire un homéomorphisme ha : M—> M de support dans N de la fagon sui-

(1)

vante :
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1 Soit g__, la fonction linéaire par mor-
p-
4>d:1) i ceaux croissante de [0,2] sur lui-méme
L
dont le graphe a au plus p+ 1 points
go anguleux aux points de coordonnées respec-
1 tives :
1 g 1 1 1
1 1 1 1 1+—— 1+ ——— 1+——
—+ = ¢ o1 a(p) a(p-1) a(1)
a3 /o) p p
1 1 2 Tt
g 1 2
2 1 + + = +1
11 /ey a(h P a() Tp a(1)
a(1)
Soit gp-2 obtenue en supprimant le point
+ — + ; (1 + ! ! + 1) et obtenue a
1 IERANE alp) ") " p Ip-1 7
a(1) a(3) a(1)

partir de g en supprimant le point

p-i+1
+ 1 1 + i=-1
a(p-i+2)"a(1) p

(1 ) de sorte que go = Id . Soit K(t,s) , 0st<=<2,

0 < s =< p-1 1l'homotopie entre 9 et gp_ qui, sur le segment s € [x-1 ,kj ’

1

et g, .

est 1l'homotopie lindaire entre «

k-1

si selk-2,k] et t et t'€[0, 1+ ] avec t<t', ona

_1
a(k)

2
0 < K(t',s) -K(t,s) = t' -t+E_>

1
a(k+2) 1.

si s ,s'€[k-2,k] et t€[0,2] , ona |K(t,s) - K(t,s")| <§ , donc

puisque K(t,s) est de pente < 1 dans [O , 1+

1
(k)

si t,t'€lo,1+ 1,s,s'€[k-2,%k] , ona
Jt' -t - (K(t',s") - K(t,s))| < =
Cette inégalité est encore vérifide, si on permet s & [k, p-1] et

1 1
t€e (1 + PTETTIN 1 30

] ., car alors K(t,s) = K(t,k) .

Soit @ : 3™ — [o,p=1] telle que m(BBm - oa(l)) =0 et

- = - LE3 4 . 7 ' Y
cp(Oo/(k) nt Oa(k+1)) (k-1,%] . on aéfinit h, : M—> M comme étant 1'identité

m
hors de 2B , envoyant O sur O et

b (£x) = K(t,9(x)).x si x€d3™ et t€&€Jo,2] .

. Lo . . 2
ha est radiale, pousse vers l'origine, il est clair que ha(X) C - Bm et si
P

x , v&E Na(k—1) - Int Na(k+1) , on a d(ha(x) ,hd(y)) < da(x,y) + § ou d est

la distance euclidienne de 2B" en effet, x =tu, y=t'u', s =o(u),

s' = o@(u') , x'-= ha(x) = K(t,s)u , y' =K(t',s')u' et si t < t' en posant

x" = (t - t' + K(t',s"))u , on a d(x,x") = d(y,y') donc d(x",y') < d(x,y) , or
a(x',x") = (t' -t - (K(t',s") - K(t,s))‘ < E d'aprés la construction

de K
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donc 1'homéomorphisme ha n'augmente pas trop le diamétre euclidien des connexes

qui ne rencontrent qu'une seule des Fr Na(i)
La métrique euclidienne et la métrique induite par M étant équivalentes,

le résultat précédent se traduit par

Lemme de la machine

Etant donné Y , X , Nq comme précédemment, pour tout € >0 , il existe & > O

et p 2 2 tels que, pour toute machine a rétrécir & p-étages construite sur le

plan précédent, on a

diam h _(X) < €
o

et pour tout connexe C de M de diamdtre < § et ne rencontrant au plus qu'une

seule Fr N_, .
_ o(i) .
diam ha(C) < € .

Construction de la machine & rétrécir lorsque m 2 2y+2 , y = sup dim pl Yj

On appelle Y le Yj a4 rétrécir et on se donne € > O , on choisit U, e-voisi-
nage saturé de Yo tel que Yj CZUo et j # O implique diam Yj < € ; on ne
considére plus que les Yj qui sont dans UO . La condition m 2 2y + 2 assure
qu'on peut construire le cdne XO de sorte que X0 n Yj =@ pour j > O ; soient
Nq la suite de voisinages de X comme précédemment et soient & et p donnés

par le lemme de la machine.

I1 existe j1 tel que diam Yj <& si j= j1 puisque Yj [ Uo , on choisit

a(1) 2 p de sorte que Yj n N1y = g pour j < j, et que
- ai <5 .
B, = dist(Fr Nyc1y * %)

Il existe j2 tel que diam Yj < 61 < % E1 si j = j2 et on choisit
a(2) > ¢(1) de sorte que Na(2) est dans le 61—voisinage de XO et

Yy, NN =@ pour j < j, » alors dist(Fr N,

hj @(2) + Fr N ) > 51 donc aucun

(1 a(2)

Y. ne peut couper a la fois Fr N et Fr N en continuant ainsi, on
J

(1) a2y F
obtient une machine & rétrécir bien positionnée par rapport aux Yj qui produit

le rétrécissement cherché.

Le cas général utilise 1'énoncé

LRk : Dans la situation du lemme 2 et pour tout fermé K de M avec

dim pl K € k et pour tout € > O , il existe dans l'e-voisinage de Y

un voisinage ouvert saturé U de Yi et un homéomorphisme h de M

3 support dans U tel que

diam(h(Yj)) < e dés que n(Y,) NUNK#ZPG .

Démonstration du lemme en utilisant LRm—Z

Soit € > O , on choisit Uo voisinage saturé de YO contenu dans l'eé-voisinage
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de Yo et tel que diam Yj < € si Yj c UO et j # O, on ne considére plus que

les Yj contenus dans U, on construit le cbne X avec dim pl X S m - 2
o o
et la suite de voisinages Nq comme précédemment et soient & > O, p 2 2 donnés

par le lemme de la machine.
Soit j1 tel que diam Yj <6 pour 3j > j1 ; pour j < j1 , on choisit des

J m-2

voisinages saturés disjoints U, de Y, avec U, €U et diam U, < € , LR
J J o J
assure l'existence d'un homéomorphisme h, & support dans U, tel que
J J

hj(Yk) n Uj n X # 9 == diam hj(Yk) <8 .

Soient h4 la composée des homéomorphismes a support disjoints hj et Y1 = h1(Yk);

on a
YgﬂXO#¢=>diamY§<6 Vi>o0
1

diaij<€ Vi>o.

Il y a un nombre fini de Yg de diameétre 2 8 et ils sont disjoints de X , on

peut donc choisir &(1) 2 p tel que

Yl NN # 9 = diam Y1 < § pour j > 0O
j a(1) j
et

6, = dist(Fr Na

<
1 ,xo) 5 .

(@D
En rétrécissant comme précédemment au voisinage du nombre fini de vV de aiamdtre

2

= 61 , on trouve un homéomorphisme h2 tel gu'en posant Y = h (Yi) , on ait

k
Y2ﬂx 7é¢2)diamyz<6 vV x>0 ,
k o k 1

donc aucun des Y? ne coupe a la fois Fr Na(1) et Xo . On peut choisir

@(2) > o(1) tels que

Y?ﬂFrN #ﬁ%ygﬂN

a(1) =9

a(2)
2 N . .

donc aucun des Y. ne coupe a la fois Fr N et Fr N ; en continuant le
J a(1) o(2)

procédé, on construit une machine a rétrécir bien positionnée par rapport aux

p

Yj qui construit le rétrécissement cherché.

L'énoncé LR se démoritre par récurrence (le début de la récurrence s'établit
comme dans le cas m = 2y + 2»). Par position générale, on construit le cdne X0
tel que KN Xo CZ0 C Z ou Z est un sous-cbne de X avec
dim pl Z € k+m-2-m+1 =k~-1 et ou Zo est un tronc de cBne ne contenant pas
le sommet. On utilise LR _, pour construire comme précédemment une machine &
rétrécir d4'éme Z qui fournit un homéomorphisme h & support dans UO tel que
2
et h(Yj) N UO MK #P = diam Yj < € pour j > 0O

I

h(ix Y Cz-2 donc h(y ) N K
o o o
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§ 5. Quelques cas particuliers

1) Cas ou Codim pl Zf 2 3 et dim £Xf = O

PROPOSITION 2.- Soit f : M—» Q un quotient cellulique ou M est une variété

topologique de dimension 2 5 telle que Codim pl Zf 2 3 et dim fXf =0 .

Alors f est approximable par homéomorphismes.

Remarque.- On peut comme pour les autres propositions de ce paragraphe montrer que
f est majorant-approximable par homéomorphismes c'est-a-dire que pour toute majo-
rante € : Q —» Jo,»[ continue, il existe un homéomorphisme g : M—> Q tel que

d'(£(x),g(x)) < E(£(x)) Vxem.

Démonstration
La méthode est de construire pour chaque € > O une suite Yj d'espaces celluli-
ques compacts disjoints de M avec codim pl Y, 2 3 , diam f Yj <eE,

diam Yj —> O localement et X f C Lj)Y, .

En posant alors Q' = M/{Y,} et f' : Q-— Q' 1l'application de passage au
quotient, on a diam(f"1z) < EJ et f'.f: M—> Q' est un quotient cellulique
vérifiant le lemme de rétrécissement dénombrable, f est donc approximable par
le corollaire du critére de Bing. .

On construit d'abord une famille particuliére de voisinages de 21/kf : il
existe un ensemble dénombrable d'indices J = I, U I, U... (réunion disjointg) et
pour j E.J1 u...u J; + il existe des variétés compactes connexes a bord Ni

disjointes formant une famille localement finie telle que

1) Ni = L*J Nz est un voisinage de 21/if et pour tout j , il existe
J
jer ic j . i) < e
xiGE 1/if tel que Ni V1/i—1(xi) et diam f(Ni) R

2) si j€g, V..U,

-1 Ni est inclus dans Int Ni_ et l'inclusion est

1
homotope & zéro ,

3) diamNi < 1/i si jeJi .
La construction de Ni se fait par récurrence, supposons-la réalisée pour k < i .
Comme f-1(y) est cellulaire, il admet des voisinages variétés PL et la condi-
tion dim fZf = 0 permet de construire une famille dénombrable localement finie
Xi , jeEKi , de variétés compactes connexes a bord vérifiant la condition 1, la

condition 2 étant remplacée par :

2') chaque Xi voisinage d'un point de 21/1_1f est contenue et est nulle homo-
k
t d
ope dans un Ni—1 ’
et la condition 3) étant vérifide pour les Xi ne rencontrant pas 21/1-1f .
on définit alors Ni pour j €5J1 u... U J,_q en connexifiant les diffé-
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rents Xf contenus “dans Ni_1 par des tubes assez fins qui évitent Z1/if

dim £, £2 3) . Soi ' j
(codim 1/i ) oit Ji l'ensemble d'indice des Xi ne coupant pas 21/i—1f v

on définit Nz pour j EEJi en enlevant de Xi des petits voisinages des inter-
sections des tubes qu'on vient de construire avec X? .
Pour j € Jk , on pose 5 m N] , 11 est clair que diam Yj —> 0 1loca-

i=2k
lement d'apres 3) que diam ij < € d'aprés 1), que Yj est cellulique d'aprés 2)

et que codim pl Yj 2 3 car Yj - Zf est une réunion dénombrable d'intervalles

plongés de fagon localement plate.

2) cas ou codim pl Zf 2 3

PROPOSITION 3.- Soit f : M—> Q un quotient cellulique ou M est une variété

topologique de dimension 2 5, Q un ANR et codim pl Zf 2 3 . Alors f est

approximable par homéomorphismes.

Démonstration

I1 existe une filtration de Q par des %-compacts

2 1

-1
Q:pq:)pq o Dp" DO p Dpo

. . 51 L
telle que dim PJ £ j et dim pd - pJ < 0 . On construit p’ 1 en prenant les
frontiéres d'une base dénombrable de voisinages de pJ

. -1_3-1 . .
Supposons par recurrence que ZE N £ PJ =@ et soit € > 0 ; soient

P3 < P; c..cpl = LJPi une filtration de PJ par des compacts.

On va construire une suite convergente d'approximations fk de f telles que
ka n f;1 PJ @ , la limite £' = lim fk sera alors un quotient cellulique mais
il faut imposer un contr8le pour assurer que codim pl Zf' 2 3 et que

seene T Pl g,

\ . . M ———__9
Pour construire f1 , on considere la factorisation Q
ou M, = M/{f—1y /'y G,PJ} , il est clair que g, et g, \\N ///gz
sont des quotients celluliques, g 291 c P] P37 considéré

1
par g2 comme dans M1 donc g1Zg1 est de dimension O et comme

codim pl Zg1 23 , 9, est €/4 - approximable par un homéomorphisme g; . Soit

f; = gzg; : M—>» Q , c'est un quotient cellulaire injectif au-dessus de
3 -1 =1 -1.5 -1 , )
P1 Urp ; de plus, Zf1 =g (g1(2f - f P1)) et g; 94 est un homéomorphisme
-1 3
sur M - f Pi qui est un voisinage ouvert de Xf -~ £ 1P3 donc codim pl Zf1 =23,

. -1_3 . . .
comme codim pl(Zf - f Pz) . On peut donc trouver une petite isotopie @ de M

telle que a1(B1) n Ef; =@ (ou Bk est la filtration de M - Nm_3(M) ) et on pose
- L]
f1 = f1.a1 .
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En raisonnant de la méme fagon avec une approximation majorante sur la variété
1 ’ . . .
M - (B1 U f1 Pi) et par récurrence, on construit une suite fk de quotients cellu-

liques fk : M— Q telle que

1 j
1) aE (x) £ £ 1B UP_ ),

€ 1
< = 3 —_— — 3
k_1(x)) Ek(x) Mln(2k "% dlst(fk_1(x),

3

donc en particulier fk(x) = f (x) au-dessus de f

j
B Urep
k=-1"k-1 k-

-1, j-1 _ .
2) ka n (Bk U fk (Pk U p )) = @ et codim pl ka 23 .

k-1 1°

Soit f' 1le quotient cellulique 1lim fk la majorante 1) assure que
k

e N e UM - N3 (M) = 8 et donc codim pl Tf' 2 3 .

3) Cas ou fxf est LCC1 dans Q

PROPOSITION 4.~ Soit f : M —» Q un quotient cellulique oi M est une variété

- 1
topologique de dim 2 5 , Q un ANR, et fZf est LCC dans Q et est de dimen-

sion < dim Q , alors f est approximable par homéomorphismes.

Démonstration
On se raméne au cas ou codim pl Zf 2 3 en construisant une suite d'homéomorphismes

aj de M telle que dj(Bj) NZf =p et que fj =f o &j est une approximation

m-3
convergente de f ; on a £.Zf, = fZf mais f' = lim £, a la propriété Zf'CN (M)
donc codim pl Zf' 2 3 . J J
Il suffit de construire a1 : M—» M, la construction des autres dj étant similaire.

1
Soient ug B1c_; M et v, = fuo : B1-_> QO comme fXf est LCC dans ©Q

et que Q - frf est ouvert dense et que dim B1 =2 , il existe une €-homotopie
—— _‘I —

vt telle que v1(B1) CQ~-fXf . Conme f : M- f oF —Q - fZf est un homéo-

-

morphisme, il existe u, 2 B — M0 =M - f fZf avec v, = fu1 . on peut [2]
s 1 .

approximer u1 dans la variete Mo en un plongement LCC u £-homotope a u1

et v2 = fu2 est €-homotope 3 v1 . Comme f est une éguivalence d'homotopie héré-

ca s . . s 1
ditaire, il existe une homotopie ut entre les deux plongements LCC u et u2
o
tels que f.ut est une 2&-homotopie entre v et v, . Par position générale,
o
si dim M 2 6 ou par engouffrement radial si dim M =5 , il existe une isotopie

® de M telleque o =1Id, o, (B,)CM et d'(fo (x),f(x)) <2 Vx€EM.
t o 171 o t

§ 6. Utilisation de la PDD et fin de la démonstration

Lemme 3.- Soit @ un espace métrique complet possédant la PDD, pour tout € > O

2
et toute application £ : D2-—9 Q , il existe un plongement f' : D —» Q €-homotope

a £ .

Preuve. Soient {Bj} et {B;} deux suites de disques plongés de fagon PL dans

D2 telles que
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2
BjnBé=¢,VX:Y€-D , x 2y d j avec xij et y€B§.

Supposons construite une suite f = f , f1 reeey £, ¢ Dz.-9 Q telle que
i-
1 our j S kS i-1 £ (B.,) Nf " =
) p j K¢ ]) k(Bj) 2
2 ur k < i -1 £ € 3 N
) po " est k homotope a fk_1 ou
1
€ < = Min(e€ i ' i<k -
K S 3 MinCe, L, dlst(fk_1(Bj) ,fk_1(Bj)) r3Sk=1).
On peut trouver g : Bi-—a Q et g' : Bi-—a Q avec g(Bi) n g(Bi) =@ et

€. ~homotopes a f, |B, et £, IB! respectivement avec
i i=-1171 i=-1'"74

1
€. < = Mi €
\ 3 Min( i

. . S i1y . .
i 17 dlSt(fi_1(Bj) ,fi_1(Bj) +J $ i-1) ; ces homotopies se prolongent

N 2 2
a D et on obtient £, : D €.-h t a f £ . £ ') =

i — 0 j~homotope & £, ., i(Bl) n i(Bi) @ par
construction, fi(Bj) n fi(Ba) =@ pour j < i d'aprés le choix de Ei ; il est

clair que {fi] converge vers f' €-homotope & f et que f' est injective.

COROLLAIRE 1.- Avec les hypothéses précédentes, dans l'espace des applications de

2 . . . ,
D dans Q avec la topologie compacte ouverte, il existe un ensemble denombrable

dense formé de plongements.

, 1
COROLLAIRE 2.~ Soient Q un ANR possédant la PDD, X C Q , LCC dans Q avec

Q - X dense. Pour tout € > O et tout f : D2__> Q , il existe un plongement f'

€-homotope a f avec f'(Dz) LCC1 dans Q et disjoint de X .

Démonstration

soit f{h.} une suite d'applications de D2 dans Q dense dans E(D2,Q) . Dans
la constiuction précédente, on impose en plus que fi(Dz) NX=9p et

fi(Dz) n hi(Dz) =@ ou hi est €, -homotope a h, et ol on impose en plus

€. < X Min(dist(£., .(D2),h' (D%)),dist(f, .(D?), X)) ; alors £' = lim £, est
i 2 i=1 i-1 i-1 i

un plongement d'image Y disjoint de X et des hf(DZ) et {h'} est dense ; il
en résulte que Y est LCC1 dans Q : en effet, poar tout vy dé Q et tout voi-
sinage U de y , il existe un voisinage V de y dans U tel que l'inclusion
V s> U est homotope a une constante puisque @ est ANR. Toute application

@ : S'— V - Y se prolonge en B : D2__> U qui est approximable par un h3 ;
comme Q est ANR, pour tout T >0, B est alors T-homotope & un h' et
h;(DZ) C U-Y. ’

Démonstration du théoréme d'approximation

. . 2

Soient U et B deux sous-ensembles dénombrables denses de c(D ,Q) formés de
plongements, les images des plongements de U étant disjointes des images de tous
les plongements de B . Soient A et B 1la réunion des images des éléments de U

et B respectivement, A et B sont des O-compacts disjoints de dimension 2.
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En raisonnant comme pour la prop. 3, pour la paire (Q,A) , on trouve une fil-
tration par des O-compacts Pg avec en plus dim(Pi NA) £dim A - (@ - j) , donc

P2_3 N A =g , posons P = Pg UB pour j 2 2 . On obtient une filtration
0=p35pT"5 | 55p% telle que

. . 5 .
1) @im P < 5§, aim(P? - P17y <0 et Aim(Q - Pl) < qg- 3§ -1

-3 1 ‘ .
2) Tout 9-compact de pd est LCC dans Q (on adapte la démonstration du

corollaire 2 puisque Pq-3 Na=gp.

1 2
3) Tout O-compact de Q - P2 est LCC dans Q (car (Q - P ) NB =9 ).
On utilise cette filtration pour se ramener au cas ou codim pl Zf 2 3 .

3 ’ . -1._2 .
La premiére étape est d'approximer f en £' avec Zf' N f' P° =@ ,.on raisonne

. 2 2
comme dans la prop. 3 avec une famille croissante de compacts Pk recouvrant P
et & chaque pas élémentaire, on va utiliser la prop. 4 et non le cas de dimension O.
Il suffit d'indiquer le premier pas. M 0
‘——-———$

Soient M1 = M/{f_1(y)/’y€EPf} et la factorisation \\\\l ///zg
g 2

-1

on a Zg1 =ZfN £ Pf , donc g1Zg1 c P2 cwm, ,

1 1

\ X i £ -1.2 2 a s
ou on a identifie g1(f11P1) avec P1 grdce a g2 , donc

2 1
g12g1 C P] et est de dimension S2 et 91291 est LCC' dans M, , en effet,
1 -
gz(g12g1) est LCC dans Q puisque compact contenu dans Pq 3 et
g12g1 cM - Zgz , or g, est une équivalence d'homotopie héréditaire et est ouverte

-1
au voisinage de tout point de M1 - Zgz , donc 9, transporte les compacts de
Q - gzzg2 R LCC1 dans Q en compacts de M1 - Zgz ’ LCC1 dans M1 . La prop. 4

permet d'approximer 9, par un homéomorphisme et f par f1 injective au-dessus

2
de P1 .
N 2 . 2
on est donc ramené a étudier f : M— Q avec fLf € Q - P° , donc fIf est
1 s , a N .
LCC dans Q@ , on va approximer f par f' possedant les mémes propriétés mais en

plus codim pl Zf' = 3 .

2

La méthode est analogue & celle de la prop. 4, si ce n'est qu'il faut garder
N -1_2 . . v
le contrdle de Zf N f P° = @ et qu'on raisonne avec fZf au lieu de £fZf ,
on utilise le corollaire 2 pour construire directement dans Q une €-homotopie
e e = f. :
ntr \170 uo B1—)Q et v,

1
: By —> Q- fZf plongement LCC dans Q ,
u, = £ vyt B1-—9 M-Xf est alors un plongement LCC1 dans M d'aprés la remarque

de la premiére étape et on raisonne comme dans la prop. 4.

A la fin de cette étape, on arrive & codim pl Lf 2 3 et on appligue la
prop. 3.
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(11 .
(2] =
(3] r
(4] w.
[s] R
(6] R.
[7] b.
(sl a.
(o] .
[10] ©.
(1] .
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