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Séminaire BOURBAKI
(Février 1958)

LES '"FORMES REELLES'' DES GROUPES DE TYPE E6

par Jacques TITS
1. PRELIMINAIRES

1.1 Notations, terminologie.

K = corps commutatif.

KonF (ou simplement nP) = espace projectif & n dimensions sur K .
b

1

K,gQ (ou simplement ;Q) hyperquadrique non dégénérée et non défective
de K,n+1P ; Y est la dimension (projective) maximum des varidtds lindaires
situées sur 1'hyperquadrique. Lorsque n = 2» , on dcrira simplement nQ au
lieu de ZQ .

Vi = variété lindaire (projective) & i dimensions. Les V, d'une 2)9 forment
deux famille irréductibles ; on appellera Vi et V»" les V) appartenant

respectivement a ces deux familles.

Une collinéation (une projectivité, ou collindation lindaire) de ﬁQ est la
restriction 3 zQ d'une collinéation (d'une projectivité, i.e. une collindation
linéaire) du +1P ambiant, qui la conserve. A toute collinéation correspond un
automorphisme de K (cf. [3] ). Une involution de ﬁQ est une collinéation
involutive, Les involutions considérées plus loin seront toujours supposées non
linéaires ; on désignera invariablement par ¢ ( # identité) 1'automorphisme
involutif de K correspondant, et par L 1le corps des éléments fixes de s .

Une involution de yb est dite dec premiére espéce si son extension i P
n D n+1

posséde des points fixes.

Un point p€ ﬁQ est appelé un centre d'une projectivité P si g(p) =p
< a1 . s . . .
et si 1'extension de T a n+1P laisse 1nvar1aﬁ}e chaque V1 de n+1P passant
par p et tangente a nQ . Une projectivité de nQ possédant un et un seul

centre est un glissement.

On dit qu'un ensemble A est muni d'une structure de (ou simplement, est un(e) )
Vs . + ' e s s . . :
K,nP(K,nQ ; K,2VQ) lorsqu'on donne un ensemble (P de bijections, dites permises,

d'un(e) K,nP(K,ﬁQ ; K,ZDQ) standard sur A , satisfaisant & la condition sui-

vante : si ‘f)e.(?, .P e ® si et seulement si ?_1 o -1\7 est une projectivité
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J. TITS

(une projectivité laissant invariante chaque famille irréductible de V,). Une
permutation o de A cst dite équivalente & une permutation «’ de 1'ensemble
standard s'il existe unec bijection permise ¥ telle que & = q“l o X 0<f . Etant
donnés deux ensembles A et B munis de structures de méme espéce, on définit

de fagon évidente les bijections permises (i.e. compatibles avec les structures
données) de A sur B, et 1'équivalence d'une permutation de A et d'une permu-
tation de B .

1.2. Un lemme.

Soit p € ﬁQ (v 1) . L'ensemble Qp des Vl de 2Q qui contiennent »p

V-
est une n—;Q . Soit «_ une involution de celle-ci. Pour qu'il existe une invo-

lution « de zQ conservant p et induisant sur Qp l'involution « , il

faut et il suffit que %, soit de premiére cspéce. Si o et o’/ sont deux invo-

lutions de ”Q conservant n et induisant sur Q la méme involution il existe
— n ’

une projectivité ? de Q , ayant p pour centre, et telle que «'= q oX o % .

1.3. Trialité.

Une Vi a etune V, b de %Q sont incidentes si 1'une des trois conditions

suivantes est remplie : aS$b; bSta; i=j=v= n/2 et aNnb est une

Vb—l .
Soit A(l) (i=0,1, 3", 3") 1l'ensemble des v, d'une EQ donnée (A(O)
!
est 1'ensemble des points). A(3 ) posséde deux structures naturelles de EQ H

on choisira toujours celle de ces structures telle qu'une bijection permise de

4() (3")

V3, contenant un point.

sur A applique 1l'ensemble des points d'une V3, sur 1l'ensemble des

Soient zQi (i=1, 2) deux EQ , et soit AiJ) 1'ensemble des Vj de

1]
zQi . Toute apphication permise de Ago) sur Aéj ) s'étend de fagon unique en
une application
.40 3N a3 (1) (31) , ,00) 4 43" (1)
g : Al © Al v A1 o Al —> A2 V) A2 v A2 ~ A2

respectant 1'incidence.,

Soient :Q, (i=1,2) ,deux Q, p;e ;Qi , et BiJ) (3=1,2,4 ,4

871
1'ensemble des Vj de gQi qui conticnnent p; - L'ensemble Bél)

re naturelle de ZQ , et 1'ensemble des V3, (des

a une structu-

+
Van 5 des Vl) de cotte Q
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LES "FORMES REELLES" DES GROUPES DE TYPE Eg

(2))

peut étre identifié canoniquement avec 1'cnsemble B(4 ) (B(4 )

donnecra le nom de T(8Q1 > Py s 8Q2 , p2)-app11cat10n (ou simplement, T-application)

a toute application

g+ pity p{4) gl 2 {4 (1), 54" v {2

du type décrit plus haut, c'est-i—dire extension respectant 1'incidence d'une
1
application permise de la EQ Bgl) sur la gQ B24 . Une T-correspondance sera

un couple de T-applications réciproques

2. LE PLAN TT &)

2.1, Définition de TTK

Le plan TTk (ou simplement TI) est constitué par un ensemble de points E,
et un ensemble D de parties de E dont chaque élément, appelé droite, est muni
d'une strucutre de K, é@ . Les axiomes (2.1.1), (2.1.2) et (2.1.3) le caractéri-

sent (3 un 1somorohlsme preés).

(.1.1). - L'intersection de dcux droites d et d' est soit un point, soit
une V4, de chacune des deux droites. Dans le dernier cas, les deux structures
de 4P définies sur d n d' par restrictions & partir de d et de d' cofnci-
dent.

DEFINITION. - On appelle Vi, i=0,1,2,3,4 ,4") ge T, les A
des droites de I .

(2.1.2). — Toute V de TT est l'intersection de deux droites (au moins).

4!
(2.1.3). - I1 existe des permutations ¢ de E uvD, appelées corrélations de
%(D) = E ; pour tout

]

TT , qui satisfont aux conditions suivantes : ?(E)
p€E et toute 4 €D, pedqz)\f(d)étf(p).
2.2, Définitions.

Deux points sont alignés s'ils sont contenus dans une méme V, .« Deux droites

sont transversales (latérales) si leur intersection est un point (une V4,) .

(1) Des démonstrations des résultats énoncés dans ce aragraphe peuvent &tre
trouvées en s'appuyant sur les indications donndes dans E4] et .
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J. TITS

Un point p ct une droite d sont liés, s'il existe un point q €d aligné

avec p .
2.3. Les V5 .

(2.3.1). - Soit a unc partic maximale de E tellc que deux points quelconques
de a soient alignés. Deux cas sont possibles : ou bien a est une V4, s ou
bien a possede une structure naturelle de 5P dont les V1 , V2 ’ V3 , V4
sont respectivement les V1 ’ V2 s V3 et V4" de 1T qui y sont contenues. Les
ensembles a du second type sont appelés les V5 de TV,

(2.3.2). - Soient a une V5 et b une droite (une V4,). Si anb n'est
pas vide, c'est une V., ou une Van (une V3). Dans ce dernier cas, a et b

1
sont dites incidentes.

(2.3.3). — Soient a wune V p€Ek et d€D.Si p et d sont liéds

1 b
(resp. si a N d n'est pas vide), il existe une V5 b et une seule contenant
p (resp. a) et incidente & d ; l'ensemble de tous les points de d alignés

avec p (avec un point quelconque de a) est la VD0 d.

2.4. La T-correspondance canonique entre deux droites transversales.

Soient d1 et d2 deux droites transversales, p = d1 n d2 , et BéJ)

(3=1,2,4",4") l'ensemble de V. de d, qui contiennent p . Pour tout
(1) (4")
1

a €B » il existe une et unc scule V,, V(a) € B, telle que a et W(a)
soient contenues dans une méme V5 . L'application ¢ : Bl -—)Bé s'étend

(1) 4")

de fagon univoque en une T(d1 y P d2 , p)-application qu'on désignera par

\f< d1 ’ d2> . Les T-applications (?-(dl y dy> et \f(dz ’ d1> sont réci-
proques 1l'une de 1l'autre et constituent donc une T-correspondance qu'on appelera

la T-correspondance canonique relative & (dl , d2) .

2.5. Collindations, projectivités, le groupe E .

(2.5.1). - Une collinéation de T[ est une permutation de E qui applique
toute droite sur une droite. Une collinéation ¢ est dite linéaire, et appelée
une projectivité, si sa restriction qh : d ——).?(d) 4 une droite d est compa-
tible avec les structures de gQ de d et de f(d) . I1 existe un homomorphisme
naturel du groupe des collindations de JT sur le groupe des automorphismes de
K , dont le noyau est le groupe des projectivités de Tl ; on peut donc parler

de 1'automorphisme de K correspondant & une collinéation donnée.
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LES "FORMES REELLES" DES GROUPES DE TYPE Eg

Le groupe des projectivités de T est isomorphe au groupe E6 sur K du

"type Tohoku" (cf. [2] ).

(2.5.2). - Une involution de ¥T est une collindation involutive. Toutes les

involutions considérées plus loin seront supposées non linéaires.

(2.5.3). - Un lemme. Soient (d1 , d2) et (d'l , d;_) deux couples de droites
transversales, p =d N d,, p'=djnd},etsoient ¢ : d; —>d] (i'= 1,2)
deux bijections telles que l{’i(p) = p' . Supposons en outre que \fi = ‘ﬁ o Yi
soit la composée d'une collinéation 5 de di laissant invariante chaque famille

de V4 , et d'une bijection c‘)__"_ : di — d{ compatible avec les structures de

gQ de d; et di . Alors, la condition nécessaire et suffisante pour que ‘fl

et y, Solent les restrictions & d; ot d, d'une méme collindation ¢ de T
appliquant d, sur df (i=1, 2), est que le couple d'applications (Lf1 , (‘02)
soit compatible avec les T-correspondances canoniques relatives i (d1 ’ dz)

1] ] s
et (dl s d2) -9 est alors unique.

{2.5.4). -, Soit l? une projectivité de VI . Un point p est un centre de
Lf si ¢ laisse invariantes toutes les droites contenant p . Une droite d est
un axe de si Lf laisse fixes tous les points de d . Une projectivité diffé-
rente de 1'identité posseéde au maximum un centre et un axe. Toute projectivité
Y possédant un axe d posséde aussi un centre p , et réciproquement. Lorsque
ped, ‘f est appelée un glissement ; sa restriction i toute droite contenant
p est un glissement de la structure de gQ de cette droite., Lorsque p et d
ne sont pas liés, le groupe des projectivités de centre p et d'axe d est cano-

niquement isomorphe au groupe multiplicatif K* de X .

2.6, Corrélations, polarités, le dual de 1T .

(2.6.1). - Soient ¥ une corrélation de IT et d s, d' deux droites telles
que ¢(d) et d' ne soient pas 1iés. L'application Y: d—>a' définie
par Y(p) = d'n ¢(p) est la composée d'une application permise et d'une colliné-
ation de d' (qui échange les deux familles de V4). L'automorphisme de K
correspondant & cette collinéation ne dépend que de !? et non du choix de d

et d' ; on l'appelle 1'automorphisme de K correspondant a \P . Une corré-

lation est linéaire si 1'automorphisme qui lui correspond est 1'identitd.

(2.6.2). - Une polarité est une corrélation involutive. Toutes les polarités

considérées plus loin seront supposées non lindaires.
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(2.6.3). - Action d'une corrélation sur les V de .

Soit E(i) 1'ensemble dés V. de T ., Posons
€ -5 o, @ g4 o506 L .

Deux éléments a , be & sont dits incidents si a ¢ b sou bSa,ousi a
et b sont incidents au sens de (2.3.2). Toute corrélation P s'étend de fagon
unique en une permutation de f qui respecte l'incidence ; cette permutation

sera encore désignée par tf . 0Ona

P = 54 ) 25 @) ;g = 59

En particulier, l'ensemble des droites incidentes & une V5 donnée a est appli-

qué par Y sur une Vs l?(a) .

(2.6.4). - Le dual de T est le plan TT’, isomorphe & TI , défini comme suit ¢
1'ensemble E' des points de T1/est 1'cnsemble D . Une droite de T’ est 1'en—
semble des droites de VI contenant un point donné de TT ; cela permet d'identi-
fier canoniquement l'ensemble D' des droites de T1/ avec E , Les structures
de ;Q des droites de TT’sont définies de telle fagon que les corrélations

lindaires de TT soient des isomorphismes de I sur TU' .

2.7. Les automorphismes de E6 .
Tout automorphisme "\f du groupe des projectivités de TT est de 1la forme

o . s s
"{’(\f) _\fJ o 01) , ou ‘\‘)’ est une collindation ou une corrélation de TV .

3. LES INVOLUTIONS DE TT .,

3.1. - On désignera par T une involution (non lindaire) de TT .

3.2. — ¥ posseéde au moins un point fixe.

En effet, soit d une droite telle que d' =7%(d) #d . Si d nd' est un
point, il est fixe. Sinon, d N 4d' est une V4, invariante pour T et la

restriction de T & celle—ci posséde au moins un point fixe.

Par dualité : T laisse au moins une droite invariante.

Des raisonnements du méme type permettent encore de montrer que toute droite

invariante contient au moins deux points fixes non alignés, et que tout point

fixe appartient au moins & deux droites invariantes transversales.
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3.3. Les restrictions (2 et 7;. de T 3 deux droites invariantes d et d'

sont équivalentes.

Soient p € d nd' un point fixe de T , et A (A') la Q des V, passant
par p et contenues dans d (d') . Par passage au dual, on voit immédiatement
que T induit des involutions équivalentes sur A et A' , et il suffit alors

d'appliquer le lemme 1.2.

3.4, L'involution 4 est déterminée & une projectivité prés, par la donnée de sa
pres,

restriction ’td a une droite invariante 4 .

Soient T et ’b’l

deux involutions ayant une droite invariante- commune d et

la méme restriction & d.Soient d' une droite invariante pour T et transversale

a d,et p=dnd' . 'El posséde au moins une droite invariante transversale
4 d et contenant p ; en remplagant éventuellement 171 par sa transformée par

une projectivité d'axe d , on pourra supposer que d' elle-méme est invariante

pour 7-'1 . Soient A et A' définis comme au numéro précédent, et soient Td'
et T . les restrictions de T et Y, a4 d'. T et 7T induisent la méme

permutation de A donc aussi, en vertu du n° 2.5.3), la méme permutation de A'
il existe par conséquent, en vertu du lemme 1.2, une projectivité T0 de 4a'
ayant p pour centre et telle que tld' = 71"—1 o Td' o 7, Une double applica~-
tion du lemme 2.5.3 nous apprend alors qu'il existe une projectivité (unique)
Y ayant d pour axe, laissant d' invariante et dont la restriction a 4!

est I , et que ’I‘l:gr_loToLF,

3.5, - Soit & une involution de 8Q laissant invariantes les deux familles

Ky
irréductibles de V4 . S'il existe une involution % de TT dont la restriction
3 une droite invariante est équivalente & & , cette involution est définie &
une projectivité prés, d'aprés 3.4, Il résulte immédiatement des lemmes 1.2 et

2.5.3 que si on désigne par p € 8Q un point fixe de & ,

(3.5.1). — la condition nécessaire et suffisante pour que 1'involution %r

existe, est que 1l'involution induite par o sur la Q des V de Q qui
ov des Vg de g gui

contiennent p soit de premiére espéce.

L'ensemblc des points fixes de X est une L ZQ . On peut plonger celle-—ci
s
dans un [ 9 P ot choisir dans ce dernier un systéme de coordonnées (projecti-
b

ves) X 0 ¥4 (1=0, +«. , 4) de fagon qu'elle ait pour équation

4
% Yo ‘“g ¢ flxg » y3) =0,
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ol c;€ L et f(x , y) est une forme quadratique & coefficients dans L telle
que l'équation f(x , 1) = O définit 1'extension K/L . Un calcul élémentaire

montre que la condition (3.5.1) est équivalente & la suivante :

(3.5.2). - La condition nécessaire et suffisante pour que 1'involution %¢~

existe est que le produit ¢y ¢y 03 c4 soit une norme k.k% de K/L.

Si v =4, cette condition est toujours remplie, et 1l'ensemble des points
fixes de *x est un plan TrL .

Si v =2, la condition (3.5.2) n'est jamais remplie.

Si »=0, la condition (3.5.2) peut étre remplie, auquel cas 1l'ensemble des
points fixes de *¥ est le plan projectif défini & partir d'une elgdbre de

.

Cayley-Dickson (octaves) sur L dont la norme est proportionnelle & la forme

4
quadratique $ :ci f(xi , yi) .
1

4. LES POLARITES DE T .

4.1, - Soient T une polarité (non linéaire) de TV et E,. 1l'ensemble des points
p tels que pe T(p) . On ne considérera que le cas ou E. n'est pas vide. Une
droite d sera dite non singuliére (par rapport 2 T) si d et %(d) ne sont
pas 1iés, et sécante (par rapport & ¥) si elle est non singuliére et si, en
outre, d AE £ @ . Soit d une droite non singuliére ; la permutation

"d ¢+ d—>d définie par ’Cd(p) =dn T(p) ost appelée la trace de T sur d ;
c'est une involution permutant les deux familles de V4 . On désignera par ©~
1'automorphisme de K correspondant a T, et par L 1le corps des éléments

fixes de o .

4,2. - Etant donnés deux points p, q € E? » il existe un point r € E. qui

n'est aligné ni avec p ni avec q , et tel que les droites pr et ar sont

sécantes.
Secanres

Soient s¢ T(p) un point non aligné avec p et e = T(s) . Sur la 8Q.e ,
1'ensemble Al des points alignés avec p est un cbne de dimension 7 , l'en~
semble A, des points alignés avec q est un cdne (si q e e), une’ Vg (si
q et e sont 1iés) ou l'ensemble vide, et 1l'ensemble A3 =e NE_ est une
L,8Q (o L est comme toujours un sous—corps d'indice 2 de K). On ne peut

avoir AB‘—: AN A, , donc il existe un point ue AB qui n'est aligné ni avec
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p ni avec q . Considérons alors une droite e' contenant u et transversale

3 chacune des droites up , ug et T(u) . Soient B, (82) 1l'ensemble des points
de e' alignés avec T(p) Nc' (avec T(q) Ne'), et B3 =e'nNn E’L’ N et

B2 sont des cBnes de dimension 7 , B3 est une L,%Q , donc, comme précédemment,
on ne peut avoir B3 & B, v B, . Tout point r € By qui n'appertient pss &

Bl ) 82 satisfait aux conditions de 1'énoncé.

4.3. - Les traces Ty et 't’d, de T sur deux droites sécantes quelconques d

et d' sont équivalentes.

Supposons tout d'abord que d nd' N E; 8 , et soit p cdna n Ep .
Soient A (4') 1la EQ des V, contenues dans d (d') et contenant p , et
’tg (ﬁg,) 1'application induite par T @d,) sur A (A') . Pour tout a € A
(tout a' & A'), soit \?(a) (\.?'(a')) la V5 contenant a (a') et incidente a
p) . L'application “P = oy A — A' (qu'on peut aussi définir par
la relation (a) = Y(a) N d') est compatible avec les strutures de EQ de A
et A' . Soit q # p un point quelconque de a . \f(a) contient q , donc la
droite T(q) est incidente i la V5 T(\Q(a)) . Par conséquent, fq) doit
rencontrer la v, anT (tf(a)) en un point qui ne peut &tre que 'L’d(q) ; ainsi
’If(-f(a)) contient 'L:i(q) , donc aussi ’Cg(a) , et on a ?(Lg(a)) = Lr(’t‘g(a)) . De
méme, , C(\f' (a')) = \(2' (’Cg,(a')) . I1 en résulte que le diagramme

o
A ————— A

est commutatif. La proposition résulte alors du lemme 1.2. Le cas ol
dnad a E’l’ = @ se raméne immédiatement au précédent par application de la pro-

position 4,2 (oh on choisit p e d N E, et q€ d' a E,v).

4.4, —~ Soit o une involution de 8Q » ayant des points fixes et permutant les
deux familles dc V4 , de qui signifie que l'ensemble des points fixee de X est

Y
une L,8Q , avec =1 ou 3.

Il existe une polarité ®q- de TT dont la trace sur ume droite sécante

quelconque est équivalente & o ; cette polarité est unique 3 une projectivité

préS.
Soient p et d un point et une droite non 1liés, O(d : d—>»d une invo-
lution équivalente & & , et (&) l'ensemble des corrélations & de TT qui
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permutent p et d et telles que ©(q) Nnd= %

I & . .
polarité “t existe, on peut supposer, aprés transformation éventuelle par une

(q) pour tout q €d . Si la

projectivité de TT, qu'elle permute p et d et que sa trace sur d est O(d ,

c'est-a-dire que "V e ® . Nous devons montrer que @ renferme des polarités ct

que celles-ci sont toutes conjuguées par rapport aux projectivités de .

Soient q et r deux points fixes de X, non alignés, H (H) 1le groupe
des projectivités de centrc p et d'axe 4 (de centre q et d'axe pr),
Ly Hp — K et X Hq —>K* les isomorphismes canoniques (cf. n° 2.5.4),

et Ha le groupe formé par les éléments de H_ dont la restriction & d permute

d
g, 0e B:

avec . ., On a les relations suivantes pour tous \QF-HP ’ ?éHg et
-1 ,
B e ®; 6.8'e Hp ;
me™l ¢.0) = {Or(p T}
—1
f.e. 9P e ®;
-1 -1y _
:n(sf;.e.\y O70) =x(y)
K.? o'f = \"ulf .
Nous sommes & présent en mesure de démontrer les propriétés de @ annoncées.

@ renferme des polarités. Soit © € & . Posons 1?(92) =kekK .S k=1,

© est une polarité ; supposons donc que k £1.0na

k = w(ez) = rr(e“l.ez.e) = (k)7 ,

d'od k.K =1 . Soit h' €K un élément tel que h' # h'® , et posons
h=(h' -h'"). (k¥ - 1) . Ona

koh= (h' -h') (k. -k)= (h'9 ~h').(k - 1) =h ,
Posons enfin ¢ = ﬂpl(h) et o' = 9.\? . Ona
n(e'?) = w(e%.07L. 0 Oup) = (6 are™h. 9 .8) ) = k. (h)lh = 1,
donc ©' est une polarité.

Toutes les polarités contenues dans @) sont conjuguées. Soient © , &'e ®
1ot 17(~uf):k . Ona

deux polarités. Posons P = g'.0

1 =7lg.0.9.8) = (p.0. \9.9’1.92) =7(g) . (e. T.e"l),w(ez) =k (),
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d'ot k = k7 . Posons { = x k) e B . Ona
11 _
e §LoT) = ) =k,
1

L\».e.fl.e“ =g,

et
?.6.*71 = %.8 =0' .

5. LE GROUPE G(t) DES PROJECTIVITES DE TT QUI
/7
PERMUTENT AVEC UNE POLARITE %t (%).

5.1. - Les notations T et E. (# #) du paragraphe 4 étant conservées, on
désigne par G(t) 1le groupe des projectivités de T qui permutent avec T.

5.2. - Les glissements appartenant & G(¥) .

Soient p e E_, d une droite contenant p et transversale a z(p) , et

ta la trace de T sur 4 .

Pour qu'un glissement ¢ de centre p et d'axe t(p) appartienne & G(%) ,
il faut et il suffit que sa restriction a d permute avec ta .

La condition est évidemment nécessaire. D'autre part, si elle est remplie, les
— N o s ~1 ~
restriotions de T et 4 l.T‘.T a d et & Tp) coincident, donc T=¢ ".7T -

en vertu du n® 2.5.3.

5.3, Le groupe ['(T) .

On désignera par M) (ou simplement par M 1e sous—groupe invariant de
G(T¥) engendré par les glissements appartenant & G(T) . Si p est le centre

d'un tel glissement, son axe est Z(p) » ce qui implique en particulier que

p € Et .

5.4, [' est transitif sur E_.

Soient p , qQ € E ., Supposons que p et q ne soient pas alignés et que la
droite d = pg soit sécante. Soit r € d Et un point qui n'est aligné ni

(2) Les résultats du paragraphe 3 montrent que le groupe des projectivités
conservant une involution est, soit un groupe E, du "type Tohoku", soit le
groupe des projectivités d'un plan projectif sur une algebre de Cayley-Dickson.
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avec p ni avec q . La restriction & & du glissement \f de centre r et
d'axe T(r) qui applique p sur g est lc glissement de d de centre r qui
applique p sur q ; celui-ci permutant avec .Cd ’ kf <f{' , Les autres cas se

raménent & celui~la par application de la proposition 4.2.

5.5. — Soit d une droite sécante. Désignons par I'd le groupe des éléments de
[ qui laissent invariante d , et par fg le groupe induit par % sur la

Y o 2 - v 0
L,BQ dnE,; . Fd renferme tous les glissements de cette L,8Q , donc aussi le

groupe S} engendré par ces glissements. On sait (cf. [3]) que

(5.5.1). = Q est simple et tout sous-groupe invariant d'un groupe de projecti-
p

vités de L gQ contenant €L contient aussi ().
—— )

Notons une autre propriété, quasi évidente celle-l3a, de Q) . Soient p € L léQ ,
2

et Q—(p) le groupe des éléments de £) qui laissent fixe p .

(5.5.2). — Les commutateurs de la forme \f.x\;.\%—l.k{)—l , Ol g e Q(p) et ol

est un glissement de centre p de L ’éQ , engendrent le groupe de tous les glid-
- ’

sements de centre p de vq .
£ 1,8

5.6, - Si Y€ " laisse invariante une droite sécante d , et si sa restriction

3 d n'est pas 1'identité, {7 ne posséde pas de sous-groupe invariant propre

contenant X .

Soient H un sous—groupe invariant de [' contenant )( ’ Hd =Hn I.—ld (avec
les notations du n° 5.5) et Hg le groupe induit par Hd sur la L"éQ d n ET .
En vertu de (5.5.1), HS-?.Q . Soient p ,{lp) , ¢ et ¢ définis comme au
n® 5.5. Les commutateurs . \P.g{;l.\y—l appartiennent & HQ ; donc, d'aprés

YQ . La propo-

(5.5.2), H§ renferme tous les glissements de centre p de L,8

sition énoncée résulte alors de la proposition du n® 5.2.

5.7. [ est simple.

Soient H un sous—groupe invariant propre de ¥ y X e€H et pe E‘C' . Nous
allons supposer que Y(p) # p et montrer que cette hypothése implique une
contradiction ; il en résultera que pour tout Y €H et tout p e E_, ¥(p) =p,

c'est-a-dire que y est 1'identité. Commengons par démontrer le lemme suivant :

(5.7.1). — Aucune droite sécante ne contient simultanément- p et )((p) . En

particulier, si p et Y¥(p) sont alignés, X(p)e T(p) .
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En effet, le commutateur §. X.S-l.)(_l de Y et d'un glissement Jc[, de

centre p et ne laissant pas fixe X(p) , appartient & H , laisse invariante
toute droite contenant p et Y(p) , et ne laisse pas fixe ¥(p) . Puisque
H#D, i1 résulte du n® 5.6 qu'aucune droite contenant p et Yp) ne peut &tre

sécante.

soit § € ' un glissement de centre ¥(p) . Le commutateur §. )(_'l 5—1 YeH
applique p sur $(p) . Si p ot Y(p) ne sont pas alignds (i.e. si J(p) £ opy) ,
on peut choisir O de fagon que p # 8(p) et que p et $(p) soient alignés.
On peut donc toujours supposer que p et §(p) sont alignés, ce que nous ferons
dorénavant. On aura, en particulier, Y(p)e T(p) (d'aprés (5.7.1)).

Soient d une droite sécante contenant YY), a 1la V1 contenant p et
X(p) , et b= \f(‘t’p) , d> (a) (cf. n® 2.4 ; b est une V'4,,) Soit & el
une projectivité laissant invariants d et X(p) , et telle que 1'intersection
b NS(b) soit une V2 non invariante pour 'L'd 5 1'existence d'unc-telle pro-
jectivité est une consequence du fait gque F° 2 Q0 (avec les notations du n° 5.5).
Le commutateur §. ' 3 Y€ H transforme p en $(p) , mais il résulte des
hypothéses faites sur & que p et S(p) sont alignés et que §(p) & p) ,

ce qui contredit (5.7.1).

5.8. — La détermination du quotient G(t)/[" est plus longue. On ne fera ici

qu'énoncer le résultat :

G(T)/[" est isomorphe au quotient M/M3 s Ou M désigne le groupc multiplicatif
des éléments k € K tels que k.k% =1 .

5.9. - Soient D,;(»s) 1'ensemble des droites sécantes par rapport & T s d une
telle droite, Gy le groupe des projectivités appartenant & G(¥) et laissant

d invariante, Hd le groupe des projectivités d'axe d appartenant 3 G(t) ’

~ . . » . + J
O —~
G = Gd/Hd le groupe induit par G, sur la L,BQ d n E,, et enfin PGOS(L » 7Q)
le groupe de toutes les projectivités de cette L );Q dont 1'extension 3 4
’ ’
conserve chaque famille de Vy (notation inspirde de celle de DIEUDONNE [3] ).

Alors

(5.9.1). —= G() est transitif sur D(S) » i.e. G(’t‘,‘)/GC1 = D(S) .

(5.9.2). - Gg = Gd/Hd est un sous—groupe distingué de PGO;(L , YQ) et

PGo;(L , VQ)/Gg est isomorphe au quotient L*/N du groupe multiplicatif de L
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par le groupe des normes k.k7 de KX/L .

(5.9.3). - Hy est isomorphe au groupe M du n° 5.8.

Ces propositions sont pratiquement démontrées au n° 4.4,

6. CAS D'UN CORFS FINI.

6.1. - Soient K = GF(qz) , o(k) =k3 et L=GF(q) . K ’éQ posséde deux invo-
)

lutions (projectivement distinctes) dont les ensembles de points fixes sont

respectivement une L 8Q et une L gQ . A la premiére correspond un involution
’ )
de 1 dont 1'ensemble des points fixes est un plan “]L ; a la seconde correspond

une polarité T qu'on va étudier.

6.2. — Soient D;c D et E CE (i=1, 2, 3) les ensembles définis comme
suit : D, =<d|T(d) ¢ d}, D,={alr(@) est1ié a @, Dy= D.g.s) ={ala

D,
?} » B = {pl’(’(p) € D].} (en particulier, E]‘ = E_c).
Toute droite non singuliére par rapport & T est sécante (puisque toute involu-

est sécante par rapport a

tion de K BQ posséde des points fixes) donc D = D1 v D2 9] D3 , et de méme,
)

E= B, v E, v Ey. Désignons par n; le nombre des éléments de E, (ou Di)’
par n, . le nombre des éléments de B, (de Di) incidents & un élément donné

1,])

de Dj (de Ej) et par

@ - DE* -1
@ -1@" -1)

le nombre des points de 1T (cf. (4] ). La détermination des n; j ne présente
b

N =

pas de grandes difficultés. On trouve notamment

- (@* - (@ + 1) 16

n n3’1‘q

1,3 . - 1

_a@ @@ -y . _d®@® )

) - .
2,3 q2 -1 3,2 q+ 1

n
On peut alors aisément calculer les Ry 4 1'aide des formules évidentes

n./n. =n, ./n. . Z:ni=N.

1) 1,J° J,1
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I1 vient

@R oD@ @)
- g ;
q -1

_@? - 1@+ 0@t s DE’ - 1)
q° -1

&)

I S R AR
TR

6.3, — Soient g, g' et g, les ordres des groupes G(t) , L et PGO;(L , 3Q)

(avec les notations du n® 5.9). On sait que
g, = a2 - D@ - D(® + D - D(@? - 1)
(cf. par exemple [3] ). En vertu des propositions du h°® 5.9,, on a
g = nj.gl.(q +1) = q36(q12 - 1)(q9 + 1)(q8 - 1)(q6 ~ 1)(q5 + 1)(q2 -1).

L'ordre g' du groupe simple |  se déduit de la proposition (5.8) :

La méthode d'ARTIN [ 1] permet de montrer que g' ne cofncide, pour aucune valeur

de q, al'ordre d'un autre groupe fini simple connu.
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