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Séminaire BOURBAKI
(Décembrs 1956)

EXISTENCE ET UNICITE) DES REPRESENTATIONS INTEGRALES

AU MOYEN DES POINTS EXTREMAUX DANS LES CONES CONVEXES,
par Gustave CHOQUET

1. Introduction.

L'anslyse fournit de nombreux exemples de cdnes convexes de fonctions dont tout
é1ément est représentable au moyen de certains éléments privilégiés (é1éments
extrémaux) par une intégrale relative a une mesure >0 ,

Par exemple en se limitant & des exemples simples, en général connug
a. Ponctions continues complétement monotones sur [0 , + o e
be Capacités alternées d'ordre co sur un espace compacte.

ce Mesures positives simplement additives sur 1l'algébre des parties d'un
ensemble s

d. Fonctions harmoniques >0 dans un espacs de Green.

e. Fonctions continues de type positif sur un groupe localement compacte

Dans ces exemples, les éléments privilégids sont respectivement s (a) les fonc-
tions e-tx(t =0) 3 (b) les capacités élémentaires (ne prenant que les valeurs
0et 1) ; (c) les mesures (i valeurs O et 1) assocides & un ultrafiltre;(d) oertaines

1imitesde fonctionsde Green normalisées 3 (e) les fonctions élémentaires associées
3 une représentation unitaire irréductible (les caractéres dans le cas abélien).

Tant8t la représentation intégrale est unique, tant8t elle ne 1l'est pas (cas
des fonctions de type positif sur certains groupes non abéliens).

Notre but est d'englober ces divers théorémes affirment l'existence de représen—
tations intégrales, et parfois leur unicité, dans un théoréme général.

2. Notations et rappel de définitions classiques.

Soit 'Y un espace vectoriel localement convexe (autrement dit un E.V.T. sur
R, dont l'origine a une base de voisinages convexes ; par exemple tout espace

normé) 3 nous supposerons 7% séparé.

Dens 7 , soit @ un c8ne convexe saillant pointé contenant son sommet O 3
i1 définit dans 'Y un ordre, noté Q , tel que les relations x€C et x »0
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soient équivalentese Autrement dit, on pose x {y si (y =x)€C . Un &lément
x de C ost dit extrémal si les relations y 4x ot ¥ { C entrainent

y = ?x (A 2 0) ; ceci équivaut a dire que X est un point extrémal, au sens
ordinaire, de toute section de C par un sous-espace affine de E ne
contenant pas 0.Une génératrice de C contenant un point extrémal est dite
extrémale ; tous ses points sont des éléments extrémaux de C .

Nous supposerons par la suite que 1o sommet O de C possdde dans @ un voisina~
ge compact & cecl équivaut 3 dire qu'il existe un sous-espace affine L de 'y
qui rencontre toute génératrice de C (hors de 0) et tol que ® = LNC soit
compact ; l'ensemble (]} est appelé base de C

Nos théorémes de représentation seront énoncés relativement & une base, mads
on verra aisément qu'on pourrait remplacer une telle base par n'importe quelle
partie compacte de C rencontrant chaque génératrice en un point et un seul
(distinct de 0),

Soit % 1'ensemble des points extrémaux de la base (€ ost identique a
l'ensemble des intersections de L avec les génératrices extrémales de C ),

Pour tout espace localement compact X , on notera par ‘ﬁl’(,x 1l'espace vectoriel
des mesures de Radon sur X , muni de la topologie vague ; par ‘5)“(; le cBne
convexe des mesures positives j par ‘m’,; la partie convexe de '317;; constituée par
les mesures de masse totale ||p|| =1 ; et par X° 1a partie de Moy » identie
fiable & X , constituée par les mesures ponctuelles unité Ex (x € X)o

On rappelle que lorsque X est compact et métrisable, 31{,; est aussi métrisable,

Plus généralement, pour toute partie A de X , on note par 9,  1'ensemble
des }4 € W)&x tellles que toute partie de BA soit IS -mesurable et de [ -mesure
nulle ; et par mA la partie convexe de m‘t.A constituée par les mesures posi-
tives de masse totale 1,

Lorsque p et A sont tels que A soit j-mesurable, on note par R A 1la
trace de p sur A .

1° Résultante d'une mesure. Enoncé des problémes. - Pour toute P e?m',&, 1'inté-

grale vectoriells x}‘L = \5‘; drt(x) a un sens et s'appelle la résultante de M

(lorsque »e “”‘t}é’ x'* est le barycentre de M )e Ltapplication ¢ x —)xr‘
est une application linéaire, continue et croissante de m dns C .

®
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Los é1éments de ‘5]’(’;;3 dont la résultante est dans @) sont les é1léments de W(i.’ .

On a évidemment ¢ ( H=C puisque \f(gx) = x pour tout xe@ . Nos
problémes sont les suivants

ae Existence, = Est=ce que ¢ ( Y =0C » Ou encore ~f(’5r61) =@ 9 Iorsque €,
est compact, JG, 1'est aussi, donc aussi @) , ot comme cet ensemble est
partout dense dans (3 d'aprés le théoréme de Krein et Milman, 1l est bien
identique & (® . Les difficultés ne commencent que lorsque & n'est pas compact
(exemples 4.5).

be Unicité, — Dans quels cas la restriction de 2 ‘fﬂ'(:% est=elle biunivoque ?
Autrement dit, si 1 et M, € %% s dans quels cas Xy = xp entraine~t-il
= 1 2
Bi= P ?
s . N +
2° Mgsures équivalentes. = On dit que Py ~ R, (ou W, et M,€G) si
=x, o Deux mesures équivalentes ont m8me masse totale ; les classes d'équiva-—

ool

lence sont les parties convexss ocompactes \?'1 (x) de %T%b.

X

51 x <« X ,onas
. t*2=‘11+>* (o »>0),
d'ol
lip 1l =l I

3. Outils et méthodes.

Un outil essentiel sera celul des diffusions, dont le maniement commode
s'impose dans les thdories basées sur la notion de mesure (potentiel, probabilités,
théorie ergodique),

Un procédé essentiel qui permettra de faire intervenir la propriété caractéristi-
que des points extrémaux sera la stabilisation d'une mesure.

3© Esquisses.
ae+ Existences = Partant d'une mesure PO e_‘)lzf on la remplacera d'abord (par

diffusion) par une mesure équivalente portée par un voisinage convenable V
de & ; puis on fera décroltre ce voisinage et la limite des mesures sera

la mesure cherchéee. La diffioulté consiste dans le fait que ¥ n'est pas en général
compact j pour s'assurer que la limite des py ©st bien portée par ¢ , on
remplacera donc, 3 chaque stads de l'opération, la mesure B, Ppar une somme de
mesures dont chacune soit stabla par rappert & V', et mfme par rappert i de petits
ouverts de V .
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be Unicité, - L'idée 3 mettre en oeuvre est ici que, si deux mesures My et
\42 sont stables respectivement par rapport & deux parties disjointes Al et

A, de () , toute mesure > sur (® telle que x. 4 (x. et ) est nécessai=
» 7T

rement nulle.

44 Diffusionse

Pour simplifier 1l'exposé, nous nous limiterons a un type particulier de diffusions.

DE!IFINITION 1, =Soient E et F deux espaces compacts. On appelle diffusion de
E dans F toute appl:lcation—finéaire croissante F: K —>» ‘Y(r«) de Moy
dans ‘DﬂF qul solt continue pour les topologies fortes (1iées & la norme) de
g b N o Pour tout formé X de E , on note \]J:x la restriction de ¢ a
Noy o

On dit qu'une diffusion ¥ est conservative si pour toute Koo les masses totales

do poet \k('&) sont égales,

Les diffusions les plus importantes sont continues pour les topologies faibles
sur "‘Z)T?,E et e o Ces diffusions seront dites continues.

EXEMPLIES de diffusion.

1°©S1 E =F = groupe compact, ¢t 81 X est une mesure > 0 sur E s l'appli=-
cation M —> @ * p définie par la convolution ordinaire est une diffusion
continue § elle est conservative lorsque Ho( II =1,

20 Soit ¥ une application continue de E dans F ; elle se prolonge de fagon
unique en une diffusion continue et conservative ¥ d¢ E dans F , donnée

par la formule 3

Jrr=firopap,

ou f est une fonction numérique continue dans F ; autrement dit, T(pn) est
1timage de p par I .

3° Soit g une fonction numérique borélienne, bornée et =0 , sur E compacts
L'application p—» gp de QWE dans lui-m8me est une diffusion, qui n'est continue
que s1 g est continue.

4° Soient E et F deux boules fermdes. de R ; & toute ﬂe‘ﬁYlE » la théorie

du potentiel newtonien fait correspondre une Y( \A) ém&, » appelée la balayée de
p sur F . L'application <} est une diffusion continue, qui abaisse les massese
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aes Opérations sur les diffusions.

s

1° Combinaisons linéaires & coefficients > O

2° Composition : Soient ¥, et ¥, deux diffusions ”ME -> ‘m’F et MMy ..)“W'G
1l'application composée "L'z.'{-"l est une diffusion ; lorsque \kl et ¥ 2 sont
continues, leur composée l'est aussie

be Diffusion prolongoant une application ds E dans Dby « = Pour toute applica=
tion continue ¥ de E dans ‘)YZ,F » la fonction vectorislle ¥ est intégrable pour
toute mesure u sur E . Posons T(p) =&‘\l’ dp o L'application ¥ est une
diffusion continue de E dans F qui,prolonge 1l'application donnée ¥ (¢ peut
en effet 8tre considérée comme application de E® dans %F). En particulier on
voit qu'une diffusion continue est entiérement déterminée par sa restriction a
1'ensemble E° des mesures € (x€E) .

Nous allons étendre cette notion de prolongement & des applications Y non

continues.

DEFINITION 2, ~ Disons qu'unc application ‘_\, de E compact dens F topologlque
est universellement mesurable si, pour toute mesure P;O sur E, et tout ¢ >0
i1 existe un compact K de E tel que la restriction de VY 3 K

soit continus,
et _tel que p([:l{) <& o Une partie A de E est dite universellement mesurable

81 sa fonction caractéristique 1'est.

LEMME 1, - Soit \*r une application universellement mesurable ds E dans ‘3111, 1’42_7:_1_6_
que J(E) soit relativement compact (autrement dit l'ensemble des ||y (x)|| est
borné). Alors, ¢ considérée comme application de E° dans ‘M’F s6 prolonge
d'une fagon et d'une seule en une diffusion W} 93 E _‘E‘E F telle que, pour
tout compact K ie_ E sur lequsl ¢y est continue, Yg soit le prolongement

continu de Yy .
Pour toute e"J)Z,E » ¥(R) n'est autre que 1'intégrale vectorielle S\(; dp .

On vérifiera aisément que si A est une partie universellement mesurable de
F telle que pour tout x €¢E 1la mesure i (x) soit portée par A s 12 mesure
¥ ( ?“) est aussi portée par A quells que soit R (traiter d'abord le cas ol
Y est continue et o A est ouvert).

Revenons maintenant au cas ou E =F = base () du cbne C .

IEMME 2, = Soit ¢ une application universellement mesurable de (3 dans N telle
que, pour tout xe€(d , la mesurs ¢(x) ait pour résultante x (ce qui implique
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g ) Il = 1)

Si ¥rest la diffusion de (B dans ® qui prolonge $ »ona W\n}{( B) pour
toute Ye‘m:.

En effet, on a par hypothése

x =§ud Y (x)(u) pour tout xe@ ,
d'ou en intégrant les deux membres par rapport 2 B3

J\xdr (x) =Su dn(u) od m= ‘S\&y (x) dy(x) =‘l’(}*) ’
ce qui s'dcrit bien pN\k(r«) .

Ce lemme fournit, dans le cas ou (> est métrisable, un moyen puissant de cons=-

truction de mesures équivalentes A une mesure donnée ¢

LEMME 3. - Soit A une partie quelconque ds (B , et B une partie borélienne

de (® , telles que, pour tout x € A , il existe une mesure p de _résultante x
telle que ‘A(B) £0 .

Alors lorsque (3 est métrisable, il existe pour toute mesure » #0 sur A une
mesure ' telle qus »'(B) £0 .

En effet, soit fj la fonction caractéristique de B ; elle est borélienne,
donc l'ensemble M des yé“J’\Za telles que J\ fB dN >0 est borélien ; or par
hypothése (M)> A ; d'aprés un théoréme bien connu (concernant 1l'existence de
sections) il existe donec, puisque 1, est métrisable, une application analytique
g de (3 dans N telle que ¥ o g = identité, et telle ,que g(x) € M pour
tout x ¢ ¥ M) .

S1 G est la diffusion qui prolonge g , la mesure »'=G(») est, pour

toute 2 sur A , la mesure cherchée.

7
DEFINITION 3. - Solent A et B deux parties disjointes universellement mesura=-
ble do ( . On dit que A est évitable  1'aide de B, ot on note ¢A[B) , si

pour toute mesure p # 0 portée par A , il existe une rx' o~ telle que

p@a) =0 et W(B)#£0.
On dit simplement que A ost évitable si (AI(:A) .

REMARQUE. - Il est immédiat que la condition (A|B) équivaut & ce que pour toute
M #0 portée par A , 1l existe une W'V telle que M'(B) #0 (utiliser le
théoréme de Zorn ou une construction de caractére transfini).
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LEMME 4. ~ Lorsque ( est métrisable, pour que (A|B) , il faut et 11 suffit que
({x} [B) pour tout x €4

C'est une conséquence immédiate du lemme 3 et de la remarque ci-dessuse

DF:FINITION des ouverts ﬁh e = Nous allons maintenant faire intervenir 1l'ensemble
%, des points extrémaux de G ,

Supposons (> métrisable ; le céne M- 1'est alors aussi ; munissons @ et
5)’(1 ® une fois pour toutes d'une distance compatible avec leur topologie.

L'application \p étant continue, 1l'ensemble convexe compact gf-l (x) . est une
fonction semi-continue supérieurement de x , donc son diamétre () (x) est une
fonction semi-continue supérieurement ; en particulier, pour tout h >0,
1'ensemble f,h des x tels que A(x)< h est ouvert (et c'est une fonction
croissante de h)e Les points x de & sont caractérisés par A(x) =0 ; d'ol
G : hQO 8}1 3 on retrouve ainsi le fait que & est un GS lorsque & est

métrisablee

PROPOSITION 1. = Supposons (B métrisablee Pour tout h >0, il existeun £ >0
tel que, pour tout ensemble universellement mesurable A €@ de dismdtre < ¢ ’

on ait
(wolean
En effet, 11 existe évidemment un € > O tel que pour tout x dans le compact

(Ba E ®,) » 11y sit une [ de résultante x , dont le support ait un diamdtre

>Ee
Pour tout A de diamétre < ot tout x € A nﬁth , on a donc ({x}]ﬁA) d'ol
la proposition, d'aprés le lemme 4.

5. Stabilité. Stabilisation des mesures.

Nous ne supposons pas dans ce paragraphe que @ soit métrisable.

DEFINITION 4, ~ Soit A une partie quelconque de (3 . On dit qu'une mesure N es
stable sur A , et on note (f) si toutes les mesures équivalentes & W sont
portées par A (donc p 1'est aussi).

I1 évident que [(»cp) ot ()= @) .

LEME 5, - Soit A universollement mesursble c® .+ 51 pe gn,(;, il existe Vwp

Va
telle que (T) .
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En effet soit © 'ensemble des mesures équivalentes & u j on le préordoune ( )
par la relation 3 {‘?E si po, <y A) L'ensemble préordonné CP est
inductif ; la mesure » est l'un quslconque de ses éléments maximaux.

LEMME 6, - Pour tout compact X c® » 8t pour tout entourage W de la struc-
ture uniforme de (% , il existe un compact X' C X, avec X' #X , et un ouvert
w ds (@, tels que

1o XcX' Ve

29 ., s0it petit d'ordre woﬁ

'
'A
3081 (%) y On a V‘“)"'+¥Hn , Ou (SFF) et (Z;ll) pour tout n .
Soit X, un point extrémal quelconque de l'enveloppe convexe fermée de X (on

sait que xo € X) 3 on prend pour <o un voisinage ouvert quelconque, petit
d'ordre W , du point X, e

Soit alors V (ot Vcew) un voisinage ouvert de X, 9 assez petit pour que
pour toute P non nulle sur V , les relations (¥) et M mventrainent (o) £ 0
L'existence de V résulte aisément du choix de X, + On pose enfin X' =XnN
Pour démontrer la partie 3 de ce lemme 1l suffit d'utillser le théorémé de Zorn
et la remarque suivante

Si (;) sans que ﬁr") : 11 existe, d'aprés le lemme 5, K, et N, telles
Wo kNPt py b ) et py #O.

PROPOSITION 2, = Pour tout entourage W de la structure uniforme de s et pour
toute p e%@) » 11 existe uno suite () de mesures positives dont chacune
est stable sur un ouvert petit dlordre W s et telle que r“’ — "n o

On va le montrer en utilisant le théoréme de Zorn et le lemme 6. Appelons
grappe d'ordre W tout systéme (K , (‘”’1)161) ot K est un compact c

et ol (cy) est une famille d'ouverts de () petite d'ordre W , et tels que
1°les co; et K recouvrent
2° pour tout p ey on ait TP+ }-;- pp ol (llz-) et ol pour tout n on ait

(<8) pour au moins un 1 .

On ordonne l'ensemble des grappes d'ordre W (W fixe) par la relation

( ) Une relation de préordre sur un ensembls est une relation binaire réflexive
et transitive. Le théoréme de Zorn est valable pour une telle relations
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(&, (wi)ieI)< xr, (wi):!.&I')] si[K'cKk ot I cCI')

Cet ensemble est inductif ; d'aprés le lemme 6, chacun de ses éléments maximaux est
de la forme (&, (aoi)i eIo) 3 les ouverts d'une telle famille maximsle fournissent

les ouverts portant les mesures 4 = de 1'énoncé.

6. Théoréme d'existence.

THEOREME 1, - Si la base compacte ® du cfne C est métrisable, tout point de C

est la résultante d'au moins une mesure portée par ¢ .

Donnons-nous une consteante h >0 et soit € >0 1la constante correspondante

de la proposition 1.

0
Dt'aprés la proposition 2, pour toute mesure r«e‘I)YG:B ona MW ; K, » ou
chaque [k = est stable sur un ouvert co, de diamétre < €& « Or (proposition 1),

on a [(wn(\[:'éh)l(twn)]; ot comme (g-ﬁ) » R, eoststable sur co NG, o

En résumé toute M€ mé équivaut & une somme de mesures dont chacune est
stable sur un sous-ouvert de ‘E,h de diamétre «¢& , ce que nous exprimerons en
disent que, pour tout & > O , on peut & stabiliser p sur @ h®
On peut maintenant itérer ce procédé relativement 3 deux suites (hn) ’ (en)
décroissantes et tendant vers O : on peut, pour toute+suite finie 1, , :l.‘,2 9 eoe jh
1 2 3 . .
d'entiers >0 , définir une mesure h’liz’""ine m@b » qui soit stable sur

un sous-ouvert de ¢, de diamdtre <g , ot de telle sorte que
n

o0 (¢2]
z .
t* ~ 1 r*p ’ 'Ailiz,-oo,inﬂ) p§ Hj_l,izjnvo’in'p

Posons »_ = N
n . ; P14 ...1
(11 zo-vin) 172 n

Ona » ~m,etlasuite » ~ converge vers une mesure ¥ (u~,4) » portée
par chacun des &h y donc par & .
n

ae Existence dans le cas non métrisable. = La difficulté de ce cas vient de ce
qu'on n'a alors riend'analogue & la proposition l. Voici le seul énoncé simple

connu (que nous ne démontrerons pas).
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PROPOSITION 3+ - Pour une base compacte (3 guelconque, si & - & est fini ou
dénombrable, tout point de C est la résultante d'au moins une mesure portée par E .

Nous verrons plus loin (proposition 4) ce qu'on peut dire de 1'ensemble ¢ rral)

¢

be Nature topologique de ¥ « = Lorsque ( est métrisable, ® est un G8 » donc
est universellement mesurgble. Par contre nous allons voir que si @ n'est pas
métrisable, ‘¢, n'est pas toujours universellement mesurable. Ceci permet de
douter d'un théoréme d'existence général analogue au théoréme 1.

despoints représentables, lorsque (2L est réticuld.

Voicl le contre-exempls ¢

Remarquons que si un convexe (A est un produit de convexes &911 sonals
relation &= 1'21 g 1 entre leurs ensembles de points extrémaux.

Prenons pour chaque Ol-i un convexe nétrisable compact tel que E i soit
homéomorphe 2 une circonférence, € 1 et ‘Gi ne différant que par un seul point
(11 existe de tels Ai). Si l'ensemble I des indices a la puissance du continu,

6 n'sst pas universellement mesurable. Cecl résulte de la remarque suivante
soit 1'21 Ki un produit de compacts Ki identiques & un m8me compact métrisable
K, et soit D sa dlagonale ; soit xie K et soit Ai =K - {ai} « Alors
D n(M Ai) = D - (cnsembles des )Ei) 3 sl donc I a la puissance du continu on
peut choisir les X, pour que cet ensemble ne soit pas universellement mesurablee.

7. Unicité des représentationse.

Nous allons maintenant chercher dans quels cas on peut affirmer que la relation

xh =xf‘§ (ot Ky et Mo emz*g) entraine My = K, .

a. Condition nécessaires = Si tout point x de C est la résultante d'une mesure
et d'une seule portée par ¥ , le ¢8ne C est réticulé pour 1'ordre 2

En effet, la restriction de \f a m% est alors une application linéaire et
biunivoque de FG . sur C 3 c'est donc un isomorphisme pour la structure lindaire,

donc aussi pour 1l'ordre ; comme %% est réticuld, C 1'est aussie

REMARQUE, - Plus généralement, s'il existe un sous-cBne convexe réticulé
A CTC& tel que  @(A) = C et tel que la restriction de ¢ & A soit biunivoque,
C  est réticulé.

PR
THEOREME 2. - Si le c8ne convexe C de base compacte (B est réticulé (pour 1l'ordre
< ), tout point do C est la résultante d'au plus une mesure . portée par .
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Autrement dit la restriction de ‘f a WM est biunivoque. Ce théoréme sera la
cons8quence des lemmes 7,8,9, (ou l'on ne suppose pas C réticulé).

LEMME 7e = Soit K un compact do ¢ 1 soit V un volsinage universellement

mesurable quelconque de K 3 et soit € >0 . Il existe un entourage W de la
structure uniforme de (% tel que, pour toute \-Le%+ de masse totale 1 portée

poer une partie de (% rencontfant K et petite d'ordre W , et pour toute
popo onalt }*'(C V)£E .

C'est immédiat si K est réduit & un point ; de ce cas particulier on déduit
le cas général par application du théoréme de BoreleLebesgue.

LEMME 8, - Soit K wun compact de € , V un voisinage universellement mesurable
quelcongue de K o Pour toute M sur K , et pour tout ¢ >0, on a

NTT+Z ¥, (1€l fini, T ot »iemi&) o ||w]]<g et (-l‘/—;-) pour
tout 1.

Soit W 1'entourage associé a (K ' Vo ¢) par le lemme 7. On fait une partition
finie de M en mesure My de supports petits d'ordre W ; d'aprés le lemme 5,

11 existe pf ~M  telle que (T) oy = restriction de a v,s4
My = py = 2 ,ona I ll<€ II}Ai“ . Donc si T = 2 W, ona bien

[Imll<¢ .

LEMME 9, = Soient A universellement mesurable et H; , M, e o

®
Alors [(xh,< xrz) et ( )]=)(

En effet par hypothése xb=xh+y ou yeC ;si y=x,, ona donc

Yz ~ Myt o, done (|A1 + ) est portée par A , et a fortiori Ky 1lest
aussi

DEMONSTRATION du théoréme 2+ - Pour montrer qus la relation xr \“2 (ou H'l
Ko c NGt 2 ) entralne p, = R, , il suffit évidemment de montrer que si My

et f‘zf-mz" avec inf(yl,rkz)=0,onaaussi inf (x ,xr2)=0.

& [y
19 Cas particuliere = By et p, sont portées par deux compacts disjoints K

ot K, do & .
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Solent V, et V, deux voisinages disjoints de K, et K, dans ® , et
soit € un nombre > 0 ,

D'aprés le lemme 8 j on a

i
By W . U

)
ou (Vf) pour tout 1 , et “’\Tl ll<€ &

On définit de mlme My, 9T, ot les >3 .
Posons ¢ u = inf(x, , xr‘ ) « On a (en vertu de 1'inégalité de sous-distributivité
D o T TS
valeble dans tout cbne convexe réticulé s inf(&x, , yj) € M(xi ’ yj))

=
u iginf(xy} ’ xl%) +xw1 fxﬂ,z ,

D'aprés le lemme 9, toute mesure ayant pour résultante inf(x g9 % g) est
Y BY
1
stable relativement & V, et V, , donc est nulles Dono us:;n.l + :;"2 3 si
domc u=x, ,ona ||o(llé“cwl [| + H‘Trzll< 2¢ 3 come & est arbitraire,

|lc]] =0, done u=x, =0,

2° Cas général. = Si 4inf( Y fp) =0, 11 existe pour tout £>0 deux
compacts disjoints K c & (n=1,2) tels que Hn(tl{n) <E o

Désignons par o et T, 1les restrictions de p, 2 K, et tl(n eOna

(en vertu de 1'inégalité de sous=distributivité)
inf(x x )< inf(x x, )+ +
M n ? v, A R

D'aprés le cas particulier précédent, inf(xu ’ x)_b) =0 ; et on termine
1 .

‘comme ci-dessus.

be Autres formes du théoréme 2.

DEFINTION 5., - On dit qu'un ensemble convexe X d'un espace vectoriel E est

un simplexs si l'intersection de deux ensembles Xl et xz positivement

homothétiques & X (Xi =a; + 'z\i X ou ;\i 2 0) est vide ou bien est un
ensemble de mfme nature.
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On montre assez aisément que, pour qu'un c8ne @ de base () soit réticulé, il
faut et 11 suffit que (d soit un simplexe ; dans K los cBnes réticulés sont
les c8nes engendrés par p (psn) vecteurs linéairement indépendants;les
simplexes compacts de R® sont ceux de la géométrie élémentaire.

TI-EfORE‘IME 2 bise = Soit X wun ensemblg cdnvexe compact d'un espace localement

convexs, et soit & 1'cnsemble de ses points extrémaux. Si tout point de X est,

d'une facon et d'une seule, le barycentre d'une mesure positive portés par & ,
X est un simplexs. Réciproquement, dans un simplexs X , tout point est le

barycentre d'au plus une mesure positive portée par % .

C'est la traduction immédiate du théoréme 2 et de la condition nécessaire qui
le précéde.

ce. Interprétation de 1l'unicité au moyen des formes linéaires., — Dans le cas
particulier ol 1l'ensemble ‘& du théoréme 2 est compact, ce théoréme peut
a'énoncer sous une nouvells forme intéressante 3

7 N\
THEOREME 2 ter. - Si le cBne comvexe (C de base compacte (B est réticulé et si
& est_compact, toute fonction numérique f définie et continue dans ‘€ se
prolonge d'une fagon et d'une seule en une fonction lindaire, définie et continue

dans C

Notons que le prolongement de f en unc fonction linéaire continue dams 1l'espace
’5) tout entier n'est pas toujours possible ¢ 1l suffit pour ls voir de prendre
pour % 1'espace des mesures de Radon sur [0, 1] muni de la topologie la moins
fine rendant continues les applications p — gh(x) d \.\(x) oi g parcourt
une suite totale dans 1l'espace des fonctions continues sur [0, 1] ; puis
on prand pour C le c8ne des mesures positives.

8. Existence des représentations dans les c8nes réticulés non métrisablese.

On pourrait s'attendre & cve qu'il soit plus aisé d'étendre le théoréme 1
(d'existence) au cas non métrisable, lorsque C est réticulé. Il me le semble
pas. Cependant on peut préciser alors la structure de l'ensemble des éléments
représentables : soit C. un cdne réticulé et soit ® = P(IM ) o Soit N
l'ensemble des points purement non représentables de C (x e%% si pour tout

¥ 4 x, avec y#0,ona v¢R)

PROPOSITION 4. = ( et 7 sont deux sous—c8nes convexes réticuldés de ¢ , ils
gont héréditaires en ce sens que s x e & (respsV), et si y Lx,ona
aussi y€@® (respe % ) o Dlautre part @ est somme directe de ® et M,
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en ce _sens que tout x&C s'derit d'une facon et d'une seule 3
X=X +X%, ot ;;e®R ot xze% .

Cette proposition est certes triviale si & est métrisable puisque alors & = ¢

Malgré son aspect purement algébrique, sa démonstration utilise largement la
compacité de (%,

9. Exemple d'application des théorémes 1 ot 2 34 la théorie ergodique.

Soulignons 1'importance pratique du corollaire suivant des théorémes 1 et 2 3

COROLLAIRE, - Si le c8ne 2 base compacte @ est_métrisable et réticuld, il
¥ _a oxlstence et unicité de la représentation de C par ?M—:+ .

€

Soit par exemple X un espace compact métrisable, et soit (Ti) une femille de
diffusions continues et conservatives de X dans lui-m8me» Soit CCW 1le
cdne convexe des mesures \» invariantes par les Ti » c'est-d-dire telles que

p o= ‘1‘1}4 pour tout 1 j; on supposera qu'il existe de telles M £0 s C6 qui est
toujours le cas si les Ti permutent deux 3 deux.

Si r.tl » Mo€C ot sl »:1111‘(}11 ’ P‘-Z) sgona Ti.»é'l‘i My et
Ti Ko » donc Tius Y , ce qui entraine, puisque Ti est conservative, que

Ti-y :)).

Donc inf(rl 3 ,)€C 31l en est de mdme pour sup(p; 3 Mo) e
Donc € est un sous-treillis de mx et il a évidemment une base compactes

Donc toute mesure invariante admet une représentation intégrale et une seuls au
moyen de mesures invariantes extrémales (dites souvent mesures erggdigues).

C'est une généralisation d'un théoréme connu congernant les mesures invariantes
par un groupe d'automorphismes de X , et que 1l'on démontre en général de fagon
trés différente.

Notons qu'en général l'ensemble ‘g n'est pas compact.

EXEMPIE. - X est le produit UxV od U=(0, 1) et V=tore'g- s 8t C

est l'ensemble des M' invariantes par 1'homéomorphisme (u , v) => (u , v + £(u))
ol f est une fonction continue non constante.

Lorsque X n'est plus métrisable, l'unicité subsiste, mais on ne sait plus
rien sur l'existence.
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10, Structure des c8nes réticulés.

Si C est réticulé et tel que ¥ soit compact, C est isomorphe, pour 1l'ordre,
la structure lindaire, et la topologie, au clne Qﬂtt& « Donc sa structure est
entiérement déterminée par la donnde de ¢ « Ce n'est plus vrai si ¥ n'est pas
compacte. Nous signalerons simplement dans ce sens que, pour tout ensemble A
qui est un G d'un espace métrique compact, il existe un c8ne réticulé C (et
en général une infinité de tels cBnes non isomorphes) de base compacte ) tel
que & soit homéomorphe & & dans une homéomorphie qui applique A sur ¥ .

Autrement dit non seulement ‘% peut 8tre un GS quelconque mals encore sa
compactification par & peut 8tre quelconque.
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