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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1957)
EXTENSIONS DE REPRESENTATIONS LINEAIRES
DE GROUPES DE LIE
par Jean DIEUDONNE

(d'aprés HOCHSCHILD et MOSTOW [5] )

1, Préliminaires et notations.

Sauf mention expresse du contraire, il s'agit de groupes de Lie ga'_e_]_._g_ o Soit p
une représentation linéaire d'un tel groupe dans un espace vectoriel V de dimen-
sion d . Dans l'espace C(G) des fonctions continues sur G s, G opére & gauche
par (s«f)(t) = £(ts) et & droite par (f.s)(t) = f(st) ; les coefficients de
sont les fonctions s =38, ., (s) = <p(a)x, x'> (xeV,x'e v* qual de V)
et on a t'ex,x' = eg(t)x,x' et ex,x"t = ex,t((t)x' s donc le sous=-espace
R(p) engendré par les coefficients de P est stable par G & droite et 2
gauche, Si (ei*) est une base de V* s l'application x — (© ey *e0 s 8 *)

Xy, X0,

est un Gemonomorphisme de V dans (R(f ))"'1 .

Soit V' la somme directe des Gemodules simples figurant comme quotients dans
une suite de Jordan-Holder du G-module V ; on désigne par fJ' la représentation
linéaire de G correspondant & V' , et on dit que P est unipotente si f" =0 ;
11 revient au méme de dire qu'il existe un entier n tel que

(1= plsy)) oee (L= pPs))) =0

quels que soient les s; € G o Sous-représentations, représentations quotients,
sommes directes et produits tensoriels de représentations unipotentes le sont
aussi ; si P est unipotente, il en est de méme de la représentation correspon-
dante de G dans R( ()) « 81 K est un sous-groupe de G , Pg et fk les
restrictions & K de p et ¢ ', ?I'( = 0 entraine que fK est unipotente. La
réciproque est vraie si K est distingué dans G , car tout G-module simple S
est alors un K-module semi-simple (il est réunion des f’(s)T s o0 T estun
sous-K-module simple de S , et les P(s)T sont des K-modules).

Si R est le radical, D(G) 1le groupe des commutateurs de G s la composante
connexs de R ND(G) est coptenus dans le noyau de (" 3 en effet, la diffé-
rentielle d'une représentation semi-simple est une représentation semi-simple de

309



J. DIEUDONNE

1'algébre de Lie q de G et on sait que D(g)n‘r’ ( Y radical de g , égal
a l'algébre de Lie de R) est contenu dans le noyau de toute représentation semi-
simple de g .

2, Le probléme d'extension.

On se donne un groupe de Lie connexe K , un sous-gruupe G , une représentatien
linéaire P de G dans un espace de dimension finie V . Il s'agit de savoir s'il
existe une représentation & de K dans un espace de dimension finie W >V tel-
le que V soit stable par la restriction de 6 a4 G et que la représentation de
G dans V définie par cette restriction soit f « Le travail de HOCHSCHILD et
MOSTOW donne une réponse & cette question lorsque K est un produit semi-direct
H.G (G distingué, H et G fermés dans K) :

i N
THEOREME 1, - Pour que 4 puisse 8tre étendue en une représentation ¢ de K,

11 faut ot 11 suffit que llon ait plyy x ) =1 pour y €K ot x €R , (om-

posante connexe du radical de G). Lorsqu'il en est ainsi , on peut en outre suppo-

ser que la noyau de g’/ contient celui de f' .

La nécessité résulte de la remarque finale du n® 1 , le radical de G étant con-

temu dans celui de K .

Pour démontrer la suffisanze, on étend d'abord & K les opérateurs de l'espace
c(G) :si fecC(G), h€H, s€G, on pose ((hs).f)(y) = f(h'lyhs) , et
on vérifie que 1l'on a u.(v.f) = (uv).f pour u, v dans K . Supposons prouvé
que les transformés des f & R(r ) par K engendrent un espace U de dimension
finie, d'ol une représentation de K dans U, et par suite aussi une représenta-
tion & de K dans Ud ; comme V —) (R(f))d——-)Ud

¢ répondra & la question.

est un G-monomorphisme,

On démontre dim U < + o en 2 étapes :

1° Soit S sous-groupe semi-simple maximal de G . On montre d'abord que pour
tout he H, il existe 2z €G tel que hz centralise S . On remarque d'abord
que la composante connexe du groupe des automorphismes du groupe semi-simple G/R
est le groupe des automorphismes intérieurs, donc en considérant 1l'automorphisme
de G/R aéduit de x —h ™ x h , il existe u € G tel que (hu)‘1 s(hu)s_l eR
pour tout s € S . D'autre part, (hu)'-1 S(hu) étant conjugué de S , il existe
r € R tel que ce groupe soit I‘Sr"1 (I.EVI-—MAIEEV) 3 on conclut que
(hur)—l s(hur).';t_1 € S ; mais cela s'éerit
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EXTENSIONS DE REPRESENTATIONS

"1((hv.)"1 s(t)s™t )r.(sr"1 s r)

donc appartient aussi & R par le résultat précédent. Comme S N R est discret
(IEVI) , S connexe et s — (hur)"1 s(hur):s"1 continue, on voit que 3z = ur
répond & la question.

. -1
20 On écrit alors h.f = (2 «fez) 0 a , o a est 1l'automorphisme
x = (hz)-1 x(hz) . On a évidemment 2 e R( r) si fe R( r) , et lorsque
h parcourt H, les & forment un ensemble A d'automorphismes analytiques .de

G , satisfaisant aux conditions suivantes :
(1) plalx)) = p(x) si xes , p'alx)= p'(x) si xeR.

On est donc ramené i un probléme ne concernant que G . On montre esn premier
lisu qu'on peut supposer G simplement connexe (en relevant R , S et les
a € A au rev8tement simplement connexe de G).

Alors G est produit semi-direct S.R (LEVI-MAIEEV) 5 la. seconde réduction
consiste & se ramener au cas G = R en utilisant la premiére condition (1)

si f(a(x)) est combinaison linéaire d.'un nombre fini de matrices Fi (x)
indépendantes de a € A , lorsque x €R, et si T est la projection S.R—R,

on a, pour tout x € G,
f(&(x)) = P(&(X(Tl'(x)) )) f‘(&(ﬂ'(x))) = f’(x(ﬂ’(x)) ) f’(a(v(x)))
ot ceci est combinaison linéaire des produits de (’(x('lT (x))” ) et des Fi(T( (x)) .

On peut donc supposer G résoluble simplement connexe, et f' (a(x)) = ""(x)
pour tout x €G et tout a € A . La composante connexe T du noyau de (3' est
alors un sous-groupe nilpotent distingué simplement connexe, contenant le groupe
des commutateurs de G . Soit | 1l'algébre de Lie de T ; l'application exponen=—
tielle est un homéomorphisme de sur G, appliquant f sur T . Insérant entre
b et g une suite croissante d'idéaux  {+ RX| 5 eee L +RL 4+ R = g,
il leur correspond une suite croissante de sous-groupes entre T et G , dont
chacun est produit semi-direct du précédent et d'un groupe & 1 paramétre, d'ol
un homéomorphisme \’J de ( sur G tel que, pour Z2 =1U +z_£;—_ti - vet ,

t; réels, on ait \‘,(Z) = oxp(U) exp(t, X)) .o exp(t X ) . Soient a' et £°
les différentielles de a et f s 1'hypothése sur a entraine a’(r) Cl et
a (x )-.A + X, avec Aie.i' . Soit (Yj)l\(jéq

a (Yj) =ki;_;bjk Yk et Ai::gaikYk «.0Ona

une base de { , et posons
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J. DIEUDONNE
(2) p @(Y(2) = exp(Pa’(0) explty (X +§1)) voe explty (&, +T,))
ol o(i f-(Ai) =Zi ik ?k en posant 7k f’ (Y )
et 'Si ‘b'(xi) « 51 on pose U =§1'_'uk Yk s ON a f-a-(U) =§bjk uj r’k .

Développant (2) on obtient une série absolument convergente dont chaque terme est

1]

un produit (non commutatif) d'un certain nombre de matrices gi et . 5 dtun
produit p, de certains des sy et bjk , dont le degré total est égal au nom=
bre r des facteurs Y) , et d'un mondme par rapport aux ti et anx u, . Or

f 7 étant unipotente, le produit de plus de d - 1 matrices de ‘3'( L) estnul;

comme f'(.t) est un idéal dans r'( ) , tout produit des Ei ot 73. dans
lequel figurent plus de d -1 facteurs j est donc nule. On en conclut que les
seuls 15\ figurant dans (2) sont ceux de degré total r <& d -1 , et par suite
qu'ils sont en nombre fini ; les coefficients des N sont des matrices Fy (2)
fonctions analytiques des ti et u K indépendantes de a & A , ce qui achéve

de prpuver que dim U < + o &

]
Reste & démontrer la derniére assertion. On voit d'abord que le noyau N de f

est normal dans K et non seulement dens G . Car si f' (x) =1, x=sr,s€s,

r€R, ona

nixh = (h—lsh)(h-lrh) :(zsz-l)(h_lrh) = (zxz-l)(zr_lz-l)(h-lrh) ,

d'ol en appliquant l'hypothése sur f' , f"(h-lxh) = f'(r-l) f'(r) =1, Il suf-
fit par suite de montrer que ¢ est unipotente ; or les éléments de U sont
comblnalsons de fonctions y.f , avec y€ K ot f e R( f) ;81 xeN,ona
y— xy €N ot Xu(yef) =yo(y = xy.f) ; coome il y aunnombre n tel que

zirl 1 - f’(xi)).fz 0 siles x; €N, ona

T'T(l—d'(x Delye£) =y, TH (1- r(y X, ¥))£=0,
C.Q.F.D.

/7 N
THEOREME 2. - Pour que la représentation ¢ construite dans le théoréme 1 soit
unipotents, il faut et il suffit que f st ¢ H le soient. Si G est nilpotent

simplement connexe et unipotente, une condition suffisante pour que ¢ H soit

unipotente est que la représentation de H dans s‘ déduite de la représentabion

adjointe de K soit unipotente.

All'aide des formules (1 -hx) =h(l -x) + (1 -=h), (1 -x)h=h( - h"lxh)
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EXTENSIONS DE REPRESENTATIONS

q
(1 =x)(1 =h) = (1 =x) = h(1 =h™ xh) , on voit que tout produit Tlu - by %)
i—
(hi eH, x € G) dans 1l'algdbre de groupe de K est combinaison linéaire de

produits de la forme h(ﬁi(l - hi))(}frl Q- xi)) , OU t est ls nombre des
X #1 dans leo premier produit. S4 m est 1le degré de 6 , on a donc

2
fr(l - G'(hi xi)) =0 lorsque t »m ; d'autre part, lorsque t<4m et q>m ,
=1

q
11 y & au moins m facteurs consécutifs de la forme (1 = hi) dans ;_5(1 -h xi)
et 6n a donc de nouveau ﬁ(l - o’(hi xi)) =0, d'ol la premidre assertion. Pour

démontrer la seconde, remarquons que l'application exponentielle est un homéo-
morphisme de ﬁ sur G; pour feR(P), foexp estun polynome de degré
<d par repport aux coordonnées dans ¢ puisque f (exp(Z)) est un polynome de
degré < d en f'(Z) ; 11 on est de méme pour f € U, car

(hef) oexp=£f o exp o Ad(hﬂl) pour heH.

Comme la représentation h —3Ag(h) de H dans # est unipotente, il en est de
m8me de la représentation de H dans l'espace des polynomes de degré <d sur
telle que heP =P o Ad(h—l) (plonger cet espace dans l'espace des tenseurs co-
variants de degré <d sur E‘) o Comme £ —9f o exp est un H-monomorphisme de
U dans cet espace de polynomes, le théoréme est démontré.

3. Application au probléme des représentations fidéles.

On peut appliquer les théorémes 1 et 2 & la démonstration du résultat conmu sui-

vant :

THEOREME 3 (MALCEV [6])e - Soient G un groupe de Iie connexe, R la composante
connexe de son radical, S un sous-groupe connexe semi-simple maximal de G . Pour
que G admette une représentation linéaire fidele, il faut et il suffit qu'il

en soit ainsi de R et S .

La nécessité étant évidente, la suffisance se démontre en 3 étapes

1° (E. CARTAN) Si G est résolubls et simplement connexe, il a une représenta=
tion linéaire fidéle, unipotente dans le plus grand sous—groupe nilpotent connexe
N de G On raisonne par récurrence sur dim G ; le centre Z de N est connexe
(1a représentation adjointe de N étant unipotente),simplement connexe[1] et non
trivial, on a donc une représentation fp de G de noyau Z , unipotente sur N .
D'autre part, on a une représentation fidéle & 0 de Z ;onpassede Z a N,
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puis d@ N & G par une succession de produits semi-directs, et on étend suc-
cessivement ¢ o @& une représentation de G , en appliquant le théoréme 2 entre
Z et N (ce qui donne une représentation unipotente sur N) puis le théoréme 1
entre N et G, en utilisant le fait que D(G) CN . On a ainsi une représenta—
tion 6 de G fidéle dans Z et unipotente dans N , et la somme directe de r
et & répond & la question.

20 (GOTO [4]) Si la composante connexe T du radical de D(G) est fermée dans
G et simplement connexe, et si S admet une représentation fidéle, G admet
une représentation fidéle.

I1 est immédiat que T est la composante comnexe de D(G) NR, donc R/T est
localement isomorphe & un groupe abélien, et par suite est abélien puisque connexs,
solent R/T=A x V , A tore, V espace vectoriel ; l'image réciproque M de
V dans R est telle que T et M/T soient simplement connexes, donc il en est
de méme de M . Utilisant 1°, on peut donc définir une représentation fidéle de
M qui est unipotente dans le plus grand sous-—groupe nilpotent connexe de M,
donc dans T . On applique ensuite le théoréme 1 pour obtenir une représentation
(’1 de R qui est fidéle sur M et unipotente sur T . D'autre part, comme
R/M = A , des raisonnements dlis & IWASAWA [7, exp. 22 p. 4 et 16] prouvent que R
est produit semi-direct B.M , o B est compact ; il y a une représentation
fiddle de B , donc une représentation fz de R de noyau M ; la somme directe
[) de fl ot rz est une représentation fidéle de R wunipotente sur T .

On forme alors le produit semi-direct S.R , avec
-1
(sy 5 7)(sy , 7p) = (sy 55 5 85 7y 8, 7)) 5
par le théoréme 1 on étend P & une représentation & 1 de S.R ; comme il y
a une représentation fidéle de S , il y a une représentation &, de S.R de

2
neyau R, la somme directe de ¢7; et 6, est une représentation fidéle de

S.R .

Enfin, le noyau de l'épimorphisme naturel de S.R sur G est contemu dans
(SNR).(SNR), et comme S MR est discret (LEVI) et distingué dans S , il
est dans le centre de S . On applique alors 2 lemmes de Goto :

a. Si un groupe semi~-simple connexe & ume représentation fidéle, son centre
est fini [3] .

b. S un groupe de Lie G admet un sous—groupe distingué fini P et posséde
une représentation fidéle, alors G/P admet une représentation fidéle [4] .
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EXTENSIONS DE REPRESENTATIONS

3° On va voir enfin que sous les hypothéses du théoréme 3, les conditions de
2° sont remplies. Par le théoréme de Lie, toute représentation de R est unipo-
tente dans D(R) = R! , donc 1'image de R' par cette représentation, étant con-
tenue dans un groupe de matrices triangulaires unipotentes (qui est simplement
connexe) est fermée dans le groupe linéaire général et simplement connexe. Si R
admet une représentation fidéle, R' est donc fermé dans R et simplement
connexe. Les m@mes méthodes d'Iwasewa prouvent que R =AM, A tore et M sous-
groupe distingué fermé simplement connexe de R contenant R' . On va modifier
M de fagon a avoir un groupe B ayant les m@mes propriétés mais étant en outre fer-~
mé et distingué dans G et contenant la composante connexe T du radical de
G' = D(G) ; alors les conditions de 2° seront bien vérifides.

Pour cela on regarde d'abord les algébres de Lie S , V" o0 de G, R, A,
Comme A est compact, la représentation adjointe de A dans g est semi-simple
donc est somme directe de [, , ’:)_(] et du centralisateur ? de €O dans g 3
conme [ €, g]C_\“ , g: ? +T  (somme non directe). Soit & une sous-algé-
bre semi-simple maximale dans Y1 , donc maximale dans { ; A+[T ,T ] est
un 5 -sous-module dans Y et UN[Y , Y ]= 0 ; comme la représentation adjointe
de § dans T est compldtement réductible, on a YW= ¢+ 1% ou b2[v » 1 ]
et © est un & -module, la somme étant directe; © est donc un idéal de q
soit B le sous-groupe connexe de G correspondant (peut-8tre pas fermé a priori),
distingué dans G et tel que R = AB . En outre 1l'algdbre de Lie de T est
[r,ql=08 ,vI+[Y,"1=(%,b1+[r,71clb dn TCB.

On considére maintenant R/R! qui est produit direct du tore AR!/R' et de
l'espace vectoriel M/R!' et qui contient B/R' ; remontant au revétement sim-
plement connexe de R/R' , B/R!' s'y reléve en un sous-espace vectoriel supplé-
mentaire du rev8tement de AR!'/R' (3 cause des algdbres de Lie), donc en redescen-—
dant il est clair que B/R!' est fermé dans R/R! (1tapplication canonique sur
R/R' de son rev8tement universel a un noyau contenu dans le reldvement de AR!'/R'),
Alors B est fermé dans G et comme R' et B/R' sont simplement connexes
il en est de m8me de B, ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.

Le théoréme 3 reméne la question de la représentabilité aux groupes simples d'une
part (en vertu du lemme b.) , aux groupes résolubles de l'autre.

A. Groupes simples.

Si G est un groupe simple (réel) connexe, g son algebre de Lie, gc
la complexifiée de cebte derniére, ﬁ,ﬁ, peut n'étre pas simple ou 1'8tre ; dans
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le premier cas, il existe une algébre de Lie simple complexe h telle que S{

soit 1l'algdbre |y considérée comme algébre de Lie réelle [2] .

Premier cas. ~ Soit K le groupe compact simplement connexe ayent pour algébre
de Lie une forme compacte de iq 5 K a une représentation fidéle dans un groupe
unitaire U(n) ¢ GL(n , ,9,) ; les matrices de l'algébre de Lie de K sont donc

antihermitiennes, et une base de cette algébre est par suite linéairemment indé-
pendante sur C ; dans GL(n , ‘9) il correspond donc & cette algébre de Lie
complexifiée (isomorphe & l'z ) un groupe de Lie complexe KC ; on sait [7 , expow
sé 22] qus K est sous-groupe compact maximal de Ko et que 1'espace topologique
KC est homéomorphe au produit de XK et d'un espace vectoriel, donc est simple-
ment connexe. On en conclut (lemmes a.et b.) que tout groupe de Iie (réel) connexe

d'algébre de Lie g admet une représentation fidéle.

Second cas. — Soit E le groupe complexe simplement connexe d'algébre de Lie
3 , G le sous~groupe de Lie réel correspondant & g 3 comme E‘:C admet une
rep'resentatlon fidéle (voir ci-dessus), il en est de méme de G . $oit maintenant
G un groupe simple d'algdbre de Lie , admettant une représentation fidéle
dans un GL(n , R) ; plongeant GL(n , R) dans GL(n , C) , une base de
gc gl (n, R) devient une base de gC , et il correspond donc & qu
groupe simple complexe connexe Gc < GL(n s C) " L'appllcatlon canonique
G - G restreinte a G donne un homomorphlume G — G ; le centre de G
est donc “d'ordre au plus egal a celui du centre de G « Pour que tout groupe s:un—
ple gralgébre de Lie S( soit représentable, il faut et il suffit donc que G
soit simplement connexejce n'est pas toujours le cas, comme le montre 1'exemple
G = SL(2 , O) , G=sL@, R) (E. CARTAN).

-

B. Groupes résolubles.

THEOREME 4 [4]. - Soit G un groupe de Lie connexe résoluble. Les conditions

suivantes sont équivalentes :

1° G admet une représentation fidéle ;

20 D(G) est fermé et simplement connexe ;

3° D(G) est simplement connexe ;

4° le centre de D(G) est connexe et simplement connexe ;

50 si A est un sous-groupe compact (tore) maximal de G, A ND(G) =

6° il existe un sous-groupe compact (tore) maximal A et un sous-groupe fermé

distingué simplement connexe N +tels que G soit produit semi-direct A.N .
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On a vu que 1° entraine 2° dans la démonstration de 3° du théoréme 3. 2° en-

trafne 3° trivialement, et comme tout sous-groupe nilpotent connexe d'un groupe
résoluble simplement connexe est fermé [1], 3° =2° . Comme le centre d'un
groupe nilpotent simplement connexe est connexe et simplement connexe, 2° = 4° ;
d'autre part, si le centre d'un groupe résoluble est connexe et simplement
connexe, tout sous-groupe nilpotent connexe est simplemeht connexe et fermé, com—
me on le voit en passant au rev8tement universel ; donc 4° =%2° ., Comme un grou-
pe nilpotent simplement connexe ne peut contenir de sous-groupe compact £e )

2° =3 5° , Supposons 5° vérifide ; si (X est 1l'algébre de Lie de A , on peut
ecrlre 9‘ &+, somme directe ol ‘(l:) ( g ], et le revétement univer-
sel G est donc un produit semi-direct BN , ou A est le rev8tement universel
ds A ;ona G =G/D ot D est discret dans le centre de ¢ , et on a nécessai-
rement DC A , sans quoi A ne serait pas un sous-groupe compact maximal ; on en
conclut que l'image N de ﬁ dans G est simplement connexe et que G = AN
est produit semi-direct, sutrement dit 5° =) 6° . Enfin, supposons que 6° ait
lieu ; d'aprés la partie 1° du théoréme 3, N admet une représentation fidéle,
unipotente dans le plus grand sous-groupe nilpotent de G ; le théoréme 1 s'appli-
que et prouve qu'il y a une représentation de G , fidéle dans N . Comme il y

a une représentation fidéle de A , donc une représentation de G de noyau N ,
on conclut comme d'ordinaire que G admet une représentation fidéle.

4. Remarques.

HOCHSCHILD et MOSTOW démontrent un analogue infinitésimal du théoréme 1-pour
les algébres de Lie, d'ou (utilisant IEVI-MAIGEV) ils obtiennent une démonstration
rapide du théoréme d'Ado. Ils ont aussi une généralisation du théoréme 1 au cas ol

on suppose K = HG , mais seulement H N G compact.
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