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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1957)

LA NOTION DE CORRESPONDANCE PROPRE EN GEOMETRIE ALGéleQUE

par Claude CHEVALLEY

Soient U ot V des variétés ; une corrcspondance F , entre U et V, est,
par définition, unc partie du produit U x V . On désigne par F-‘ la correspondance
ghtre V et U formés des (y , x) pour tous les (x , y)ef" « Si W est une
troisiémc veriété, et A une correspondance cntre V et W , on désigne par [ o A
l'ensemble des (x, z) €U x W pour lesquels il cxiste un y &V tel que
(x,y)&r' et (y,z)EA.

La correspondance r est dite algébrique si c'est une partie fermée de U x V,
au sens de la topologic de Zariski ; si U et V sont dos variétés affines (ou pro-
jectives), dire que rmt fermé, c'est dire que la condition pour qu'un point (x, y)
appartienne a I peut se¢ traduire par des relations algébriques entre les coordonnées
de x et celies de y o Le probléme de 1'élimination peut alors se formuler comme
suit : étant données des correspondances algébriquos r entre U et V et Aentre
V et W , déterminer & quelle condition wm point donné (x , z) de U x W appar-
tient a .r'oA . En général, r'o A n'est pas une partie fermée de U x W , de
sorte quo (U, V, W étant supposées affines ou projectives), la condition cherchée
ne pourra pas s'exprimer par des relations algébriques entre les coordonnées de x

et 2z : il faudra aussi introduire les conditions d'inégalité.

V4
DEFINITION 1. - On dit qu'une correspondance _r' entre des variétés U et V est

propre si, pour toute variété T et toute partie fermée E de T x U, l'ensemble
E ol ost formé dans T x V .

Por exemple, si f est un morphiEme (application rationnelle partout définie) de
V dans U, et I ¢ ©Son grephe, J’i est une correspondance propre entre U et V
En effet, si T est une variété quelconque, (t , y)—(t , £(y)) est un morphisme
€ do TxV dans T xU ; si E est une partie fermée de TxU,EoJ—;.

est 'él (E) qui est fermé en vertu de la continuité de g .
Une fonction f sur une variété U 3 valeurs dans une variété V cst dite pro-
pre si 1l'adhérence du graphe de f dans U x V est une correspondance propre. Sup-

posons que f soit un morphisme. Pour que f soit propre, il faut et il suffit que,
pour toute variété T , l'application (t , x)—(t , £(x)) de T xU dans T x V
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C. CHEVALLEY

soit fermée (i.e. transforme tout ensemble fermé en un esemble fermé). En effet R

l'image d'une partie E de T x U par cette application n'est autre que E o T

f
(ot est le graphe de f).

It

1. Propriétés fonctionnelles.

10 5i r est une correspondance propre entre U et V et £ une correspondance

propre entre V et W | o A est une correspondance propre entre U et W .
Cela résulte immédiatement de la formule

EO(J”OA):(EOF)OA

R0 5i f—' est une correspondance propre entre U et V et J ' une correspondance
propre ontre U' et V! , l'cnsemble | » X[ des

((X ) X') ’ (}’ » Y')) é(U x U') x (V X V')

tels que (x, y) el” , (x',¥") el est une correspondance propre. Soient en
effet T une vriété et E unc partie fermée de T x (U x U') . Identifiant

T x(UxU') &8 (T xU') xU ot Tx (VxU') 2 (T xU') x V, on voit que
l'ensemble E, des (t gy, x') E(T xV) x U' pour lesquels il existe un x €U
tel que (t,x, x')€E, (x, y)eP est fermé. Par gilleurs, Y'' &tant pro-
pre, l'ensemble des (t , y , y') €T x V x V! pour lesquels il existe un x! ¢ U!
telque (t,y, x')EE, et (x', y')&['' est fermé ; or cet cnsemble est

Eo(!"#f") .

I1 en résulte que, si f est une fonction propre sur U & valeurs dans V et f!
une fonction propre sur U' & valeurs dans V! , la fonction f£f' définie par
(fxef)(x , x') = (£(x) , £'(x')) si f est défini en x et f! en x' est une
fonction propre sur U x U' & valeurs dans V x V' . En effet, .>1
sont les graphes de f , f', celui de f}f' est l'ensemble ‘f. , N dont
1'adhérence est Ffaqdf'_f , (si _)’? » T7,» sont les adhérences de _r‘

2+ Une caractérisation des correspondancecs proprcsi

’

THEOREME 1. - Soit [ ' une corrcspondance entre des variétés U et V . Pour que

[ soit propre, il faut et suffit que _r' soit fermé et que, pour toute variété
T , l'application (t, (x, y))—{(t,y) (x, y) € i) soit une application
ferméede T x| dans T x V.

Supposons f' propre. Il est évident que r est fermé. Montrons que, si E est
une partie fermée de I—I , l'image E' de E par l'applieation (x, y)y est
fermée dans V . L'enscmble B est une partie fermée de V x U Elo I est done
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LA NOTION DE CORRESPONDANCE PROPRE

fermé dans V x V, et on Vcrlfle que si D est la diagonale de V x Vv, E' est
la projection sur V dec (E oM)n A . Soient maintenant T une variété et E
une partie fermée de T x _\ 5 soit E' gon image par l'application de 1'énoncé.
L'ensemble E; des ((t, x), (t, y) €(T xU) x (T x V)) tels que (t,(x,5))e B
est fermé. Or la diagonale DT de T x T est une correspondance propre entre T
et T ; E1 est une partie fermée de DT ;‘%r‘ qui est une correspondance propre
entre TxU et T xV, et E' est la projection de El sur T xV, ce qui mon-

tre que E! est formé.,

Supposons réciproquement les conditions satisfaites. Soient T une variété et E
ne partie fermnée de T xU ; E o r' ept alors 1l'image par l'application de 1'é-
noncé de l'ensecmble des (t , (x, y)) €T x [ tels que (t,x)eE, (x, y)eY“,

ensemble qui est manifestement fermé ; r est donc propre.

I1 résulte immédiatement du théoréme 1 que toute partie fermée d'une correspon-
dance propre est propre. Comme toute réunion finie de correspondances propres est
évidemment propre, on voit que, pour qu'une correspondance soit propre, il faut et
suffit que ses composantes irréductibles le soient. Si J—' est une partie irréducti-
ble fermée de U x V , il résulte du théoréme 1 et de la caractérisation donnée plus
haut des morphismes propres qu'une condition nécessaire et suffisante pour que f"
soit propre est que l'application (x , y)—>y induiee un morphisme propre de I
dans V .

Soient f wune fonction sur une variété U & valeurs dans une variété V et g
une fonction sur V & valeurs dans une variété W . On dit que g est composable
avec f si l'ensemble de définition de g o f , qui est toujours ouvert, est non
vide ; il y a alors une fonction et une seule sur U & valeurs dans W qui prolon-
ge go f ; nous la noterons go f . Si f et g sont propres, il en est de méme

de g O f . En effet, le graphe de g o f est r P et est dense

dans le graphe de g 0 f . Soient f_' et _[_‘ les adherences de r £ J_; H
]"’ J"“ est donc une correspondance propre ct par suite fermée ; contenant .r ) g

elle contlent 1tadhérence de r gof cette derniere, étant partie fermée d'une

correspondance propre, est propre.

S1 X est une sous-variété fermée d'une variété U , 1'application identique de
X est évidemment un morphisme propre de X dans U . Si donc X et Y sont des
sous-variétés fermées de variétés U s, V et J_‘ une correspondance propre entre U
et V, N(X x ¥) est une correspondance propre entre X et Y . Il en résulte
que, si f est une fonction propre sur U & valeurs dens V qui indwdt une fonc-
tion g sur X et qui applique X dans Y s & est une fonction propre sur X
a valeurs dans Y .
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Nous dirons qu'une fonction f sur une variété U & valeurs dans une variété V
est dominente si f(U) est dense dans V .

PROPOSITION 1. - Scit f un morphisme d'une variété U dans une variété V ;

2

s!il existe un morphisme g de, V dans une variété W tel que g of soit propre
f est propre et, si f est dominant, g est propre.

Montrons d'abord que f est fermé. Soit E une partie fermée de U ; soient r’f
Fg les graphes de f et g . Comme la projection V x W—9V induit un homéomor-
phisme de _\—1 sur V , il suffit, pour montrer que f(E) est fermé, de montrer que
l'ensemble E' des (y , g(y)) tels que y €f(E) est fermé dans 'r’g . Si
I, est l'application identique de V, E' est 1'image par IV;;((g of) de l'en-
semble E" des (y, x) &€V xU telsque y=1f(x) et x EE . Or E" = (VxE)n. f
est fermé ; pulsque IV #h est un morphisme propre, E' est fermé. Nous avons donc
bien montré que f est une application fermée. Soit maintenant T une variété quel-
conque et soit IT 1l'application identique de T ; pour montrer que f est propre,
il suffit de montrer que l'application I %f : (t, x)—=(t, f(x)) est fermée.
Or cela résulte de ce que nous avens établi puisque IT&((g of) = (IT&‘ g) o (IT)K'f)
est un morphisme propre. Supposons maintenant f dominant ; comme f est une ap-
plication fermée, f est surjectif. Soit L2 yne correspondance guelconque entre
V et W telle que f’ £ soit propre. Soient T une variété quelconque et
E une partie fermée de TxV ; si AV est la diagonale de V, ona E=E o DV
et, puisque f est surjectif, A _[_' r , d'o E ofl= (E of‘:.) o (Q o Q) ;
or B OJ:Jf est fermé parceque I“I est une correspondance propre ; E o £ est
donc fermé, ce qui montre que Q est propre. Appliquant ceci au cas ol Q-1

on voit que g est propre.

COROLLAIRE. ~ Soit £ un morphisme.dominant d'une variété U dans une variété V .

ii_ g est une fonction sur V & valeurs dans W telle que h =g 0 f soit propre
g est propre.

Soient r r les adhérences des graphces F ,r' de g, h .81 x €U est
tel que g 501’0 défini en f(x) , ona (f£(x), h(x))e J“g . I1 en résulte tout
de suite que 1'application (x, z)—=(f(x) , z) de UxW dans V x W induit
un morphisme 'f de Fr dans Iz . Soient g et h* 1les restrictions a r‘

r‘ des pro,]ectlons VxW—2V et U x w-—aw respectivement ; ce sont des morphis-
nes et on a g o f = h « Le morphisme f est évidemment dominmant ; puisque h

est propre, h* est propre ; g* est donc propre, en vertu de la proposition 1,
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LA NOTION DE CORRESPONDANCE PROPRE

d'ol il résulte que g est propre.

3. Localisation de la notion de fonction propre.

Soit f wune fonction sur une variété U & valeurs dans une variété V . On dit
que f est propre au-dessus d'un point y de V si y est adhérent & f(U) et
s8'il existe une sous—Y'xr:Letc ouverte VO de V contenant y telle que la restric-
tion f. de f a f (V ) soit une fonction propre sur # (V ) & valeurs dans A

0
(auquel cas fo est aussi, comme on le voit facilement, une fonction propre sur U

a valeurs dans VO‘).

Pour qu'une fonction f : U-—»V soit propre, il faut et suffit qu'elle soit pro-
pre au-dessus de tout point de 1l'adhérence de f£(U) . Supposons en effet cette con-
dition satisfaite., Soient _rf'. le graphe de f , _[—"; son adhérence, T une varié-
té, E une partiec fermée de T x U, (f, y) un point de T x V adhérent a
A=Eo f?: « On voit d'abord facilement que AC T x £(U) (ou T(U) eat 1l'adhérence
de f£(U)), d'ot y e F(U) . 11 y a donc une sous-zixriété ouverte VO de V conte-
nant y telle que la restriction fo de £ & ¢ (Vo) soit une fonction propre

sur U & valeurs dans Vy « Soit ]? 1'adhérence dans U x Vq du graphe J—‘f
0 0
de f5.0na .r_;.o = r; N(U x VO) » et, comne U x Vy est ouvert,

F.fo =17 Nw vy .

On a donc E o I;O =4 N (T x VO) y come T x V, est ouvert, (t , y) est adhérent

4 E or;,o s donc appartient & cet ensemble puisque f, est propre, d'oh (t, y)e4 .

4. Correspondances propres et variétés complétes.

On peut définir une variété compléte U par la condition qu'il existe un morphis-
me propre f de U dans une variété réduite a un point a . Soit alors T une
variété quelconque ; comme f est propre, 1l'application IT&(f (ot IT est 1'ap-
plication identique de T) est propre; ce qui signifie que la projection T x U —3T
est propre. Si donc X est une sous-variété fermée de T x U » le morphisme X-~-5T
induit par la projection T x U—sT est propre. De plus toute correspondance fermée
F entre U et une variété V quelconque est propre ; si T est une variété quel-
conque, la projection T x U x V—T x V, qui est propre, induit une application
fermée de T x| dans T x V s ce qui montre que I est propre (théoréme 1) En

a

particulier, toute fonction g sur U & valeurs dans une variété V quelconque cst

223



C. CHEVALLEY

propre.

51 g eost un morphisme, g est une applicetion fermée, ce qui montre que g(U)
est fermée ; de plus, g(U) est une variété compléte, car, si h est un morphisme
constyant de g(U) s hog est propre, ce qui implique que h est propre (propo-
sition 1). En particulier, toute sous-variété compléte d'une variété V est fermée
dans V . Par ailleurs, si u est une fonction numérique partout définie sur une
variété compléte U, u(U) est une sous-variété compléte de X , donc réduite a un

point ; tout morphisme de U dans une variété affine est donc constant.

Si U et V sont des variétés complétes, U x V est compléte ; car si f, g
sont des morphismes constants propres de U, V, f&g est un morphisme constant et
propre de U x V ,

Le résultat suivant est dQ & CHOW :

PR
THEOREME 2. - Soit V une variété. Il existe alors une variété compléte U et une

fonction propre f sur U & valeurs dans V qui possédentlespropriétés suivantes :
f est birationnelle et surjective, et le graphe de f est fermé dans U x V . On
peut de plus supposer que U est uen sous-variété d'un produit de droites projec-

tives.
Si toutes ces conditions sont satisfaites, nous dirons que (U, £f) est une pré-

présentation de Chow de V . Le théoréme est évident si V est affine. Il suffit de
montrer que, si des sous-variétés ouvertes V, (1 =1,2) de V telles que

V:VlUV2
tion de Chow (U, f) telle que U soit une sous-variété de U, x U, . Il y a une

admettent des présentations de Chow (Ui , fi) , V admet une présenta-

sous-variété ouverte Uy de U, telle que f, induise un isomorphiisme fj de UJ
sur une sous-variété ouverte Vi de Vi 3 on prend pour U 1'adhérence dans

Uy x U, de l'ensemble des (x; , X,) GU} x U} tels que f (x}) = fz(xé ; U
est alors une sous-variété fermée donc compléte de Uy x Uy .

Les projections de U1 x U2 sur ses deux facteurs induisent des morphismes propres
17; : IJ—?Ui . La fonction fi se prolonge en une fonction f; sur Ui a4 valeurs
dans V ; cette fonction est propre puisque Ui est compléte. Il est clair que

f; TT; = f; O.TTé 5 soit f leur valeur commune, qui est propre puisque U est
compléte. I1 est évident que f est birationnelle. Montrons que son graphe est
fermé. Soit ((x1 , XZ) s V) un point adhéz?nt au graphe de f , et soit i tel

que y éAVi . La restriction f de f & f (Vi) peut &8tre considérée comme une

fonction sur U & valeurs dans V; 5 comme U x Vi est ouvert dans U x V,

((Xl ) X2) , ¥) est adhérent au graphe de g?. Or il est clair que f = fiCD qT&

we
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—

l'ensenble [" e)-(«O j £
i i

est fermé par hypothése ; comme fi est propre, F £ est une

, graphe de fi 0] —ﬂ; s est dense dans le graphe r & de

v 1
£f.0r, | £
correspondance propre entre Ui et Vi o Par ailleurs, _\Ti étant un morphisme,

rT(. est fermé ; jTr o -r;. est donc fermé et identique a 1'adhérence de réy .

l . 1 - - -
Il en résulte que ((x1 , x2) , YE JT,-i o lfi , d'ol (xi ,y ¥)E ] fi , ce qui
~n

montre que f; est défini en x; , donc que f = f; 0] TTi est défini en (x1 , x2) ;
f est donc @éfini en (xl.’ x2) , d'al ((xl , x2) y Y) G l’“f , ce qui montre que

-

£
sulte que sa projection sur V est fermée, donc que f£(U) est fermé, d'ou f£(U) =V

est fermé. C'est donc une correspondance propre entre U et V ; il en ré-

puisque f est birationnellc.

Soit g une fonction sur une veriété V & valeurs dans une variété W , et soit
z un point adhérent & g(V) . Soit (U, f) une présentation de Chow de V , et
soit h = g@f « Pour que g soit propre au-dessus de z , il faut et suffit que
tout point "x € U tel que (x s 2) apparticnne & 1'adhérence _r_; du graphe J‘k;

de h appartienne & l'ensemble de définition de £ .

Nous avons besoin, pour démontrer ce résultat, du lemme suivant :

LEMME 1, - Soit r une fonction propre sur une variété X & valeurs dans une

variété Y . Soient X' et Y' des sous-variétés ouvertes de X et Y ; si
' 4 = =2 1 ] t -
1'adhérence J"r du graphe de r est telle que .]—i- N(X x Y') CX' x Y, la'res

s

triction r' de r & X' est une fonction propre sur X' 3 valeurs dans Y' .

Soient T une variété, E une partic fermée de T x X' et E 1'adhérence de
E dans T xX, d'ou E = (T x X*) N E , L'adhérence _r—‘; , du graphe de r' dans
X' x Y est I‘I‘_ (X* x Y') ;ona

E o J:]’:. =K O(T';f)(X' xY)) = (En(T x X?)) o (1-:: NI x Y1) ,

ensemble qui est égal, en vertu de l'hypothése faite, 3 (E o j'—;-) O(T x Y') , ce

qui montre qu'il est fermé dans T x Y' , Si Wy est une sous-variétc_élouverte de

W contenant 32 , nous désignerons par ) la restrictionde g 3 g (Wo) ’
considérée comme fonction sur V & valeurs dens wo » Ct nous poserons hj = 8o Of
1'adhérence fl’:o du graphe de hy dans U x W, est j"}'; N(U x Wy) . Supposons

que g soit propre au-dessus de¢ 2z ; choisissons alors wo tel que 8o soit

propre. L'ensemble _[_'f o KE:' est fermé dans U x wo puisque f; est fermé et
(0]
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ré prcpre ; cet ensemble contient l’; o r‘ , donc aussi son adhérence J_—.;:
0 go (0]

Si (x, Z)EIT: ona (x, Z)QT—;OCJ‘;-O—J;& , ce qui montrc quc f cst défini
0

en x . Supposons meintenant la condition satisfaite. Soit U! 1l'cnsemble de défi-
nitionde f ; U - U' est donc fermé ; comme U est compléte, la projection A
sur W de I-:h N((U -U') xW) est fermée ; Wy =W - L est une sous-variété
ouverte d¢ W qui contient par hypothese z . On a [_'t'; CU' x wo 3 les applica-
tions f et h, peuvent donc 8tre considérdes comme dés fonctions f' et hj
sur U' & valeurs dans V et WO respectivement 3 f£' est un morphisme et hb
est propre (lemme 1). Comme on a hy = go© f' et conme f' est surjectif, g,
est propre (corollaire & la proposition 1), de sorte que g ¢st propre au-dessus
de 2.

Si g est un morphisme propre d'une variété V dans une variété W, et si zeW,
toute composante irréductible Y de él (z) est une variété complétc. En effet, Y
est une sous-variété fermée de V , de sorte que la restriction de g & Y cst
un morphisme propre et constant de Y . La réciproque n'‘est pas vraie : par excm-
ple, si V est une sous-variété ouverte de W ¢t g 1lfapplication identique
V-+3W , alors, pour tout z eW, gl (z) est doit vide soit composé d'un scul point

mais g n'est pas propre si V # W . On a cependant le rdsultat suivant :

PROPOSITION 2, - Soit g un morphisme d'une variété V dans une veridété W .

Si, guel que soit 2z & W , toute composante irréductiblec de El(z) est_compléte, il
Yy_a un point zoe W tel que g soit compléte au-dessus de ZO .

Soit (U, f) uneprésentation de Chow de V , et soit h =g Of . Désignons per
F 1'adhérence du graphe de h et par r , s les morphismes r‘h-vU s rh._,w
1nduits par les projections de U x W sur U et sur W . Soit U! }lansembl_e_ de
définitionde U ; E = gt (U - U') est alors une partie fermée # r}; de Fh . On
voit facilement pour des raisons de dimension qu'il y a une sous-variété ouverte wQ
de W telle que, si z &W, , aucune composante irréductible de 51(2) ne son.t con=-
tenue dans E . Soit 2 ewo ; si T est une composante irréductible de ) (z) ,
r(T) rencontre U' , et r(T)N U', qui est irréductible, est contenu dans une
composante irréductible Y de ﬁl(z) . Soit X 1'adhérence de r(T)NU' dans U ;
f induit sur X unc fonction fy a valeurs dans Y qui est propre pu:.sque f est
propre. L'adhérence Qx du graphe de f est contenue dans 1' adhérence r' du

graphe de f , donc dans f;, puisque l:. est fermé. Or, Y étan_t_ par hypothése

compléte, la projection X x Y—X induit un morphisme propre de ["fx dans X
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ce morphisme est wne application fermée, d'oh il résulte aussitdt qu'il est surjec-
tif. Sidonc xeX,ilyawm yeY tel que (x, y)ef}xcrf, ce qui impli-
que x € U' ; on adonc Xc U' et par suite r(T)< U' . Ceci étant vrai pour
toute composante irréductible T de 51( 2) , on voit que tout xe U tel que

(x, z)e Fh appartient & U' : on a vu qu'il en résulte que g est propre au-
dessus de 2 .

COROLLAIRE. - Si G est un groupe algébrique et H un sous-groupe de G tel que

H et G/H soient des variétés complétes, G est complet.

Soit en effet f 1'application canonique G —» G/H . Pour tout y & G/H , fl(y)
est une variété compléte ; il y a donc wvn y € G/H tel que f soit propre au-dessus
de y . Mais alors f est évidemment encore propre au-dessus de s.y , ou s est
un élément quelconque de G , i.e. au-dessus de tout point de G/H ; f est donc
un morphisme propre de G dans la variété compléte G/H , ce qui montre que G

est complet.

5. Caractérisation algébrique de la notion de fonction propre.

Si U est une variété, et x €U , les fonctions numériques u sur U qui sont
définies en x forment un anneau local, que nous désignons par @(x) ou ou(x) ’
l'application u—%u(x) est un homomorphisme de Q(x) dans le corps K des cons-
tantes, que nous appelons l'assignation associée & x . Soit Fu le corps des
fonctions mmériques sur U ; on appelle placec de FU tout homomorphisme dans K
d'une sous-algébre ¥ de Fy sur K qui posséde la propriété suivante : si u €Fy
n'appartient pas a Q ’ u"1 y appartient. Tout homomorphisme dans K d'une sous-
algébre de Fy se prolonge d'au moins une maniére en unc place.

Soit f wune fonction, que nous supposerons pour simplifier dominante, sur une
variété U & valeurs dans une variété V . Si v est une fonction numérique sur
V, il y a une fonction numérique \F(v) =v Of ¢t une seule sur U qui prolonge
l'application v o £ ; \P est un isomorphisme du corps FV sur un sous-corps
de FU . 51 -gy cst 1l'assignation associde & un point y &V , nous désignercns
par S; 1'homomorphisme \r(v)—w(y) = -Sy(v) de 1l'anneau o\P(y) = LP(O(y))
dans K . Si x&U , une condition nécessaire et suffisante pour que f soit
définie en X et y premne la valeur y est que l'assignation gx associée 2
X prolonge gy\e. I1 n'cst pas difficile de montrer qu'unc condition nécessaire
et suffisante pour que (x , y) apparticnne & 1'adhérence ]‘_"'E du graphe de f
est qu'il existe une plece de FU qui prolonge a la fois _gx et ‘gy o On voit

227



C. CHEVALLEY

d'abord en effet tout de suite qu'an peut se ramener au cas ot U et V sont
affines ; soient alors P et Q lcurs algdbres affines. Les projections de U x V
sur U et V induisent des morphismes dominants r : U, s: 7V,
qui définissent eux-mémes des isomorphismes P et o de FU et I‘v sur des sous-
corps du corps <‘) des fonctions numériques sur j" o Comme U x V est une variété
affine d'algebre affine P ®Q , ]’—"‘E est une variété affine dont 1l'algébre affine
R est engendrés par les f(u) y WEP et ¢(v), veQ.Si (x,y) er" ,
l'assignation associée & ce point prolonge 'Sx‘o et - ;5 cctte assignation se
prolonge en une place Tl du corps KP o Or F est un isomorphisme de FU sur qn H
1o place de Fj qui correspond & TT par cet isomorphisme prolonge 'S{ et 'SP .
Réciproquement, s'il y a une place de FU qui prolonge Sx et f, il y a une
place T ae ? qui prolonge S{r et ’g;_ 1'anneau de définition \O de TY con~
tient donc P(P) et ¢(Q), d'od R € Q; la restrictionde T & R est un
homomorphisme de R dans K qui détermine un point 2 de Ff , dont on voit tout
de suite qu'il se projette en x et y sur U et V, d'ou (x, y)g_[:;.' .
variété
THf‘,OR}\BME 3¢ = Pour qu'une Y V soit compléte, il faut et il suffit que, pour toute

place TT du corps FV des fonctions numériques sur V, il y ait un point y &V
tel que TJ prolonge l'assignation associde a T e

Supposons d'abord que V soit une sous-variété fermée d'un produit de droites
projectives. I1 y a alors des fonctions numériques t £ 0(1\<i$ n) sur V telles

+
ue V soit réunion de 2° morceaux affines V e, = =1) \')
q €4 5 eoe y en( i 7oTegy eee T

63 e
admettant comme algébre affine 1l'algdbre P [ty , ..., n] « S1 TU est
ey
une place de FV y 11 y a pour chaque i un exposant ey = - I tel que tl

appartienne & 1l'anneau de d(—éflnltlon ‘(g de T . On a alors P [ti g vee n]C‘O
la restriction de Il & P[ti y eee t "7 est un homomorphisme de cette algébre
dans K et détermine par suite un p01nt ye Vei ) ey ; la place TV prolon-
ge l'assignation associée & y .
Pagsons maintenant au cas général. Soit (u , f) une présentation de Chow de V .
Alors f détermine un isomorphisme \_P de FV sur FU qui fait correspondre a
toute place 11 de Fy une place T7YF de F o« Comme U est une sous-*varlete
fermée d'un produit de droites projectives, 11 yaun x GU tel que Tr prolonge
1'assignation Sx de FU associée & x . Si V est compléte, f est un morphisme;
en effet, le graphe de r}. est fermé, de sorte que, si V est compléte, l'image d
de Ff par la projection U x V-—3U est fermée et est par suite U tout entier.
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Dans ce cas, soit y = f(x) ; T, prolonge 'Syv, et, comme R1A% prolonge ‘§x ,
TT prolonge gy « Supposons réciproquement la condition de 1'énoncé du théoréme
satisfaite. Portons d'un point x quelconque de U ; comme _\T?peut 8tre une
place guelconque de FU , on peut choigir TTde telle maniére que Tf_t{) prolonge

—S x 351 ¥ est tel que TT prolonge g » 1T ¥ prolonge —gx et gy‘F de
sorte que (x , y) appartient & 1'adhérence du graphe de f . Comme ce dernier

est fermé, (x , y) appartient au graphe de f , de sorte que f est défini en x .
L'application f est donc un morphisme surjectif U——>V , ce qui montre que V est
compléte.

’

THEOREME 4. ~ Soit g une fonction dominante sur une variété V & valeurs.dans

une variété W , et soit 1'isomorphisme correspondant du corps F,, des fonc-
’ W =

tions numériques sur FW sur un sous-corps de FV Soit z €W ; pour que g soit
propre au-dessus de z , il faut et suffit que, pour toute plage T de FV qui
prolonge 3 (ot §Z est 1'assignation de F, associée 3 z), il cxiste un point
Yy €V tel que [ prolonge 1'assignation 'Sy associée & y .

Soit (U, f) une présentation de Chow de V , et soit h =g ©f . Pour que
g soit compléte au-dessus de 3 , il faut et suffit, comme on 1l'a vu, que tout
X €U tel que (x, z) appartienne & l'adhérence du graphe de h soit contenu dans
l'ensemble de définition de f , i.e. qu'il existe un y &V tel que (x, y)
apparticnne a l'adhérence du graphe de f . Ceci étant, la démonstration du théo-
réme 4 est entiérement analogue & cclle du théoréme 3, en se limitant a celles des
places 1] de F; qui prolongent _Sg et 4 coux des x €U tels que (x, &)

appartienne a l'adhérence du graphe de h .

COROLLAIRE. - Soit g wun morphisme propre estdominantd'ure veriété V densvariété W ;
soient s yn point de W, O(z) son anneau local et Xl'isomorphisme de Fw sur
un sous—corps de FV défini par g « Pour qu'une fonction numérique v sur V
n'aj 8 aucun p8le sur 1l'ensemble g (z) s il faut et suffit que v soit entier sur

1'anneau X (o)) .

5i y &V, il est bien connu qu'une condition nécessaire et suffisante pour que

v n'ait pas de pSle en y est que v sa%it entier sur l'anneau local (iy) de y

donc eppartienne aux exzieam de définitdion /toutes les places qui prolongent 1l'assi-

gnation associée & y . Or, g étant propre, ces places sont toutes les placesde FV

qui prolongent g s OU 'g est l'assignation associde & 3 . L'intersection de

toutes ces places étant la fermeture entiére de X (0(2)) , le corollaire est établi.
On déduit tout de suitc de 13 que, si V et W sont affines, d'algdbres affines

Q et R, une condition nécessaire et suffisante pour que g soit propre est que

Q soit entier sur 1l'anncau X(R) .
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