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Séminaire BOURBAKI
(Mad 1957)

VARIETES ANALYTIQUES REELLES
par Bernard MALGRANGE

(d'aprés F. BRUHAT, H. CARTAN, et B. MALGRANGE)

1, Sous-ensembles analytiguese.

Soit V wune variété analytique rdelle ; un sous-cnsembls E de V est appelé
sous-ensemble analytique si tout point a €V posséde un voisinage O tel que
En © soit l'ensemblc des zéros d'un nombre fini de fonctions analytiques dans
© (nombre qu'on peut d'ailleurs prendre égal a un }). La notion de germe de sous-
ensemble analytique se définit alors de la manidre habituells ; comme l'anneau
des fonctions analytiques en un point est noethérien, tout germe de sous-ensemble
analytique admet une décomposition unique en un nombre fini de germes irréductibles.

Supposons provisoirement que V soit un ouvert < i (ce qui est licite si 1'on
étudie les propriétés locales des sous-ensembles analytiques) et plongeons R dans
C" ;: soit alors E un sous-ensemble analytique de V , et E le germe induit

par E ou point a €V § soit E le complexifié de E s C est—é—dire le plus

pet:lt. germe d'ensemble anclytique complexe en a contenant E ; 1a dimension de
Ea s c'est-a-dire la plus grande des dimensions complexes des composantes de E
8'appelle par définition la dimension du germe Ea ¢ la borne supérieure des dimen-
sions des Ea » aux différents points de V , s'appelle la dimension de E . Dési-
gnons par VP(E) l'ensemble des points de E au voisinage desquels E est une
sous-variété de dimension p + En utilisant les propriétés classiques des points
singuliers des sous-ensembles analytiques complexes, on démontre alors les résul=-
tats suivants (voir [1], et [4])

PROPOSITION l. - Les composantes irréductibles de ’Ea sont des complexifiés des
composantes irréductibles de Ea . _S_i din E&l =p, le point a est adhérent &
Vp(E) s 8% 11 existe un voisinage ouvert O de a et un sous-ensemble amalytique
S de © de dimension «p , tel que l'on ait :

ScEn(oc(vp(E)nG)us

Soit maintenant V une variété analytique réells, et soit Gp 1'ensemble ds
tous les germes irréductibles de dimension p de sous-ensemble analytique aux

différents points de E ; on munit Gp de la topologie dans laquelle un systéme
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fondamental d'ouverts [ (® , E) est obtenu ainsi : pour tout couple (O , E)
formé d'un ouvert W cV et d'un sous-enscmble analytique E de dimension p de
©, T(® ,E) est l'cnsenble des germes composants irréductibles de dimension
p de E cux différents points de E .

Muni de cette topologis, Gp est séparé (comme on le voit en complexifiant).
51 E est un sous-ensemble analytique de dimension p de V , l'espace G_(E)
(germes irréductibles de dimension p de E aux différents points de E) est
ouvert et fermé dans Gp e On ade plus [2] 3

N
THEOREME 1. - L'espace Gp est localement connexe (par arcs).

Pour obtenir.ce théoréme, on démontre le résultat suivant (démonstration assez

technique, utilisant la structure des germes complexes (cfe [9]),

Soit E un sous-ensemble analytique, et a un point de E tel que ls germe
Ez1 soit irréductible et de dimension p ¢ il existe un voisinage ouvert © de
a tel que Vp(E)n (O ait un nombre fini de composantes connexes Ai et que a
soit "fortement adhérent" A chacume d'elles (i.e. 11 existe un arc b 1 d'extrémi-~
té a tel que Ki—{a}CAi).

COROLLAIRE 1. - Soit E un sous-ensemble analytique de V sy 88 soit a un
point de E ; 11 existe un voisinage ouvert (o de a possédant la propriété
suivante : si un sous-ensemble analytique F de V contient Ea 3 11 contient
EnO,

(Raisonner par récurrence sur la dimension de Ea en utilisant la proposition 1)

COROLLAIRE 2. - Toute intersection de sous-ensembles analytiques est un sous=-

ensemble analytique.

Soit Ei s 1 €T une famille de sous-ensembles analytiques de V , et (Ei)a
le germe induit par Ei au point a § la famille des intersections finies des
(E1 )a est stationnaire ; donc (corollaire 1) il existe un voisinage @ de a

tel que la famille des intersections finies de Ei N @ soit stationnaire.

Etant donné un sous-ensembls quelconque A de V , le corollaire 2 permet donc

de définir le plus petit sous-ensemble analytique de V contenant A .

COROLLAIRE 3¢ - Soit E un sous-ensemble analytique de V , do dimension p ;
il exdste une famille (x.l) de points de E , sans point d'accumulation, possé-
dant la propriété suivante 3
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Si un sous-ensemble analytique F CE ne contient aucun des points X ,0n2
dnF <dn E .

(St V est dénombrable a 1'infini, 1l'ensemble des X, sera donc dénombrable ).
I1 suffit pour cela de choisir un point & dans chacune des composantes connexes
de Gp(E) s ot de prendre pour x, 1l'image de g dans V ; le théoréme 1 entraine
que les % n'ont aucun point d'accumulation.

A propos du corollaire 3, remarque ceci : si V est une variété analytique com-
plexe et E un sous-ensemble analytique complexe de V s un résultat analogue au
précédent (et blen connu) se démontre ainsi : décomposons E en composantes irré-
ductibles Ei s et prenons un point X, sur chacune de ces composantes s alors
s1 F CE ne contient aucun des x; , ona F NE, #Ei s donc dim(F NE, ) <dim E,
d'eutre part, les Xy n'ont aucun point d'accumulatlon parce qus tout compact de

V ne rencontre qu'un nombre fini de E1 .

Ce reisonnement n'est pas applicable aux sous-ensembles analytiques réels, et

ceci pour deux raisons (woir paragraphe 4).

1° On ne peut pas toujours décomposer un sous-ensemble analytique en composantes
irréductibles (globales) &

2251 E est irréductible et si FCE , F £E s 11 se peut que 1l'on ait s
dim F =dim E 11

2. Plongement euclidiene

Dons toute la suite nous considérerons seulement des fonctions analytiques &
valeurs réelles. Cecd dit, le paragraphe va 8tre consacrd 3 la démonstration du

théoréme suivant s

THEOREME 2. - Soit V une va.rleto analytiquo réelle, dénombrable 3 1'infini, de
dimension n , munie d'un ds analytiques Alors V est régulidrement plongsablse
dans un espace euclidien (L.e. il existe une application analytique V —»
propre, injective, et de rang n en chaque point).

(autrement dit : V peut &tre réalisée comme sous~variété analytique d'unespace RN ).

EXEMPLE. - V est un ouvert de R" (ici, il suffit évidemment de démontrer qu'il
existe une application propre V -—)Rm, mais cela ne simplifie pas grand'choset).

a. Approximation des fonetions analytiques.

Je rappelle le résultat suivant, qu'on pourrait appeler "théortme de Runge pour
les fonctions harmoniques" (cf. [6])
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soit W une variété analytique réelle, dénombrsble a 1'infini, et D un opéra=-
teur différenticl elliptique, & coefficients analytiques sur W 3 soit QL un
ouvert CW tel que C € n'ait aucune composante connexs compacte ; toute so-
lution dans L1 de 1'équation Df = O peut 8tre aPProchée uniformément sur tout
conpact de Q- par des solutions dans V de cette dquations (Naturellement, a
cause de hypoelliptivité de D et du théoréme du graphe fermé, la convergence
uniforme sur tout compact peut &tre remplacée par la conveprgence dans 1'espace
&a des fonctions indéfiniment différentiables dans <) , ol la convergence dans
l'espace GQ des distributions dans S » ou toute autre analogue).

Considérons alors une variété, V , vérifiant les hypothéses du théordme 2, et
soit © un ouvert <V, ¢t f une fonction analytique dans (9 s prenons pour
W la variété W x R (R paramétré par t) et munissons W de la métrique rie-
nmennienne d92 + dt2 (ds2 étant la métrique de V) : soit & 1'opérateur de
Laplace associé & cette métrique ; identifions V A Vx {O} , et soit O
un voisinage de (© dams W , tel que f se prolonge dans © en une fonction
harmonique £ (existence par Cauchy-Kovalevska) s 6t tel que la complémentaire de
o dans W n'ait aucunc composante connexs compacte (ce qu'on peut toujours
supposer en diminuant au besoin O ). D'aprés le théoréme de Runge, T ost limi-
te dans % & de fonctions hormoniqucs dans W 3 donc f est limite, dans % ®
de fonctions analytiques dans V . Nous avons donc obtenu le résultat suivant @

Toute fonction analytique dans un ouvert © <V est limite, dans 8 s de fonc-
©
tions analytiques dans V .

Be résultat suffit déja a établir le théoréme 2 lorsque V est compactes

51 maintenant V n'a aucune composante connexs compacte (ce que nous suppossrons
dans la suite du paragraphe 2), il est nécessaire de le renforcer, et plus préci~

sément, de démontrer le

IEMME 1. - Soient (_’)i (1=1,2, «.) une suite d'ouverts <V , deux 2
deux disjoints, f, une fonction analytique dans © 1 et u, un voisinage de
zéro dans %bi
nombre fini d'ouverts (’)i o I1 oxiste alors une fonction analytique g dans

V qui, pour tout i , vérifise g - £ €4y o

« Supposons en outre que tout compact ds V ns rencontre qu'un

7
LEMONSTRATION. - On se raméne & la situation suivante ¢ il existe une suite
d'ouverts relativement compacts .D-i 1=1,2, ...) vérifiant 3
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Qicﬂ.iﬂ ;u_CLi=v 3 (9 c.Q. :L-l

~

Soit alors O i construit comme précédemment 3 on peut supposer
Céi < (Dix] -1,1[ ect soit Fi une fonction harmonique dans 51 prolon=
geant £, § soit enfin ﬁi lowvert £, xJ-1-4,1+4[,

Tout revient & démontrcr ccei ¢ Stant donné, pour tout 1, K:l. compact dans
G, s OL 8, > 0, 11 cxiste g hamonique dans W et vérifiant, pour tout

~ o~
i lg-fil<ai sur K, .

Pour établir ce résultat, on peut supposer la suite ay décroissante j oh cons-
truit alors par récurrence, on utilisant le théoréme de Runge, une suite Ei de

fonctlons harmoniques dans W , qui vérifient 3
e
1° Jg. -8 .| €+ dans
& " &4 TX
o I3, -FlcA ams &
2 Igl - 1! = - ns g

~
o S =8 = = g =
e, VK (on pose 4 =8 =K g, g, =0

les Ei convergent uniformément sur tout compact € W vers une fonction 5 H
et l'on vérifie immédiatement que g posedde les propriétés voulues, d'ou ls

le lemme.

Lo théoréme 2 est maintenant trés facile A Stablir

b. Existence d'une application propre.

Soit Oi une suite d'ouverts relativement compacts de V , vérifiant

i < (Di+1 ; U(Di =V .11 enste £, analytique dans V , vérifiant pour tout
13 |r-1]< 5 dans (921 21 a4 (lemme 1) i1 existe de méme g analyti-
que dans V et vérifiont |g-1]¢ & dans (921+1 = ©,; « Alors 1s couple

(£, g) (ousil'on préfére, la fonction 1‘2 gz) définit une application pro-
pre V— R2 (respe V —> R)$
c. Existence d'une application de rang n (= dim V) en tout point e

Soient fl s cee fm des fonctions analytiques dans V s ot soit

Efl""’fm l'ensembls des points de V ou l'application x —> (£,(x) 5 eue ,'fm(x))

est de rang < n.Ef voof est un sous-ensemble analytique de V , auquel nous
pouvons appliquer le corollaire 3 du théoréme l. Soit (xi) une suite de points
de V obtenue ainsi.

Comme la suite (xi) est sans point d'accumulation, le lemme 1 montre qu'il
existe n fonctions analytiques dans V ’ fm+1,...,fm+n qui soient des
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coordonnées locales en tous les points Xg e Par conséquent, Ef £ ne con-
1.0. mm

tlent aucun des points X 5 et l'on a 3 dim Ef £ < dim E
10.. m+n

recommengant (au plus n + 1 fois), on trouvera finalement des fonctions
£

« En
fl ...fm

12 v s Iy telles que E soit vide.

fl"‘fN

d. Existence d'une application injective.

L'idée est la méme, mais il faut prendre quelques précautions supplémentaircs.
Soient fl g eee y fn des fonctions analytiques sur V telles que l'application

x—= (£,&x), ..., fm(x)) soit propre et de rang n en tout pointe Soit §

la dlagonale de V x V, et soit Y la variété Vx V= & . Dans < , les

équations fi(x) = fi(y) définissent un sous-ensemble analytique ‘&f Souf
10.. m

auquel nous allons encore appliquer le corollaire 3 du théoréme 1 : soit

(x1 ’ yi) une suite ainsi obtenue.

Dans 'Y , les (xi ’ yi) n'ont cucun point d'accumulation ; coime l'applica-
tion x — (fi(x)) est de rang n en tout point, les (x:.L R yi) ne peuvent pas
avoir, dens V x V , de point d'accumulation sur ® , donc ils n'ont aucun point
d'accunulation dans V x V ; alors, comme 1l'application x —> (fi(x)) 6st propre,

les Xy (et 1les yi) n'ont aucun point d'accumulation dans V .

Lo lemme 1 montre alors qu'il existe une fonction analytique dans V , soit

£ 4 » telle que, pour tout 1 , on ait £ (xi) # £a (yi) $ on aura donc

dim <dim G P £ d'ol le résultat par récurrence.
1... m

fl...fm"‘l

3. Faisceaux analytiques cohérents.

Sur une variété analytique réelle, la notion de faisccau anelytique cohérent se
définit comme sur une variété analytique complexe. Nous allons chercher des con—
ditions pour qu'une variété analytique réelle dénombrable & 1'infini "vérifie les
théorémes A et B " , ce qui, jeo le rappelle, signifie cecl (oh (] désigne 1o
faisceau des germes de fonctions analytiques aux différents pointsde V) s

(A) Pour tout faisceau analytique cohérent §t sur V , et tout point x €V,
HO(V » %) engendre le R L -module &Jx .

(B) Pour tout faisceau analytique cohérent 5 sur V , et pour tout entier
pzl,ona Hp(V,ﬂ'C')=O .

Une réponse est fournie par le théordme suivant :
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TPIBSOR}BNE 3¢ = Pour qu'une variété analytique réelle dénombrable 3 1'infini vé-
rifie les théorémes A et B , il faut et il suffit qu'slle puisse &tre munie
d'un d32 analytique (et par conséquent, d'aprds le théoréme 2, qu'elle soit
régulidrement plongeable).

Nécessité. - Supposons seulement ceci $ pour tout faisceau cohérent 'J d'idéeux
du faisceau (R , on a i (V, 3) =01t onsalt quu V possdde alors la propriété
suivante 3

Pour toute suite (xi) de points de V , sans point d'accumulation, 1l existe
une fonction analytique £ dans V ayant en chacun des points X un développe—
ment 1imité d'ordre 1 donné.

En raisonnant alors comme en 2 ,(c) on montre qu'il existe une application ana-
lytique (fl 9 oo ,fN) : V> RN de rang égal & dim V en tout point de V ;

2 .
et Z dfi est un ds? analytique sur V .

Suffisance. — Si V posséde un d32 analytique, V peut &Stre réalisée comme
sous-variété analytique d'un espace RN 3 on est alors ramené a démontrer que R
vérifie les théorémes A et B , ce qui sc fait & partir du rdsultat suivant :

PROPOSITION 2. - R admet, dans ot » un systeme fondemental de voisinages

dont chacun est un domaine d‘holomorphie.

DEMONSTRATION, - 5 =X ¢t iyk ¢tant les N coordonndes complexes de CN ,
et B étant défini par les équations Y =0, RI‘I admet évidemment un systéme
fondamental de voisinages de la forme ¢

2 2
Z Yk <f (Z x-k)
oi f est une fonction de la variable t >0 strictement positive, déeroissante,

et semi~continue inférieuremente

D'autre part, sl g ost une fonction de t 30 , strictement positive, déorois-—
sante, indéfiniment différentiable, et vérifiant partout 2tg"(t) <1 , lo
théoréme de Levi-Krzoska et le théoréme d'Oka sur les domaines pseudoconvexes

montrent que l'ouvert
2
S <e(T %)

est un domaine d'holomorphie.
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Par conséquent, 11 suffit de démontrer ceci 3

Etant donnée une fonction f£(t) (t >»0) strictement positive, décroissante, et

semi-continue inférieurement, i1 existe g(t) > 0 , décroissante, indéfiniment
différentiable, et vérifiant pour tout t >0 s

ae g(t) <£(t)
be 2tg"(t) <1t .

Soit u = t-l y 6t F(u) 1a fonction égale 3 0 si u<£0 et a fgt) si
u>0,Soit A(u) une fonction >0 , indéfiniment différentiable, égale 3 O
en dehors de l'intervalle [0, 1], et vérifiant )' Au) du=1.

Posons H(u) = A % F j la fonction h(t) = H(t_l) posséde les propriétés
voulues lorsque t est assez grand, par exempls t > to (b. est satisfaite
parce que H(u) est indéfiniment différentiable pour u = O : les autres proprié-
tés sont immédiates). Il suffit alors de prendre g(t) = h(t + to) , d'ou la
proposition.

Los théorémes 2 et 3 montrent en particulier ceci : tout ouvert <R vérifie
les "théorémes A et B " o A titre de distraction, nous allons en déduire le
mirifique (?) résultat suivant

PROPOSITION 3. = V étant une variété analytique réelle (quelconqus) et % un
faisceau analytique cohérent sur V , On a pour tout p »2 Hp(V ’ % )=0.

Précisons d'abord que, lorsque V n'est pas paracompacts, HP(V , %) doit 8tre
entendu au sens de GROTHENDIECK (groupe de cohomologie obtenu A partir d'une réso=-
lution injective ; cf. [5]) ; pour ces groupes de cohomologie, le théoréme de
Leray marche, et, plus précisément, on a le résultat suivant :

V étant un espace topologiquefﬁ un falsceau de groupes abéliens sur V , et
i@ j} 1e1 = © un recouvrement ouvert de V par des ouverts © 1 tels que

. P = (9
pour toute intersection finie (9;1".11( © A e des (S)i y On ait

(pour m >1) Hm(wil'”ik , %)=0, ona HY (O , %) ~ ¥V , %) (L21).
La proposition 3 résulte alors du lemme suivant @

IEMME 2. - V , O ,‘S«" possédant les propriétés précédentes, supposons en

outre qu'il exdste un entier p > 1 tel que tout ouvert AL contenu dans l'un
des 0, wérifie H(U,&)=0.
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Alors, Hpﬂ(V ’ $)=0.

Soit en effet ¢ = {ci 1 } un (p+l)=cocycle alterné de @ & valeurs
o...

p+l
dans ¥ : tout revient (théordme de Leray) a démontrer qu'il existe une fP-cochaine

alternée ¢! = {ci i\ de © telle que %ec' = ¢ o On détermine les
0'.. p

ef ,,.q bor récurrence (transfinie au besoin) $ supposons-les déja déterminés
o LN p
pour 1 ¢J,JCI, etsoit a «I,a ¢J; il s'aglt do déterminer les

¢ ,..4 .p 3 POUT cela, on considére {c{ wodd 1a} comne une (p-l)=cochafne
o p-l o P~
y' du recouvrement @ = {Q—i} 1e3r &=0 00O, de llouvert

O, N (v (91) 3 on dcrivant les conditions que doivent satisfaire les

lej
ci ved g Om s'apergoit @
o ""Tp-l

8. que ces conditions signifient que X' doit avoir pour cobord une certaine
p-cochafine ¥ de L.,
be que ¥ est un cocyclee.

Alors, les hypothéses ot le théoréme de Leray (encore une fois) prouvent 1l'exise

tence de ci possédant les propriétés voulues, d'ou le lemme.

o"'ip-la

La proposition 3 (et aussi la plupart des résultats des paragrephes 2 et 3)
perdraient évidemment la plus grande partie de leur intérét, si 1l'on savait.
démontrer le résultat suivant s

Toute variété analytique réelle dénombrable 3 1'infind vérifie les théorémes A et
B.

4. Contre exemples divers.

V désigne dans la suite une variété analytique rdéelle dénombrable & 1'infini.

a. Soit E un sous-ensemble analytique de V , et @E le faisceau des germes
de fonctions analytiques nulles sur E o En général, &E n'est pas cohérente.

EXEMPIg imng’diat. -v=F s B est 1l'ensemble des zéros de 1l'dquation
© =3 X +y); @E n'est pas cohérent A l'ordgine (gdnératrice double isolde)l

be Bans le méme ordre d'idées, voici une question plus subtile 3 disons qu'un
sous-ensemble analytique est "parfait" s'il possdde la propriété suivante & il
existe un foisceau cohérent d'idéaux J €3 tel que E soit 1l'ensemble des
z2éros de J .
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(A noter que les ensembles parfaits ont ¢té récemment étudids par WHITNEY et par
BRUHAT, et qu'ils possédent, dit-on, d'excellentes propriétés sur lesquelles
1'orateur s'excuse de n'avoir que fort peu de renseignements.] [11].

S1 V vérifie les théordmes A et B, les ensembles parfaits peuvent €tre définis
par des équations globales 3 on voit assez facilement qu'il suffit méme d'un
nombre fini (qu'on peut trivialement prendre égal A un)d'équations globales ;
réciproquement, un ensemble défini par une équation globale est évidemment parfait.

Ceci dit, voici un exemploe de sous-ensemble analytique non parfait : soit a(z)
la fonction d'une variable réelle 2z égale & exp(-zl—) pour |z| <1 , 6t & zéro

2 -l
paur |z] >1 ; et soit E 1'ensemble des zéros (dans R3 ) de 1'équation 3
z()(2 + Y2) =X a(z)

E est un sous-ensemble cnalytique de P (1o vérifier pour & == 1) 3 mals
toute fonction analytique dans Ra , nulle sur E , est identiquement nulle.

Voicl en gros, la démonstration ¢ £ se prolonge en une fonction analytique
complexs f dans un volsinage ouvert @ de dans C3 3 considérons alors dans
@ privé des plans 3z = 1 , l'onsemble S des zéros de 1l'équation ¢

2 + ¥) =% exp(—zl—;)
2 -

Un raisonnement de connexilon montre que f s'annule en tous les points de S
assez voisins du point (0, O , 1) : mais le théordme de Picard, appliqué a la

1 1 ’, o 2
fonction exp(;z:-l-) montro que, pour X et y = fixés assez voisins de zéro,

11 existe une infinité de points (xo A z) € S pour lesquels z est arbi-
treirement voisin d@ le Per suite, P(x , y, , z) est identiquement nulle, au
volsinage de z =1 3 et f est identiquement nulle.

ceS1 E et F sont deux sous-ensembles analytiques de V , avec F CE , on
mote C(F , E) 1le plus petit sous-ensemble analytique de V contenant E - F
(cf+ théoréme 1, corollaire 2).

On appelle irréductible un sous-ensemble analytique E (non vide) possédant la
propriété suivante s si F ot F' sont deux sous-ensembles analytiques avec
EcFVF',onas ECF ou ECF',

On dit que E , irréductible, est une composante irréductible de F si 1'on a
ECF, FACE,F) .

Ceci posé, voici un exemple de sous-ensemble analytique non irréductible, et ne
possédant aucune composante irréductible.
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) , P 2 .
Soit S 1e cbne (irréductible) d'équation z(x~ +y ) =)? s D 1la droite

x=0, y=0 ; S

1'adhérehce de S = D . Soit Dk une suite infinie de

droites distinctes contenucs dans S' o Pour toute suite finie I d'entiers 21,
définissons un déplacement T; de 8 , par récurrence sur le nombre p(I) des
tormes de I ¢ T, ost l'identité ; pour I = (J ; k) on choisit T, de ma-

2

niére que TI(S') ne rencontre pas la boule x2+ y2 +2°¢n() (ou n(I)
désigne la somme des termes de I), que TI(D) = TJ(Dk) y ot que les Sy = TI(S)
soient tous distincts j l'ensemble E = UTI (S) fournit l'exemple cherchée

Une construction analogus & pertir de l'ensemble S défini par 1'équation

P+ 10?4y - 12 = (B - 1)?

(c'est la réunion de la droite D ¢t x =0, z =1, de la droite :12)' t y=0,
g = =1 et du lieu des droites rencontrant D, D' et le cercle x +y =1,

i}

0) fournit un exemple d'ensemble analytiqus E possédant les propriétés

suivantes: E est de dimension 2, est irrdéductible, mais contient une infinité de
sous-ensembles analytiques de dimension 2 distincts de E ; et tout ensemble
analytique contenant les points singuliers de E contient E! .

(1]

(2]
(3]

4]
(5]
Ce]

£7]
sl
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