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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1957)

IES DEUX ASFECTS DE LA THéORIE DU POTENTIEL ’

par Jacques DENY

1. Introduction.

On peut définir la théorie générale du potentiel comme la recherche des "moyaux"
satisfaisant a telle ou tells propriété du noyau newtonien (aspect lindaire), ou
comme la recherche des espaces fonctionnels dont le norme a des propriétés sembla-
bles & la norne classique de Dirichlet (aspsct quadratique au point de vus de
1ténergie).

On rappelle & titre d'exemple deux propriétés importantes des potentiels de
Green

Gr.(x) = XG(x s J) dr-(y)

ot G est la fonction de Green d'un domaine £ de K° (n>2 ;8L n=2, on
doit supposer que le complémentaire de £ n'est pas polaire), et {~ une mesure de
Radon sur ¢ (si p est a densité continue f , on note Gf au ldeu ds Gp ;
i Q=R , n>2, G estle noyau newtonien |x = y]2-n) :

Principe du balayagee = Quels gue soient pz 0 de potentisl £ ® et w ou-
vert de Q , 11 existe r\' > 0 portée par @ (adhérence de w) telle que

Gl;{(x) SG\..(x) pour tout x €L,
Gr'(x) =Gp (x) pour tout x € eo

Parmi toutes les |L' satisfaisant & ces conditions (et 11 peut en exister plus
d'une) 1l en existe une seule dont ls potentiel Gp' soit minimum (mais il ne sera
pas question ici d'unicité ni de théorie fine).

Principe de dominatione = Pour tout couple de fonctions f et g continues,
2 0, & support compact dans {1 , la relation " Gf(x) =<Gg(x) pour tout
x €S, " entrafne Gf <Gg (on note S ¢ » Tesp. SI" s le support de la fonction

by
f , respe de la mesure )

Sous cette forme il s'agit d'une conséquence tout a fait banale de la notion
de surharmonicitée
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Parml les autres résultats fondamentaux de la théorie newtonienne, signalons les
principes de 1'équilibre, du maximum et de l'enveloppe inférieure ; on n'y fera
allusion qu'incidemment.

Voici deux' problémes naturels concernant les aspects lindaires de la théorie
générale

PROBLEME A, -~ Trouver les relations logigues entre les principes fondamentaux
(un ™oyau" G ; satisfaisant au principe P , satisfait-il au principe P! ?)

PROBLEME B. - Déterminer tous les noyaux satisfaisant & tel ou tel principes

Cela suppose bien entendu une définition précise du noyau, des potentiels et des
principes fondamentaux ; un grand choix est possible.

Revenons au noyau de Green G ; 11 est de type positif, et l'expression

lall® = {[otx, ) ap ) ap @)
% p ) dp

est le carré d'une norme hilbertienne (la "norme~énergie") sur 1l'ensemble des
“potentiels d'énergie finie" ; l'espace préhilbertien associé peut Stre complété
en lui adjoignant des fonctions convenables, et l'espace complet H ainsi obtenu
peut &tre défini directement (sans utiliser le noyau de Green) , car il est engendré
par les fonctions indéfiniment dérivables & support compact dans £ , et pour une

telle fonction u on a

lal? = oy § lowad ul?

n
(ot s, est 1'aire de la sphére-unité). Cette expression du carré de la norme
(norme de Dirichlet) est d'ailleurs valable pour tout élément u € H , une telle
fonction admettant des dérivées géndéralisdes qui sont dans Lz(ﬂ-) .

I1 est bien connu que si u est dans H , il en est de méme de son module lu] ’
et on a H (lul) | < [la |l 5 plus généralement si T est une contraction du plan
complexe (transformation diminuant les distances), ona Tu € H et || Tu || é”u H o

On appellera espace de Dirichlet tout espace hilbertien de fonctions & valeurs

complexes, définies sur un espace localement compact X , dont la norme est
diminuée per les contractions du plan complexe (en réalité on considérera seule—
ment les contractions normgles, c'est-a-dire celles qui conservent l'origine, et

on ajoutera quelques axiomes trés simples) ; on s'occupera du probléme suivant 3
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LES DEUX ASPECTS DE LA THEORIE DU POTENTIEL

PROBLEME C. - Déterminer tous les espaces ga Dirloklet.

I. Aspects linéaires.

2. Un théoréme de dualitée.

On va rdésoudre un probléme du type A dans un cas qui contient tous les cas
classiquese On se donne une fois pour toutes un espace localement compact X o
On nots C 1l'ensemble des fonctions continues a valeurs réelles définies sur X,
M 1l'ensemble des mesures de Radon réelles sur X , Cp et M les sous-ensembles
constitués per les fonctions et mesures & support compact. On met C en dualité

avec MK N CK en dualité avec M .

On appellera diffusion (continue) une application linéaire croissante G de M
dans M , continue pour les topologies falbles (dans certaines questions 1l pour-
rait 8tre utile d'envisager plus généralement des diffusions "mesurables"). G est
dite strictement croissamte, si G o #0 pour tout x (% =masse +1 en x)e
Lo transposé ds G est une application linéaire croissante de CK dans C .

Ues notions semblent constituer un cadre naturel pour les principes du balayage
et de domination 3

Principe du balayages - Un noyau diffusion G satisfait au principe du balayage
si, pour tout ouvert relativement compact o et toute mesure p=> 0 de MK » 11
existe une mesure p'zO de MK telle que ¢

@ ( M est portée par l'adhérence de w)
ii. Gr‘ < G B
111, G‘A' =Gpn dams w (les restrictions & w des "potentiels" Gp et Gy
sont identiques).
La mesure |A' , pas nécessairement unique, est dite balayée de [ sur w.

Principe de domjnatione. - Un noyau G , transposé de diffusion satisfeit au prin-

cipe de domination si, pour tout couple do fonctions f et g >0 de CK s 1o
relation " Gf(x) €Gg(x) pour tout x ESf " entratne Gf € Gg .

4 ~
THEOREME 1. = Pour qu'un noyau diffusion strictement croissante G satisfasse
au principe de balayage, 1l faut et il suffit que son transposé ¢* satisfasse

au principe de domination.
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DEMONSTRATION .,

1° Supposons que G sat1sfasse au principe de balayage ; soient f et g »0
de Cy , avec ¢ £(x) <c* g(x) pour tout x €S, ; soit "o'y une G-balayde

de Sy sur l'intérieur de Sf (y €X) 35 ona

* . _ - vy ot ' < (% )
G fly)=(¢ £, Sy)—(f,G Sy)-(f,G 3y)-(c f,%y) =G g, sy)

=(8,G%'y)$(gra Sy)=(G*g; Sy)zG*g(Y)'

29 Supposons que G* satisfasse au principe de domination 3 soit <o un ouvert
relativement compact ; 11 s'agit de prouver 1'inclusion

U <aM'(a@) + MY( (:w)

ou M+(E) désigne 1o cBne des mesures > 0 portées par l'ensemble fermd E,
= GMK le cfne des potentiels de mesures > 0 a support compact.

Or les relations h & Ck » h(x)>o0 pour tout x € C w ¢* h(x) >0 pour
tout x € «> entrafnent par hypothése G h(x) >0 pour tout x ; autwement dit,
les relations @

(hy p)=zo0 pour toute '«EM+(C w)

(b, )20  pour toute ¥€GH' (&)

entrafnent 3
(h, A) 20 pour toute NE€U ,

Comme le cbne GM+(¢T.>) + M+(Cw) est convexe et fermé (c'est ici qu'intervient
essentiellement 1'hypothése que G est strictement croissante) , donc identique
a l'intersection des demi~espaces fermés le contenant, il contient bien le cbne U .

Noyaux de composition sur un groupe abélien localement compacte ~ Soient [ wun

tel groupe, 2 une mesure » 0 sur T, On peut lui associer un noyau diffusion
Gy , défini par G, M =72 * N , et un noyau transposé de diffusion G
défini par G' f= ’x* f (observer a ce propos que le transposé de G est
G;T » OU ¢ 63t la mesure "symétrique" de s¢ par rapport a l'ongme) On
dira que le noyau de composition a¢ satisfait au principe du balayage (resp. de

domination) si G, (resp. G',() satlsfait & ce principes.
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LES DEUX ASPECTS DE LA THEORIE DU POTENTIEL

COROLLAIRE du théoréme l. = Pour qu'un noyau de composition 7t satisfasse au
principe du balayage, il faut ot il suffit qu'il aatisfasse au principe de domina-

tione

C'est une conséquence évidente du théoréme 1 et de la remarque 3 sl 2 satisfait
4 un des principes, il en est de mme de son symétriques Observer en outrs que la
diffision associde est strictement croissante si » #0 .

3. Le _probléme du balayage pour un noyau de composition.

Parmi les problémes du type B , le plus interessant est la recherche des noyaux
satisfadsznt au principe du balayage j on se bornera au cas des noyaux de composi=-
tlon sur un groups abélien ¢ , donné une fois pour toutes.

PROPOSITION 1, -~ L'ensemble des noyaux de composition satisfalsant au principe

du balayags est vaguement fermé.

Démonstration standarde — Le résultat serait d'ailleurs banal sl on considérait
seulement 1l'ensembls des noyaux satisfaisant au principe du balayage avec abalse
sement des masses (la masse totale de la mesure balayde ﬂ‘ est inférieure ou
égale & celle de {+ ) 3 observer & ce propos que le principe du balayage n'entratne
pas nécessairement ce principe d'abalssement, mais on peut montrer qu'il l'entratne
ipso facto dans le cas particulidrement important ok o est symétriqus (7 = ) .

On aura souvent intér8t & considérer des "potentiels" engendrds par des mesures
* & support non compact (% * L , 81 ce produit de composition a un sons) 3
cela permet de définir um principe du balayage sur ouverts quelconques (pas nécesw
sairement bornds).

Noyaux élémentaires., = On appelle ainsi toute mesure de la forme

= (a(® - ) -_-% g o'p

ol a est un nombre réel >0 et o une mesure ds Radon 70 telle qus la séris
convergs (o-p est le produit de compositlon de p mesuresidentiques & ¢ § on
pose &0 = $) .

PROPOSITION 2+ ~ Les noyaux élémentaires satisfomt au principe du balayage sur
tout ouvert,

Démonstration sommaire. - Soit 7 un tel noyau ; on dira que la mesure u >0

est surharmonique (resp. harmonique) si u % ¢ a un sens et est < u (respe =u)
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Evidemment tout potentiel de mesure > 0 est surharmonique, et 1l'enveloppe infée
rieure d'unc famille quelconque de mesures surharmoniques est surharmoniquse On
vérifie sans peine un théoréme de décomposition du type de F. Riesz : toute u
surharmonique est la somme d'un potentiel de mesure »0 , % #* - et d'une mesure
harmonique h (f» =a(? - ¢)%u et h= lin uxel),
p =0

CONSéQUENCE. - Toute mesure surharmonique majorée par un potentiel est un poten-
tiel (car u % 6_p tend alors vers 0 pour p—> ) et par suite l'enveloppe
inférieure d'une famille quelconque de potentiels de mesures positives est un po=~

tentiel de mesurs positive (principe de l'enveloppe inférieure).

Soit alors o2 un ouvert quelconque de V", p unc mesure » O telle que 2 * W
ait un sens ; l'enveloppe inférieure des mesures surharmoniques majorant 2 * I
sur ov est un potentiel de mesure positive > # f“ « On montre que rl' est portée
par l'ouvert o lui-méme (ce qui est plus précis que le principe du balayage) ¢
pour cela décomposer p' = r\i + v’z s OU ﬂ{ est la restriction de r‘é w 3 on
constate que 7 # (rl‘l t opx f".?.) =N % r\' - H'z/a , dtou (par définition de

V-
xx ), K0 C. Q. F. D.

Les propositions 1 et 2 fournissent une classe trés étendue de noyeux de composi-
tion satisfaisant au principe du balsyage (sur tout ouvert borné) 1'adhérence vagus
de l'ensemble des noyaux élémentaires ; mais on ne sait pas si on les obtient tous
par ce procédé, bien que, si [ = R s cette classe contienne tous les noyaux
classiques (noyau newtonien, noyau d'ordre « de Riesz-Frostman, etce)s On va
établir des résultats plus complets en restreignant quelque peu le champ des noyaux
de composition.

4, Noyoux de composition symétriques sur R? , tendant vers O & l'infini.

On désignera par (Ks) 1l'ensemble de ces noyaux satisfaisant au principe du
bayalage t les ¢léments de (Ks) jouissent de propriétés remarquables ; on verra
(n° 8) que leur introduction est naturelle.

Rappelons qu'ure mesure \;)0 sur R® tend vers O & 1'infini si ses régula~
risées (par des fonctions continues & support compact) tendent vers 0 & l'infini ;
11 revient au méme de dire que la translatée M # ‘ox converge vaguement vers
0 lorsgue X =

LEMME 1. = S1 p est une mesure » 0 de masse totals >1 , la charge de tout
voisinage de O pour Pp tend vers 1l'infini pour p —»w® .
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Evident (utiliscr par exemple Fourier)e.

IEMME 2+ - Tout noyau de (K g) setisfait su bayalage sur tout ouvert (et pas
sculement sur les ouverts bornds).

Démonstretione — On établit d'abord un "principe de positivité des masses" : soit

N €(KB) , NA0; sl Nap <N (l‘ et v=0), alors Sdp sjdv (on
peut supposer | et » symétriques ; si on avait fdv < 1< \dv , on aurait
N+ vP—0 , d'aprés le comportement dc N & 1'infini, et N *Y.p ne conver-
gerait pas, d'aprés le lemme 1 j or, par hypothése N % ‘Ap <N =» vp', dfou con-
tradiction).

Soit alors N € (KS) s €t o ouvert non borné, réunion d'une suite croissante
d'ouverts bornés Wy 3 si By est une balayée de p= 0 & support compact sur
ey 5 |dp, ost unifornément bornde, d'ol existonce d'une mesure limite W, et
on peut passer a la ddmite sur N * By o grice au comportement de N & 1'infini.

(Extension imnédiate au balayage d'une p 20 quelconque telle que Noxp ait

un sens).

REMARQUE., - I1 existe des noyaux de composition symétriques (ne tendant pas vers
0 & 1'infini), qui satisfont au principe du balayage sur tout ouvert borné, mais
non au balayage sur tout ouvert (exemple : & +1) ,

LEMME 3. - Tout noyau élémentaire symétrique est dans (K s) s 6t est de type

positif.

Un tel noyau est construit i 1l'aide d'une € symétriqus, donc de masse totale
<1 (lemme 1) ; 11 en résulte aussit8t qu'il est de type positif. Pour montrer
qu'il est dans (KS) 11 suffit de constater que sa régularisée par une £ >0 de
type positif tend vers O & 1l'infini, ce qui est facile (observer par excmple que
la fonction continue de type positif S (x) =f % (& + 0'2 + eee + ¢°P) converge

uniformément dans R° tout entier lorsqus p =% o).

/ \
THEOREME 2., - Pour qu'un noyau de composition sur i , symétrique et tendant
vers O & 1l'infini, soit dans (Ks) , 11 faut et il suffit qu'il soit limite

vague de noyaux ¢lémentaires symétriquese.

Le condition est suffisante, d'aprés les propositions 1 et 2 et le lemme 2

montrons briévement qu'ellé est nécessaire
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Soit N € (Ks) » N#0, et soit o, Une mesure balayée de ® sur lo domaine
x| >r «Ona N=x 6 =N dans ce domaine, N 0, <N partout. On me peut
avoir N=N # o (sinon i1 existe un point x #0 du support de 07, 5 soit
N ;é 0 1la restriction de o 4 un voisinege ouvert v de x j 901t ¥'une ba-
layée de ¥ = = |+ sur un voisinage ouvert w de O : par hypothése
Nt p+lN s V<1 partout, N *# W+ N £ =N dans w, d'ol, en régularisant et
appliquant le principe de domination, corollaire du théoréme 1 ¢ N< N su+ N = v
d'ol égalité ; faire alors tendre w vers O, puis v vers x : on met en évi-
dence un nombre h >0 tel que N=hN % %x 3 ce qui contredit l'hypothése que
N tend vers O & 1'infini).

Posons alors « r( % - & ) * N, le nombre a, étant bien déterminé par
la condition Sd o( =1, on voit facilement. que
®

p
2 7

-1
H - S - e H
converge ; posons N (ar( o-r)) ;on@

= (;S_ * NI‘ + B
o p = lim N » OJ; satisfait & P = §#* ¢ 3 une telle relation satisfaite
p o

par une mesure bornée w >0 entraine que p admet pour période tout point du support
de o, (on se raméne & un probléme élémentaire par régularisation) ; or @ tend
vers O 2 1'infini puisqu'il en est ainsi pour N (par hypothése) et pour le no-
yau élénentaire N (lemme 3) , donc aussi pour N = . (car «_ est & support
compact) ; on a donc p =0 et N = N % & comme o converge vers § pour

r—>0, N est bieh limite vague des noyaux élémentaires Nr .

REMARQUE. - Tout noyau de (KS) est de type positif (conséquence du lemme 3 et

du théoréme 2).

II. Espaces de Dirichlet.

5. Définitions et propriétés géndralese.

On se donne une fois pour toutes un espace localement compact X et une mesurs
de Radon F > 0 , partout demse sur X (s'il en existe). On notera C 1'ensembls
des fonctions continues & valeurs complexes définies sur X , & support compacte
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DEFINITION 3. - Cn appelle espace de Dirichlet H = H(X , 3 ) un espace hilber-
tien de (classesde) fonctions & valeurs complexes, localement sommables pour T

satisfaisant aux axiomes sulvants

(2) |Ju]] =»0 entrofne que u-—» 0 dans Ll(K, }) pour tout compact K de X;

(b) CA H ost dense dans @ et dans H ;

(¢) pour touts contraction normale T du plan complexs et tout W€ H ona

T €H ot NTull €llull .

/
DEFINITION 4. = On dit qu'un élément u €D est un potentiel, s'il existe une
mesure de Radon p sur X tells que

@, 2 ={ T ape)

pour toute £ €C nH.
Le mesure p est dlte associdée & u j sl elle existe; elle est unique, et on
assoclee

éerira u=1u n $ 81 elle est >0, on dira que u est un potentiel pur.

IEMME 4. - Les potentiels sont denses dans H

En effet, & toute fonction f bornée, mesurable, a support compact, on peut as-

socier, d'aprés l'axioms (a), un élément u, €H satisfalsent 3 @
(u,uf)=5u—d§ pour tout u € H

ces ¢léments u, sont évidemment denses dans H

On peut montrer que tout potentiel pur est réel 3 0 ; on peut, grice aux
axiomes {a), (b), (c), démontrer pour ces potentisls purs des résultats tout & fait
semblables & ceux de la théorie classique (principes du baleyegs, de 1l'enveloppe
inférieurs, de l'équilibre, etc.) sans jamais parler du noyau sous=jacent jper cxempla,
on définira canoniquement le "balayé" d'un potentiel pur u sur un ouvert w
comme 1*élément u' de H de norme minimum parmi tous ceux dont Ja partis rdéelle
majore (presque partout) u sur < . On vérifie que u' est un potentiel pur et
que tous les axiomes du balayage sont satisfaits. Dans ces questions une caracté-~
risation des potentiels purs est trés utile 3 ce sont les éléments u €H satis-
faisant & |Ju + vH> u pour toute fonction v ¢ H dont la partie réelle est
>0,
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Le lemme suivant sera utlle pour déterminer les espaces de Dirichlet dans un cas
particulier importent : c'est une généralisation du principe de 1'équilibre ¢

LEMME 5. — Etant donnés deux ouverts w &t ), 6‘.6(1&31 =¢, @y borné, il
existe un potentiel réel u tel que 1@

i. \: est portée par a"Slo p-aa_x_'_ 550 .

ii. u, = 0 (pzesque partout) sur o, u, =1 (presque partout) sur w,

i31. 0 €u <1 (presque partout)

On reconnait le principe de 1'équilibre pour w, = g.

Principe de la démonstrations - Soit E 1l'ensemble (fermé, convexe, non vids)
constitué par les u €H dont la partis réelle est (presqus partout) > 1 sur
@, S0 sur w3 1'élément de E de norme minima convient : en effet, si T
est la contraction normalerdw plan complexe qui consiste A projeter sur le segment
(0, 1] de 1'axe réel, on & Tu =u (d'aprés les hypothéses) donc (ii) et (iii)
sont vérifiés. On prouvera facilement (1) en observant que, pour tout h >0 s Ona
llu + hv || > [lu]] pour toute v €« C N H réelles, nulle sur oy , 20 sur

e et |lu-m|l»|lull pour toute we€ N H, réelle, nulle sur w; , 20
sur @ .

On peut démontrer en outre que gdrx— e(d P"* (cela résulte d'un "principe de
positivité des masses"),

Pour déterminer effectivement certains espaces de Dirichlet, on aura besoin d'une

olasse remarquable de fonctions, dont on va énoncer les propriétés essentielles.

6+ Fonctions du type (N) .

Soit G wun groupe abélien localement compacte

DE:FINITION 5., = Une fonction A continue sur G , & valeurs complexes, est dite

du type (N) si, pour tout systéme de n points x € G , la forme hermitienne @

2o T ) ¢ RET - Al - x) )y Py

est_positive (n=1, 2, eee)

La plupart des propriétés des fonctions du type (N) se déduisent du lemme
suivant, de démonstration facile 3 pour qu'une fonction "A continue sur G soit
du type (N) , il faut et 11 suffit que A(0) soit réel >0 et que
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LES DEUX ASPECTS DE LA THEORIE DU POTENTIEL

exp(= & A (x)) soit de type positif pour tout « réel > O .

Un autre énoncé du lemme précédent est ¢ pour que la fonction -f(«x » X) , oon=
tinue sur R’ x G , soit la fonction caractéristique d'une loi de probabilité indé-
finiment divisible, il faut et il suffit qu'il existe une fonction A du type (N)
nulle & llorigine telle que (& , x) = exp(= *A(x))

IEMIE 6. - Pour que A continue sur G soit de type (N) , il faut et 11 suffit
qu'il existe un nombre C >0 et une suite de fonctions ¥n continues de type

positif, tels que 3

Alx) =C + m (¢ ,00) =y (x))

1la limite étant uniforme sur tout compact de G .

C'est Svidemment suffisant, et c'est nécessaire d'aprés le lemme précédent,il
- 2
suffit de prendre C = A(0) et y _(x) =n exp A(0) = (x)

Voici deux corollaires faciles du lemme 6.

COROLIAIRE 1. — Si A est du typs (N) ot rdelle, 11 on est de mdme do A,
quel que soit o« avec 0 < ol <1,

COROLLAIRE 2. - S1 A est du type (N) et si 1/3A est sommable sur tout com-
pact, cette derniére fonction de type positif.

Cas du groupe RE® . - Toute fonction A du type (N) sur Rn est & croissance
lente & 1'infini ; d'une maniére plus précise 3 A (x) = 0(|x| ) , conséquence faci-
le de 1a relation |A(2x)| < 4| A(x)]| , qui résultc immédiatement de la définition

5
EXEMPIE de telles fonctionse — |x]2 (évident), et par suite (corollaire 1 du
lemme 6) ¢ |x|® pour tout e, 0 < Xg2,

Du lemme 6 et du théoréme de Bochner, on peut déduire un théoréme de représentation
des fonctions du type (N) sur Rn 3 on l%énoncera dens le cas d'une fonction du
type (N) réelle (seul cas qui sera utilisé ; dans le cas général, la formuls est
un peu plus compliquée), une telle fonction )\ admet une représentation et une
seule de la forme

(1) Alx) =C +Q(x) +f(1—cos 2% xy) deo (y)

oi C est une constente >0, Q wune forme quadratique positive des coordonnédes
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de x, et ¢ unec mesure > 0 dans R - {O} , symétrique par rapport & 1l'ori-
gine, telle que

2
S d6{y) < ©
1+|y|

Inversement toutc fonction définie par une relation tells que (1) est du type

(N) et réelle (et par suite symétrique).

7+ Espaces de Dirichlet spéciauxe

On se donne un groupe abélien G localement compact ; on note dx la mesure de
Haar.

DEFINITION 6., - Un espace de Dirichlet spécial sur G est un espace htlbertien
complet de fonction définies sur G , satisfolsant aux axiomes (a), (b), (c) de
la définition 3 (avec 3 = dx) et en outre A

(d) S u est un élément de H et x € G, la translatée de u par x est un
élément U u de H, et l'application x ~> Ux est une représentation unitaire de

X
G dans £L(H) .

— - * ] .
Autrement dit, HUx ul| = |l ”’Ux-y =0, Uy et l'application x —>TU_ est
fortement continuse

A toute mesure de Radon p sur G, de veriation totale finie, correspond

évidemment un opérateur lindaire borné Ur,. sur H , défini par

(UP u, v)= S(Uxu,v)dr(x) (u, v €H)

satisfaisant 3 ”U\"‘ Il sSdI/ll , UY’&: UtL * U: , otce L'élément U, ueH
est représenté par le produit de composition ordinaire u * 'L (évident, au moins

si M est & support compact ) e

Voici une expression remarquable de 1a norme dans H ¢

PROPOSITION 3, - S} H est un espace de Dirichlet spécial sur G , 1l existe une
fonction A réelle du type (N) définle sur ls groupe dual ¢ , dont 1l'inverse
1/ est sommable sur tout compact de g , telle que, pour tout u €CnNH, on
alt ¢

(@) I |12 = Smu)r’- A@)
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Démonstration sommaires = Soit « un voisinage ouvert borné de 0 dans G §

posons o, = o<, e = C () ; soit u o le potentiel réel associé a o, et
w, par lo lame 5 ; soit Py = 6 - ¥« sa mesure associde (64 ¥ 0 portde
par %, v, >0 portée par Q(Ed\)) s Soit £eC ; ona, f étant un

sccond voisinage ouvert borné de O,

(u *f,u(b)=(ux ,upt?)

o

d'ou (uo\t £ &Stont dens C ) 8
K@* o8 ap, = (o *9) apy

En prenant @ assez "grand", on retrouve le fait déja signalé que fdp,(zo
(cas particulier du principe de positivité des masses)s

On peut transformer par Fourier (uK étant A support compact et Mx de variation

totale finie) ; poscns

o () x)
S o S YOS
L@ 4,®

A(R) est défini pour tout R car, pour X —-0, @ /,0) tend vers1
uniformément sur tout compact de G o En faisant &« =P on voit que A est
réelle.

En outre on a, uniformément sur tout compact 3
5, 40) = %, (8)
8, (0)

ot conme % « 05t do type positif et "(\':0( (0) £ - . (0) « ‘M est bien une fonction
réelle du type (N) (lemme 6).

Ax) = lim

Normalisons u , en posant v, =uo(/g Uy dx ; soit ‘»‘0(= Hd\/j u, & la
mesure associde ; s1 u €CnH ona :

2
[lu # v =(u*vp(,u*v‘x)=(v°(*u*ﬁ',vo()=gvo(*u*5dva<

o

~ 2 4 2 2
fva( ] Y& = slﬁl l%(i Aar
mais comme W‘xl <1 tend uniformément vers 1 sur tout compact pour X —>0 R
on peut passer & la limite, et on obtient (2).
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I1 rewtorait & démontrer que 1/A est sommable sur tout compact de G s CO
qui se déduirait immédiatement de la formule

a 2
2
g I = { LEBL o
nMR)
valable pour toute f mesurable bornée & support compact (voir la démonstration

du lemme 4 pour la définition de uf). On ne donnera pas le détail de la démons—

tration de cette formules
On va étudier la réciproque de la proposition 3 ; on se bornera au cas du groupe
o , les démonstrations dtant alors plus simples.

8. Espaces de Dirichlet spéciaux sur R,

THEOREME 3. - Tout espace de Dirichlet spécial sur R est constitué par les

transformées de Fourier des fonctions de carré sommable par rapport & uns fonction

A réelle du type (N) ; cette flonction 7 peut 8tre choisie arbitrairement

pourvu_qus 1/A soit sommable sur tout compacte

On a déja vu qu'd tout espace de Dirichlet H , on peut associer une “A réeslle
du typs (N) , telle que (2) soit vérifide pour toute u ¢ C OH (proposition 3)
11 faudrait encore montrer que toute u € H est tempérée et satisfait 3 (2) ;
cela résulte de ce que, C N H étant dense dans H , on peut identifier H 2

l'espace H 2\ qu'on va construiree.

Soit maintenant A réells du type (N) , avec 1/9 sommable sur tout compact ;
les fonctions 1 ¢ Lz(?\) sont tempérées, cor

(e dxrsfmzmj_ﬁ_ﬁ

(1+]x|*)P A+]x]%)P

ot comme 1/X est = 0 et de type positif (corollaire 2 du lemme 6) donc tem-
pérée, 1l existe p >0 tel que le second membre soit < @ .

On notdra H'A 1'espace hilbertien constitué par les distributions wu dont les
transformées de Fourier sont dans L () (on verra que ce sont des fonctions) ;
l'ensemble ¥ des fonctions indéfiniment dérivables i décroissance rapide a
l'infini est contenu dans H, , car AR) = O(Iﬁlz) pour X —> m ; on voit
facilement que l'ensemble (50 des fonctions indéfiniment dérivables & support
compact est dense dans H,)\ .
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On achévera grfice au lemme suivant ¢ si u e 60 et si T est une contraction

normale du plan complexe, on a Tu € H st ||'.l\1|| &Hu” .

En effet, posons A (&) = A(0) + k(1 - exp(((A(0) - A(R))/)) ¢ on vérifie
aisément la formule ¢

[l 3,0 o =0 [l o+ § ([t + ) =60 2y ) e

oi C= ’)\k(o) = A(0) et 6 20 (de masse totale finie) sont la constante et
1a mesure assocides par la représentation (1) & la fonction 'Ak qui est du
type (N) et bornde (11 s'agit 13 d'un oams trés élémentaire, valable pour tout
groupe abélien) ; d'ou immédiatement, en posant v = Tu

flo7 2 @ e(iof 2, @,

d'oh le résultat, car A, converge vers ‘A en croissant.

On en déduit que les éléments u € H, sont des fonctions, et qu'on a, pour tout
compact K de i , ||u||L 1(K) < A(K) ||u]] 3 2 cet effet, 11 suffit de prouver
qu'on a une telle relation pour les u € $d 3 or on a pour toute ¥ (3] s N

posant v = |u| (contraction de u)
- ~ 2 A 2
Ijlul §axl® = If 0@l < (lof 2a S -L%I—dﬁ é”u”ZS-li)‘Ldﬁ

d'ou le résultat (choisir ¥> 0 sur R, ¢zl sur K).

On vient de voir que l'espace H. satisfait & 1'axiome (a) 3 (b) est vérifié,
puisque O est dense dans H- 3 on a montré (c) dans 1le cas o u est dans
(9, et on obtient le cas général en observant que si u€ 60 convergs for-
tement dans H. , Tu converge faiblement dans H-~ ; enfin (d) est immédiat ;
le théoréme 3 est donc établi,

Autre expression de la nommes — En utilisant la représentation (1) de )\ , on

montre facilement que, pour toute ue® , ona @

il =0 [P oo 37 oy [8 Foac o3 [] hix ) - u 00 i

les a, 3 étant égaux (ou facteur 41‘!’2 prés) aux coefficients de la forme
quadratique Q , et les x;l étant les coordonndes de X e

2
Pour 2 = |ﬁ| ’ (n>3) s on retrouve la norme classiqus de Dirichlet.
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Noyau essocié & un espace de Dirichlet spécial. - On appellera noyau associé a

1'espace de Dirichlst H~ lanesure N30, transformée de Fourier de la fonc-
tion de type positif 1/A . On vérifie que pour toute fonction f bornde & support
compact, ls "potentiel" w. (considéré au lemme 4) est égal au produit de composi-

f
tion N»f ,

PROPOSITION 4. - Les noyaux associds aux espaces de Dirichlet spéciaux sur i
sont les Sléments de (KS) (voir n° 4).

En effet un tel noyau N est dans (K ) car il est eymétrique (puisque rdel
et de typs positif), il tend vers O l'mflni (car, pour \fé@ Kxy a
pour transformée de Fourier la fonction sommable ‘f/ A 3 donc 11 tend vers 0 a
1'infini), enfin c'est une lindte de noyaux élémentaires, & savoir les transformées
de Fourier des fonctions 1/ ‘Ak considérées dans la démonstration du théoréme 3.
Inversement tout noyau élémentaire est associé a l'espace de Dirichlet H >\
avec ) =a(l - r) tout noyau de (K ) est donc associé & un espace de Dirichlet
carona N = Nr * 0( (avec les notations de la démonstration du théordme 2)
d'od par Fourier N = a( / A.» Ob A, est la fonction du type (N) associde
au noyasu élémentaire Nr d'oh le résultat en faisant r— 0,

REMARQUE. = A tout noyau N € (Ks) on peut associer une famills de noyaux
N, € (K,) (0&«<1) satisfaisant 3 N=N, N =%, Ny=» Np =N°<*P pour
«+pP<L1

Cette généralisation de la formmle de composition de M. Riesz (cas des noyaux
d'ordre & ) s'obtient immédiatement (proposition 4 et corollaire 1 du lemme 6)e

EXEMPIES. - A = lex est du type (N) pour 0£&A<2 ; mais 1/A n'est pas
soumable sur tout compact s1 X =2, n=2 ,0u si 1<€X4%£2, n=1; ces cas
mis & part, 1/A est le transformé de Fourier d'un noyau de (K ) , & savoir
(3 un facteur prés) |x| - (noyau d'ordre & de Rlesz—Frostman, noyau newtonisn
s1 o = 2). Pour que le noyau N soit continmu, il faut et il suffit que 1/A  soit
sommable; cecl ne peut se produire que s1 n =1 (a'aprés N (&) = O(IR]Z) 3 exempls
de tel noyau 1 exp(- alx|).
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University of California Press, 1955 (Calif. Monogr. math. Sc.) j
voir aussi les travaux de SCHOENBERG et von NEUMANN pour les relations avec la
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ADDITIF
A 1'époque ou cet exposé a &té fait, commengait & parnitre 1'important travail de
G. HUNT 3

HUNT (G. A.)s - Markov processes and potentials, I, II, Illinois J. of Math.,
t. 1, 1957, p. 44-93 et 316-369 ; III, t. 2, 1958, p. 151-k13.

HUNT introduit des points de vue trés originaux dans 1l%étude des aspects linéaires
de la théorie du potentiel, et donne des interprétations probabilistes simples des

principes fondamentauxe
La premiére partie du travail BEURLING-DENY est parue 3

BEURLING (A.) et DENY (J.). = Espaces de Dirichlet, I : le cas élémentaire,
Act. Fﬂthc’ te 99’ 1958’ Pe 203'2240

Un résumé de la théorie générale vient de paraitre :

BEURLING (A.) and DENY (J.). - Dirichlet spaces, Proc. nat. Acad. of Sc.
U. S. Al, t. 45, 1959’ P 208-215.

[Avril 1959]
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