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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1957)

IES TRAVAUX DE NASH ET KUIPER SUR IE PLONGEMENT ISOMETRIQUE DES
Cl-VARTETES RIEMANNIENNES DANS L'ESPACE EUCLIDIEN,

par Gustave CHOQUET.

1. Introduction. .
I1 s'agira ici du plongement isométrique, dans un espace euclidien R , de va-

riétés différentiables munies d'une métrique riemannienne. Lorsqu'il s'agit d'une
variété X, & n dimensions, k fois différentiable, munie d'une métrique elle-
méme réguliére d'ordre k , et qu'on impose au plongement d'étre k fois différen-
tiable, on sait que si k > 3 , 1l'espace RV doit aVoir une dimension tres élevée
(les meilleures bornes connues sont actuellement N = (3n + 11) pour une variété
compacte, (n+1)(3n + 11) pour une variété non compacte d'aprés NASH [3]).

Par somtre nous verrons que les plongements C1 sont possibles dans des espa-
ces de dimension inespérément faible. Il est immédiat que 1'on doit avoir N 2 n+l
8'il s'agit d'une variété qui ne soit pas localement euclidienne ; il est étonnant

que N = n+l suffise, du moins localement.

Les méthodes et les résultats sont essentiellement dus & John NASH (1954) ; toute-
fois la méthode de Nash exigeait N > n+2 . En 1955, le jeune hollandais Nicolas
KUIPER, reprenant une suggestion de NASH, établit qu'il suffisait de N 3 n+l ,
donnant ainsi un résultat définitif.

Nous verrons que pour des applications isométriques c® , on pourrait méme se

contenter de N > n .
2, Définitions.
Nous supposons connue la définition d'une variété Cl-différentiable a4 n dimen-
gions ; une telle variete X est dite une Cl-variété riemannienne si elle est

munie d'une métrique C de Rlemann par la donnée d'une forme quadratique
iJ(x) dxidxj dont les gij(x) sont des fonctions continues (sans plus) des coor-

données locales (x;) . Une telle variété pourra &tre compacte ou non (dans ce der-
nier cas, elle est forcément dénombrable a 1'infini puisque connexe, métrisable et
localement compacte). Nous supposerons ces variétds sans bords, le cas des variétés
avec bords pouvant se ramener, par exemple, au cas des variétés non compactes sans
bord.

Une Cl-immersion de X dans RN est une application f de X qui est C1

et a différentielles non degenerees. La métrique de f(X ) est donnee par la forme
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: N _ot o
quadratique sur X, ¢ iJ dxide , ou hij _3—- . axj .

On dit que f est isométrique si hi,] = glJ ; on dit que f est courte si
(gi. - h ) dx dx est une forme définie positive, autrement dit si

(gij - hy,) dx;dxs > i(x)(gijdxidxj) ol {50.

Une immersion f est dite un plongement si 1'application f de X, sur f(Xn)
est une homéomorphie.

3. Enoncé des principaux théorémes.

THEOREME 1.- Soit X une Cl-varlete riemannienne compacte ; soit f un
¢l ~plongement court de X dans }-QN (N> n+1) . Pour tout €>0, il existe un

-plorgggxnent isométrique g de X = dans RV tel que || £(x) - gx)|l <&
pour tout x € Xn .

On pourrait méme imposer une condition supplémentaire & g , portant sur les 61é-

ments de contact de f(X ) et g(xn) aux points homologues (voir fin de la dé-
monstration).

On aurait un énoncé analogue en remplagant le mot "plongement" par "immersion".
Cet énoncé est encore valable pour les varidtés & bord.

COROLIAIRE 1.~ Si une Cl-variété riemannienne compacte Xn a un Cl-pg.ongement

dans R' o N 2 n+l  (ce qui est toujours réalisé si N =2n ), elle a aussi wn

Ci-ggmgement isométrique dans le méme espace.

EXEMPIES :

1. Tout. tore T° localement euclidien (produit cartésien de n cercles) admet
un C -plongement isométrique dans R +1 .

2. Dans R3 » soit K un tore de révolution ordinaire ; il existe, arbitraire-
ment voisines de K , des surfaces & plana tangents continus, isométriques a des
tores T2 localement euclidiens.

3. Dans R’ , soit E un ellipsoide contenant la sphbre-unité p=1. Pour
tout £ >0, il existe une surface d'équation polaire p = p(0, ¢) (avec Po
et P‘f cont.a.nues et 1< p £1+¢) qui soit Cl—lsometrlque a E . On peut méme
imposer a Pﬁ et fv d'étre bornés indépendamment de £ .

4. Dans R’ , soit L une surface d'équation z = gx, y) (o (x, y) appar-
tient 2 un rectangle) avec f)'{ et f! continues. Il existe, pour tout € >0 , une
surface L' d'équation z = h(x,y) avec |lg-h|l <€ , et telle que I' soit
isométrique & un carré plan ; on peut méme imposer 2 L' de ne contenir aueun
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segment de droite (pour cette dernidre restriction, appliquer le théoréme 1 plu-

sieurs fois, puis passer a la limite convenablement).

Cette surface L' est a rapprocher du "mouchoir chiffonné" que IEBESGUE propo-
sait comme exemple de surface développable non réglée ; elle montre que pour éta=-
blir le théoréme : "Toute surface développable est réglée", il ne suffit pas de

supposer que la surface soit C° .

5. Pour toute Cl-variete riemannienne X, , tout point de X a un voisinage
qul admet un C -plongement isométrique dans le

THEOREME 2 ( ) {qui englobe le théoréme 1).- Soit X, ume clovariété rieman-
nienne localement compacte ; soit £ un C -Eloggement court de X dans R
(N > n+1) . Pour toute fonction numérique continue £(x) >0 definie dans X,
i1 existe un C'-plongement isométrique g de X, dans R* tel que
Ex) - gx) || < €(x) pour tout x € X, .

Ici encore on pourrait remplacer le mot "plongement" par "immersion". Le théoréme

est valable aussi pour les variétés & bord.

Notons que si on choisit €(x) tel que &(x) —» 0 quand x —» frontidre de

X, , 1o plongement g aura les mémes points-limites que £ ; par exemple g(x )

gera fermé si f(X ) 1l'est.
COROLIAIRE 2.~ Si une Cl—varlete riemannienne localement compacte X a un
-pl jement dans R oi N>n (ce qui est réalisé pour N = 2n ) , 6lle admet

un cl ~plongement isométrique dans RN"'1 .

Ce corollaire est une conséquence immédiate du théoréme 2 et du lemme 1 .

IEMME 1.~ Si une Cl-variéte' a un Cl-glongement. dans RN , €lle admet un

C -Blogement court dans R +1 .

EXEMPIE.~ Le plan hyperbolique H2 de la géométrie non-cuclidicnne admet un plonge-
ment court naturel dans R° . I1 en résulte qu'il existe dans R des surfaces
isométriques & H ot de 1a forme 3 = £(x, y) avec fx f}’, continues ; on peut
méme imposer que f sSoit borné et — 0 A 1l'e .

REMARQUE.~ Les théorémes 1 et 2 s'étendent immédiatement & des plongements dans
une Cl-variete riemannienne quelconque & N dimensions (qui jous le réle de R ).

sy s n ,
Plongement d'une variété X, dans R" .- Nous avons annoncé qu'en un certainsens

on pouvait plonger isométriquement un X, dans R" 3 voici 1'énoncé précis :

(1 NASH et KUIPER énoncent un théoréme analogue seulement dans le cas od f est
C® ; or lo théoréme bien connu de WHITNEY pernet de ramener immédiatement le cas
ot £ est C! aucas eu f est CP ,
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Nous dirons qu'une application continue f d'une Cl-variété riemannienne X
dans une autre Y est isométrique si, pour toute courbe paramétrée rectifiable Y
de X, la courbe paramétrée f(¥) a méme longueur que ) .

' THEOREME 3.- Soit X, ume cl-variété riemannienne campacte, soit f une

Cl-imersim courte de Xn dans R . Pour tout &€>0, il existe une application
continue isométrique g de X dans R® telle que ||£(x) - g(x) ]| <€ pour
tout x eXn .

On a un énoncé analogue pour les variétés non compactes et les immersions dans

3

des variétés & n-dimensions autres que R® .

L'application isométrique g dont le théoreme affirme l'existence ne peut évi-
demment étre localement biunivoqus que si Xn est localement euclidienne ; elle
n'est pas non plus différentiable en général (elle est lipschitzienne, évidemment).

EXEMPIE.- Toute sphére de R3 peut étre appliquée isamétriquement dans un plan.

4, Idées directrices.

On part d'une immersion courte f de la variété Xn dans RN et on essaie
d'étirer la variété £(X,) pour augmenter son ds” ; on fait cet étirement locale-
ment, par petits morceaux homéomorphes & des pavés euclidiens ; d'autre part dans
chacun de ces petits morceaux, l'étirement est une superposition finie d'étirements
plus simples dont chacun n'augmente le d32 que dans une seule direction : ces
étirements seront dit élémentaires.

Les méthodes de Nash et Kuiper différent par le choix des étirements élémentaires :
celul de Nash se fait en spirale, celui de Kuiper en sinusoide. Par exemple, 1'éti-
rement de Nash remplace une droite par une hélice ayant cette droite comme axe ; il
exige donc que 1'espace RN ait au moins deux dimensions de plus que la variété a
dilater ; 1'étirement de Kuiper remplace une droite par une courbe plane de genre
sinusoidal ayant cette droite comme axe ; o'est pourquoi il suffit que N > n+l 5
mais cette amélioration est compensée par une complication plus grande de 1'appa-
reil analytiqus.

Nous utiliserons ici dans ses grandes lignes 1l'étirement de Kuiper, que nous
appellerons plissement ;toutefois un choix convenable de ce plissement et des coor-
données locales sur X,, nous permettra de simplifier son exposé.

5. Etude du plissement dans un cas simple.

1, Soit y = k sin x 1'équation d'une sinusolde plane dane R2 ; soit

w L
r(k) = Tr'lf (1+ kzcoszx)Z dx le rapport de la longusur d'une arche de la courbe
0

142



PLONGEMENT ISOMETRIQUE

a4 Ba corde ; T est une fonction analytique strictement croissante de k , qui
verie de 1 & 1'co pour O Lk .

Pour les sinusoides homothétiques y = k4 sin % , le résultat reste le méme.

Soit elors k(x) wune fonction continue >0 , nulle hors d'un compact de R,
ot a dérivée continue.

Ia courbe I* d'équation y = k(x)) sin§ est, lorsque A st trés petit, une
sorte de sinusoide dont l'amplitude est variable,

Soit {(\,a,b) = longueur de 1l'arc de I' de base [a , b] . Un calcul simple
montre que f{(A,a,b)/(b-a) tend uniformément (quand )\ —> O ) vers

b
f r(k(x))dx . Donc le taux local d'étirement au point x quand on remplace la
a

droite y = O par la courbe [ est, pour A petit, voisin de r(kx)) .

2. On peut faire subir un plissement analogue au plan. Dans R3 , solt £ 1la

surface d'équation cartésienne 2z = k(x, y)A sin(%) , ot k est une fonction con-
tinwe 20, nulle hors d'un compact de R” , et continuement différentiable. Pour
tout (x, y) € R? , lorsque ) est petit, la surface & réalise autour de

(x, y) un étirement appréciable du plan 2z = 0 dans une seule direction ; dans
cette direction, le taux moyen d'étirement des longueurs est encore r(k(x, y))

[ 2 ressemble 3 une tdle ondulde dont les ondulations ont partout la méme période,
mais des amplitudes variables].

3. Camme une Cl-variété se comporte localement comme une variété affine, on
congoit qu'on puisse lui appliquer le méme procédé de plissement qu'd un plan.

Pour disposer d'un langage commode, nous allons modifier la présentation de
l'exemple de la sinusoide.

Posons u 1

Lu, k) = J 1+ kzcoszt)z dt

Puis ©
X=x+ plx, k) , o {(X, k) = r(k)x
Y=k sinX = k sin(x + ¢(x, k)

On vérifie que ¢ est une fonction analytique périodique de x , do période TT .
L'application x — (X, ¥) de 1la droite y = O sur la sinusoide est telle que
dX2 + de = (r(k))2 d.x2 , ce qui s'exprime encore par :
(1) (1 +¢02(1 + Poos®X) = P2 ;

elle réalise donc une dilatation uniforme de l'axe des x dans 1le rapport r(k) .
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Il en est de méme de l'application x — (X, Y) lorsque 1'on pose :
) X=x+Atp(-J§,k) ; Y:)\ksin(zi-‘)
5i, dans les formules (2), on remplace formellement k per la fonction k(x)
introduite précédemment, on vérifie qus pour cette nouvelle transformation, le
rapport (dX2 + dY2)/dx2 tend uniformément vers r(k(x))2 lorsque A — 0 ;
cette remarque va permettre d'étendre la notion de plissement élémentaire 3 toute
immersion.

Plissement élémentaire d'une C ®-immersion de R® dans RY (N 5 n+1) .

v

Soit f wne C ®-immersion d'un ouvert Q de R% dans RN . la métrique de

PU 2 _ _Oof of
£(1) est définie par ds = gijdxidxj , ol 815 = 5;; ol On veut remplacer

f par une immersion voisine T telle que (d5)° - as® = h(x; dxf + £(x) ds*
od h est une fonction domée 20 de classe C¥ , et od |€(x)] < € domné.

)

Soit k(x) une fonction numérique de classe G & , nulle hors d'un compact,
définie dans 2 ,

Soit ’;’1 (x) 1le vecteur de longusur 1 de ol défini par g)—t‘z(x) =h §'1 x) ,

(h>0); et soit 'r)l(x) un vecteur unitaire normal & f£(Q) au point f£(x) ,
choisi de telle sorte que " (x) soit C° (ce qui est autamatiquement réalisé
si N =n+l, mais toujours réalisable dans le cas général).

On pose alors : A

x x b3
= 1 1 1
f(x) = £(x) + A, k(x)) b El + Ak(x) sin [—,\- + ?(T, k) by, .
Cette application f est C® ; et 81 ) est assez petit, elle a tous les carac-

téres éventuels de régularité de f (le fait d'étre wun plongement, le fait que
£() soit fermé, etc.).

On vérifie que :

F _ df .
Cm—— T Semve— O .
;o + O(N) pour i#£1

Of _ of Xl .

-ax—l = gg + ‘fx(")‘-' k(x))h f1+ k(x)(lﬂgx) {(cos A) n my + o)

Faisons maintenant 1'hypothése (par 1la suite, on s'arrangera toujours pour la
vérifier par un choix convenable de coordonnées locales) que Baxi' . g—f = 0 pour
1 i

tout i # 1, c'est-a-dire qus les courbes X; = cte (1 #£1) sont orthogonales
aux variétés x, =C" .
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On a alors : - <3 3 3
of £ f of
. = e e+ Q(A uf si 1= =
Sxi axj axi ax ( ) sa 8 ]

( ) = gxil' 2 (1+ %,:)2 [1+ kz(x) coszA]-l-O(.\)
ou, d'aprés la relation (1) :
&’ = @ Fwe) + o0

On a donc
(g5 - €55) axyx; ( ) (z* 1) dx + 0(A) (ggyaxyaxy)

Or il est immédiat, puisque r est une fonction strictement croissante de k ,
qu'il existe une fonction k(x) du type cherché, telle que :

h(x) = <r) [+ (k(x)) - 1]
Donc on réalise bien le phssement cherché, a gas® prés, dés que A est assez
petit.

6. Iea étapes de la construction.

Nous allons démontrer le théoréme 2, dont se déduisent les autres. Soit X, une
Cl-variété riemannienne localement compacte ; soit f wun Cl-plongement court de
X dans RN ; en utilisant les résultats de WHITNEY, on peut remplacer la struc-

n
ture C1 de X _ par une structure C%® campatible ; puis remplacer le C -plon-

n
gement f par un C w—plongement g telque f et g, ainsi que leurs différen-
tielles premidres, soient arbitrairement voisins en un sens connu 3 £ étant wn
plongement court, g 1le sera alors aussi. Nous supposerons donc par la suite que
f est ¢P,

Soient dcv-2 et d32 les formes quadratiques fondamentales de X et f(x ) ;

par hypothése (dcr - ds ) est partout une forme quadratique deflnie positive.

On sait qu'il existe des partitions C® de 1'unité sur X, , subordonnées & un
recouvrement ouvert domnné de X, :1= z ¢, ; nous aurcns & les utiliser ; il est
immédiat, puisque X, est de dimension finie que 1l'on peut toujours supposer que
tout x € Xn appartient & au plus P supports S fn (P entier ne dépendant que
de n ).

D'autre part, soit M 1le céne ouvert des matrices définies positives (gi )
il existe un recouvrement localement fini de M par des simplexes ouverts contenus
dans M ; associons & toute matrice (gi ) qui soit un sommet d'un tel simplexe
une décomposition de cette matrice en un nambre fini de matrices positives de rang 1.
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Soit alors S wun des simplexes du. recouvrement 5 tout point m de S a dans

S des coordonnées barycentriques qui sont des fonctions analytiques de m ; les

décompositions assocides aux sommets de S permettent donc d'écrire pour tout

2 (k € K fini) ,

mesS m =gy (m) uguy = ):uk(m) (ZE 3 x u,)
les ai,k étant des constantes, et les ¢, des fonctions enalytiques de m .

Rapprochons ce résultat et l'existence des partitions de 1'unité; on obtient
aisément le résultat suivant:

Soit (wy) un recouvrement ouvert localement fini de Xn » tel que tout wy
soit borné et muni de coordonnées locales (uj). Pour toute forme quadratique
dv? sur Xn , il existe une partition de ce d'z'z en une somme
%/31 (x) (‘i\:ai,ldui)z , ou les ai,Lsont des constantes, et les /6L des fonctions
nume’riques Co‘); 0 dont chacune a son support contenu dans un w,_ .

On peut toujours supposer, compte tenu de ce que X, et M sont de dimension
finie, qu'on a choisi les wa(, les simplexes de M, et les décompositions de
leurs sommets en formes de rang 1, de telle sorte que tout x €X, appartienne au
support d'au plus P fonctions ﬁx.(P entier fonction de n et N).

ler stade, - La métrique de X, est donnée par d 2 dont les coefficients sont
des fonctions continues sans plus; il est de méme de dzz = ds‘z -ds?2 . 1
existe evidemment une forme d'i’z % coefficients C™ telle que (dp2 - d{:z)
soit encore définie positive, avec d¢2 - d1‘72 € if’

Nous allons essayer de construire £l telle que sa premidre forme fondamentale
vaille approximativement (ds? + d%2), 3 ¢do? prés (€ donne).

On peut écrire: dz?2 = Zl:pé (x) (Z'-_ai{ dui)?'
Les indices ¢ formant un ensemble dénombrables, on supposera que ce sont les
entiers 1, 2 ... .,

/ . 7,7 . -
Le ler stade va se decomposer en plissements elementaires successifs:

ler plissement élementaire - On applique le plissement €lémentaire décrit plus

N . . 2
haut a 1'application f et & la forme B (x) (Zai 1 dui) .
Un changement de coordonnées locales raméne d'abord a la forme p’] dx% . Puis,

pour respecter l'hypoth\ese que nous avions utilisée:
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on fait temporairement un second changement de coordonnées localss : pour cela,

on détermine les courbes. trajectoires orthogonales dans RN des surfaces images
des plans x; = cte ; et on prend les nouvelles coordonnées locales b:i) sur X
telles x; = x; et telles que les images des droites xj = cte (2 #1) soient
ces trajectoires orthogonales ; ce choix est possible d'une infinité de fagons si

n > 2, et d'une seule facon si n=2 .

On peut désormais choisir le paramétre A qui fixe la finesse du plissement,
assez petit pour que la nouvelle C “-application £, définisse un dsf tel que
(avec les notations initiales) :

2| < %do-2

2 2 2
ds] - ds” - g (§a1’1 du,

p-iéme plissement élémentaire.- f 1 étant défini, fp est un plissement de
; 2 2 _, .
fp—l assooié & la forme /sp( Zi ai,pdui) , tel que san dsp vérifie :

2

2
\<%dcr

2 2
ds_ - d - b2 d
sp sp_1 /3p ( - ai’p uy

)2

Pour faire ce plissement, on doit évidemment, grédce & un changement temporaire de
coordonnées locales, se ramener au cas ou 1l'hypothése d'orthogonalité nécessaire

est satisfaite.

A cause du choix des By » tout campact de X n'est intéressé que par un nom-
bre fini de ces plissements ; la limite f1 des f_ est donc atteinte sur tout
compact & partir d'un certain Pg ; ©lle posséde donc les propriétés cherchées.

Notons que, pour chaque plissement élémentaire, le paramétre de plissement )\
peut étre choisi assez petit pour que, finalement, |f1(x) - f(x)[$%§) , ou &(x)
o8t 1a fonction continue > 0 arbitraire donnée sur X, dans 1'énoncé du théors-
me 2.

n-iéme stade.- Aprés le ler stade, si 1'on a pris €= -2% , on a maintenant :

0<do? - (1o ds? ae £

10
Or, £ possede les mémes propriétés que f ; on peut donc définir & partir de

£l une application £2 , otc., et plus généralement une application f° telle

2

2
2 -
Qe 0<dor- (le ds° de £P) < % . On peut en outre, quand £~ 1 oest connu,
1

choisir % telle que :
£ - L || ¢ B2
2

Donc les applications £ convergent uniformément (prendre &(x) borné). Soit g
leur limite ; on peut montrer que, si dans chacun des plissements élémentaires de
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chacun des stades, le parametre A a été pris assez petit, g est cl , 8 estun
plongement si f 1l'est, ete. . Démontrons la moins évidente de ces affirmations, a
savoir que g est C1

Des formules qui donnent (%— - ai?—) apres un plissement, on déduit que :
i Xi

(5—. af)-_-o(x) por i#1
1

(- ) = 0 + 0 L, kDT + 0lk(x))

Soit €30 donné. Pour i # 1 ona, pour A assez petit l|§-—- —--H <&

X
D'autre part, un calcul élémentaire montre que t(;c(-xl- , k) = O(k ) ; on a done :

I -§-x‘-’- - sl = o+ ot
Or les conditions Idv - le ds® de ) ¢ j‘_%ﬁ entrafnent pour les l%(x)
1
correspondantes une majoration de la forme kg(x) = o(10™ .
n
On peut donc obtenir aisément la convergence uniforme des agf— ;5 donc g est
i

continuement différentiable ; la diffdérentielle premitre de g est non dégénérée
parce que la forme fondamentale associe & g est de" qui est de rang n .

Passage d'un Cl—plongement de Xn dans R® aun Cl-plongement isométrique

dans RV ou RV,

Nous voulons démontrer les corollaires des théoremes 1 et 2 .

Le corollaire 1 est immédiat ; car si X est compacte et s1 f est une
c -appllcation de X de Y , le quotlent (d542 de f (Xn))/ (ds2 de Xn) est

borné ; donc pour un > 0 asses petit, Of est un plongement court dans RN et
le théoréme 1 s'applique, d'ol le corollaire.

Pour démontrer le corollaire 2 , il suffit de démontrer le lemme 1 correspondant ;

ce sera une conséquence du prélemme général suivant :

IEME 2.~ Soit F un ensemble fermé de RV ; soit ¢ une fonction numérique

> 0 définie et continue dans BF .

I1 existe une fonction numérique &(x) >0 définie et analytique dans GF et
telle que 1'homéomorphie x — x = (§(x) x, &(x)) de GF dans BN x R soit
telle que ||dax|| & Ilax|l/2 ¢(x) pour tout x .
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I1 suffit de prendre F) analytique telle que, pour tout x on ait :

1 . ] < 1 . sl(x) I S 1
0 <& (x) <m) O | ' | I (x)||~m) 5|l ! o0
l'existence d'une telle 4§ rdsulte par exemple des théorémes d'approximation de

Whitney.
On peut alors démontrer le lemme 1. Soit F 1'ensemble fermé f(Xn) N Cr(xn) ;
ds de f£(Xp)
soit (¢ 1o valeur au point x € f(Xn) de sup (m;-—) ; cotte fonction ¢

8se prolonge a GF en une fonction continue > 0 que nous désignerons encore par Pe

L'application composée do f et d¢ x ~% X est le plongement court cherché de
X~ dans R+ ; il est C* (resp. analytique) lorsque f est C¥ (resp. analyti-

que).
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